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RESUMEN

Investigaciones revelan que una comprension sélida de
las fracciones da forma al rendimiento matematico futuro
de los estudiantes y que su conocimiento puede depender de
como se ensefia. Los investigadores informan que ensefar
fracciones desde una perspectiva de medida puede promover la
comprension conceptual de los estudiantes. Investigamos esta
hipétesis con estudiantes brasilefios de primaria y utilizamos el
enfoque pedagdgico del modelo educativo 4A. Los resultados
revelan que los estudiantes demostraron conocimiento
conceptual sobre la comparacion de la magnitud de fracciones
y la construccion de la equivalencia de fracciones. Pudieron
evocar imagenes mentales de este contenido y escribir de forma
independiente expresiones matematicas de comparaciones de
magnitud fraccionaria. Se necesita mas investigacion para
investigar como la perspectiva de medida ensefiada por el
Modelo Instruccional 4A influye en la comprensién de los
estudiantes de las operaciones aritméticas con fracciones.

ABSTRACT

Researches reveals that the robust understanding of fractions
shapes students’ future mathematics performance and that
their fraction knowledge may depend on how it is taught.
Researchers report that teaching fractions from a measuring
perspective can promote students’ conceptual understandings.
We investigate this hypothesis with brazilian elementary school
students and use the pedagogical approach, 4A Instructional
Model. Results reveal that the students demonstrated
conceptual knowledge about the magnitude comparison of
fractions and the construction of equivalence of fractions.
They were able evoke mental images of this content and
write competently mathematical expressions of fraction
magnitude comparisons. Further research is needed to
investigate how the measuring perspective taught through the
4A Instructional Model influences students’ understanding
about the arithmetic operations of fractions.
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RESUMO

Pesquisas revelam que o entendimento robusto das fragdes
molda o desempenho futuro da matematica dos alunos e que
seu conhecimento pode depender de como é ensinada. Os
pesquisadores relatam que o ensino de fragdes por uma
perspectiva de medicdo pode promover o entendimento
conceitual dos alunos. Investigamos essa hipdtese com alunos
brasileiros do ensino fundamental pela abordagem pedagdgica
4A Instrucional Model. Os resultados revelam que os alunos
demonstraram conhecimento conceitual sobre a comparagédo de
magnitude de fragdes e a construcdo da equivaléncia de fragdes.
Eles foram capazes de evocar imagens mentais desse contetdo
e escrever expressdes matematicas envolvendo as comparagoes.
Mais pesquisas sdo necessarias para investigar como a
perspectiva de medigdo ensinada pelo 4A Instrucional Model
influencia a compreensdo dos alunos sobre as operagdes
aritméticas de fracéo.

RESUME

Recherche révele qu’une solide compréhension des fractions
faconne les performances futures des éléves en mathématiques
et que leur connaissance des fractions peut dépendre de la
facon dont elle est enseignée. Les chercheurs rapportent
que I’enseignement des fractions dans une perspective de
mesure peut favoriser la compréhension conceptuelle des
éléves. Nous avons étudié cette hypothése aupres d’éléves du
primaire brésilien et utilisé I"approche pédagogique 4A modele
pédagogique. Les résultats révelent que les étudiants ont
démontré une connaissance conceptuelle de la comparaison
de I'amplitude des fractions et de la construction de I’équivalence
des fractions. lls ont pu évoquer des images mentales de ce
contenu et écrire de maniére compétente des expressions
mathématiques de comparaisons de magnitude de fraction.
Des recherches supplémentaires sont nécessaires pour étudier
comment la perspective de mesure enseignée par le modele
pédagogique 4A influence la compréhension des éléves des
opérations de fraction.

1. INTRODUCAO

PALAVRAS CHAVE:

- Fracédo

- Medicdo

- 4A Instructional Model
- Ensino

- Aprendizagem

MOTS CLES:

- Fraction

- Mesure

- 4A Instructional Model
- Enseignement

- Apprentissage

Pesquisadores da Educacdo Matematica e da Psicologia Cognitiva revelam que a
aprendizagem de fracOes esta diretamente relacionada com o desempenho futuro
de alunos na Matematica mais avancada (e.g., Siegler et al., 2012; Siegler et al., 2013;
Booth e Newton, 2012) e que o ensino de nimeros fracionarios e suas operagdes
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aritméticas € um desafio para professores (e.g., Christou, 2015; McMullen et al.,
2015; Siegler et al., 2012; Vamvakoussi et al., 2012; Van Hoof et al., 2018).

Outras investigagdes apontam que a maneira mais indicada e favoravel
para compreensao do conceito de fracdo é a que remete a sua ontologia (Powell,
2018a; Siegler et al., 2011; Aytekin, 2020) e, alguns deles, remetem especificamente
a ontologia de contextos de medi¢ao de quantidades por uma comparagao
multiplicativa de pares de magnitudes (Caraga, 1951; Vizcarra e Sallan, 2005;
Powell, 2019a). Powell (2018a) defende que a perspectiva ontolégica — aqui
denominada de perspectiva de medi¢ao — ao remeter fragdes a sua origem historica,
contribui para o desenvolvimento do senso numérico de magnitude, ordem,
equivaléncia e desigualdade de fragdes em criangas do Ensino Fundamental (6 a 8
anos), superando dificuldades de compreensdes conceituais reveladas, por exemplo,
na perspectiva de particdo (e.g., Brousseau, 1983; Kerslake, 1986; Tzur, 1999;
Vizcarra e Sallan, 2005), que emerge da divisdo de coisas divisiveis. A guisa de
ilustragdo, ndo faz sentido para os alunos obterem 4 partes de um objeto que € dividido
em 3 partes iguais como entendimento da fragdo impropria de g (Mack, 1993).

Outros possiveis embaracgos sdo apontados por Aytekim (2020) por
aprendizagens pautadas singularmente em conjuntos de nimeros discretos, diante
de situagdes que requerem compreensoes que envolvem conjuntos de nimeros
continuos, ¢ que vém sendo prioritariamente utilizadas em escolas brasileiras
(Scheffer e Powell, 2019). Esse ¢ o caso, a titulo de exemplo, de alunos que nao
compreendem o motivo de o homem nunca chegar ao destino no problema do
“homem a meio-caminho™ que diz: um passageiro percorrera certa distancia.
Percorrera a primeira metade do caminho; depois a metade restante; em seguida,
a metade que falta para o destino, e assim sucessivamente. Para Aytekin (2020
como citado em Ni e Zhou, 2005), os estudantes usam o conjunto de numeros
inteiros para compreender o dos nimeros fracionarios. O problema do “homem
a meio-caminho” pode provoca-los a enfrentar a diferenca essencial entre os
conjuntos dos numeros interiros e fracionarios: um ¢ discreto e o outro ¢ continuo.

Face a essa conjuntura, Powell (2018a) elaborou uma abordagem instrucional
denominada 4A Instructional Model para apoiar a construgdo do conceito de
fracdo a partir da perspectiva de medigdo usando, como material pedagogico, as
barras de Cuisenaire por acreditar que esse material pode auxiliar na construg¢do
de um significado matematico com base ontoldgica e em imagens mentais sobre
fragdes e suas operagdes aritméticas basicas (Powell, 2019b). Essa abordagem

' O problema do “homem a meio-caminho” é uma versio do Paradoxo do antigo filosofo grego

Zenao de Eleia (490-430 AEC).
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pretende direcionar a atencdo dos alunos para simples, porém poderosas,
visualizacGes de fracdes a partir da medicdo de comprimentos e da identificacéo
de relagcBes multiplicativas com as barras de Cuisenaire.

Diante desse contexto, apresentamos resultados de uma investigacao
orientada pela seguinte questdo de pesquisa: em meio ao engajamento de tarefas
que visavam a construcdo do conceito de fracdo pela perspectiva de medicédo, que
compreensdes conceituais alunos do 6° ano do Ensino Fundamental de uma escola
da rede publica estadual brasileira desenvolveram em cada uma das quatro acdes
qgue compdem a abordagem 4A Instructional Model: Atual, Virtual, Escrita e
Formalizada? A estrutura conceitual e tedrica das fragbes sob a perspectiva
de medig&o, seguida de indicagOes para o ensino, bem como o detalhamento da
abordagem 4A Instructional Model inauguram os préximos topicos.

2. FUNDAMENTACAO CONCEITUAL E TEORICA DAS FRACOES
SOB A PERSPECTIVA DE MEDICAO E INDICACOES PARA O ENSINO

De acordo com o Final Report of National Mathematics Advisory Panel? (NMAP),
o conhecimento fundamental de fracdo é crucial para o sucesso futuro dos alunos
em algebra (NMAP, 2008). Apesar de sua importancia, pesquisas indicam
caréncia conceitual de fragdes em alunos (Mack, 1995; Ni, 2001; Ni e Zhou, 2005;
Siegler et al., 2012) e professores em diferentes paises (Ball, 1990; Ma, 1999; Ni,
2001; Yoshida e Sawano, 2002; Newton, 2008; Nunes e Bryant, 2008).

Segundo Vitrac (2006), as noticias mais antigas do uso das fra¢fes vém da
civilizacdo egipcia que habitavam as margens do Rio Nilo, regido cujas terras
eram muito férteis e, por isso, de grande importancia para a vida de seu povo. Por
volta do ano de 3.000 a.C., a economia egipcia estava assentada principalmente

2 O Final Report of National Mathematics Advisory Panel é um relatorio de 120 paginas emitido
em 2008 e organizado pelo Departamento Americano de Educagao cujo objetivo era responder uma
questdo central: Como as escolas americanas podem melhorar o curriculo, as aulas, as avaliagdes
e a formacdo de professores de Matematica, para que todos os alunos americanos aprendam
matematica a fim de estarem mais bem preparados para competir com alunos de outros paises?
O relatorio discutiu 45 achados e recomendagdes em tdpicos chaves, como préaticas instrucionais,
materiais didaticos, desenvolvimento profissional e avaliagdes. Os autores do relatdrio enfatizaram
aimportancia da formacdo de professores, instrugdes e avaliagdes eficazes, além da necessidade de
pesquisas rigorosas no ensino de Matematica. Eles também destacaram a necessidade de um esforgo
coordenado entre os educadores, politicos, pesquisadores e a familia para alcangarem esse sucesso.
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no cultivo de terras e, para que tal modo de produgdo ocorresse de forma eficaz,
terras cultivaveis eram divididas entre os habitantes. Ndo obstante, anualmente,
entre os meses de junho a setembro, as aguas do Nilo subiam muitos metros
além de seu leito regular e acabavam por inundar uma vasta regiao circundante,
trazendo a necessidade de remarcagdo do terreno atingido pela enchente. Essa
remarcagdo era realizada pelos agrimensores do estado, conhecidos como
estiradores de cordas por utilizarem este objeto como unidade de medigao. O
processo de mensuragdo das terras consistia em estirar cordas e verificar a
quantidade de vezes que a unidade de medida estava contida no terreno. Todavia,
na maioria das vezes, a medicdo dificilmente era finalizada por um numero
inteiro de vezes em que as cordas eram estiradas, ocasionando a necessidade da
criagdo dos numeros fracionarios. Simbolicamente,

[...] para saber a extensdo de uma distancia d, em comparagdo com uma
unidade de medida u, nem sempre era o caso de d ser exatamente k unidades
de medida u, onde £ é um namero inteiro. Ou seja, nao ¢ garantido que d,
medido por u, seja exatamente igual a kxu. [...] Em geral, se d ndo for igual
a um multiplo exato de u, podera existir uma subunidade da medida v, de
modo que d seja igual a exatamente m subunidades de v, isto €, d=mxv; e u
¢ igual a exatamente n subunidades de v, ou seja, u=nxv, o que implica
que v=Inxu. Como d=mxv, entdo d=mxlnxu; isto ¢ d=mnxu. Assim,
a distancia d ¢ igual a razdo m enésimos (ou m um-enésimo) da unidade de
medida u, onde mn é uma fracdo. Essa expressdo —d=mnxu— representa
uma comparacdo multiplicativa entre as duas quantidades mensuraveis d e u
(Powell, 2019b, p. 706-708).

O contexto historico do surgimento das fragdes levou Powell (2018a)
a desenvolver a¢cdes de ensino pela perspectiva de medi¢do justificadas,
principalmente, por: (1) remeter fracdes a sua origem historica; (2) superar
limitagdes conceituais que a perspectiva de particdo apresentou em investigagoes;
(3) facilitar a introdugdo de fracdes improprias e a representacdo de numeros
mistos; (4) formar o desenvolvimento do senso numérico sobre a magnitude,
ordem, equivaléncia e desigualdade de fragdes e; (5) melhorar a fluéncia oral
com os nomes fracionarios. Se a perspectiva de medida ¢ defendida como sendo
favoravel para a aprendizagem de fragdes, resta conhecer as compreensdes
conceituais de alunos mediante o ensino baseado na abordagem 4A Instructional
Model levado a cabo por professores.

Powell (2019a) recomenda que o ensino de fragdes seja orientado pelas
compreensdes de equivaléncia de fragdes e do conhecimento do minimo multiplo
comum, ambos apoiando o desenvolvimento do conceito e das operacdes de
fragdes (Powell, 2020a, 2020b, 2020c, 2020d). Nesse interim, ha a comparagao
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de magnitudes de fragdes e a compreensdo sobre o que sejam fragdes proprias e
improprias. Todas as agdes de ensino podem ser desenvolvidas com uso das
barras de Cuisenaire como material pedagogico (Figura 1a), e esse uso requer o
reconhecimento de que cada barra colorida corresponde a certa quantidade de
barras brancas. A partir desse exame, 0s sujeitos percebem relagdes comparativas
entre as barras. Em outras palavras, devemos ter em mente a no¢ao de magnitude
de todas as barras coloridas em relagao a barra branca que representa 1 unidade de
medida: uma barra vermelha tem o comprimento de duas barras brancas enfileiradas;
uma barra verde clara tem o comprimento de trés barras brancas; ...; uma barra
laranja tem o comprimento de dez barras brancas (Figura 1b).

10 z

(a) (b)

Figura 1. (a) Barras de Cuisenaire; (b) Representacao das magnitudes
das barras coloridas pela unidade de medida (barra branca)

Na perspectiva de medigao com uso das barras de Cuisenaire, deve-se
considerar o comprimento das barras como o atributo de interesse. Ao manusea-
las, os sujeitos percebem relagdes comparativas entre as barras e expressam suas
percepgdes por meio de linguagem oral, escrita e pela construgdo de figuras (e.g.,
a barra branca ¢ metade do comprimento da barra vermelha. A barra vermelha ¢
dois tercos do comprimento da barra verde clara. A barra amarela € cinco quartos
do comprimento da barra roxa — Figura 2).

Figura 2. Exemplos de relagdes comparativas de medidas entre as
barras de Cuisenaire
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A ideia da equivaléncia de fra¢des deve ser desenvolvida por meio da
relagio entre os comprimentos das barras de um niimero fracionario especifico. A
guisa de exemplo, o nimero fraciondrio “um meio” pode ser representado com os
pares de barras branca e vermelha, vermelha e roxa, verde clara e verde escura,
roxa ¢ marrom, amarela ¢ laranja (Figura 3).

ald‘

Figura 3. Exemplo de equivaléncia de fragdes representada com as
barras de Cuisenaire

n

Com base nessa perspectiva de medi¢do, uma fragdo ¢ definida como
uma comparagdo multiplicativa entre duas quantidades comensuraveis da mesma
espécie (Powell, 2019a). Nesse sentido, para a apreensado do significado de
magnitude entre duas fragoes, é indicada a compreensao de trés propriedades
de comparagdo. A primeira diz respeito a comparagao das magnitudes de duas
fragdes com o mesmo denominador. A frag@o terda maior comprimento quando
numerador for maior. Por exemplo, um ter¢o do comprimento da barra verde escura
pode ser representado por uma barra vermelha (Figura 4 — esquerda), enquanto
dois ter¢os do comprimento dessa mesma barra podem ser representados por duas
barras vermelhas (Figura 4 — direita) e, ao compara-las lado a lado ¢ possivel
concluir que 2>% (Figura 4), tomando-se, nesses casos, como unidade de
medida o comprimento da barra verde escura para ambos os conjuntos de barras.

Figura 4. (esquerda) Representacgdo de 1 ¢om uma barra vermelha e
uma barra verde escura; (direita) Representacdo de 2 com
duas barras vermelhas e uma barra verde escura
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A segunda propriedade envolve comparagdo entre duas fragdes
com denominadores diferentes. Apds encontrar uma fragdo equivalente com
denominadores comuns para cada uma, aquela que tiver o maior numerador,
ter4 o maior comprimento. Por exemplo, 2 do comprimento da barra amarela
pode ser representada por uma barra verde clara, enquanto 2 do comprimento
da barra preta pode ser representada por uma barra vermelha (Figura 5).

Figura 5. Exemplos de representacdo de % (esquerda) e % (direita)
com as barras de Cuisenaire

Pesquisadores (Mack, 1995; Ni, 2001; Ni e Zhou, 2005; Thompson e Opfer,
2008) relatam que a compreensao de numeros fracionarios limitada ao conjunto
de numeros discretos, pode levar alunos a julgar a magnitude de fragées pela
comparacio isolada de seus numeradores e/ou denominadores (e.g., 2 > 5 porque
3>2; g <% porque 7>5). Nesse caso, ¢ indicada a compreensao da equlvalen01a
de fragoes e do minimo multiplo comum pela perspectiva de medi¢do para
superacgdo dessa dificuldade. Assim, para a comparagdo das magnitudes das
fragdes -% e %-, devemos encontrar fragdes equivalentes com denominadores
comuns para cada uma, tendo em vista ja se conhecer a primeira propriedade -
comparagdo de fragdes com mesmos denominadores.

Para a equivaléncia de fragdes, ¢ indicado encontrar o minimo multiplo comum
(mmc) aos dois denominadores, que neste caso, ¢ 35 (podendo ser representado
por sete barras amarelas ou cinco barras pretas). Para a determinagao do mmc,
realizamos um “jogo” denominado de “corrida de cores”. Este jogo consiste em
posicionar duas barras de cores diferentes (representadas pelas unidades de
medida das fracdes que se deseja comparar os comprimentos: no nosso exemplo,
podendo ser representadas pelas barras amarelas e pretas) lado a lado com uma de
suas extremidades pareadas. O objetivo do jogo € o de igualar os comprimentos
das fileiras das duas cores de barras acrescentando tantas barras de cada cor
quantas sejam necessarias dos dois lados até que os comprimentos das duas
fileiras sejam iguais. Em seguida, verificamos a quantidade de barras inseridas
de cada cor em cada fileira e, sabendo a relacdo de cada cor de barra com a
quantidade de barras brancas, podemos determinar o mmc das duas fragoes (e.g.,
mmc entre 5 e 7 — Figura 6).
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Etapa Jogo ““corrida de cores” - Qtde. barras
mmc entre 5 e 7 unidades de medida

1 amarela
L — 1 preta
2 F 2 amarelas
1 preta
3 —— i
2 pretas

¢ — i
| ——— ot
. ———— i
| —— ik
 ———————
. ———

L A S NA——— 2‘3?;‘?;5'“
e N S ————— éf;?;?;i'as

Figura 6. Etapas do jogo “corrida de cores” para determinacdo do mmc entre 5e 7

A Figura 6 explica o mecanismo de acréscimo de barras em cada fileira até
gue 0 jogo termine com os comprimentos igualados nas duas fileiras. Na verdade,
0 jogo “corrida de cores” deve ser jogado incluindo as fileiras de barras que
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representam os numeradores de cada fragdo. No nosso caso, a barra verde clara
representa a magnitude do numerador da fragio 3. Essa barra deve estar ao lado
da barra amarela e, recebera tantas barras verde claras quantas barras amarelas
forem acrescidas da fileira de barras que representa o denominador O mesmo
deve ocorrer com as fileiras de barras da outra fragio ( 2 ) O jogo “corrida de

cores” auxilia o aluno a encontrar uma fracdo equivalente a 13 e a 2 tendo o mmc

em ambos os denominadores. A fragio equivalente a 3 ¢ 21 (7 barras verde
claras = 21 unidades de medida; 7 barras amarelas = 35 unidades de medida) e,
para 2, ¢ 19 (5 barras vermelhas = 10 unidades de medida; 5 barras pretas = 35
unidades de medida). Por fim, comparamos lado a lado os dois comprimentos (barras
verde claras e Vermelhas) e declaramos 2} como sendo um nimero fraciondrio maior

que ;2 , ou seja, 2 3 ¢ maior que % (Figura 7).

i —
7 C —

CI I|I I I I I|I I I I

3 6 n___

Figura 7. Comparagdo das fragdes % e % pelos comprimentos de % e é—(s)

A terceira e tltima propriedade ¢ um caso particular da segunda: comparagao
de duas fragoes de denominadores diferentes, mas com o mesmo numerador.
A fragdo que tera o maior comprimento € a que tiver menor denominador. Por
exemplo,% do comprimento da barra amarela e 2 do comprimento da barra azul
podem ser representadas por uma barra vermelha (Figura 8).

)

Figura 8. Representacdo de 2 (esquerda) e = (dlrelta) com as barras
de Cuisenaire
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Para compara-las, ¢ necessario encontrarmos inicialmente o minimo
multiplo comum (pelo jogo “corrida de cores”) dos denominadores, que neste
caso, ¢ 45 (representado por nove barras amarelas ou cinco barras azuis) para,

em seguida, encontrarmos uma fracdo equivalente a cada uma delas. A fragdo

equivalentea 2 é 18 eade 2 ¢ 19 Finalmente, basta comparar lado a lado os

comprimentos das barras vermelhas para constatar % como sendo maior que IT(5)
2

e, portanto, % ¢ maior que 5 (Figura 9).

* I I I I I

2,2

Figura 9. Exemplo de comparagao das fragdes 5¢%

de4—5e4—5

As comparagdes de fracdes se configuram como um inicio da construcdo
do conceito de fragdes sob a perspectiva de medicdo. Em meio ao trabalho com as
comparagdes, os problemas epistemologicos relatados quando trabalho singular
com particdo podem inexistir, todavia outras dificuldades epistemologicas podem
surgir, dai a importancia de conhecermos os potenciais da perspectiva de medigao
orientados pelo 4A Instructional Model.

pelos comprimentos

3. O 4A INSTRUCTIONAL MODEL

A abordagem denominada 4A Instructional Model foi desenvolvida por Powell
(2018a) com o objetivo de estimular o que Gattegno (1970) teoriza como a
subordinag¢do do ensino a aprendizagem da matematica. Em particular, Powell
(2018a) aplica essa teoria para uma epistemologia alternativa para um ensino que
promova o desenvolvimento da construg@o do conceito de fragdes seguindo sua
ontologia por alunos do ensino basico. O 4A Instructional Model

consiste em quatro fases para implementar uma abordagem pedagogica, a
subordinacdo do ensino de Matematica a aprendizagem dos alunos, usando
as barras de Cuisenaire. Nessa abordagem, uma unidade instrucional ¢
frequentemente maior do que um Unico encontro de aula. A sequéncia
consiste em tarefas coerentes e flexivas intencionadas para capacitar os
alunos a educar sua consciéncia sobre ideias de um tépico matematico
(Powell, 2018a, p. 409-410, tradugdo nossa).
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Na primeira fase, denominada Ac¢Ges Atuais, os alunos devem estar
familiarizados com o material e, para isso, é indicado que inicialmente eles realizem
“desenhos” ou quaisquer atividades que os levem a perceber os atributos das
barras, sobretudo o de comprimento na forma de uma escadinha® — ordenagéo
das barras de acordo com seus comprimentos.

Nesse momento, também é indicado estabelecer uma linguagem comum
como simbolos das cores de cada barra, os conceitos de “trem” (barras colocadas
de extremo a extremo), “multi-trem” (trem composto por barras de
cores diferentes), “mono-trem” (trem composto por barras de mesma cor)

e alguns conceitos como de “esquerda”, “direita”, “mais comprido”, “mais curto”,

a simbologia de “maior”, “menor”, “igual a”, “diferente de”, etc com o objetivo
de estabelecer uma comunicagao entre os sujeitos.

Nessas aulas, ainda, € indicado que os alunos realizem comparagdes entre
0s comprimentos das barras, representacées de uma medida dada nas barras
e vice-versa, expressem compreensdes sobre os conceitos de fracdo prépria,
impropria e equivalente, etc, sempre com o auxilio das barras e conduzidos por
questionamentos oferecidos pelo professor. Quando os alunos demonstrarem
dominio das atividades de manipulacdes das barras, expressando suas a¢coes
e demonstrando compreensdes sobre suas atua¢des quase sem uso das barras, é
apropriado seguir para a segunda fase.

Na segunda fase, denominada Acdes Virtuais, objetiva-se que os alunos
respondam mentalmente e fluentemente as questdes trabalhadas na fase anterior,
como uma forma de transicdo entre a fase atual e uma mais abstrata. Por exemplo,
com os olhos vendados e duas barras quaisquer, uma em cada mao, eles devem
revelar entendimento sobre qual medida cada cor corresponde. A qualidade de
suas a¢des com as barras permitird conhecer e reter as relacfes entre as barras
sem necessidade de consulta ao material concreto e, com isso, as manipulacdes
fisicas progredirdo para as manipula¢es mentais. No entanto, sempre que algum
aluno sentir necessidade de consulta-las, ele podera em qualquer momento voltar
a Acdo Atual para reforgo e consolidacdo de suas ideias. Ao demonstrarem sua
capacidade de responder mentalmente e com fluidez as tarefas da fase virtual, sem
manipularem fisicamente as barras, entdo € apropriado seguir para a fase seguinte.

Na terceira fase, denominada Ac¢fes Escritas, os alunos trabalhardo
simbolicamente as duas Acdes anteriores, tanto a Atual quanto a Virtual, que ja
possuem familiaridade. Para isso, escreverdo sentencas comparando medidas e

utilizando a linguagem matematica como as simbologias de “maior que”, “menor

3 A palavra “escadinha” foi utilizada para traduzir o termo “staircase” adotado nas pesquisas
escritas na lingua inglesa.
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que”, “igual a” e “diferente de”. Se necessario, 0s alunos podem recorrer as barras
(Acdo Atual) para o amadurecimento e a confirmacédo de seus pensamentos. A
quarta e Gltima fase, denominada A¢bes Formalizadas, da relevo a que as ideias
matematicas que os alunos construiram nas trés fases anteriores sejam discutidas
e escritas usando uma linguagem formal e simbdlica.

Vale registrar que nas duas primeiras fases, em que ha o predominio da
linguagem oral, os alunos se empenham em construir ideias e concepgdes
acerca do material concreto e sobre o que ele oferece em termos matematicos. Nas
duas Gltimas fases, praticam a escrita e formalizacao das ideias antes construidas.
Segundo Powell (2018a), a fala e a escrita precisam ocorrer em momentos distintos
para uma aprendizagem eficiente em Matematica. Alunos aprendem interagindo
com eles mesmos — um discurso interno - e com outros mediados pela linguagem
natural: falar, escutar e observar (Gattegno, 1973 citado em Powell, 2018b). Nesse
interim, é importante discutirem tarefas e ideias, questionarem e negociarem
significados, clarificarem seus entendimentos, e fazerem com que suas no¢des
sejam compreensiveis aos seus parceiros. Powell acredita que as compreensdes dos
alunos crescem conforme eles se expressam para seus parceiros e isso se reflete
nas suas ideias e aprendizagem. Sintetizamos essas ideias do 4A Instructional
Model na Tabela I.

Finalmente, vale reforcar que apesar da existéncia do sequenciamento entre
as quatro fases do 4A Instructional Model, é possivel e provavel, que elas ndo
ocorram de modo linear. E razoavel, a depender da necessidade do momento da
aprendizagem, que se retorne e se avance para uma ou outra fase. Por isso,
de uma forma geral, o critério para prosseguir de uma fase para outra é a facilidade
fluida dos alunos com as agbes manipulativas e mentais, além da linguagem
verbal e simbdlica. A qualquer momento, o professor pode propor atividades que
recorram as fases anteriores com o intuito de levar os alunos a investigar certas
ideias que ndo foram antes pensadas ou precariamente desenvolvidas, e isso nao
pode ser interpretado como um retrocesso, mas como uma oportunidade em dar
sentido para novas situacoes.

4. METODOLOGIA

Nossa pesquisa faz parte de um projeto investigativo maior sobre fragdes,
desenvolvido pelo Instituto Federal do Espirito Santo — ES — Brasil em parceria
com a Rutgers University — Newark — USA, com apoio financeiro da Rutgers
Global e do Instituto Federal do Espirito Santo.
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TABELA |
Quatro fases do 4A Instructional Model contendo a instrucdo de 13 potenciais tarefas
para implementar uma abordagem pedag6gica, a subordinacao do ensino de Matematica
aaprendizagem dos alunos usando as barras de Cuisenaire (traducéo e reprodugdo nossa).

1. Potencializar os poderes motor e mental dos alunos
(manipular, observar, escutar, ver, escutar, comparar, ordenar,
pressionar e ignorar...). Instrui-los a manipular as barras de
formas particulares de modo que através de suas acgdes eles
percebam relacBes objetivas entre as barras.

2. Introduzir a linguagem matematica, compara-la, se necessério,
a linguagem ndo-matematica que os alunos usam, e providenciar
oportunidades aos alunos praticarem a fala matematica sobre o
que eles executaram e perceberam com as barras.

3. Deixar os alunos criarem suas proprias situacdes com as barras
que correspondem ao que esté sendo trabalhado.

4. Deixar os alunos falarem, desenharem, e escreverem sobre o
que eles aprenderam e providencie oportunidades para pratica.

Ac0es Atuais
(Actual Actions)

5. Potencializar os alunos em acdes virtuais: manipulando
imagens mentais das barras de formas como os alunos ja
fizeram nas Ag¢des Atuais.

6. Deixar os alunos criarem sem as barras suas proprias situacoes
que correspondem ao que esté sendo trabalhado.

7. Deixar os alunos falarem e escreverem sobre o que eles
aprenderam e providenciar oportunidades para pratica.

Ac0es Virtuais
(Virtual Actions)

8. Introduzir expressdes escritas matematicas e equagdes que
representem o que os alunos ja podem realizar oralmente e
virtualmente e providenciar oportunidades para a pratica com
Acdes Escritas 0 acesso as barras.

(Actions Written) 9. Deixar os alunos criarem expressdes ou equac¢ées tendo ou
ndo o acesso as barras.
10. Deixar os alunos falarem e escreverem sobre o que eles
aprenderam e providenciar oportunidades para pratica.

11. Formalizar simbolicamente ou como uma definicéo as ideias,
conceitos e procedimentos matematicos que tém sido a base
para as manipula¢des matematicas atuais e virtuais dos alunos

Acles com as barras.
Formalizadas 12. Deixar os alunos falarem e escreverem sobre suas
(Actions compreensOes das suas ideias matematicas em declaracdes
Formalized) formais, simbdlicas ou por definicdes.

13. Providenciar oportunidades para os alunos praticarem suas
capitulacdes formalizadas, simbélicas ou de definicdo do que
eles fizeram com as barras.
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A investigacdo é qualitativa com observacéo participante e foi levada a efeito
em uma turma de sexto ano de uma escola da rede publica estadual brasileira com
vinte e cinco alunos que possuiam caracteristicas sociais, culturais, econdmicas,
comportamentais e de desempenho escolar em Matematica semelhantes, revelados
pela pedagoga da escola e pela propria professora-pesquisadora (primeira autora)
que leciona naquela turma desde o inicio do ano letivo de 2019.

As aulas baseadas no 4A Instructional Model foram planejadas
colaborativamente e presencialmente com 10 professores da escola basica e uma
professora universitaria (segunda autora), em 11 encontros de duas horas cada,
além de interacdes remotas entre 0s encontros presenciais. As aulas foram
executadas pela primeira autora e observadas pelos demais professores
(professores - observadores).

Visando atender as recomendacg@es do 4A Instructional Model, o grupo
de professores planejou uma sequéncia de 6 aulas de 100 minutos cada, com
atividades pensadas e organizadas a partir dos objetivos de cada uma das quatro
acBes do 4A Instructional Model, detalhando a¢des de ensino, tarefas e possiveis
reacOes e duvidas dos alunos. A Tabela Il apresenta parte desse planejamento.

TABELA II
Resumo do planejamento elaborado seguindo as recomendagdes do 4A Instructional
Model. Legenda: AC — Acdes Atuais; AV — Acles Virtuais;

AE — Ac0es Escritas; AF — AcOes Formalizadas.

Aula Acéo Tarefas
AA - Familiarizacdo com as barras de Cuisenaire pela
manipulacéo;
1 - Introducéo de terminologias e simbolos matematicos: “maior
AV que”, “menor que”, “igual a”, “diferente de”, “mono-trem” e
“multi-trem”;
AA/AV - ComparacBes entre 0s comprimentos das barras.
- Introducéo de simbologias para representacdo de cada cor
AV das barras (e.g. “b” para barra branca, “v” para barra
vermelha, etc);
2

-Elaboracdo de sentencas matematicas que abordem
AA/AE comparagdes entre os comprimentos das barras (e.g. p>b;
r<d; e = 2c; b+2v=d).
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Representacao de fragdes utilizando as barras (e.g. uma barra
vermelha ao lado esquerdo de uma barra verde clara pode
ser expressa pela fragdo 2 ¢ duas barras vermelhas ao lado
esquerdo de uma barra verde clara pode ser expressa pela
fracdo %);

Padronizagdo da unidade de medida;

Representagéo de fragdes nas barras (e.g. uma barra branca
e L do comprimento da barra amarela; uma barra amarela ¢
1 do comprimento da barra laranja).

AA

Equivaléncia de fragdes (e.g. uma barra vermelha a esquerda

de uma barra roxa pode ser representada pelas fra¢des 2 ou

% e uma barra verde clara a esquerda de uma barra azul pode

ser representada pelas fragoes % ou= )

AA/AE

Elaboragdo de sentengas matematicas conforme a 1*
: 4.3.1_2.3,5\
propriedade (e.g. 7>555=455% )

AF

Formalizagdo da 1? propriedade: dadas duas fragdes com o
mesmo denominador, aquela que tiver o maior numerador,
tera a maior medida;

AV

Comparagoes de fragdes conforme a 1* propriedade sem o
auxilio das barras de Cuisenaire.

AA

Realizac¢do do jogo “corrida das cores” para determinar
o minimo multiplo comum (mmc) de duas fracdes com
denominadores diferentes (e.g. para determinar o mmc de
2 e 5, os alunos colocam lado a lado as barras vermelha
e amarela até que elas obtenham o mesmo comprimento, por
fim, verificam a medida das barras obtidas, neste caso, o 10);

AA/AE

Elaboragdo de sentengas matematicas conforme a 2?
. 1.2 WS 4.
propriedade (e.g. 5> 75> Pois ;5> F))’

AF

Formalizagdo da 2% propriedade de comparagdo de fragdes:
dadas duas fragdes com numeradores e denominadores
diferentes, encontre uma fra¢do equivalente para cada uma
com denominadores comuns. Aquela que tiver o maior
numerador tera a maior medida (AF);

AV

Comparagoes de fragdes conforme a 2* propriedade sem o
auxilio das barras de Cuisenaire.
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- Elaboracdo de sentencas matematicas conforme a 3°
: 3.3 15 12,
propriedade (e.g. 7> 5 Pois 55> 55 );

AA/AE

- Formalizagdo da 3* propriedade: dadas duas fragdes com o
6 AF mesmo numerador, aquela que tiver o menor denominador,
tera a maior medida;

- Comparagdes de fragdes conforme a 3% propriedade sem o

AV e . .
auxilio das barras de Cuisenaire.

Imediatamente apds a aplicacdo de cada aula, o grupo de professores se
reuniu para refletir sobre os resultados das agdes planejadas colaborativamente,
tendo como alvo as compreensdes conceituais dos alunos. Os dados qualitativos
emergiram, portanto, das observagdes obtidas durante as aulas pelos professores-
observadores que fizeram seus registros em diarios de bordo e pelo aplicativo
Whatsapp por meio de fotografias das producgdes dos alunos, de gravagdes
de audio e video, pelos trabalhos escritos dos alunos para que todo o grupo de
professores pudesse revé-los apds as aulas durante a reflexdo e para a coleta dos
dados — eis os instrumentos de pesquisa. Para a pesquisa, solicitamos autorizagao
da escola e um termo de livre consentimento, assinado pelos professores-
observadores, inclusive pela professora-pesquisadora e aos responsaveis pelos
alunos cujas imagens, vozes ¢ produgao escrita foram objeto de registros.

Os estudos constantes nos itens 2 e 3 deste artigo proporcionaram a
elaboracdo de categorias de analise para estudo das compreensdes conceituais
dos alunos a partir da perspectiva de medi¢ao, que sao:

(1) Agdes Atuais
(1.1) dominio das relagdes entre os comprimentos das barras;
(1.2) uso da linguagem matematica (maior que, menor que etc.) € nao-
matematica (duas barras vermelhas tém o mesmo comprimento que 1
barra roxa) para construcao de relagdes entre os comprimentos das barras;
(1.3) verificacdo da equivaléncia de fragdes;
(1.4) determinacdo do mmc;
(1.5) verificagdo da 1%, 2* e 3* propriedades de comparagao de fragdes.
(2) Acgdes Virtuais
(2.1) representacao mental dasrelagdes entre os comprimentos das barras;
(2.2) interiorizagdo das relagcdes de comprimento das barras;
(3) Acgoes Escritas
(3.1) construcdo escrita de sentencas matematicas que representem
corretamente relagdes entre os comprimentos das barras.
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(4) Acdes Formalizadas
(4.1) formalizacdo simbdlica de ideias, conceitos e procedimentos
matematicos.

5. RESULTADOS E ANALISES

Ao serem solicitados a manipular as barras livremente (Ac¢des Atuais), os alunos
demonstraram reconhecerosatributosde corecomprimentodasbarras (Figuras 10a
e 10b). Em seguida, com os olhos fechados (Agdes Virtuais), os alunos praticaram
atividades (Figura10c) que permitiu que nos certificassemos dainteriorizacao pelos
alunos das relacdes existentes entre esses atributos, possibilitando avango com a
insercdo das terminologias descritas na Tabela Il - “maior que”, “menor que” etc. -,
apds a introducdo de letras que simbolizassem as barras em suas diferentes cores

— “b” para branca, “v” para vermelha, etc— (Figura 10d).

© | @

Figura 10. (a) e (b) Reconhecimento dos atributos de cor e comprimento;
(c) Trabalho virtual; (d) Simbolizacéo das relagfes entre 0s
comprimentos das barras
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A qualidade das acdes atuais dos alunos levou-os a interiorizar as relagdes
entre os comprimentos das barras sem necessidade de consulta ao material
concreto e, com isso, as manipulagdes fisicas foram progredindo para as
manipulagdes mentais. Essas tarefas — integrantes das acoes atual, virtual e
escrita — facultaram uma linguagem comum entre os alunos e alunos-professora,
instalando-se, assim, um ambiente de comunicagao basilar para as tarefas futuras
visando a construcdo do conceito de fragdes.

Com a nog¢do de medida construida, os alunos estabeleceram relagdes entre
os comprimentos de duas cores de barras diferentes (e.g., uma barra vermelha ao
lado esquerdo de uma barra verde clara pode ser expressa pela fragao % e, duas
barras vermelhas ao lado esquerdo de uma barra verde clara podem ser expressas
pela fracao %). A partir dessas relagdes, compreenderam que uma mesma medida
pode ser representada por cores de barras diferentes, a depender da unidade
estabelecida (e.g., % do comprimento da barra marrom ndo ¢ o mesmo que % do
comprimento da barra laranja — Figura 11a) e que, por outro lado, uma mesma
medida pode ser representada de diversas maneiras (e.g., ‘—3‘ pode ser representado
como uma relagdo entre os comprimentos da barra roxa com o comprimento de
trés barras brancas ou com o comprimento da barra verde clara, etc — Figura 11b).

(b)

Figura 11.(a) Representagdo de % com diferentes unidades de medida;
(b) Diferentes representacdes para a fracdo % utilizando
as barras

Essas observagoes realizadas com o apoio das barras de Cuisenaire como
material pedagdgico (Acdes Atuais) possibilitou que os alunos aumentassem
a sua fluéncia oral de nomes fraciondrios e também foram importantes para a
constru¢do do conceito de fragdes proprias, improprias e equivalentes (Figura
12), que foram essenciais para as proximas tarefas de comparacdes com fracoes.
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W

Figura 12. Representagdo da equivaléncia entre - e = em relag@o a barra azul

W=
Ne)

A principio, os alunos compararam fracdes com mesmo denominador
(1* propriedade) para, entdo, avancarem para as comparacdes de numeradores
e denominadores diferentes (2* propriedade) e de numeradores iguais, porém
com denominadores diferentes (3 propriedade).

Para a 1* propriedade, os alunos representavam nas barras duas fragdes com
a mesma unidade de medida, colocavam-nas lado a lado e comparavam seus
comprimentos. A barra (ou barras) com maior comprimento representava a fragao
de maior medida (e.g., %> g— Figura 13a). Para realizacao da 2% e 3 propriedades,
era preciso que estabelecessem, inicialmente, a equivaléncia entre as fragdes a fim
de obterem a mesma unidade de medida para, em seguida, comparar as fragdes
(e.g., 2<% Figura 13b e % < % Figura 13c). Constatamos nessas tarefas, o

trabalho simultaneo com as A¢des Atuais e Escritas pelos alunos.

(©)

Figura 13. (a) Comparagdo de fragdes conforme a 1* propriedade;
(b) Comparacao de fra¢des conforme a 2? propriedade;
(c) Comparagdo de fragdes conforme a 3* propriedade

(a)

As atividades de comparagdes de fragdes como propostas no planejamento
foram importantes para que iniciassem a construg¢do do conceito de fragdes e
evitassem transportar propriedades dos nimeros inteiros para aplicagdes que s6
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cabem para nimeros fracionarios, como denunciado em pesquisas (Brosseau,
1983; Mack, 1995; Ni, 2001; Siegler et al., 2012). Além disso, a construcdo de
sentencas matematicas com uso da linguagem matematica proporcionou que 0s
alunos expressassem relacdes de medidas simbolicamente, contribuindo para
0 desenvolvimento do senso numeérico de magnitude, ordem, equivaléncia e
desigualdade de fracGes (Figura 14).

w M
r= J-&ﬁl‘l\l‘\\i\vlﬂelm‘nb\‘“zg |
iﬂwa.
Fvc FrE L0 AY B+VETED

Figura 14. Construcdo de sentencas matematicas mais avancadas

Apos as atividades de comparages de fragdes, os alunos discutiram e
construiram ideias matematicas sobre as trés propriedades que foram formalizadas
usando uma linguagem formal e simbolica (A¢Bes Formalizadas). Com isso,
eles criaram argumentos suficientes para responder virtualmente algumas
comparagdes que foram questionadas ao final de cada propriedade (Figura 15)
pela professora (Acdes Virtuais). As tarefas, portanto, ndo foram lineares,
pois, sempre que algum conhecimento carecia de revisdo e refor¢o das ideias, era
indicado que recorréssemos as tarefas anteriores, sobretudo com uso das barras
de forma atual (AA).

' 4

Figura 15. Alunos formalizando a ideia de uma das propriedades e
respondendo virtualmente comparacdes de fraces para a turma

As oralidades e a producdo escrita dos alunos foram base para as reflexdes que
ocorreram apés cada aula pelo grupo de professores (professoras-pesquisadoras e
professores-observadores) sobre as dificuldades e progressos acerca da construgdo
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inicial do conceito de fracdo. Esse grupo de profissionais mostrou-se convicto de
que o ritmo de aprendizagem de cada aluno foi singular e que as interagdes e tarefas
baseadas no 4A Instructional Model foram potenciais para a construgdo do
conceito de fragdes. Além disso, as tarefas proporcionaram evolugdo e resgate
de conhecimentos de alunos que apresentavam dividas e equivocos.

Em suma, inferimos — ao lado do grupo de professores participantes da
pesquisa—que as atividades planejadas com base na perspectiva de medida foram
gatilho para insights demonstrados pelos alunos acerca da construgao do conceito
de fragio. A guisa de exemplo, os alunos ao compararem fragdes com denominadores
diferentes, ndo necessariamente utilizaram o minimo multiplo comum, mas um
multiplo qualquer e verificaram haver variadas maneiras para comparar fragdes
seguindo esta propriedade.

6. CONCLUSOES

O reconhecimento pela comunidade cientifica da importancia de fragdes para
a matematica geral nos levou a investigar as construgdes conceituais de alunos
brasileiros do 6° ano do Ensino Fundamental, a partir da perspectiva de medi¢do
e submetidos ao ensino de fragdes de acordo com a abordagem pedagogica 4A
Instructional Model.

De modo geral, as tarefas planejadas para compreensao das trés propriedades
de fragdes seguindo a perspectiva de medigdo, e sendo orientadas pelas agdes do 4A
Instructional Model, favoreceram a construc¢ao inicial do conceito de fragao pelos
alunos, notadamente, quando da concep¢ao de equivaléncia e comparagdes de
fragdes. Além disso, conceitos — como os de fragdes improprias — considerados
de dificil compreensdo por pesquisadores da Educa¢do Matematica e
Psicologos Cognitivistas, foram prontamente apreendidos pelos alunos, a partir
das comparagdes dos comprimentos das barras de Cuisenaire e da formulagao de
proposi¢des matematicas (A¢oes Atuais), evitando cometerem erros comuns como
o de utilizar propriedades dos nimeros inteiros aplicadas indiscriminadamente
no campo dos numeros fracionarios.

As Ac¢oes Virtuais foram competentes para despertar a fluéncia oral de nomes
fracionarios e para constituir imagens mentais sobre a magnitude das fragdes. Por
exemplo, os alunos sabiam que % do comprimento da barra roxa ndo era 0 mesmo
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que % do comprimento da barra laranja. Além disso, ao compararem fra¢des com
denominadores diferentes, ndo se sentiram forgados a utilizar o mmec, mas muitos
alunos empregaram um multiplo qualquer e verificaram haver varias maneiras para
comparar fragdes desse tipo, mesmo que algumas comparagdes tenham sido mais
trabalhosas do que outras. Essa A¢ao também possibilitou aos alunos interpretarem
fragdes como um Unico nimero ¢ ndo como duas partes distintas (numerador e
denominador) que nao se relacionam. Essas declara¢des dos alunos ocorreram
sem a manipulagdo das barras de Cuisenaire e, por isso, inferimos por meio dos
protocolos dos alunos terem sido potencializadas pelas Agoes Virtuais. As A¢oes
Escritas e Formalizadas promoveram a conexao de ideias apoiadas em aspectos
ontologicos a escrita simbolica de fragdes. As duas Ultimas agdoes fomentaram o
desenvolvimento daideia de equagdo, sem que essa denominagao fosse introduzida.

Por fim, concluimos que as acdes do 4A Instructional Model estimularam
as interpretagdes ontologicas e epistemologicas de fragdes pelos alunos pela
perspectiva da medicdo, facilitando a constru¢do do conceito pelos alunos.
Recomenda-se que mais pesquisas sejam desenvolvidas a fim de investigar como
a perspectiva de medigao ensinada pelo 4A Instrucional Model influencia a
compreensdao dos alunos sobre as compreensdes conceituais em operagoes
aritméticas basicas com fragdes e em outros constructos matematicos que compdem
e dependem de suas nogdes.
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