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RESUMEN

Los obstaculos epistemologicos suelen tener raices profundas
en la propia Matematica, que pueden pesquisarse en la historia
de la disciplina, y se caracterizan a la vez por la persistencia con
la cual reaparecen en diversas situaciones y lo determinante
que son para el logro de los aprendizajes. Estos obstaculos con
frecuencia no son advertidos por el docente, bien sea porque
ha reemplazado oportunamente sus propias concepciones
(semanticas) por otras de caracter teoérico —superando asi el
obstaculo, sin reparar explicitamente en ello—, o porque no ha
logrado aun hacer esa substitucion. En este trabajo presentamos
una ilustracion particularmente relevante de lo anterior, que
se refiere a la persistencia de un obstaculo ligado al concepto
de infinito en personas en distinto estadio de formacion.
Luego mostramos una caracteristica adicional del obstaculo
que llamamos resistencia. Posteriormente, utilizamos diversas
perspectivas tedricas propiamente didacticas para adentrarnos en
la cuestion. Finalmente, proponemos algunas reflexiones que
se pueden derivar de nuestro estudio.

ABSTRACT

Epistemological obstacles often have deep roots in Mathematics
itself; those roots can be explored in the history of the discipline,
and are characterized both by the persistence with which they
reappear in various situations and the determining role that
they play for the achievement of learning. These obstacles
often remain unnoticed by the instructor, either because he/
she has replaced in time his/her own (semantic) conceptions by
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others of a theoretical nature — overcoming thus the obstacle,
but not being aware of it — or else because he/she has not yet
made that substitution. In this paper, we present a particularly
relevant illustration of the above, which refers to the persistence
of an obstacle related to the concept of infinity in different
stages of learning. Then we show an additional characteristic
of the obstacle, that we call resistance. Subsequently, we use
various theoretical approaches, properly didactic, to go into
the question. Lastly, we put forward some reflections that can
be derived from our study.

RESUMO

Os obstdaculos epistemologicos muitas vezes tém raizes
profundas na propria matematica, que podem-se indagar na
historia da disciplina, e caracterizam-se ao mesmo tempo
pela persisténcia com que reaparecem em diferentes situagdes
e o decisivas que s3o para o secesso da aprendizagem.
Estes obstaculos muitas vezes ndo sdo notados pelo professor,
ou porque ele substituiu no momento oportuno suas proprias
concepgdes (semanticas) por outras de caracter tedrico
— superando assim o obstaculo sem reparar explicitamente
em isso —, ou porque ndo fez ainda essa substituic@o.
Neste artigo apresentamos uma ilustragdo particularmente
relevante do anterior, que refere-se a persisténcia do obstaculo
ligados ao conceito de infinito em pessoas em diferentes estagios
de formacdo. Apos, nos mostramos um recurso adicional que
nomeamos de resisténcia. Posteriormente, utilizamos diversas
perspectivas tedricas de ensino proprias da didatica, para entrar
na questdo. Finalmente, nos propomos algumas reflexdes que
podem-se derivadar de nosso estudo.

RESUME

Les obstacles épistémologiques ont des racines profondes dans
la Mathématique, racines qu’on peut reconnaitre dans I’histoire
de la discipline ; elles se caractérisent tant par sa persistance,
réapparaissant en des diverses situations, et parce qu’elles son
déterminantes pour I’acquisition des connaissances. Néanmoins,
ces obstacles demeurent souvent inapergus par I’enseignant,
parfois parce qu’il a remplacé ses propres conceptions
(sémantiques) par d’autres, théoriques, ou bien justement
parce qu’il n’a pas encore fait cette substitution. Dans ce
travail nous présentons une illustration particuliérement
remarquable de ce qui précede, qui se rapporte a la persistance
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d’un obstacle 1i¢ au concept d’infini chez des sujets possédant
des niveaux de formation différents. Ensuite nous exhibons une
caractéristique additionnelle de I’obstacle que nous appelons
résistance. Aprés, nous utilisons diverses approches théoriques,
proprement didactiques, pour aborder la question. Finalement,
nous présentons quelques réflexions qui découlent de notre
étude.

1. INTRODUCCION

En Matematicas se acostumbra trabajar con conjuntos infinitos, y todo estudiante
tiene alguna nocién de que, por ejemplo, los sistemas numéricos lo son. Sin
embargo, no se puede decir sin mas que el alumno comun haya construido una
nocion coherente de infinito. De hecho, Fischbein (2001), por ejemplo, reporta que
ciertos modelos inconscientes llevan a interpretaciones erroneas, contradicciones
y paradojas. El infinito presenta, en realidad, lo que Bachelard (1970) llamé
un obstaculo.

Para fomentar una construccién apropiada de infinito es conveniente plantear
situaciones cuya resolucion requiera que el aprendiz enfrente las limitaciones
de la nocién que va construyendo. Las primeras de esas preguntas refieren,
naturalmente, al infinito numerable. Ejemplos de estas son, para los nimeros
racionales, preguntas tales como “;cual es el nimero que sigue de 0?7, “;qué
nimero esta inmediatamente antes que 1?7, y aun “;es 0,999..." igual a 1?”. Las
tres anteriores apuntan a una misma cuestion, cuya raiz esta en la insuficiencia de
la l6gica habitual, acostumbrada a trabajar con procesos que siempre finalizan,
para aprehender procesos interminables. (Fischbein, Tirosh & Hess 1979).

Observemos que la notacion 0,999... sugiere un infinito potencial, y que
la cuestion de si acaso 0,999... =1 se refiere al infinito actual, pues pregunta
acerca del resultado cuando se haya desplegado toda la expansion decimal
de 0,999... Es la confrontacién de ambos tipos de infinito, en este caso uno
que se va progresivamente construyendo y otro que es el resultado final de esa
construccion, lo que provoca el obstdculo (de origen) epistemologico.

En la seccion namero 2, explicitamos la problematica en 2.1 y nuestro
objetivo en 2.2.

! Usamos puntos suspensivos para sefialar expansion decimal periodica.
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En la tercera seccion, para adentrarnos en el tema, siguiendo el consejo de
Brousseau (1983), damos una breve resefia de las dificultades que se aprecian en
el desarrollo de la nocion de infinito en la historia.

La seccion 4 esta destinada a los obstaculos. En 4.1 traemos a colacion
algunas nociones basicas acerca de los obstaculos, y consideramos el infinito como
uno de ellos en 4.2. A continuacion, en 4.3, explicitamos una experiencia con
la que hemos venido estudiando la cuestion, la cual permite ejemplificar las
dificultades respecto de ese concepto que se encuentran hoy dia en las aulas. En
4.4 incluimos algunos datos que ilustran la resistencia de este obstaculo.

En la seccion 5, estudiamos brevemente la situacion planteada en esa
experiencia desde cuatro perspectivas teodricas, las cuales, en relacidon con
la construccion del conocimiento matematico, ponen énfasis ya sea en lo cognitivo,
en lo semantico, en lo social y/o en lo paradigmatico. Nuestro proposito aqui es
multiple: por una parte, seflalar como esas perspectivas ayudan a esclarecer
las dificultades que entrana aprehender el concepto de infinito; por otra,
ilustrar la diversidad de posibilidades de analisis que aquellas ofrecen, vy,
finalmente, sugerir que determinados problemas pueden ser mas —o bien menos—
afines a las diferentes teorias.

La seccion 6 contiene conclusiones y comentarios.

2. EL PROBLEMA

2.1. La problemdatica

El infinito es una nocién compleja de abordar en distintos niveles escolares y
que aparece en el aprendizaje de ciertos topicos matematicos indispensables
tales como, entre otros, limites, series, axioma del supremo, procesos recursivos,
conjuntos infinitos y acotados.

La ensefianza del concepto de infinito ha sido el objeto de multiples trabajos,
y no parece posible resefiarlos todos en un breve espacio (al respecto, se puede
obtener una vision panoramica y reunir una bibliografia comprensiva a partir
de D’Amore, 2011). Una cantidad apreciable de ellos alude a ciertas polaridades que
presenta su construccion al estudiante: un divorcio entre la intuicion (variada) del
infinito y la necesidad de su formalizacion (Leston, 2011); cierta interferencia
de las intuiciones y los modelos pictoricos tacitos descritos por Fischbein
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(Fischbein, Tirosh & Hess, 1979) con el razonamiento de los estudiantes (Brown,
McDonald & Weller, 2008); la complejidad del concepto y los obstaculos
promovidos por la ensefianza (Hitt, 2003); los esquemas logicos, disefiados para
realidades finitas, y el propio concepto de infinito, que los excede (Fischbein
et al., 1979). Por su parte, Garbin y Azcarate (2002) distinguen, en el aprendizaje
de la Matematica, las inconsistencias —que se caracterizan por producirse en
el trabajo al interior de una teoria— de las incoherencias —que ocurren cuando
deben resolver un mismo problema en diferentes lenguajes matematicos—. De
esa manera, esos autores encuentran distintos grados en las inconsistencias y en
la construccion del infinito actual, y proponen una tarea permanente al profesor,
de conexion en la actividad matematica, para desarrollar un pensamiento
coherente en relacion con la nocion del infinito, labor que seria paralela a la que se
realiza de cambio y de coordinacion de registros de representacion; ambas tareas
serian mutuamente influyentes.

2.2. El objetivo

Nos interesa aqui estudiar la nocidn de infinito en cuanto obstaculo epistemoldgico,
y evidenciar tanto la profundidad y persistencia que le son caracteristicos
(Brousseau, 1983), como cierta resistencia por parte de los aprendices, que hemos
detectado. Para ello, hemos utilizado la pregunta de si acaso 0,999... es igual a 1°.

3. BREVE RESENA HISTORICA

La consideracion del infinito aparece en varias culturas y en diversos ropajes:
(acaso el mundo es eterno?, jes el espacio ambiente ilimitado?, ;se puede dividir
la materia indefinidamente?...

A lo largo de la historia se puede observar que tanto matematicos como
filésofos —varios de los cuales poseen ambas filiaciones— intervienen de manera
determinante en prolongados debates acerca de la naturaleza del infinito’.
No podemos pretender aqui resefar la discusion en ninguno de los dos campos,

2 Se notara la relacion de esta pregunta con las expresiones “tiende a” y “es”, que se utilizan en

relacion con los limites. (Cf. Hitt, 2003).

Inclusive Bishop (1975), una figura muy reconocida en Educacion Matematica, invita a no
descuidar los temas filosoficos en relacion con el infinito.
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pero daremos, sin embargo, algunas referencias para sugerir la dificultad que la
humanidad ha experimentado respecto de la comprension del tema que nos ocupa.

Hacia el siglo IV a. C., algunos atomistas, como Leucipo y su discipulo
Democrito, pensaban que la materia estaba compuesta de un nimero infinito de
indivisibles (Lucrecio, trad. 1985), y postulaban ademas un universo infinito.
Parménides y su discipulo Zenoén, quien sefiald varias paradojas acerca del
infinito, estaban en desacuerdo. En el didlogo Parménides, Platon (trad. 1969)
situa a Socrates y Aristoteles con los dos anteriores discutiendo acerca del
movimiento y considerando como la postura atomista y su contraria llevarian
ambas a contradicciones.

Aristoteles, en su Metafisica (Aristoteles, trad. 1985) distingue entre el ser
en potencia y el ser en acto, conceptos para €l tan fundamentales que solo admiten
explicacion y descripcion, de modo que no los define sino que los ilustra: una estatua
ya esculpida esta en acto, pero ella estaba ya en potencia en el bloque de madera en
que se la esculpid (Aristoteles, trad. 1985). Para él, el infinito no existe
potencialmente en el sentido de que alguna vez tendra existencia actual, “sino
solo para el conocimiento; por ejemplo, la division de un trazo nunca termina,
pero el infinito no existe separadamente” (Aristoteles, trad. 1985, p. 1048), y
agrega en su Fisica: “nuestro relato no priva a los matematicos de su ciencia...
ellos no necesitan el infinito y no lo usan. Ellos solo postulan que [un segmento de]
la recta finita puede ser prolongada tanto como desean” (Aristoteles, trad. 1985,
p. 354). Cabria preguntarse si Aristoteles no se da cuenta de que ese segmento
es ya infinito; como sea, lo anterior comportara que, por ejemplo, Euclides
(trad. 1956, p. 412) no diga que los nimeros primos son infinitos, sino que “son
mas que cualquier multitud asignada de numeros primos”.

La autoridad de Aristoteles en el pensamiento medieval serd determinante,
en este como en otros aspectos (Arrigo & D’Amore, 1993). Agustin de Hipona
(426/1965) habia reservado solo a Dios el conocimiento del infinito actual,
pero los escolésticos, en general, seguiran el dictum de Aristoteles (trad. 1985,
p- 348), “...el infinito no puede ser una cosa actual...”, que recogeran como
Infinitum actu non datur (Dauben, 1979, p. 122). Tomas de Aquino (1274/1966,
p. 108) explicitara “...Por tanto, no es posible que pueda existir una multiplicidad
infinita actual®”.

Mas adelante, Descartes (1643/1991, p. 194) expresara que, acerca
de la cuestion del infinito y de Dios, “...debemos considerar no lo que no
podemos comprender —porque sabemos que estan bastante mas alla de la

4 Unde non est possibile esse aliqguam multitudinem actu infinitam.
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comprension— ...”. Galileo (1638/2010, p. 34), tras observar en su lenguaje que
los nimeros naturales estan en correspondencia biunivoca con sus cuadrados,
que los conjuntos correspondientes son infinitos y que la cantidad de cuadrados
seria menor que la de los nimeros naturales, concluye que “los atributos ‘igual’,
‘mayor’ y ‘menor’ no tienen sentido cuando se habla de infinitos”.

El nacimiento del Cdlculo Infinitesimal pondré nuevamente el infinito
como materia de discusion, a proposito de la nocion de cantidades infinitamente
pequerias pero distintas de cero, y, con ello, el concepto de limite y varios otros
que en ¢l se basan (Kline, 1980).

Pasados estos debates, matematicos importantes manifiestan una posicion
un tanto incongruente ante estas materias. Euler (entre otros) habia extrapolado
sin mucho escripulo las operaciones algebraicas para tratar series’. Cauchy se
preocupd, por el contrario de establecer algunos criterios de convergencia para
trabajar con ellas en su Cours d’Analyse, pero, en la practica, no siempre los
utilizaba (Kline, 1980). Gauss, por su parte, en 1831, en una carta a Schumacher,
habia expresado: “Protesto en contra del uso de la magnitud infinita como algo
completo, lo cual en matematicas nunca es permisible. Infinito es meramente una
manera de hablar®, cuyo verdadero significado es el limite de algunas razones al
cual ciertas razones se aproximan infinitamente cerca, mientras que a otras se les
permite incrementar sin restriccion” (citado en Maor, 1991, p. 55).

En 1851, Bernhard Bolzano (1991) reunira en Paradojas del Infinito una serie
de reflexiones que habian comenzado con los trabajos de exhaucion de Eudoxio,
continuado con Arquimedes y reaparecido con las aproximaciones infinitesimales
de Leibniz y Newton y sus antecesores inmediatos, y les dara un nuevo marco,
que apunta ya hacia la teoria de conjuntos. Es notorio, sin embargo, que, aun
siendo Bolzano el primero en admitir por escrito la existencia del concepto en su
acepcion actual (y platonica, ademas), entienda que el infinito se comporta de
manera paraddjica’. En todo caso, paraddjica pero no contradictoria: el infinito
puede desafiar lo que llamamos nuestra intuicion, pero el edificio matematico que
Bolzano comienza a erigir tiene la suficiente solidez como para abordar las
paradojas implicitas.

> Por ejemplo, la suma de la sucesion alternante (1, -1, 1, -1...) es para Euler igual a 2 (Kline,

1983; Dhombres, 1978). En una carta a su profesor Holmboe, el 16 de enero de 1826, Abel se queja:
“Se hace toda clase de operaciones sobre las series infinitas, como si fueran finitas, pero, jesta eso
permitido? Nunca jamas”. (Abel, 1902, p. 19).

® La traduccion de la referencia de Maor es nuestra.

7 Por ejemplo: existen conjuntos infinitos mayores que otros conjuntos infinitos (Bolzano, 1991,
N°19); el cicloide tiene una curvatura infinitamente grande en el punto que interseca su linea base
(Bolzano, 1991, N°47). Bolzano analiza una larga lista de ‘paradojas’.
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Brouwer, creador del intuicionismo, aceptaba solo el infinito potencial
(Placek, 1999). No obstante, Cantor (1932) habiareclamado que la existencia
del concepto de infinito potencial depende de un concepto previo de infinito actual.

La perspectiva de los matematicos contemporaneos acerca del infinito, en
su inmensa mayoria seguidores del formalismo de Hilbert (Davis & Hersh, 1981),
es la de Cantor. Desde 1872, este comenzo a establecer la teoria de los cardinales,
que incluye infinitos de diversas magnitudes. En un comienzo, ¢l fue rechazado
y aun abominado por algunos matematicos®. Sus argumentos son tan alejados de
la primera intuicion que él mismo dira, en algiin momento, “Lo veo y no lo creo”
(citado en Dauben, 1979, p. 115); sin embargo, mas adelante agregara “Mi teoria
estd firme como una roca...” (citado en Dauben, 1979, p. 298). El propio Hilbert
(1926) cerrara la discusion: “Nadie podra expulsarnos del paraiso que nos legd
Cantor” (p. 170).

Asi, pues, pese a cierta prolongada hesitacion, la comunidad matematica
terminé aceptando el infinito, o, mejor, la infinidad de infinitos que habitan aquel
solido paraiso legado por Cantor.

4. EL OBSTACULO DEL INFINITO

4.1. Obstaculos epistemologicos

Bachelard (1970) senala que los obstdculos son conocimientos aparentes, que
impiden tener acceso a nuevos conocimientos y que, ocasionalmente, al ser
movilizados, se develan precisamente como impedimentos. Brousseau (1983)
ha precisado que no siempre los errores son el producto de ignorancia o de
inexactitud; que un obstdculo puede ser un conocimiento o se comporta como
tal en un cierto habitat, pero que, modificado este, puede volverse insuficiente e
inadaptado y ser fuente de errores o presentarlos; y que se caracterizan ademas
por reaparecer “de manera intempestiva y obstinada” (Brousseau, 1983, p. 169)
aun después de haberse tomado consciencia de ellos.

Se distinguen tres tipos de obstaculos: los ontogenéticos se originan en
las caracteristicas del desarrollo del aprendiz —en general, un nifio de 7 afios
no aprende algebra abstracta—; los diddcticos son producto de la ensehianza —el

8 Su propio profesor, Leopold Kronecker, lo tratara de “cientifico charlatan” y de “renegado”

(Schoenflies, 1927, p. 2) y aun, “como investigador y como docente, un corruptor de la juventud”
(Dauben, 1979, p. 221).
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producto de nimeros (jnaturales!) es mayor que cada factor—; los epistemologicos
se relacionan intrinsecamente con la matematica bajo estudio.

El origen del problema que enfrenta el individuo ante un obstaculo
epistemologico se puede pesquisar en lo que la propia historia nos muestra
respecto de las dificultades que los matematicos tuvieron que sortear ante
situaciones de caracter similar: a pesar de la eventualidad de disponer de mayor
informacion, mejor conceptuacion y simbologia mas clara, aquel individuo debe
resolver un problema de envergadura comparable. La breve resefia historica
anterior, que no pretende ser propiamente un analisis epistemologico, justamente
sugiere algunas de las dificultades que entrafia la concepcion de los infinitos:
(qué pasa cuando se divide indefinidamente un trazo?, (;qué significa aproximarse
indefinidamente a un nimero?), ;como se relaciona lo infinitamente pequefio con
lo infinitamente grande?; mas aun, ;podemos concebir el infinito potencial?,
(podemos concebir el infinito actual?; todavia peor, el infinito parece paradojico
y jhay infinitos mas grandes que otros!...

Duval (1995) ha mostrado que los aprendizajes en Matematicas comportan
el reemplazo de concepciones semdnticas que los individuos pueden poseer
acerca de objetos y propiedades matematicas, por otras propiamente teoricas,
obtenidas ya sea directamente desde los axiomas o bien mediante deducciones
a partir de ellos. Ahora bien, los matematicos profesionales suelen hacer ese
transito con escasa consciencia de ello, y pareceria natural que no advirtieran
que sus eventuales estudiantes enfrentan dificultades graves para dar ese paso.
Los profesores de aula, por su parte, podrian tener mayor disposicion para percibir
obstaculos en esa transicion; sin embargo, es posible que ellos mismos no hayan
superado algunos obstaculos, lo cual les impedira tener claridad al respecto.
Unos y otros, sin embargo, enfrentaran sin duda situaciones en las cuales la
enseflanza que imparten es dificultada por algun obstaculo epistemoldgico que
los alumnos deben superar, y la ausencia de la constatacion de la existencia del
obstaculo puede traducirse en que aquellos preparen secuencias de ensefianza que
les parezcan apropiadas, pero que, en realidad, sean inadecuadas para lograr los
aprendizajes esperados.

4.2. Elinfinito como obstdculo

Los estudios, en general, coinciden en que el aprendizaje del infinito entrafa
dificultades: se trata de un obstaculo epistemologico (Waldegg, 1996; Artigue,
1995); Sierpinska (1985) habla incluso del ‘“horror infinity”.

Los diferentes autores proponen estrategias diversas para ese aprendizaje:
Leston (2011, p. 116), por ejemplo, considera que, dado que el infinito no ha surgido
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desde la matematica, y que se construiria social antes que matematicamente,
“debe incluirse en la escuela el medio social y las ideas construidas en ese medio
dentro de la escuela”. Varios de los trabajos consultados introducen empleo de
tecnologia; Sacristan (2003) y Sacristan y Noss (2008), por ejemplo, incluyen
secuencias por computadoras para acercarse a la nocion de un numero infinito
de pasos. Sin embargo, esos mismos autores declaran mas o menos abiertamente
que no tienen “una solucion” para la ensefianza del infinito. Hitt (2003, p. 110), por
ejemplo, sefiala que “Es importante iniciar una discusion entre los profesores...”;
Sacristan (2003, p. 277), explicita que no afirma que “con estas experiencias...
los alumnos hayan generado un aprendizaje formal del infinito matematico”.
De hecho, (refiriéndose al infinito en el Calculo) Artigue (1995, p. 135) enfatiza
que se deberd proceder “por medio de aproximaciones provisionales”, y
llama “a desconfiar un poco de los discursos muy entusiastas” acerca de la
utilizacion de tecnologias informaticas, a pesar de que proveen al estudiante
con un contacto enriquecedor con algunos fendmenos u objetos relevantes.

Ahora bien, varios autores han usado la cuestion de si acaso 0,999... =1.
Schwarzenberger y Tall (1978, p. 44, citado en Hitt, 2003, p. 99) reportan
que la mayoria de los encuestados piensa que 0,999... es menor que 1, que el
primero es el mas inmediato al segundo, que hay una “diferencia infinitamente
pequefia” entre ellos. Brown et al. (2008) agregan que para analizar este caso el
individuo puede proceder desde multiples instanciaciones de un proceso iterativo
finito, y luego imaginar que todos los pasos han sido llevados a cabo. Ello coincide
con Dubinsky (2005a, 2005b) que postula ademas que asi han procedido los
matematicos a través de la historia. Un caso interesante —el cual, de acuerdo a
los antecedentes obtenidos, los autores no comparten— es el de Lakoff y Nufiez
(2000, p. 158), quienes basandose en lo que llaman la “metafora fundamental
del infinito” proponen que la concepcion del infinito actual es metaforica, y que,
por tanto, la respuesta a la pregunta depende de la base conceptual que se escoja.

4.3. Una experiencia

Anotamos aqui £ =0,999...

Para nuestro estudio, preguntamos a estudiantes de pedagogia y profesores
de Matematicas de ensefanza primaria y secundaria (Chile), a estudiantes de
maestria en ensefianza de las Matematicas (Chile y Colombia) y a profesores
universitarios de Matematicas y de Ingenieria (Argentina), si acaso k <1, k=1
6 k>1.

Para ello, disefiamos una experiencia que incluye una secuencia de preguntas
que se realizan de acuerdo a la preparacion de los participantes, y que se utilizo
una docena de veces en un lapso de tres afios. La secuencia es la siguiente:
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Como consideracion preliminar, recordamos el pasaje entre las
escrituras fraccionaria y decimal periddica de un numero racional.
Luego preguntamos si queda alguna duda de que, digamos, 2322 / 99 =
23,4545... o inversamente®. Nadie nos ha manifestado jamas alguna
duda al respecto'.

Preguntamos luego si acaso k<1, k=1 6 k>1, y registramos las respuestas''.
Invariablemente, la respuesta k<1 es ampliamente mayoritaria.

A continuacién, demostramos que k=1, siguiendo el procedimiento
sefialado en el punto 1.: 10£=9,999..., de modo que 10k-k=9k=9,
y entonces k=1.

Luego, hacemos nuevamente la pregunta. La respuesta mayoritaria suele ser
todavia £<1.

4. Si el publico conoce de suma de series, mostramos que & es la suma de

una progresion geométrica de primer término 0,9 y razéon 0,1 de modo
que £=0,9/(1-0,1)=0,9/0,9=1.

Reiteramos la pregunta. La respuesta ha variado muy poco (si bien
comparativamente esta Gltima demostracion ha resultado mas convincente).

S.

Para publicos mas conocedores de matematicas, demostramos aun que si
a, b son niumeros reales, a=>b si y solo si, para cada £>0, se tiene que
la- b|< €. Luego, dado £>0, invocamos el principio de Arquimedes para
fijarnos en el decimal (n+1)-ésimo de k: hay un numero natural » tal que
|k—1|<1/(10")< 1/n< g, lo que nuevamente demuestra que k=1.

Reiteramos una vez mas la pregunta. No hay variacion sensible en las respuestas.

6.

En todo caso, preguntamos si alguien duda de que 1/3=0,333...;
nunca recibimos una respuesta afirmativa. Inquirimos luego cuanto
es 1/3+1/3+1/3; el publico responde unanimemente que 1. Preguntamos
entonces cuanto es 0,333... + 0,333... + 0,333...; el publico declara sin
reservas que la respuesta es 0,999...

Hacemos ahora notar la conclusién que se sigue y preguntamos una vez mas
si acaso se tiene que k=1. El publico (que sonrie ante la evidencia'?) se inclina
todavia en gran parte por £<I.

° En la experiencia, escribimos siempre las fracciones con la barra horizontal.

10" Fischbein (2001), sin embargo ha reportado que se produce alguna hesitacion sobre el asunto.

' En la experiencia, no usamos el simbolo & para preguntar, sino 0,999....
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4.4. Algunas evidencias

Nuestra intencion aqui no es dar cuenta de la totalidad de las evidencias reunidas
en las diferentes versiones de la experiencia realizadas, sino mostrar algunas,
representativas, y relevantes desde un punto de vista cognitivo.

Hemos escogido las que siguen porque se obtuvieron en un congreso
internacional de educacion matematica realizado en Puerto Montt, Chile, dado que
los participantes —asistentes a un curso breve y quienes se prestaron generosa
y gustosamente a la experiencia— eran profesores, académicos y estudiantes
especialmente preocupados por la ensenanza de la Matematica.

La pregunta:

Elija, entre las siguientes, la alternativa que a usted le parezca correcta:
a. 0,999...>1
b. 0,999...=1
c. 0,999...<1

En cada oportunidad, las respuestas se recogieron en papeles de distinto
color, de modo de separarlas convenientemente.

La tabla a continuacion (Tabla I) registra dos momentos de la secuencia antes
enunciada; el segundo corresponde a una pregunta realizada tras la correspondiente
demostracion.

TABLA 1
Registro de dos momentos de la secuencia

Pregunta 1% vez 2% vez

a. 0.999>1 1 1

b.  0.999 =1 14 18

c. 0.999 <1 23 16
No responde 2 5

Comparando las columnas de respuesta (tabla 1), queda de manifiesto que
para muchos participantes la prueba no fue convincente, ya que solo 4 de entre ellos
cambiaron su respuesta a la alternativa b., y 3 no respondieron, aumentando

12 Fischbein (2001), refiriéndose también al infinito, encuentra reacciones similares: se reconoce
la correccion formal de un argumento, pero la intuicion lo hace aparecer inaceptable.
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de esta forma la incertidumbre'® respecto del valor real que tiene 0,999....
Asi también, se puede observar que, para al menos 16 participantes, la prueba
fue innecesaria. (La persona que eligi6 la alternativa a. explicé que 0,999...
tenia ‘mas niimeros’ que 1).

Otro antecedente, del mismo tenor —como todos los otros— lo obtuvimos en
estudiantes de un curso de maestria en educacion matematica, con una experiencia
docente de 3 a 11 afios, de los cuales uno trabaja en enseflanza superior, tres en
basica y los restantes en secundaria (Ver Tabla II).

TABLA 11
Dos momentos de la secuencia en estudiantes de maestria

Pregunta 1% vez 2% vez

a. 0.999>1 0 0

b. 0999 =1 7 11

c. 0999<1 12 8
No responde 0 0

De acuerdo a nuestras observaciones, no parece obvio que quienes cambiaron
de opiniéon mantendran la ultima en lo sucesivo.

5. APROXIMACIONES TEORICAS

Ofrecemos a continuacion las explicaciones de caracter general que elaboramos,
a partir de distintas teorias, acerca de los resultados de la experiencia.

5.1. La teoria de registros: semantico vs. teorico

La teoria de Registros de Representacion Semiotica —en lo sucesivo, registros—
fue creada por Duval (1995). Un registro para trabajar una situacion matematica
puede ser el lenguaje natural, otro el simbolico matematico, otro el (registro)
grafico de algtn tipo. No es una especie de cuadro inmévil de una situacion dada;
por el contrario, su propiedad fundamental es su capacidad de transformarse en

13" Algunos educadores dudaban de su respuesta hasta el grado de comentar “yo anoté la alternativa
b. pero no lo creo”.
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otras representaciones, que conservan parte o todo el contenido de la situacion, ya
sea al interior del registro (tratamiento) o bien de un registro a otro (conversion)'*
(Duval, 1995).

Ahora bien, dado que la actividad matematica esta intrinsecamente ligada
al lenguaje (Duval, 1995), ella no se puede realizar sin recurrir a registros, de
hecho, a una multiplicidad de ellos, y es precisamente en el paso de uno a otro
donde radica la mayor oportunidad de aprendizaje. Esto ultimo, sin embargo,
requiere de que el estudiante mantenga cierta independencia respecto del registro
que utiliza: este no es el objeto de estudio sino una representacion, y aquel deberia
poder reemplazarla por otra si lo necesita o desea (Duval, 1995). Ocurre, sin
embargo, que el estudiante, siguiendo sin mas ya sea las instrucciones del profesor
o bien lo que expresan sus pares —i. e., el contrato didactico (Brousseau, 1990)—,
acepte lo que se le dice como una verdad —aceptacion que es casi necesariamente
provisoria, pues el obstaculo, si lo es, aparecera en cualquier momento en que el
concepto sea requerido (Brousseau, 1983)—.

Para nuestro caso, aceptemos, por un momento, que se tiene efectivamente
que 0,999...=1. En la igualdad, el numero ha sido escrito en un mismo tipo
de registro (notacion simbolica matematica elemental), pero la manera de anotarlo a
la izquierda del signo de igualdad es distinta de la manera de la derecha.
Precisamente, si la persona entiende que se trata del mismo nimero, podra transitar
de una notacidn a la otra sin mas tramite, pero es bien posible que no pueda
hacerlo, por no disponer de claridad conceptual suficiente.

Por otra parte, la teoria de registros pone de relieve algo que nos es familiar:
el individuo se aproxima a la Matematica con ciertos conocimientos o ideas acerca
de ella, pero el aprendizaje de esa disciplina comporta reemplazar, cuando se lo
requiere, esas concepciones por aquello que indica la teoria; esto es, ha de sustituir
la idea que tiene acerca de la veracidad o falsedad de una determinada proposicion'
por aquello a lo que le llevan a concluir los axiomas o ciertos principios mas o
menos explicitos en la matematica que recibe o genera —la concepcion semantica
debe dar paso a la tedrica—.

Precisamente, la concepcion semantica habitual acerca de nuestra pregunta
es que 0,999... es “un poco” menor que 1 —a ello le inclina a pensar la simbologia—.
Posiblemente, esto se debe, ademas, al hecho de que el razonamiento que un ser

14 Se notara la similitud entre la relevancia de estas transformaciones propuestas por Duval
por razones cognitivas y semanticas por una parte y, por otra, la importancia y ubicuidad de los
homomorfismos de variado tipo a través de la Matematica. (Mena, 2007).

15 Sugerida, por ejemplo, por el enunciado que lee o escucha.
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humano realiza en su vida diaria —parte de su herencia evolutiva— siempre tiene
un término, un final, pues todo fenémeno fisico se agotara en algiin momento;
pero precisamente la cuestion que hemos puesto procura averiguar la concepcion
que se posee acerca de un proceso que, por el contrario, no tiene fin.

5.2. La teoria APOE: proceso vs. objeto

Dubinsky (1996), el creador de la Teoria APOE, toma como fundamento el
concepto de abstraccion reflexiva (Piaget, 1970; Piaget & Garcia, 1989), que él y
sus asociados utilizan para describir como un individuo eventualmente adquiere
un concepto determinado. Considera cinco tipos de abstraccion reflexiva o
mecanismos mentales: la interiorizacion, la coordinacion, la encapsulacion, la
generalizacion y la reversion; ellos originan lo que llama las construcciones
mentales: acciones, procesos, objetos y esquemas —de donde la sigla APOE—
(Dubinsky, 1991b).

Al reflexionar sobre un concepto o problema, el individuo reconstituye su
conocimiento mediante una reorganizacion de sus estructuras en un nivel mas alto,
en el cual el nuevo conocimiento es asimilado. De esta manera, las estructuras
que ya posee determinan su construccion del nuevo concepto, y las conexiones que
establece definen su conocimiento.

Enfrentado a un nuevo concepto matematico, el individuo realiza
transformaciones sobre objetos construidos previamente para construir aquel
(Dubinsky et al., 2005a);

— siesas transformaciones se realizan obedeciendo a estimulos externos, se
dice que €l posee una concepcion accion del nuevo concepto. Por
ejemplo, podra requerir de una formula explicita que le indique como
verificar una determinada propiedad;

— sireitera una accion y reflexiona sobre ella, puede interiorizarlia en un
proceso mental; esto es, construye una estructura mental que hace el
mismo trabajo que la accion externa. El posee una concepcién proceso
del concepto cuando puede reflexionar sobre este sin realizar acciones
especificas;

- cuando piensa en un proceso como un todo, y realiza y construye
transformaciones sobre su totalidad, ha encapsulado el proceso y
posee ahora una concepcion objeto del concepto en cuestion. Se
considera que el mecanismo de encapsulacion es a la vez el mas
importante para la construccion del conocimiento matematico y el
mas dificil de lograr;
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— un esquema es la construccion mas amplia y acabada que el individuo
realiza de un concepto: la totalidad de su conocimiento que, para ¢él,
estd conectado de manera consciente o inconsciente con un topico
matematico particular (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews
& Thomas, 1996). Es una estructura inconclusa que evoluciona por la
asimilacion de nuevos objetos y la reacomodacion de las estructuras
de acuerdo con las nuevas relaciones que establece; una coleccion
coherente de acciones, procesos, objetos y otros esquemas y las relaciones
establecidas entre ellos, todos relacionados con el concepto (Dubinsky,
1991a, 1991b, 1996; Parraguez & Oktag, 2010).

El entendimiento del concepto de la infinitud ha sido parte de un gran
proyecto del grupo RUMEC', que ha reportado acerca de sus hallazgos en una
serie de publicaciones sobre el tema (Dubinsky et al., 2005a, 2005b; Brown et al.,
2008). En particular, Dubinsky et al. (2005b) presentan y analizan tres ejemplos
muy particulares que se relacionan con el infinito: la construccion del conjunto de
los ntimeros naturales, la igualdad 0,999... =1, y los infinitesimales; su finalidad
es mostrar la importancia de desarrollar estrategias didacticas que ayuden a los
individuos a interiorizar las acciones que les van a permitir concebir el infinito
como un proceso, ¢ induzcan la encapsulacion de este proceso en un objeto.

Nos interesa mostrar aqui la resistencia del obstaculo epistemologico del
infinito actual, desde la perspectiva de esta teoria. Escribimos & por 0,9999...

Las acciones que se relacionan con k pueden consistir en elaborar una lista,
necesariamente finita, de decimales: 0,9; 0,99; 0,999;... El individuo podra
interiorizar esas acciones en una concepcion proceso de & si puede pensar en
continuar realizandolas indefinidamente, sin efectivamente realizarlas. Obtendra,
sin embargo, la concepcion objeto de k solo si es capaz de encapsular ese proceso:
debe poder aprehender aquel objeto al cual el proceso se ha dirigido desde siempre
y asi poder realizar acciones en €l.

Ahora bien, si una persona ha encapsulado un objeto matematico, el
simbolismo matematico con que se lo presente no ofrecera problemas para ella; en
caso contrario ese simbolismo estara rodeado de dificultades, que provienen de
tratar de aplicar rotulos antes que los objetos hayan sido encapsulados. (Dubinsky
et al., 2005a).

Para nuestro ejemplo, una persona que considera si acaso k es igual a 1
enfrenta un escollo importante: es evidente que la notacion 0,999... (y también la
habitual que sefiala el periodo con una barra superior) sugiere que k es un proceso.

18" Research in Undergraduate Mathematics Education at College, que utiliza la teoria APOE.
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Por tanto, aquella debe comparar un objeto completamente determinado, “1”,
encapsulado, con “0,999...”, que no solo no se presenta como un objeto, sino que
parece siempre un proceso. Desde un punto de vista cognitivo, esa dificultad es
manifiesta, y tiende a permanecer irresoluta a pesar de las demostraciones que se
presenten sobre la cuestion, lo que da muestra de aquella resistencia, acerca de la
cual hemos recogido evidencias.

5.3. Los paradigmas y el Espacio de Trabajo Geométrico: el referencial y la prueba

Hemos situado, ademas, nuestra pregunta en un contexto geométrico y la hemos
analizado con la teoria de los Paradigmas Geométricos'y el Espacio de Trabajo
Geométrico, ETG.

Tal teoria, propuesta por Kuzniak (2004) y luego por Houdement y Kuzniak
(2006), ofrece elementos para que el alumno (y el profesor) construya un ambiente
apropiado, el ETG, para enfrentar el estudio de la geometria (por ejemplo, lo
que es adecuado para un estudiante universitario no lo es para un escolar, y
viceversa). Tal ambiente considera un conjunto de objetos sobre los cuales se
trabaja, un conjunto de artefactos (no siempre materiales) con los cuales se realiza
el trabajo, y un referencial tedrico, cuerpo de conocimientos eventualmente
organizado en un modelo teérico (Houdement & Kuzniak, 2006).

De acuerdo a la interpretacion de los problemas, la forma de abordarlos y
la reflexion en torno a ellos, se distinguen tres tipos de geometrias o paradigmas
geométricos, denotados GI, GIl y GIII, respectivamente (Montoya, 2010).

La teoria esclarece el problema que enfrenta el geometra —el estudiante de
geometria— ante una determinada situacion. El utiliza un ETG personal para
abordarla: un espacio que ha construido de acuerdo a la ensefianza que se le
ha ofrecido. Dicha ensefianza determina una variedad de requisitos a los que aquel
esta supeditado; por ejemplo, la institucidon (representada por el profesor)
promueve y/o acepta uno u otros tipos de prueba o razonamiento. Sin embargo,
es bien posible que el problema planteado requiera de herramientas que no estan
contempladas en el ambiente geométrico ofrecido para resolverlo, y el gedbmetra
estara entregado a sus propios recursos para encontrar una respuesta —sin
una clara nocion de si acaso la argumentacion que pueda ofrecer sea satisfactoria—
(Montoya, 2010).

Paranuestroanalisis, distinguimos entre pruebas'’ pragmaticas eintelectuales
(Balacheff, 1987). Las pragmaticas corresponden a razonamientos ligados a la

7 Esnecesario distinguir entre ‘pruebas’ y ‘demostraciones’, pero no nos detendremos en eso aqui.
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accion y a la experiencia, y las intelectuales a aquellos razonamientos en los
cuales se articulan cadenas de argumentos que describen las relaciones de
los objetos matematicos entre si.

He aqui nuestra pregunta en un contexto geométrico:

Dibuje un rayo horizontal de origen A. Sobre el rayo ubique un punto B de
modo que el segmento AB tenga una longitud de 0,9 unidades. Construya ahora
un triangulo ABC, rectangulo en B 'y de modo que la medida del segmento BC
sea el 10% de la medida del segmento AB (ver Figura 1). Sobre el rayo inicial y
a continuacion del trazo AB, copie el trazo BC, determinando el punto C,.
Forme ahora un nuevo tridngulo BC,C, rectangulo en C, de modo que la
medida del segmento C,C, sea el 10% del segmento BC,. Itere este proceso, es
decir, contintie la construccion de triangulos rectangulos de manera similar
y de modo que la medida de uno de sus catetos sea el 10% de la medida del
cateto basal anterior. Se pide que determine cual es la longitud del trazo mas
pequefio posible que contenga a todos los AC .

C
/I/]C/IA
2
: >
4 B C

Figura 1. Construccion de los primeros cuatro triangulos

5.3.1. Gly la prueba pragmatica

Una forma de proceder es utilizar instrumentos geométricos con la finalidad de
construir los tridngulos y posteriormente medir la longitud del trazo solicitado.
En el ETG correspondiente, el gedmetra puede afirmar que la longitud del trazo
AC  es*“casi” unaunidad, pero, debido al error que se produce al usar instrumentos,
en realidad ella es menor, pues “nunca” llega a ser igual a 1.

Se aprecia que el uso de instrumentos tiene aqui la finalidad de medir el
trazo solicitado y que se manipulan aquellos tridngulos con la intencion de medir,
pero, al tomar conciencia de que el instrumento provoca errores, podria tenderse
a afirmar que el trazo resultante efectivamente es de longitud 1. Por otra parte,
se visualiza que los tridngulos no pueden ser “construidos indefinidamente”, y
que la longitud del trazo buscado es siempre menor a una unidad. Esta forma de
proceder es lo que caracteriza a GI, y la manipulacion del objeto geométrico con
el instrumento corresponde a una prueba pragmatica.
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En este ETG, ni los instrumentos ni la prueba se relacionan con el referencial
tedrico. El gedmetra se encuentra con dificultades para abordar el problema con
el uso de instrumentos geométricos, puesto que la construccion no es posible de
llevar mas alla de un nimero pequeiio de iteraciones. De tal manera, en este espacio
de trabajo no se aborda siquiera el infinito potencial y, mucho menos, el actual.

5.3.2. Glly GIll y la prueba intelectual

Otro procedimiento para abordar la pregunta consiste en considerar las longitudes
de los trazos como 4B, BC,, C,C,, C,C,... y sumar la serie AB+BC+C,C,+C,C,...
Como se aprecia, en esta prueba los instrumentos que se utilizan para manipular
el objeto geométrico son teoricos (propiedades), aun cuando ellos no provienen de
los axiomas o propiedades de un sistema geométrico propiamente tal.

Ahora bien, el problema fue propuesto desde el modelo de la geometria de
Euclides, cuyos axiomas no son suficientes para probar la igualdad enunciada,
de manera que la prueba excede el marco geométrico dado. La persona enfrentada
a este problema intenta, por tanto, trabajar en el paradigma GIII, caracterizado por
basarse solamente en los axiomas de un modelo geométrico determinado, pero
no lo logra. Un caso distinto seria que el gedmetra dispusiera de la axiomatica de
Hilbert, en cuyo caso podria basar su argumentacion solo en ella, y estaria
trabajando en GIII —el referencial tedrico es suficiente—.

Por otra parte, la prueba intentada aqui es intelectual; en ella, el infinito
actual subyace al problema y queda supeditado al concepto de limite y a otros
conocimientos de los cuales el gedmetra disponga. En definitiva, para superar
el obstaculo asi planteado, el gedmetra deberia entrar en mayor profundidad
al referencial teodrico, y articular en forma apropiada los planos cognitivo y
epistemologico del ETG (Montoya, 2010).

5.4. La Socioepistemologia: categoria vs. objeto matemdaticos

La Socioepistemologia atiende a la construccion social del conocimiento
matematico, y distingue en este cuatro dimensiones que actiian sinérgicamente:
epistemologica, didactica, cognitiva y social.

Ella postula que el discurso matematico escolar, DME, es decir, la
manifestacion del conocimiento matematico normado por creencias de los actores
del sistema didactico acerca de lo que son la ensefianza y la Matematica (Cordero,
2006), no logra construir, en la generalidad de los estudiantes, el conocimiento que
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pretende, pues se centra en los objetos matematicos. De esta manera el aprendiz
solo obtiene una matematica de un nivel utilitario —esto es, solo le queda aplicar
un conocimiento ya construido por otros, sin comprender las razones que
posibilitan esa aplicacion—, y lo que realmente necesita es un conocimiento en
un nivel funcional, es decir, uno incorporado organicamente en si mismo, que lo
transforme y que transforme su realidad (Cordero, 2006).

Para obtener ese conocimiento funcional, el foco ha de ponerse en ciertas
categorias que estan sustentadas por prdcticas sociales (Cordero, Mena &
Montalto, 2010). Tales categorias resignifican el conocimiento matematico
(Cordero, 2006); es decir, sera el uso de este conocimiento en una situacion
en la que se debata entre su funcionamiento y forma, lo que determine su
funcionalidad. Por ejemplo, la linealidad del polinomio se resignifica via la
variacion de parametros (Rosado, 2004); y la Serie de Taylor (Morales, 2009), lo
hace a través de la graficacion-modelacion.

Respecto de nuestro tema, para la Socioepistemologia, por tanto, el foco no
es el infinito como objeto matematico sino aquellas categorias que procuran su
construccion de modo que sea funcional. E1 DME no permite esta construccion
puesto que el conocimiento del infinito no transforma la vida del aprendiz
comun ni su realidad, y permanece aislado en el ambito de la Matematica.

Trabajos socioepistemologicos como el de Leston (2008, 2011) dan evidencia
explicita de que la construccion del infinito potencial esta siempre en desarrollo.
Tal resultado se puede leer también desde otras perspectivas, como la de Sacristan
y Noss (2008), quienes plantean formas de explorar y desarrollar el infinito via la
articulacion, a través de un algoritmo explicito, de tres modelos (entendidos como
representaciones visuales), de procesos matematicos y de representaciones numéricas.
Podemos concluir, también de este trabajo, que la inica forma de franquear ese
obstaculo es un proceso de paso al limite, ya que la situacion algoritmica que es el
hilo conductor en su disefio es simplemente la expresion de una sucesion'®,

Ahora bien, la Socioepistemologia del Calculo (Cordero, 2001, 2008) aborda
la nocion de limite de manera distinta a la habitual en el DME, y lo resignifica;
por ejemplo, la asintoticidad (Cordero et al., 2010) se resignifica a través de la
categoria comportamiento tendencial de las funciones.

Respecto del infinito en si, el foco de atencion deberia entonces
desplazarse desde el concepto matematico a su resignificacion, para asi obtener
ese conocimiento funcional que transforma al individuo y su entorno. Para un
matematico, tal funcionalidad permanece en la dimension epistemologica

18 Tal como la que planteamos en nuestra experiencia, en el punto 4 de la seccion 2.4.
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construida por los propios matematicos, para sus fines!'; sin embargo,
para la comunidad escolar, lo importante son las categorias, que posibilitan
la resignificacion que se procura. Al respecto, en el caso especifico de la categoria
del comportamiento tendencial, la atencion no se focaliza en el destino final de ese
comportamiento®, y no se ocupa, por tanto, de la distincion entre infinito actual
y potencial. Desde la perspectiva socioepistemoldgica, la nocidn de infinito
se adecua a las necesidades propias de la comunidad en la cual se construye
el conocimiento.

6. COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

Nuestrapresentaciénincluydaspectoscognitivos, semanticos, epistemologicos,
paradigmaticos y culturales que poseen los obstaculos epistemologicos, a partir de
las teorias de Registros de representacion semiotica, APOE, Paradigmas y ETG,
y Socioepistemologia.

No hemos procurado articular esas teorias, cosa que habria sido necesaria si
se hubiera tratado de elaborar una tesis didactica propiamente tal. Por el contrario,
nuestra intencion manifiesta fue la de ofrecer una posibilidad de comparar las
diversas luces que cada una de ellas arroja sobre una determinada cuestion, la
conceptuacion diferente que utilizan, el interés diverso que podrian exhibir sobre
la cuestion propuesta. En cualquier caso, se reconocera que una consideracion
presente en todo el escrito es la de la distincion que hace Duval entre los valores
epistémicos semantico y teorico, que nos parece clarificadora para situar el analisis.

Por otra parte, nuestro proposito no fue ofrecer un cimulo de evidencias,
sino solo una muestra de las obtenidas, suficiente, a nuestro parecer, para los
objetivos que nos planteamos.

A continuacion, nuestros comentarios y conclusiones.

6.1. El caracter del obstaculo

Se podria argumentar acerca de un obstdculo didactico ligado al caso que
presentamos. En efecto, habitualmente, para determinar cual de dos nimeros
expresados en su version decimal es menor, se utiliza el orden lexicografico, que

1 La funcionalidad aludida es clara en Cantor, e. g.

20 por ejemplo, los fisicos suelen no requerir de la serie de Taylor, sino solo de una version
truncada ya en el grado 2, que revela la fuerza que actua en el fenomeno.
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se fija en los digitos seglin su orden de aparicion (0,25<0,43, 0,235<0,238),
y parece natural, entonces, concluir que 0,999... sea menor que 1,000..., pues
la ensefanza no suele detenerse en la falta de unicidad de la expansion decimal
de algunos nimeros reales. Adicionalmente, la notacién de puntos suspensivos
utilizada para sefialar expansion decimal periddica es ambigua, ya que se usa
también para la de nimeros irracionales y, aun, para sefialar una sucesion de
numeros cualquiera.

Se puede también sefialar un aspecto ontogenético del obstaculo del infinito:
al fin y al cabo como lo han sefialado, por ejemplo, Lakoff y Nufiez (2000), no es
esta una idea que se pueda plantear a nifios pequefios.

Lo anterior no obstante, el caracter de epistemologico del obstaculo del
infinito estd por encima de esas circunstancias, y se manifiesta por su persistencia
y por la resistencia que hemos resefiado.

6.2. Resistencia del obstaculo

Los antecedentes historicos planteados al inicio refuerzan la conclusion de que
el infinito es un obstaculo epistemologico: el origen del problema que enfrenta la
persona al abordarlo se puede pesquisar en lo que la propia historia nos
muestra respecto de las dificultades que los matematicos tuvieron que sortear
ante situaciones de caracter similar, y es bien posible que esa persona enfrente
dificultades similares a pesar de la (mayor) informacién previa de la cual
pueda disponer. (Por supuesto, se pueden encontrar en la historia otras
situaciones que se han resistido al abordaje, eventualmente por siglos —el cero,
los nimeros negativos, los irracionales, los imaginarios...—).

Ahora bien, la experiencia que hemos realizado una docena de veces —ya
sea como formadores de didactas de la matematica/matematicos educativos, o
bien como divulgadores de la disciplina—, una muestra de las cuales dimos en
2.4, evidencia como las personas pueden seguir pensando lo que un enunciado
les sugiere, de manera independiente y aun contradictoria a lo que la prueba
matematica establece.

Un obstaculo epistemologico se caracteriza generalmente por su persistencia,
que le hace reaparecer en diversas situaciones; nosotros hemos mostrado, para
este caso, su resistencia.

6.3. Uso de tecnologia

Parece claro (y varios de los trabajos citados asi lo manifiestan) que el uso de
modelos ‘geométricos’, graficacion y tecnologia (y otros de ese caracter), pueden
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ayudar a aproximarse al obstaculo planteado en el problema y lo evidencian como
tal, pero no permiten, per se, aclarar como abordar el obstaculo mismo. Mas aun,
el uso inapropiado de tecnologia o la utilizaciéon de herramientas geométricas
inadecuadas podria complicar el entendimiento y con ello la superacion del
obstaculo: al finy al cabo, el universo numérico y visual de las herramientas
tecnologicas es el de (una porcion finita de) los numeros racionales y no el de
los nimeros reales.

6.4. Tipos de prueba

En relacion a los tipos de prueba, que se supone que podrian ayudar a superar
el obstaculo, parece claro que solo las de tipo intelectual son apropiadas para
abordar o enfrentar el obstaculo del infinito actual como un problema de limite.
Entre las demostraciones planteadas en 2.4, hay alguna muy elemental y otras
no tan féciles de asir, pues requieren de conocimientos avanzados. De cualquier
modo, aun en el caso de que las demostraciones hubieran sido aprehendidas,
parece claro que no siempre resultaron suficientemente convincentes para la
mayoria, y que hubo, por tanto, un choque manifiesto entre lo que indican las
demostraciones y lo que sugiere la “intuicioén”.

La problematica didactica subyacente es, por tanto, de envergadura
considerable, pues lo natural seria pensar que, precisamente la demostracion
seria el recurso del que dispondriamos para ayudar a superar el obstaculo, y es
obvio que, para nuestro caso, ello no dio resultado (incluso para licenciados en
Matematicas, e. g.). Mas alla del problema en cuestion, una conclusion natural
es que habra, seguramente, otros escenarios en los cuales —tal como ha previsto
Duval (1995)— la prueba no sea la respuesta apropiada para convencer a
un aprendiz.

Pensamos que es esta una conclusion de importancia para los participantes
en las diversas instancias de nuestra experiencia, pues es frecuente observar a
profesores convencidos de que el rigor matematico terminara por convencer a los
estudiantes de la veracidad de los asertos. La teoria de los Paradigmas y el ETG
ofrece claridad adicional sobre esta cuestion: segun los diferentes ‘espacios de
trabajo’, habra ciertos tipos de argumentacion y prueba apropiados, reconocidos por
la comunidad (en este caso, de estudiantes y, ojala, el profesor). Los beneficios
eventuales para los aprendices a cargo de quienes comprendan esta cuestion
serian considerables.
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6.5. Investigador investigado

El caso propuesto enfrent6 a la gran mayoria de los participantes en las diversas
versiones de la experiencia a dos aspectos de la Didactica de la Matematica que
los proponentes queriamos poner en evidencia.

En primer lugar, una dificultad cognitiva que los participantes experimentaron
por si mismos, al confundir los planos semantico y teorico. En términos de
la teoria APOE, fue siempre una minoria de los participantes la que encapsulo
0,999... como el objeto 1, y el resto posiblemente permanecié en la concepcion
proceso de una cuerda infinita de nueves que no termina. Para estos ultimos, que
tienen a la vez una concepcion objeto de 1 y una concepcion proceso de 0,999.. .,
la igualdad no seria aceptable, pues compara construcciones que obedecen a
diferentes estados cognitivos —proceso y objeto—.

Un corolario interesante de tal situacion para los participantes (y que los
autores consideraron en el diseno), fue la posibilidad explicita de comprobar por
si mismos que un obstaculo epistemoldgico tiene, precisamente, una indole
epistémica, dado que, por ejemplo, no son solo los nifios pequefios quienes los
deben enfrentar, sino posiblemente casi todos quienes aprendemos matematicas®..
Muchos de los participantes declararon su perplejidad al no poder concluir,
finalmente, por si mismos, cudl era la respuesta correcta a la pregunta.

6.6. La Diddctica de la Matemdtica

Un proposito general que se tuvo presente en el disefio fue mostrar como es que la
Matematica Educativa, entendida como una disciplina de caracter experimental,
provista de marcos tedricos explicitos, aporta informacion y precisamente marcos
de analisis para abordar los problemas que enfrenta una persona que aprende
matematicas. La dificultad intrinseca del tema propuesto, asi como los marcos
tedricos exhibidos en cada experiencia, permitieron mostrar que, aun en el caso
en que la confusion entre semantica y teoria no fuera superada de inmediato, los
participantes manifestaron espontanea y publicamente la necesidad de aprender
teorias didacticas que les permitieran profundizar en categorias de analisis para
estudiar obstaculos de esta naturaleza —varios asi lo expresaron y el resto declaro
su coincidencia en ello—.

2l No se explicito previamente este proposito a los participantes, pero el asunto apareci6
naturalmente y fue invariablemente evaluado por ellos de manera positiva.
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6.7. Estrategias inapropiadas

Un investigador en matematica, que habita en el paradigma de su disciplina, ha
superado naturalmente el obstaculo y, en consecuencia, suele no preocuparse
de ello cuando ensefia. Si recuerda que alguna dificultad tuvo como estudiante,
en sus clases tratard de disponer ordenadamente los conocimientos previos
necesarios, declarar las definiciones, demostrar los asertos, pero no abordara
expresamente la problematica de salvar el obstaculo: segin vimos (Duval, 1995),
su estrategia es insuficiente, y tal vez solo consiga (en términos de APOE)
que los alumnos realicen acciones referidas al concepto, pero muchos de ellos no
lograran encapsularlo.

En términos paradigmaticos y culturales, es facil que el obstaculo permanezca
ya sea como un acuerdo forzado por el contrato didactico (Brousseau, 1990)
o bien como una construccién realizada con propdsitos determinados, que
requerira de una posterior resignificacion (Cf. Cantoral y Farfan, 2003). En ambos
casos, habria una superacion aparente del obstaculo, pero apenas el concepto
sea requerido para trabajar en cuestiones ulteriores, el obstaculo reaparecera
(Bachelard, 1970).

6.8. Apropiacion del infinito

Segun hemos visto, el transito del infinito potencial al actual es dificil de lograr
y parece claro que, si se desea conseguir que los estudiantes secundarios y
otros logren tener un concepto apropiado del infinito, se necesita modificar
las estrategias utilizadas, y considerar explicitamente el que también los
profesores pueden enfrentar dificultades respecto de ese concepto: como
dijimos, persistencia y resistencia son tipicas de este obstaculo epistemoldgico.

Al respecto, una pregunta anterior que puede hacerse es si acaso realmente
se necesita esa apropiacion. Dos razones pueden esgrimirse en contra: en términos
genéricos, todos los procesos del universo terminan alguna vez; en la practica, el
teorema de densidad de Stone-Weierstrass garantiza que “siempre” podemos
contar con una aproximacion apropiada, sea esta la que proviene de la densidad
de los nimeros racionales en los reales (como en los céalculos con computadoras),
o bien el truncamiento ad hoc de una serie de Taylor de una funcion, etc. Por
supuesto, la teoria del caos nos alerta respecto de efectos inesperados del
truncamiento de expansiones y, por otra parte, no estamos argumentando en
contra de conceptos tales como los de limite, derivada, integral y sus abundantes
y decisivas consecuencias en diferentes areas del conocimiento.
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6.9. Obstaculos de envergadura

Creemos interesante preguntarse ademas qué otros obstaculos tienen una
envergadura similar a la del infinito. No parece haber muchos, con la excepcion,
al menos, de los cuantificadores. Estos tienen su propia componente de obstaculo
didactico (desde el escaso relieve que se suele dar a los dominios de las
formulas que se utiliza desde el secundario, y pasando por el método inductivo
de las ciencias experimentales), pero su caracter es claramente mas profundo, y
se relaciona con la aprehensién de la diferencia de lo particular vis a vis lo
universal, y, por tanto, con el proceso de generalizaciéon en Matematicas —y en
otras ciencias: nuevamente, un problema con raices filosoficas—.

En cuanto al objeto de este estudio, nuestra conclusion es que, en
definitiva, la persistencia y la resistencia son elementos que lo caracterizan.
Ahora bien, para superar un obstaculo epistemologico, se requiere reconocerlo
y enfrentarlo (Brousseau, 1983) y, mas aun, “hacer atravesar al estudiante la
frontera de sus conocimientos, aumentandolos de manera directa y oportuna”
(D’Amore, 2011, p. 25). En nuestro caso, creemos que tal plan, si bien puede
apoyarse en formulaciones y actividades que provienen de ambitos tales como el
de uso de tecnologia y otros, en ultimo término debe adentrarse en un ambito
estrictamente matematico, aun cuando no sea puramente formal. Al respecto,
hemos hecho algunos experimentos alentadores a propdsito de todas las memorias
del caballero Tristram Shandy (Russell, 1937), quien demora un afio en escribir
cada afo de su vida, y no muere —como se ve, un problema que retine los dos
obstaculos citados en esta seccidn—.
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