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RESUMEN

Se presentan algunos resultados de una investigaciéon que
propone estudiar matematica en la Escuela Secundaria en
Argentina por medio de un Recorrido de Estudio y de
Investigacion (REI). EI REI permite reconstruir distintas
Organizaciones Matematicas (OM) del programa de estudio
de la secundaria; pero en este trabajo s6lo describimos una
primera parte, correspondiente a las funciones polindmicas
de segundo grado. Las implementaciones se realizaron en
cursos de 4* Aflo de la Secundaria, y en total participaron 163
estudiantes. Se describen aqui los resultados obtenidos en
las distintas implementaciones, a partir de las funciones
didacticas topogénesis, mesogénesis y cronogénesis. Se adopta
como referencial tedrico la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD) de Yves Chevallard.

ABSTRACT

We present some research results on a proposal of study
mathematics, on secondary school in Argentina, by Research
and Study Paths (RSP). The RSP allows us reconstruct the
different Mathematical Organizations (MO) of secondary
syllabus. In this paper we describe just the first part of
the RSP, the one related to second grade polynomial functions.
The didactic experiences were carried out with 163
students, on their 4" year course. The results on the different
experiences are described using the didactic functions of
topogenesis, mesogenesis and chronogenesis, based on Yves
Chevallard’s Anthropologic Theory of Didactic (ATD).
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RESUMO

Apresentam-se alguns resultados de uma investigagdo que propde
estudar matematica na Escola Secunddria em Argentina por
médio de um Percurso de Estudo e de Investigacdao (PEI). O
PEI permite reconstruir diferentes Organizagdes Matematicas
(OM) do programa de estudo da secundaria; mas neste trabalho
s6 descrevemos uma primeira parte, correspondente as fun¢des
polinomiais de segundo grau. As implementagdes realizaram-se
em cursos de 4" Ano da Secundaria, e ao todo participaram
163 alunos. Neste artigo escrevem-se os resultados obtidos
nas diferentes implementacdes, a partir das fungdes didacticas
topogeneése, mésogenese e chronogenése. Adopta-se como
referencial tedrico a Teoria Antropoldgica do Didactico (TAD)
de Yves Chevallard.

RESUME

Ce travail présente quelques résultats d’une recherche qui vise a
étudier les mathématiques au moyen d’un Parcours d’Etude et
de Recherche (PER), dans I’Ecole Secondaire en Argentine.
Le PER a permis de reconstruire les différentes Organisations
Mathématiques (OM) du programme d’étude de 1’école
secondaire; mais dans cet article nous décrivons seulement la
premicre partie, correspondant aux fonctions polyndmes du
second degré. Les implémentations ont été développées dans
les cours de 4™ année de collége, et au total ont participé
163 étudiants. Les résultats des différents implémentations,
des fonctions d’enseignement de topogenése, mésogenese et
chronogenése on été ici décrits. On a adopté la Théorie
Anthropologique du Didactique d’Yves Chevallard (TAD)
comme référentiel théorique.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Percurso de Estudo e
de Investigagdo (PEI)

- Fungoes polinomiais
de segundo grau

- Topogénesis

- Mesogénesis

- Cronogénesis

MOTS CLES:

- Parcours d’Etude et
de Recherche (PER)

- Fonctions polynomiales du
deuxieme degré

- Topogeneses

- Mésogeneses

- Chronogeneéses

La enseflanza de la matematica en la escuela secundaria presenta problemas
complejos e ineludibles, que conllevan altos niveles de frustracion para
los estudiantes y el profesor. El modelo didactico dominante es mecanicista o
aplicacionista; es decir, el profesor explica, presenta el saber como si se tratara de
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una obra museografica, que a lo sumo los estudiantes pueden visitar. Este fendmeno
es denominado, metaféricamente por Chevallard (2004), monumentalizacion del
saber. En una ensefianza monumental, la actividad del alumno se ve afectada
por las decisiones e instrumentos que el profesor proporciona y comunica. En
consecuencia, su fopos se reduce a lo que el profesor decide comunicar; y a lo sumo,
el alumno so6lo puede reproducir la obra que le es presentada. Otra consecuencia
gravisima de la monumentalizacion, es la instalacion de un proceso sistematico
y muy arraigado de eliminacién de las preguntas, que son sustituidas por la
enseflanza de respuestas. Las obras expuestas por el profesor se corresponden
con respuestas a preguntas “ocultas”, sin que se reconozca ninguna necesidad
de remitir a su origen, a su utilidad, a su razon de ser, a su porqué o para qué; lo
que permite afirmar que el modelo teoricista dominante en la ensefianza de la
matematica define al saber matematico como acabado, sin sentido (Gascon,
2001). La desaparicion de las preguntas y de una actividad matematica escolar
genuina, es una de las dificultades mas dificiles de revertir en la ensefianza de la
matematica actual, y es a este problema al que se busca enfrentar.

Desde diferentes perspectivas, muchas investigaciones se han ocupado de
analizar y describir obstaculos en la ensefianza de la matematica y también,
de proponer modificaciones sustanciales con relacion a dichos procesos en todos
los niveles. En el nivel universitario, los trabajos de Aparicio y Cantoral (2006),
Corica y Otero (2009, 2012) y Guzman (1998) y en el nivel medio Bagni (2004),
Fabra y Deulofeu (2000), Ferrari y Farfan (2008), Fernandez y Llinaris (2012),
Ortega y Pecharroman (2010), Otero y Banks Leite (2006) y Sanchez (2013) entre
otros, manifiestan la necesidad de un cambio radical con relacion a la pedagogia
dominante, sea por el andlisis de las practicas habituales desarrolladas en
una institucion, por las caracteristicas sobre la forma en que se construyen y
desarrollan los conocimientos, o por medio de modelos pedagdgicos que permitan
modificar la ensefianza habitual.

Situados en el referencial de la Teoria Antropologica de lo Didactico
(TAD) (Chevallard, 2013), nuestro problema didactico también esta dirigido a
introducir cambios, sobre todo, en la forma de hacer matematica. Se requiere
de una modificacion sustancial del modelo pedagdgico imperante, que sustituya
la pedagogia monumentalista y su eliminacién sistematica de las preguntas,
por la pedagogia de la investigacion y del cuestionamiento del mundo
(Chevallard, 2004, 2007, 2013). Los Recorridos de Estudio y de Investigacion
(REI) (Chevallard, 2009) son el dispositivo didactico que permite desarrollar
dicha pedagogia en el aula. Una pregunta esencial es como introducir los REI en el
Nivel Secundario, debido a la magnitud de las modificaciones que se requieren
con relacion a: la distribucion de las responsabilidades entre los agentes de
una clase (fopogénesis); el “dominio” del tiempo reloj requerido, respecto del
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establecido en las instituciones (cronogénesis); asi como también, cOmo se
constituye y gestiona el medio didactico (mesogénesis); aspectos que no
pueden entenderse unos sin los otros, y que determinan los alcances del
recorrido en cada ejecucion.

En el marco de la TAD, algunas investigaciones han desarrollado REI
en distintos niveles. En la universidad, Barquero, Bosch y Gascon (2011),
Ladage y Chevallard (2011) y Serrano, Bosch y Gascon (2007) desarrollan
y analizan las caracteristicas de los REI en clases paralelas a las estrictamente
académicas. Fonseca y Casas (2009) proponen analizar los problemas de la
transicion escuela secundaria — universidad a partir de un REI que comienza en
la escuela secundaria y que continda en el afio proximo en la universidad. Las
investigaciones de Fonseca, Pereira y Casas (2011), Garcia, Bosch, Gascon y Ruiz
(2005) se desarrollan en el nivel medio; y en todos los casos los REI corresponden a
actividades extra curriculares, ejecutadas en talleres especiales. En consecuencia,
la insercion de los REI en los cursos usuales de Matematica en cualquier nivel,
esta poco desarrollada. Particularmente en Argentina se ha desarrollado un
REI bi-disciplinar (Parra, Otero y Fanaro, 2013) con estudiantes de la escuela
secundaria; y también a partir de la investigacion que aqui presentamos, se han
desarrollado investigaciones de corte longitudinal (Llanos y Otero, 2012, 2013a,
2013c¢) con estudiantes entre 14 y 17 afios.

En este trabajo se describen y analizan las caracteristicas de la primera parte
del recorrido que se desarrolla en 4 Afio de la Escuela Secundaria en Argentina;
cuyas preguntas derivadas “cubren” el estudio de la OM de las funciones
polinémicas de segundo grado. Utilizando las funciones didacticas topogénesis,
cronogénesis y mesogénesis, se analizan los resultados correspondientes a las
primeras tres situaciones derivadas del REI.

A continuacion, se sintetiza el marco teorico y se especifican las cuestiones que
se responderan a partir de la base empirica obtenida en las implementaciones
realizadas.

2. MARCO TEORICO: ALGUNAS NOCIONES CENTRALES DE LA TAD

Se adopta el referencial tedrico desarrollado por Yves Chevallard en la
TAD (Chevallard, 1999), especificamente los constructos Recorridos de
Estudio y de Investigacion (REI) (Chevallard, 2004, 2007, 2009, 2013) y las
funciones didacticas o de produccion mesogénesis, cronogénesis 'y topogénesis
(Chevallard, 1985, 2009).
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Con el objetivo de hacer efectivo un cambio de paradigma con relacion a
la ensefianza monumental y a la consecuente pérdida de sentido de la matematica
escolar; Chevallard (2004) propone los REIL Estos se desarrollan a partir de una
pregunta generatriz O, y de las respectivas preguntas derivadas de dicha cuestion,
las Q. Los REI permiten redefinir los programas de estudio a partir de un
conjunto de preguntas, en lugar de una reproduccion de respuestas, como ocurre
habitualmente en la ensefianza. Pero las modificaciones requeridas son de tal
envergadura, que acaban afectando al proceso de estudio, a la ecologia y en sintesis
a la supervivencia de los REI (Gascon, 2011). Estas modificaciones se plasman en
los procesos de topogénesis, mesogénesis y cronogénesis; indispensables para el
analisis didactico propuesto por la TAD (Chevallard, 2011).

2.1. Los REI

Los REI son el producto del desarrollo de la pedagogia de la investigacion y
del cuestionamiento del mundo en el aula. Un REI comienza con una pregunta
generatriz (J, como punto de partida de todo el proceso de estudio. El estudio de
0, se concreta en un recorrido “general” que integra varias preguntas derivadas Q..
Cada Q, a su vez da lugar a numerosas preguntas particulares ligadas a ella. La
distincion entre una “pregunta finalizada” Q'y la “pregunta generatriz” Q,, como lo
propone Chevallard (2009), resulta muy importante para entender el alcance de un
recorrido. O, como punto de partida en un REI, debe permitir “cubrir” un programa
de estudio a partir de la reconstruccion de las distintas OM que lo conforman; de
manera articulada y con sentido pues cada OM es el resultado de reconstruir una
respuesta a las diferentes Q,; y por lo tanto siempre se recurre a Q,,.

Q, entonces, da lugar al estudio de las preguntas derivadas, y estas tltimas
a la formacidén y el funcionamiento del sistema didactico S (X;Y;Qi)1<i<n.
Chevallard (2013) describe las caracteristicas de una ensefanza por REI, a partir
de lo que ¢l denomina esquema herbatiano desarrollado:

[S(X:Y;0) = {R1, R5,....; Rn Ouityerevy Oy Oty O3] =

De este esquema se puede interpretar que:
— el REI debe organizarse en torno a una pregunta generatriz (Q,),

— el sistema didactico S(X;Y; Q) esta compuesto por un grupo de estudiantes
X; las ayudas al estudio dadas por un grupo de profesores Y o un tinico
profesor {y}, y el ¥ de todo el proceso, dado por Q.

Relime, Vol. 18 (2), Julio de 2015



250 VIVIANA CAROLINA LLANOS, MARIA RITA OTERO

— este sistema didactico permite y requiere de la constitucion de un medio
didactico M = {Rf, R>....R,, Ontyeeeeey Omy Opitye..., O} que contiene
las preguntas generadas a partir de O, las respuestas pre-construidas,
aceptadas por la cultura escolar, notadas como R?para i=1,..., n
Pueden incluirse en la categoria de respuestas “hechas” —un libro, la
Web, el curso de un profesor, etc.-También pertenecen a M, entidades
O,, con j=n+1,....,m; que son obras —teorias, montajes experimentales,
praxeologias, etc.— consideradas potencialmente tutiles para elaborar
las respuestas R’ obteniendo de alli, algo utilizable para generar®".

Es en el medio didactico donde se elaboran las Q;, las respectivas R; y como
consecuencia ®"; como resultado del proceso de estudio. La generacion del medio
requiere de modificaciones importantes con relacion a la pedagogia dominante,
que afectan al proceso de estudio y a la “vida” del REL:

L’étude d 'une question Q se concrétise en un PER dont la durée peut varier.
Plus largement, la description et ['analyse des PER (notamment du triple
point de vue de la topogenése, de la mésogenése et de la chronogenése) est
un probléme cardinal de la TAD (Chevallard, 2011, p. 29)

El analisis del recorrido que se propone en esta investigacion, puede realizarse
por lo tanto a partir de dichas funciones, y las mismas se describen a continuacion.

2.2. Mesogénesis, cronogénesis y topogénesis

Los REI demandan un cambio pedagégico sustancial con implicaciones fuertes
en la cronogénesis, la topogénesis y la mesogénesis (Chevallard, 1985, 2009),
denominadas por Chevallard «funciones didacticas» o «de producciony.

— Lamesogénesis es el proceso de construccion del medio didactico M, que
se elabora para generar tanto respuestas internas (podrian ser éstas R,
producidas por un alumno x, o por el profesor R, s6lo que estas ultimas
deben ser sometidas a los mismos cuestionamientos que las de R,)
o externas, cualquier R;. Todas las respuestas “alimentan” el medio
M y aportan respuestas parciales a (. En un REI el medio no esta
determinado de antemano, es “construido por la clase”. Son varias las
obras que pueden ser llamadas a construir el medio, y no pueden ser
excluidas como podria ocurrir en la enserianza tradicional. El medio
debe ofrecer herramientas idoneas para construir y justificar cada
respuesta parcial y la & que se construye como resultado del proceso.

Relime, Vol. 18 (2), Julio de 2015



LA INCIDENCIA DE LAS FUNCIONES DIDACTICAS 251

La topogénesis es la funcion que vincula como se ocupan los espacios
del grupo de alumnos X y el profesor {y}. Las modificaciones en la
topogénesis van a la par de los cambios en la mesogénesis dado que los
cambios de roles afectan también a los resultados que puedan obtenerse
en el medio didactico; teniendo en cuenta que las modificaciones en el
medio se dan al interior de la clase [.X; y] y no so6lo son responsabilidad
de y. El topos del alumno y el topos del profesor hacen referencia
a la posicion de los alumnos y el profesor en relacion con las OM
construidas o en proceso de construccion durante el proceso de estudio
en el medio.

La cronogénesis es una funcion que regula los tiempos didacticos
para los distintos componentes del sistema. Esta componente relativa
al tiempo real requerido para efectuar el estudio de una pregunta, es lo
que permite diferenciar a los REI de los demas dispositivos didacticos.
La constitucion y el “trabajo” en el medio M en una ensefianza por
REI, afectan al tiempo didactico produciendo una dilatacion del mismo;
una extension del tiempo reloj requerido. Esta “extension del tiempo
reloj” producido por la insercion de un REI, respecto de los episodios
didacticos usuales en la escuela, afectan a la mesogénesis y como
consecuencia también a la fopogénesis. Aqui es necesario “cuidar”
todo el trabajo en M, por el impulso de “estimular el estudio” de manera
artificial para que el “tiempo escolar” recomendado sea acorde al
producido por el REI. Si esta “exigencia” no es considerada, puede
que el sistema diddctico efectivo en una pedagogia de REI, compuesto
por S(X;Y;0,), se transforme en un sistema didactico tradicional
S(X;Y;0)), es decir, es necesario evitar la reduccion del estudio de las
O, por el de obras finalizadas O,.

Las modificaciones necesarias para introducir la pedagogia de la

investigacion y del cuestionamiento del mundo en una institucion dada, producen
inevitablemente, modificaciones que acaban afectando a los niveles topogenético,
mesogenético y cronogenético. Dichas modificaciones van a la par y se afectan
mutuamente.

Desde el referencial tedrico descripto se formulan en este trabajo las preguntas

de investigacion: ;Qué caracteristicas tiene la OM efectivamente reconstruida,
con relacion a la actividad matematica que se lleva a cabo? ;Qué diferencias
pueden identificarse en las distintas implementaciones del REI?
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3. METODOLOGIA

Se trata de un estudio cualitativo, de corte exploratorio y caracter etnografico. Se
propone introducir una nueva pedagogia basada en una ensenanza por REI en un
contexto experimentalmente controlado. La investigacion se desarrolla en cursos
habituales de la escuela secundaria en Argentina. El recorrido propuesto permite
estudiar varias OM del programa de estudio de la secundaria, pero en este trabajo
solo se describen los resultados obtenidos en la primera parte, como consecuencia
de introducir el REL.

Los 163 estudiantes que participaron de la parte de la investigacion que
se desarrollan en este trabajo tienen entre 14 y 15 afios. El REI se introduce en
dos cursos en paralelo por cada afo durante tres aflos consecutivos; donde el
investigador es el profesor de los cursos. Cada cohorte corresponde a 4" Afio de
la escuela secundaria. En total se realizaron seis implementaciones, y los datos
obtenidos permiten describir, entre otras cosas, las diferencias significativas entre
un afio y el siguiente; a partir de las decisiones consideradas en el nivel de las
funciones didacticas fopogénesis, cronogénesis y mesogénesis que son el objeto
de analisis de este trabajo.

Durante cada implementacion el profesor tiene caracter de observador
participante y se realiza también observacidon no participante a partir de la
colaboracion de colegas del equipo de investigacion. Estas tareas permiten
generar registros de clase, a partir de la produccion de notas de campo elaboradas
antes y después de cada encuentro por el profesor y la informacion proporcionada
por los demas investigadores. Se toma también un audio general de cada curso
durante todo el periodo de ejecucion del REL

Para un adecuado funcionamiento del recorrido, el profesor acerca
cada clase el problema que es desconocido para los estudiantes y “retira”
las producciones escritas de todos los alumnos al finalizar cada encuentro.
Mediante la técnica de escaneo se registra lo producido por cada alumno en cada
encuentro, y se devuelven los trabajos a la clase siguiente. Esto permite obtener
todos los protocolos escritos de los alumnos durante la implementacion, en
las seis ejecuciones realizadas. A partir de la transcripcion de los registros
de audio, las notas de campo generadas antes y después de cada encuentro y
las producciones escritas de los estudiantes; se analizan los resultados obtenidos,
producto de introducir el REI.

Los resultados que se describen corresponden a una triangulacion de
la informacion generada. Las notas de campo, y los registros de audio permitieron
interpretar resultados que no pueden extraerse de los protocolos escritos de los
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estudiantes, como ocurre por ejemplo con los momentos de puestas en comin
-que de ellas los alumnos soélo registran los resultados que se consensuan-;
y también las notas de campo principalmente para recuperar las decisiones
que el profesor-investigador fue tomando al interior del recorrido a partir de
las respuestas que fueron aportando los estudiantes oportunamente y las
discusiones colectivas que se generaron.

Para analizar los protocolos de los 163 estudiantes, estos se segmentaron
en episodios correspondientes a cada tarea y ademas se selecciona un alumno, el
mas representativo de cada grupo de estudio, por cada implementacion,
organizados los estudiantes en equipos de 4 personas durante todo el recorrido.
Entre todas las implementaciones se generaron 41 grupos de estudio y el analisis
se baso al inicio en los estudiantes prototipicos de cada grupo. La seleccion de
estos alumnos so6lo corresponde a una organizacion inicial que permite interpretar
lo que cada grupo pudo producir; y después se analizan los demas casos.

Los cambios en la Organizacion Didactica que determinan las caracteristicas
de la OM efectivamente reconstruida, se describen mediante los niveles
mesogenético, cronogenético y topogenético por cada situacion y en cada “afio”
de implementacion.

Se analizan los resultados obtenidos en la primer parte del REI que permite
reconstruir la OM de las funciones polindomicas de segundo grado. El andlisis
de las funciones didacticas por cada situacion permite describir, analizar y
evaluar la gestion del REI y en particular, en este articulo, de la primera parte
desarrollada en los diferentes afios de implementacién. Como indica Chevallard
(2011) analizar y describir el REI, implica identificar las decisiones consideradas
al interior del mismo con relacion a las funciones didacticas o de produccién e
identificar como consecuencia los alcances en la actividad desarrollada con relacion
a la OM de las funciones polindmicas de segundo grado.

4. EL REI

El REI propuesto parte de la pregunta generatriz Q,: ;Como operar con curvas
cualesquiera, si solo se conocen sus representaciones grdficas y la unidad en
los ejes? (Llanos y Otero, 2013a, 2013b). Se presenta un recorrido que permite una
cobertura casi completa de las OM del programa de estudio de los ultimos tres
afos de la escuela secundaria en Argentina; de acuerdo con el analisis del Modelo
Praxeoldgico de Referencia establecido por la investigacion. Las OM que pueden
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reconstruirse son relativas a las curvas que se elijan y las operaciones entre las
mismas. Por ejemplo, si se suman y restan rectas la pregunta Q,: ;Como sumary
restar curvas si solamente se conoce su representacion grafica y la unidad en los
ejes? permite estudiar la OM de las funciones polindomicas de primer grado; y
también a partir de la resta de dos rectas paralelas se ingresa en la OM de
las funciones constantes. La pregunta, Q,.: ;Como multiplicar curvas, cuando
solamente se conoce su representacion grdfica y la unidad en los ejes? origina
el estudio de la OM de las funciones polinémicas de segundo grado cuando
la multiplicaciéon se reduce a dos rectas; y en los casos donde se multiplican
mas de dos rectas, o rectas y parabolas, o parabolas permite estudiar la OM de las
funciones polinomicas. La OM de las funciones racionales pueden originarse en
Q..; ¢Como realizar el cociente entre funciones polinomicas cuando solo
se conoce su representacion grafica y la unidad en los ejes? pregunta que origina
como consecuencia el estudio de la OM de las asintotas y la OM del limite.
Para el caso particular del cociente entre dos funciones afin es posible reconstruir
la OM de las funciones homograficas. Si ademas se considera el caso de las
operaciones con raiz y potencia, es posible estudiar la OM de las funciones
potenciales y las radicales a partir de Q,,: ;Como obtener la potencia o raiz
de una curva cuando solamente se conoce la representacion grafica y la
unidad en los ejes? Algunas de las respuestas posibles a O, fueron inicialmente
propuestas por los estudiantes, principalmente para el caso de operaciones con
rectas (Llanos et Otero, 2013a).

Ademas de las OM relativas a cada tipo de funcion, pueden agregarse
otras que incluyen por ejemplo a las ecuaciones respectivas, a las operaciones
algebraicas entre las funciones y a un tratamiento que podria comprender un nivel
de algebrizacion que distingue variables de parametros. También puede reencontrase
la OM de las funciones trascendentes; que si bien no se constituye como resultado
de efectuar operaciones con curvas; en el marco del REI las mismas pueden
ser objeto de construccion a partir de una adaptacion de las técnicas geométricas
generadas para las algebraicas, como lo propone la investigacion de Ferrari y
Farfan (2008).

De los recorridos mencionados como emergentes del REIL se ha desarrollado
la investigacion en tres partes determinadas por el estudio de las preguntas
derivadas relativas a la multiplicacion de dos rectas, la multiplicacion de
mas de dos rectas, rectas y parabolas o entre parabolas; y también el caso del
cociente entre funciones polinémicas (Gazzola, Llanos y Otero, 2013; Llanos
y Otero, 2013b; Otero, Llanos y Gazzola, 2012). Las preguntas y las OM del
programa “cubiertas” por el REI en su implementacion pueden sintetizarse en
el Esquema 1, partiendo siempre del “germen” de la investigacion que en este
caso ha sido la pregunta generatriz Q,
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y la unidad en los ejes?

Qyp: ;Como operar con curvas cualesquiera, si solo se conocen sus representaciones graficas

{1 {1

L

0Q;: (Como multiplicar Q,: ;Como multiplicar mas
dos funciones afines, si de dos rectas o rectas y
sélo se conocen sus E> parabolas o parabolas, si
representaciones solo se conocen sus
grdficas y la unidad en representaciones grdficas y
los ejes? la unidad en los ejes?

0;: ;Como realizar el
cociente entre funciones
polindmicas, si solo se

conocen sus
representaciones grdficas
v la unidad en los ejes?

L

L

oM

Funciones

OoM
Funciones
polinémicas de
grado dos

OM

Funciones
polindémicas

racionales

Esquema 1: Posibles recorridos de investigacion, desarrollados en
el marco del REI propuesto. Esquema tomado de Llanos
y Otero (2012), con modificaciones.

El problema de las operaciones con curvas se desencadena a partir de una
adaptacion de una ingenieria propuesta por Douady (1999) para estudiar los signos
de las funciones polindmicas. En nuestro caso, el recorrido que se propone permite
ir mas lejos. Desde las primeras situaciones se obtiene la construccion de la curva
que resulta de realizar operaciones con otras del mismo tipo de grado menor,
y el analisis de los signos es una informacion mas entre las caracteristicas de
la grafica que se construye. Ademas el REI permite recuperar las caracteristicas
construidas en un marco de resolucion en otro, pues se avanza hacia la
multiplicacion analitica de las curvas (Douady, 1984, 1986). Entre los posibles
recorridos, se presenta una descripcion y analisis de la primer parte del REI,
que se genera a partir del problema de la multiplicacion de dos rectas. Dicho analisis
se realiza por medio de las funciones didacticas o de produccion: mesogénesis,
topogénesis y cronogénesis en los diferentes afios de implementacion.

El planteo mesogenético que se realizé inicialmente como consecuencia
de introducir el REI en el aula permitio justificar por qué se comienza por el
recorrido que desencadena la pregunta Q,: ;Como multiplicar dos funciones afin,
si solo se conocen sus representaciones grdficas y la unidad en los ejes? Larazon
es que ésta es la inicializacion mas disponible para los estudiantes de 4 Afio de la
Secundaria, que estdn muy familiarizados con las rectas (Llanos et Otero, 2013a)
y entre las operaciones, la multiplicacion permite ingresar en el estudio de la
OM de las funciones polinomicas de segundo grado central en el programa de
estudio de ese afio escolar.
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El analisis de las diferentes preguntas que puedan derivar de Q,, que de cierto
modo “guian” el estudio, da lugar a otras preguntas que pueden desprenderse
de la misma y que de cierto modo determinan las caracteristicas de la curva
que se reconstruyen a partir de la multiplicacion de dos rectas:

0,:  (Coémo multiplicar dos funciones afines, si sélo se conocen sus representaciones
graficas y la unidad en los ejes?

0,,: ¢Como se multiplican dos rectas:

con ceros distintos?

con ceros iguales?

con pendientes de igual signo?
con pendientes opuestas?
paralelas?

coincidentes?

1,1.1°
1,1.2°

w

oY

L1 (Qué produce la multiplicacion geométrica de dos rectas?

12t (Qué produce la multiplicacion algebraica de dos rectas?

QR KOOI

0,0 ¢Qué caracteristicas tiene la funcion que se obtiene de multiplicar dos rectas:

0,,,: desde un punto de vista geométrico?
0,,,. desde un punto de vista algebraico?

1220 desde un punto de vista funcional?

0,,; ¢Quécaracteristicas tiene la representacion grdfica que resulta de multiplicar
dos rectas:

0., geométricamente?
4r k )
0,,, algebraicamente:

0, (Pueden distintos pares de rectas generar una misma funcion?

0, (Puedeuna funcion de la familia construida no provenir de la multiplicacion
de rectas?

Ql,i:

Entre las preguntas mencionadas antes, solo algunas fueron desarrolladas
en el REIL El esquema 2 permite interpretar como se efectua el recorrido que
parte de la multiplicacion de las rectas, como se retoman las cuestiones y los
conceptos construidos, al mismo tiempo que permite interpretar como se
relacionan los conceptos que se van construyendo en el trayecto por la cuestion
0, y las que de ésta se derivan. Todo el recorrido es guiado por un conjunto de
actividades que originan la razon de ser de todo el proceso.
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Para la investigacion, es muy importante analizar los alcances y
limitaciones de las actividades propuestas, y las modificaciones que se van
dando como consecuencia de abordar el problema de la multiplicacion de las
rectas, cuando solamente se conoce la representacion grafica de las mismas y
la unidad en los ejes. Estos cambios son descritos por medio de las funciones
didacticas mesogénesis, topogénesis y cronogénesis; por cada situacion, en
los distintos afios de implementacion.

Qy: ¢ Como multiplicar dos funciones afines, si solo se conocen sus representaciones grdficas y la
unidad en los ejes?

vV Vv
Multiplicacion geométrica ;Coémo multiplicar dos funciones afin, conociendo las coordenadas
parah=f-g de algunos puntos seguros y las unidades en los ejes?
\
¥ Multiplicacion algebraica para h=f-g
S| Caracteristicas de la v
grifica de h < Expresion algebraica parah=f- g
A f— Voo i - i-o--o-
e <« ] .
! ; giro(;s i| Forma factorizada (> Forma polinomica > Forma canonica
! . Menos unos T 74\_ ................... l_/k € _A ............... ﬂ\_ ..... /
! * Multiplos de la unidad N i
'L Signos /:? h(xa): h(xh); X, ¥ x, equidistantes de x, y x,
"b+ Prueba de la simetria — | : con x; y X, ceros de h. i
"B Eje de simetria N X+, :
'+ Construccion geométrica: 7 = V= (xm;h(xm )) i
: del vértice i !
! . ! h(xm ) :
: De cualquier punto de h —~__ - ' :
> Ordenada al origen \x h(x)xex ;
> H0) ;

¢ Cudles son las distintas expresiones algebraicas de 'y g que permiten generar una misma h?

L

¢ Toda la familia de funciones construida, proviene de la multiplicacion de rectas? ~ |—

Esquema 2:

Descripcién del recorrido generado a partir de Q,. Esquema

tomado de Llanos y Otero (2012) con modificaciones.
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4.1. La OM de las funciones polinomicas de segundo grado

El recorrido generado por Q,, parte de la necesidad de multiplicar dos rectas.
Las tres primeras situaciones son una variante del mismo problema, pues lo
que cambian son las rectas que se multiplican. Las situaciones que inicialmente
se proponen son:

Las funciones f'y g estan dadas por los grdficos de las Figuras. Todas las rectas A//B//C//
D, son perpendiculares al eje x. La funcion h=f -g.

Situacion 1 Situacion 2
A A
y|C |A B |D g Alc TyD|B
g
™~
1 f 1
1 Xa Xp x' Xa 1 Xp X'
/ \

Situacion 3

A
C|A |y |B|D f
g
o //‘

Graficas correspondientes a las a las funciones f'y g de las situaciones
1,2y3.

(a) ;Cudl podria ser la grafica mas razonable para h? ;Qué caracteristicas de
la grdfica de h podrias justificar?

(b) Para todo x,y x,equidistantes de los ceros de cada funcion, los segmentos
AC=BD /Es verdad que h(x,)= h(x,)? ;Podrias justificar?

(c) /;Qué triangulos tendrias que construir para calcular la multiplicacion entre [y
g en el eje de simetria, utilizando como lado de uno de los triangulos, la unidad?
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Se busca obtener una grafica aproximada para /%, en principio, a partir de
la identificacion de los puntos notables y los signos de /# (C*y C"). Se destaca el
proceso segun el cual se prueba la simetria de la curva. Se desarrolla también, una
técnica que permite calcular geométricamente el vértice de una parabolay aumentar
la cantidad de puntos de la curva, construyendo triangulos semejantes debidamente
seleccionados, utilizando como informacion la unidad. Esta técnica esta basada
en la tecnologia del Teorema de Tales y la proporcionalidad de segmentos.

Partiendo de la multiplicacion geométrica de las rectas, es posible obtener
una grafica aproximada para 4. Para ello es necesario:

— Identificar los signos de % a partir del analisis de los signos de /'y g

— Identificar los puntos notables de /: ceros (que coinciden con los de las
rectas), unos (puntos donde rectas admiten la unidad como ordenada
y h como consecuencia la ordenada de la otra recta), menos uno (un
razonamiento analogo permite identificar otros puntos donde las rectas
admiten el valor menos uno en su ordenada), multiplos de la unidad.

— Justificar la simetria de la curva: identificar el eje de simetria (a partir
de los triangulos semejantes y la evocacion al Teorema de Tales),
identificar los puntos simétricos.

— Construir el vértice de 4, a partir de una técnica geométrica basa en
la construccion de triangulos semejantes y el Teorema de Tales.

— Construir geométricamente cualquier punto para 4, por medio de la
generalizacion de la técnica construida para el vértice.

Es importante aclarar que en el cuerpo del trabajo, se indican los puntos
notables como “los ceros”, “los unos”, “los menos unos”, “los dos” y cualquier
multiplo de la unidad; pues asi se establecid nombrarlos en la clase. Las
técnicas matematicas que permiten justificar estos puntos notables, corresponden
a la multiplicacion entre ordenadas, técnicas que han sido desarrolladas y
justificadas en otros trabajos (Llanos y Otero, 2013b).

Para responder a las preguntas que se introducen en la situacion, los
estudiantes comienzan por identificar los puntos notables (que ellos llaman “puntos
seguros” pues se construyen a partir de la informacion que conocen) y analizan
también los signos de / a partir del analisis de los signos de las rectas /'y g que
se multiplican. La construccion de los puntos notables y signos present6 algunas

Relime, Vol. 18 (2), Julio de 2015



260 VIVIANA CAROLINA LLANOS, MARIA RITA OTERO

dificultades dado que las respuestas requieren de un tiempo “de maduracion”, de
avances y retrocesos, de una adecuada distribucion de responsabilidades,
de discusiones, de acuerdos. Otra cuestion crucial, aunque mas compleja,
es relativa a la prueba por la simetria de la curva. En todas las implementaciones
ha sido posible obtener dicha prueba, pero siempre con la dificultad de
los estudiantes para identificar los segmentos que permite construir los tridngulos
semejantes para probar la simetria de la curva por medio del Teorema de Tales.
Una modificacion en la mesogénesis y la topogénesis es necesaria, porque de lo
contrario los alumnos no pueden avanzar en la construccién de los triangulos
que esta prueba requiere.

4.2. Situacion 1

Desde la primera situacion se introduce el problema de construir una curva
para h. Las rectas que se multiplican tienen pendientes con signos opuestos y f
y g tienen ceros distintos. En este caso los alumnos responden solamente a los
items a y b. Por una decision situada en el nivel de la mesogénesis, el item ¢, no
es abordado en la primera situacion.

El problema tuvo diferentes alcances y limitaciones entre las distintas
implementaciones que se realizaron. En todos los casos, el profesor aporta
el problema correspondiente a la multiplicacion de las rectas a partir de
las preguntas derivadas de O, que se indican en la situacidon, que son
desconocidas por los estudiantes. Tampoco en un REI esta todo determinado
para el profesor, porque en cada curso es necesario gestionar las discusiones
y resultados que se introducen al medio como consecuencia de encontrar una
respuesta al problema.

Los alumnos, dispuestos en equipos de trabajo, asumen la responsabilidad
de obtener una grafica para /4. Las diferencias entre los distintos afios de
implementacion, se dan principalmente por los problemas que se introducen
al medio en cada caso, y las decisiones que el profesor toma para abordarlos.
Estas modificaciones en la topogénesis, mesogénesis 'y cronogénesis entre los
distintos afios de implementacion, se sintetizan en la tabla i. Es importante
aclarar que se indica en el analisis las modificaciones que se producen entre un
ano y otro. Esto permite describir lo que se incrementa en cada nivel respecto
del aflo anterior, es decir, solo se describen las diferencias. Esta aclaracion sirve
para todas las Tablas correspondientes al analisis que se colocan en este trabajo.
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TABLA I
Descripcion de la cronogénesis, mesogénesis 'y topogénesis de la Situacion 1
por cada implementacion

261

Situacion 1

Implementacion Ano [ Ano 11 Arno 111
Implementaciones | Implementaciones Implementaciones
Niveles ]y2 3)/4 5)/6
Se obtienen: Ademas: Ademas:
— los puntos notables | Se agregan dos puntos | Aumenta la cantidad
-Ceros y unos-, notables -los “menos de puntos seguros: los
_ se identifican los uno” y en algunos multiplos de la unidad
signos grupos también (los dos, tres, los
Nivel ) el dos”-. menos uno, etc.)y
L. — se realiza la prueba . los simétricos.
mesogenetico por la simetria de la Mejora las .
curva y se identifican caracteristicas de Mayor precision en
los puntos simétricos, la grafica de A. la gréfica de A.
— La grafica para /
que se obtiene no
es muy precisa.
Los alumnos Ademas: Ademas:
copfgtruyen una d Los estudiantes El profesor permite
gra 1(}:[3 grl)rox?na a introducen el problema | que los estudiantes
par? . lpro esor de construir otros dos | construyan todos
gf:s 1ono fas puntos ademas de los | los puntos que les
1sc1ilts1gnes Yo | ceros y los unos y el interesa investigar y
Nivel f;iséls: fSZr?)?lrfifnZi) profesor lo permite. las caracteristicas
de la representacion
topogenético como respuestas al orafi ca%e h
problema, en la clase.
También decidio
avanzar cuando
considerd oportuno.
Esto afecta a los
resultados que pueden
obtener los alumnos.
Es necesario extender | Ademas: Ademas:
algo .nias (11(: lo Se requiere de mayor | Mayor dilatacion del
prev1sbci el uempo tiempo en el problema | tiempo reloj por la
para obtener una por los puntos que cantidad de puntos
grafica para /. La deciden buscar. ue construyen
Nivel mayor dilatacion en ' a yem
cronogenético | el tiempo reloj se

produce en la prueba
por la simetria. El
problema del “tiempo
reloj” ha sido un
obstaculo.
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Como se ha descrito en la Tabla 1, las diferencias en los distintos niveles
se afectan mutuamente. La permanencia de los estudiantes en el problema,
que ha sido un factor determinado por las decisiones en la cronogénesis, es
lo que determina las principales diferencias en el medio. En los dos tltimos afios,
el problema introducido, al nivel de la mesogénesis, de construir otros puntos que
los estudiantes proponen, permite obtener una representacion mucho mas
aproximada para &, y también desde el inicio construir casi por completo
todas las caracteristicas de la representacion grafica de las funciones polindmicas
de segundo grado. El punto donde % interseca al eje de simetria en esta situacion
no ha sido un problema que los estudiantes tuvieran necesidad de resolver. Sélo
en algunos casos introducen un signo de pregunta en dicho punto, pero nadie
coloca este problema como una caracteristica importante a construir.

A pesar de las diferencias, en todos los casos ha sido posible obtener algunas
caracteristicas de la grafica de 4 a partir de los signos y los puntos seguros, y
también la prueba por la simetria de la curva. La construccion de los triangulos
para probar la simetria, requirié del andlisis de la proporcion entre los lados y
asi se verifica que la curva es simétrica. Como consecuencia, los estudiantes
efecttian algunas inferencias que les permite “asegurar” que el valor de / en el eje
de simetria es unico (y es “el mayor™), pero no se cuestionan por conocer
precisamente cual es ese punto.

Una limitacion de esta situacion es relativa al problema del vértice: en ningin
ano de implementacion, se avanza hacia la obtencion del vértice de la parabola,
este punto no es cuestionado por los estudiantes en esta situacion. El equipo de
investigacion decide no abordarlo en la situacién 1 por la complejidad de cada
elemento construido como iniciacién del recorrido, excepto que los estudiantes
introduzcan este problema al medio, hecho que no ocurrié en ningun caso.

Los protocolos de All y A69, permiten describir e interpretar los alcances
y limitaciones a los que se ha hecho referencia entre los distintos afios de
implementacion. En la implementacion 1, el alumno All consigue construir
una representacion grafica para 4 aproximada; a partir de la identificacion de
los signos, ceros y unos. Luego, una vez realizada la prueba por la simetria de la
curva, se construyen los puntos simétricos a los unos; y a partir de éstos
la representacion grafica para /. El protocolo de este estudiante corresponde a la
Figura 1.
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Figura 1: Protocolo correspondiente al alumno A11. Implementacion 1 (Afio 1)

El estudiante A69 a diferencia del anterior, agrega dos puntos mas y
sus respectivos simétricos. Esto le permite obtener mayor precision sobre la
“forma” de la curva /; sobre todo en puntos proximos al eje de simetria. En
esta primera situacion, en todos los casos, el vértice se obtiene por inferencia
de los estudiantes.

Como puede interpretarse en la Figura 2, A69 representa graficamente
los puntos que los estudiantes nombran “los dos”, y eso le permite obtener mayor
precision en la curva, respecto del otro estudiante. Hay otros que también agregan
los “menos unos” que les permite obtener mayor informacion sobre las ramas
de la curva (que ha sido una debilidad del estudiante tomado como caso), y
lo Uinico que no pueden construir con los multiplos de la unidad es el punto
correspondiente al vértice de la parabola.
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Figura 2: Protocolo correspondiente al alumno A69. Implementacion 3 (Afio 2)

4.3. Situacion 2

Las rectas que se multiplican tienen pendientes con igual signo y f'y g tienen
ceros distintos. Respecto de la situacion anterior en este caso cambian las rectas
que se multiplican y la informacion que se proporciona a partir de la situacion
es la misma. El “problema cronogenético” relativo a la extension del tiempo
reloj comienza a ser recuperado, pues la clase ya conoce lo que se busca estudiar
con el problema. Como en la situacion anterior, se comienza por la identificacion
de los signos, y “puntos seguros”. El nivel topogenético también se ve afectado
porque el profesor ya no tiene un papel tan decisivo en la gestion de los diferentes
tipos de respuestas. Los estudiantes saben qué caracteristicas de la grafica
es importante construir y el profesor acciona sobre el medio para la obtencion
de dicha respuesta.

En esta situacion se propone un cambio que afectd a las Gltimas dos
implementaciones. La cuestion ¢) ;jQué triangulos tendrias que construir para
calcular la multiplicacion entre [y g en el eje de simetria, utilizando como lado
de uno de los triangulos, la unidad? forma parte del recorrido a partir del planteo de
los estudiantes que se desencadena en la tercera puesta en escena, en el segundo
afio de implementacion:
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Bien, ;/qué otras caracteristicas podemos indicar para la grafica de 4?
Si, nos falté marcar en el eje cuanto vale 4.

Ahhhhhhhhh es verdad, ;Por donde pasa % en el eje?

se juntan 'y g en ese punto

(Por qué se juntan? ;Qué quiere decir eso? Si h = (g, por donde
pasa / es la pregunta

por el x en el eje de simetria

Bueno, avancemos. ;Quién encontro6 el punto que estamos buscando?
No sabemos qué hacer

(Nadie chicos?, ;ningtin grupo hizo nada?

no

Los demas... ;Nadie?

Bueno, miremos qué segmentos tenemos que multiplicar

siempre fy g

Claro. ;Cémo llamamos a los segmentos de /'y g en el eje de
simetria? Pongamosle el mismo nombre todos.

ayb

De acuerdo. Llamemos « al segmento de /'y b al de g. Ademas
necesitamos trasladar la unidad del eje x, que hasta ahora no la usamos.
Entonces, con a y la unidad construimos un tridngulo. Trasladamos
el segmento b al eje x y construimos otro triangulo semejante al
anterior. Llamamos a esta longitud... ;como la llamamos?

¢

Bueno, la llamamos c. ;Los triangulos son semejantes?

Entonces si son semejantes podemos plantear la proporcion entre los
lados: aesaccomo 1 es ab. ;Y ahora?

y ahora a por b es igual a ¢ por 1

muy bien

ycesaporh

ahhh yase, ces

(Como que c es h?

si, si ¢ es la multiplicacion de /'y g que llamamos a y b

(Y entonces?

jentonces / pasa por ¢?

si (...)

Ademas del problema introducido al medio por los estudiantes en el
segundo afio; en las dos implementaciones correspondientes al ultimo afo,
el profesor propone el problema de trasladar una de las rectas, para introducir el
problema de la multiplicidad de los ceros, y para ello se introduce la pregunta: Si
la funcion g fuera movil y se traslada hasta coincidir con f, en el punto de corte
con el eje x, Jcudl seria la curva para h 'y qué caracteristicas tendria esta curva?
Las diferencias significativas entre los resultados obtenidos de las distintas
implementaciones, son descritas por las funciones didécticas en la tabla ii.
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TABLA Il
Descripcion de la cronogénesis, mesogénesis y topogénesis de la Situacion 2
por cada implementacion

VIVIANA CAROLINA LLANOS, MARIA RITA OTERO

Situacion 2

Implementacion Ano 1 Ano 11 Arno Il
Implementaciones | Implementaciones Implementaciones
Niveles 1y?2 3y4 5y6
Se obtiene una curva | Ademas: Ademas:
api?.mén?da paraha | _ se introduce el — se agregan multiplos
partir de: problema del vértice de la unidad,
— los signos, ceros y pero ezel prolfleS(()lr' . _ los estudiantes
unos, ?,me.n esar rlo adieha  oonstruyen el vértice
— se realiza la prueba | [CCRICA CNCLPIZAITON. | 5 artir de tridngulos
por la simetria de la Mejoran las semejantes y realizan
Nivel curva, se construye el | caracteristicas de la una generalizacion
» eje y se identifican los | grafica de 4. de dicha técnica para
mesogenetico puntos simétricos, cualquier punto de la
— La grafica para curva,
h que se obtiene es — se construye una
razonable. grafica muy precisa
para h.
Los estudiantes Ademas: Ademas:
coy;truyen u;:% d Los alumnos plantean | Los estudiantes
gralica plara ¢ asada | 13 necesidad de resuelvan el problema
{’rl.rémp? fmen'? eg construir el vértice de la construccidon
1a ! en; 1ca01tork1)l c de la parabola. El geométrica del vértice.
Nivel é’ls pur; 0S no at' es. profesor realiza Ademas proponen
topogenético 1 ;zlr_o Csor gestiona | gicha construccion y una generalizacion de
as f 1scustones qug el lugar del alumno la técnica construida
se Lieron gen%ran 0 queda reducido a la para cualquier punto
e el proceso de reproduccion de dicha | de /.
reconstruccion de téeni
écnica.
las respuestas al
problema.
Se produce una Ademas: Ademas:
dllltgtacmn elll . Aun cuando el La construccion del
el tiempo reb(_)J profesor introduce vértice de 4 y las
Nivel porqule fam 1tan1 la construccion del discusiones generadas
. compte ?rtr}en ed as vértice, los estudiantes | en torno a esta
cronogenetico caracteristicas de necesitan de un tiempo | construccion requiere

h. La prueba de la
simetria requiere de
una permanencia en
el problema.

de reflexion, para
poder reproducirla.

de una prolongacion
del “tiempo reloj”.
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Las diferencias entre las distintas implementaciones, ademas de las
modificaciones en el medio que son introducidas por los estudiantes y, en el tltimo
ano, por el profesor, se dan en las caracteristicas para alcanzar la construccion
del vértice. En el primer afio esta construccion no se introduce al medio porque el
profesor no considerd posible que los estudiantes pudieran obtenerla y estos no
lo colocan como un problema relevante (fenomeno de la subestimacion de los
alumnos). En el segundo afio son los alumnos los que introducen este problema,
pero el profesor cede parcialmente a ellos el espacio para que puedan
construirlo, porque finalmente acaba desarrollando la construccion y a los
estudiantes solo les quedo la posibilidad de reproducir esa técnica en otros casos.
En las tltimas dos implementaciones, el problema de la construccion del vértice
es una pregunta mas a la que hay que responder y esto permite identificar
diferencias muy significativas respecto de las implementaciones anteriores con
relacion al vértice y a la generalidad de la técnica para construir cualquier punto
de la curva.

Para abordar el problema de la construccion del vértice en el tercer afio,
la clase discutio qué resultados se ajustan mas a la respuesta del problema. Este
analisis da lugar a los estudiantes a explicitar la técnica que permite calcular la
multiplicacion entre dos segmentos en cualquier abscisa, pero inicialmente se
resuelve el problema de la construccion del vértice en el eje de simetria.
Se generaron discusiones relativas a las posiciones de los segmentos de las rectas y
la unidad, cuestién que se termina resolviendo por recurrencia al analisis de signos.
En las ultimas dos implementaciones no sélo los estudiantes realizaron diferentes
construcciones hasta obtener una representacion del vértice, sino que ademas en
esta misma situacion también proponen una generalizacion de la técnica obtenida,
que permite construir el valor de /4 para cualquier abscisa que se quiera calcular.

El protocolo correspondiente al estudiante A140 muestra los resultados que
es posible construir a partir de esta situacion. Este estudiante identifica los signos,
ceros, unos, realiza la prueba por la simetria y también la construccion del vértice.
Para obtener la representacion grafica que ha denominado /,, como consecuencia
del problema introducido por el profesor para analizar las propiedades de los
ceros, construye todos los puntos y no es necesario construir el vértice porque
los ceros de las rectas son coincidentes. Obtiene como consecuencia otros puntos a
partir de la generalizacion de la técnica construida para el vértice de 4 cuando los
ceros de las rectas son distintos. Este estudiante como muchos otros, aumentan
la cantidad de puntos seguros a partir de la técnica construida, y su certidumbre
de obtener una grafica mas precisa para 4. Los resultados obtenidos por
este estudiante se presentan en la Figura 3 a continuacion.
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Figura 3: Protocolo correspondiente al alumno A140. Implementacion 6 (Ao 3)

Como puede interpretarse a partir de la Figura 3, este alumno construye todos
los puntos notables de las curvas que ¢l ha denominado / y 4, respectivamente.

Para nuestra investigacion ha resultado importante que se considere el
trabajo con la técnica del vértice, y la generalizacion para cualquier punto que se
quiera construir (como asi también el analisis de los signos e identificacion
de puntos seguros) dado que se vuelve fundamental para el desarrollo de otros
recorridos que podrian derivarse de la cuestion Q,, sobre todo porque este
problema fue introducido por clase, como una necesidad de encontrar sentido a
este punto notable; y no como una imposicion del profesor.

4.4. Situacion 3

Se introduce en los dos primeros afios el problema de la multiplicidad de los
ceros; mientras que en el ultimo este aspecto ya ha sido tratado, pero igualmente
es propuesto por el profesor para analizar otros casos de parabolas con
ceros coincidentes; y mas en particular en el origen de coordenadas. Se
analizan las caracteristicas de la grafica de 4 con dos ceros reales iguales.
En esta situacion el vértice de la parabola coincide los ceros de las rectas. En
todas las implementaciones los estudiantes contintian identificando los signos
y los puntos posibles de construir a partir de la informacion que proporciona la
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situacion. Las diferencias por cada afo de implementacion se dan por la cantidad
de puntos que se construyen, a partir de los cuales se obtiene una representacion
mas o menos aproximada para 4. A partir de los niveles cronogénesis, mesogénesis
y topogénesis, se detallan en la tabla iii las diferencias entre los distintos afios de
implementacion para esta situacion que introduce el problema de las parabolas

con dos ceros reales iguales.

TABLA Tl
Descripcion de la cronogénesis, mesogénesis y topogénesis de la Situacion 3
por cada implementacion

Situacion 3

Implementacion Anio 1 Ao 11 Ao I
Implementaciones Implementaciones Implementaciones
Niveles ly2 3y4 5y6
Para obtener 4 Ademas: Ademas:
construyen: — Construyen los — Se agregan
— los ceros y los unos, | multiplos de la unidad. | multiplos de la unidad,
— prueban la sin_letria, Mejoran las — construyen otros
. representan el eje y caracteristicas de la puntos a partir de la
Nivel marcan los puntos representacion grafica | generalizacion de la
mesogenético simetricos, de A. técnica geométrica
— el vértice de & que construida para el
coincide con los ceros vertice,
de las rectas. — se construye una
La grafica que grafica muy precisa
obtienen es aproximada. para h.
Los estudiantes Ademas: Ademas:
cop;truyen una 4 Los alumnos plantean | Los estudiantes
gra l(lfzabap r(gﬂma a la necesidad de introducen el
para /i ?Sa at ! construir otros puntos, | problema de obtener
Nivel p;lni}f]ga men ederi a los multiplos de la otros puntos por la
o ! er}[l 1cactl(t))111 ¢ 108 unidad para mejorar 4. | generalizacion de
fopogenctico puntos notables. El profesor lo permite. | la técnica geométrica
El profesor gestiona -
. . del vértice.
las discusiones dadas
en el medio como
proceso de generacion
de las respuestas.
La prueba de la Ademas: Ademas:
sumetria requiere de La construccion La construccion de
Nivel ulna pttt)rlmanenma en de otros puntos la técnica geométrica
L I'i pr((i) ema. ‘ y la necesidad de produce una dilatacion
cronogenetico 0s tem’ats. pun dOSh}’ obtener una grafica del tiempo reloj.
cc)zll)i?gnzrrisplrcoilstoil siif aproximada dilata el
. tiempo reloj.
dificultad. P )
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En el protocolo A129 correspondiente a la Figura 4, se interpreta
la importancia de la técnica construida por los estudiantes en las tltimas
dos implementaciones, en principio para la obtencion del vértice de la parabola
que luego fue generalizada para cualquier punto que se quiera obtener. Este
alumno logré identificar no so6lo los puntos notables: ceros y unos; sino
que pudo agregar por construccidon cuatro puntos mas que le permitieron mejorar
las caracteristicas de la grafica de /4, utilizando la construccidon generada para el
vértice, en otros puntos. Ademas, como puede interpretarse en la figura, también
propone una generalizacion para la prueba de la simetria de la curva; analizando
qué es lo que ocurre en diferentes puntos que se encuentran a igual distancia
de los ceros. A diferencia de los resultados obtenidos en los afios anteriores, este
estudiante obtiene una representacion grafica para 4 bien aproximada.

El inicio del recorrido dado por las tres situaciones antes analizadas, permitio
introducir las caracteristicas de la representacion grafica de las funciones
polinémicas, de segundo grado, de una manera que se aparta de la habitual.
La generatividad de la cuestion inicial propuesta en el REI, planteada en los dominios
geométrico, grafico y funcional; da sentido a los puntos notables de la parabola
y a las caracteristicas generales de la representacion grafica de dicha funcidn.

Ademas de los resultados obtenidos a partir de las tres primeras situaciones
que abordan el problema de la multiplicacion geométrica de las curvas, el REI
avanza hacia el estudio de las caracteristicas de las representaciones analiticas,
partiendo del hecho de que siempre se multiplican rectas. Se analizan en estas
situaciones las vinculaciones que pueden establecerse entre las técnicas analiticas y
las caracteristicas de la grafica cuando se conoce la expresion algebraica de la
funcion, con las técnicas geométricas obtenidas en la primera parte del recorrido.
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Figura 4. Protocolo correspondiente al alumno A136. Implementacion 5 (Afio 3)
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El analisis y el alcance del recorrido propuesto puede ser descrito por
las funciones didacticas mesogénesis, topogénesis y cronogénesis. Los resultados
desarrollados en este trabajo permiten interpretar que son estas funciones las que
regulan un REI, pues entre los tres afnos de implementacion considerados
para realizar el estudio, las principales diferencias se dan en las decisiones
consideradas en el nivel de la topogénesis y en las cuestiones que se introducen al
medioy se desarrollan. Las diferencias entre los distintos afios de implementacion
identificadas, no pueden atribuirse a las caracteristicas de la muestra en cada
caso. Los grupos de estudio son similares, el profesor ha sido el mismo en todas
las implementaciones; y por lo tanto las modificaciones en las caracteristicas del
recorrido son consecuencia de las decisiones en los niveles considerados.

5. CONCLUSIONES

La insercion de un REI en contextos experimentalmente controlados, permite
justificar las ventajas de una ensefianza basada en preguntas en lugar de respuestas.
El recorrido generado por la multiplicacion geométrica de las rectas ha permitido
construir una representacion grafica de la parabola, justificando cada punto notable,
y también analizando las diferencias entre las distintas representaciones que se
obtienen. Un aspecto destacable es la posibilidad de construir el vértice de la
parabola y justificar la simetria de la curva, que en la ensefianza tradicional son
una imposicion; mientras que en el REI son objeto de construccion. El retorno a la
geometria resulta insoslayable por las caracteristicas de las preguntas desarrolladas
en el REI para construir dichas pruebas. En este trabajo solo se han descrito
los resultados de las primeras situaciones del REI que permite reconstruir la
representacion grafica de las funciones polindmicas de grado dos; pero a lo largo
del recorrido se reconstruyen las demas caracteristicas de dicha OM.

Las decisiones tomadas en el nivel topogenético, se orientaron a superar
los obstaculos que se generaron, sobre todo al inicio, porque el profesor en una
ensefianza por REI abandona su papel de “explicador”. Al inicio los estudiantes
rechazaban el “corrimiento” del papel del profesor del lugar de unico responsable de
la actividad. Ha sido también una dificultad para el docente asumir su papel
de director del estudio, aceptando que es el grupo de clase el que decide el curso
de accion; resultado que se refleja en el analisis, considerando el primer afio de
implementacion respecto del tercero. En el REI el profesor es un media mas, y es el
responsable de presentar una “buena pregunta” que desencadena todo un proceso de
estudio. Sin embargo, la relacion de los estudiantes de secundaria con la generacion
de otras cuestiones suele ser muy débil, y la investigacion muestra que esto puede
modificarse progresivamente y tornarse una actitud mas o menos asumida por ellos.
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Las decisiones adoptadas en el nivel topogenético tienen gran influencia en
la ecologia del REI, debido a su estrecha vinculacion con el proceso mesogenético:
(qué es lo que se modifico entre las implementaciones del primer y tercer grupo,
al punto de lograr la generacion de un medio mucho mas rico y de respuestas
mucho mas elaboradas por los alumnos? No se trata de variaciones atribuibles a la
inteligencia de los Gltimos grupos con respecto a los primeros, pues la distribucion
de los estudiantes en los cursos era igualmente azarosa. La pregunta y su
generatividad tampoco cambiaron, lo que se modificé fueron las decisiones
que el profesor tomo para dejar mas espacio a los alumnos. Esto hizo posible el
enriquecimiento del medio y la construccion de una respuesta validada a partir
de los instrumentos de la clase:

— En el primer afio de implementacion el profesor gestioné en exceso el
recorrido, impidiendo a los estudiantes progresar en los resultados que
fueron obteniendo. Asi se obtuvo una grafica para 4 no muy aproximada,
a tal punto que el vértice fue el resultado de una inferencia escasamente
validada.

— En el segundo afno, los estudiantes plantearon el problema de como
obtener el vértice de la pardbola, pero fue el profesor quien decidio realizar
la construccion y los alumnos reprodujeron esa técnica; obteniendo una
grafica aproximada.

— En las dos ultimas implementaciones, el profesor incluye la pregunta
por el vértice y deja a los alumnos resolver el problema, porque de
hecho los elementos para hacerlo estaban en el medio. Esto les permitio
realizar una generalizacion de la técnica para obtener geométricamente
cualquier abscisa de /.

Las diferencias entre los resultados obtenidos son consecuencia de las
decisiones adoptadas en los niveles mesogenético y topogenético. Se destaca la
modificacion de la actitud de los estudiantes con relacion al saber, principalmente
en lo que respecta a la busqueda de respuestas a preguntas para ellos desconocidas,
introducidas generalmente por el profesor. El hecho de aceptar siempre las
preguntas y estudiar posibles respuestas es un indicador de cambio.

Aunque por las caracteristicas del REI y del contexto no se ingresa
plenamente en la pedagogia de la investigacion y del cuestionamiento del
mundo, con limitaciones, se logra introducir algunos gestos auspiciosos. Como se
evidencia en los protocolos, el desarrollo de una ensefianza basada en preguntas ha
sido posible y positivo, asi como la construccion de respuestas por parte de los
estudiantes ha resultado contundente. Es un paso pequeio pero muy prometedor,
que invita a seguir intentando hacer vivir las actitudes de la pedagogia de la
investigacion toda vez que sea posible.
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