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DESARROLLO DE UN MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA
EN TORNO A LA MODELIZACION FUNCIONAL

DEVELOPMENT OF A REFERENCE EPISTEMOLOGICAL MODEL
AROUND THE FUNCTIONAL MODELLING

RESUMEN

En este trabajo se presenta el diseflo matematico de una
pequeia parte de un modelo epistemoldgico de referencia que,
una vez completado, debera sustentar la organizacion
didactica de un proceso de estudio que incluya: el desarrollo de
la modelizacion funcional con parametros, la razon de ser del
célculo diferencial elemental en la ultima etapa de secundaria
y los primeros desarrollos del calculo en varias variables en
la universidad. Aqui nos concentramos en el momento en que
ya se dispone de la derivada como herramienta de trabajo
para mostrar el desarrollo progresivo y la completacion relativa
de las praxeologias matematicas que se construyen a medida que
se avanza en los diferentes niveles de la modelizacion funcional.
Esta propuesta se hace en el ambito de la Teoria Antropologica
de lo Didactico y constituye una pequefia contribucién al
objetivo didactico de situar la modelizacion matematica como
un instrumento que permite articular y dar sentido a la
matematica escolar.

ABSTRACT

This paper presents the mathematical design of a small
part of a reference epistemological model which, once
concluded, should support the educational organization of a
study process comprising: the development of the functional
modelling with parameters, elementary differential calculus
raison d’étre in high school, and the first developments of
calculus in several variables at university. Hereto we focus in
the moment in which we already hold the derivative as a
work tool to show the progressive development, and
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the relative completion of mathematical praxeologies that
are built as progress gains ground in the different levels of
functional modelling. This proposal is submitted from an
Anthropological Theory of the Didactic scope and represents
a small contribution to the didactic purpose of placing the
mathematical modelling as an instrument that allows to
articulate and give meaning to school mathematics.

RESUMO

Neste trabalho apresenta-se o desenho matematico de uma
pequena parte de um modelo epistemoldgico de referéncia que,
uma vez completado, devera sustentar a organizacao didatica
de um processo de estudo que inclua: o desenvolvimento da
modelagdo funcional com parametros, a razdo de ser do
calculo diferencial elementar no ensino médio/secundario e os
primeiros desenvolvimentos do calculo em varias variaveis na
Universidade. Aqui nos concentramos no momento em que ja se
dispde da derivada como ferramenta de trabalho para mostrar
o desenvolvimento progressivo e a completagdo relativa das
praxeologias matematicas que sdo construidas a medida que
se avanca nos diferentes niveis da modelag@o funcional. Esta
proposta surge no ambito da Teoria Antropoldgica do Didatico e
constitui uma pequena contribuigdo para o objetivo didatico
de situar a modelagdo matematica como um instrumento que
permite articular e dar sentido a matematica escolar.

RESUME

Dans ce travail on ébauche la représentation mathématique d’un
modele épistémologique de référence qui, une fois complété,
devra appuyer 1’organisation didactique d’un processus d’étude
incluant le développement de la modélisation fonctionnelle avec
paramétres, la raison d’étre du calcul différentiel élémentaire au
Lycée et les premiers développements du calcul a plusieurs
variables dans les cours a I’Université. On va se centrer au
moment ou on dispose de la dérivée comme outil de travail
pour montrer le développement progressif et la complétion
relative des praxéologies mathématiques qui se construisent
au fur et a mesure qu’on avance dans les différents niveaux de la
modélisation fonctionnelle. Cette proposition s’inscrit dans
le cadre de la théorie anthropologique du didactique et constitue
une petite contribution a 1’objectif didactique de situer la
modélisation mathématique comme un instrument qui permet
d’articuler et donner du sens aux mathématiques scolaires.
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1. [)QUE PAPEL JUEGA UN MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA
EN LA FORMULACION DE UN PROBLEMA DIDACTICO?

La formulacién de un problema didactico (en el sentido de problema de
investigacion en didactica de las matematicas) involucra siempre, de manera mas
0 menos explicita, una interpretacion del &mbito de la actividad matematica que
estd en juego. Asi, cuando en el enunciado de un problema didactico se habla
de la ensefianza o el aprendizaje del concepto de derivada, de la geometria
analitica o de los sistemas de numeracion, se esta sustentando inevitablemente
una interpretacion (un modelo, aunque sea muy impreciso) de la actividad
matematica que acompafia a dicha nocién o ambito de la matematica escolar en
la institucion en cuestion.

En la Teoria Antropologica de lo Didactico (en adelante, TAD) postulamos
que la explicitacion de dicho modelo es imprescindible para poder formular el
problema didactico como un auténtico problema cientifico. La citada
explicitacion constituye el nicleo de la respuesta que proponemos en cada caso
a una dimension basica del problema didactico que denominamos “dimension
epistemologica del problema” (Gascon, 2011) y se materializa en un modelo
epistemologico de referencia (o, abreviadamente, MER). La formulacion de
los otros aspectos o dimensiones del problema didactico, asi como las posibles
respuestas a los mismos, se sustentan forzosamente en el MER del ambito de la
actividad matematica que esta en juego.

En general, la estructura de los MER que construye la TAD es una
red de praxeologias matemadticas cuya dindmica comporta ampliaciones y
completaciones progresivas en el sentido que explicitaremos en lo que sigue
(Ruiz-Munzoén, Bosch & Gascon, 2011). En cuanto a la manera concreta
de describir un MER, digamos aqui inicamente que suele hacerse mediante
una red de cuestiones y respuestas donde éstas tienen estructura praxeologica.

Es importante subrayar que un MER debe considerarse como una hipotesis
provisional a contrastar experimentalmente y, por lo tanto, susceptible de ser
modificado y revisado constantemente. En otras palabras, un MER es una
hipotesis cientifica que debemos poner a prueba de la contingencia.

Dado que la TAD interpreta la actividad matematica como una actividad
humana institucionalizada, un MER (y la cuestion generatriz que viene a
responder) se elabora en relacion a una institucion. Pero las instituciones no
son compartimentos estancos y las cuestiones problematicas se desarrollan a
medida que se van estudiando, de manera que es posible concebir un MER que,
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potencialmente, pueda sustentar procesos de estudio situados parcialmente en dos
o mas instituciones (y en dos o mas niveles educativos) como, por ejemplo, en
secundaria' y en la universidad.

Por otra parte, es importante sefialar que en los MER elaborados hasta
la fecha en el ambito de la TAD, la modelizacion matematica juega un papel
esencial. En efecto, las praxeologias matematicas que estructuran el MER suelen
cumplir la siguiente condicion: cada nueva praxeologia no so6lo amplia y completa
relativamente a la praxeologia anterior, sino que ademas puede considerarse como
un modelo matemdatico de ésta (Bolea, 2003; Sierra, 2006; Barquero, Bosch &
Gascon, 2011; Ruiz-Munzoén et al., 2011). Esta relacion estructural y dindmica
entre las praxeologias que constituyen un MER es coherente con el postulado de
la TAD segun el cual toda actividad matematica puede interpretarse como una
actividad de modelizacion (Chevallard, Bosch & Gascon, 1997).

Es por ello que para explicar con claridad el papel que juega un MER en la
formulacion de un problema didactico en el ambito de la TAD es preciso tomar en
consideracion como se conceptualiza la modelizacion matematica en esta teoria.
Esto es lo que haremos brevemente en el siguiente apartado.

Para acabar, digamos que también es importante situar cada MER en
relacion a otros MER de los que de alguna manera depende y, en especial, de los
MER mas amplios que lo contienen. Y, por otra parte, distinguir (para unir, no
para separar) el MER de los procesos didacticos que éste puede sustentar en una
institucion determinada’.

En esta investigacion nos situamos en el momento en que ya se dispone
de la derivada como herramienta de trabajo y pretendemos mostrar la progresiva
completacion de las praxeologias matematicas que se pueden construir a medida que
se avanza en los diferentes niveles de la modelizacion funcional (en el sentido
de Ruiz-Munzon et al., 2011). Es importante remarcar que el disefio matematico que
presentamos aqui no es mas que un componente de un MER mas amplio

! En Espaiia la secundaria consta de dos etapas: la ensefianza secundaria obligatoria 0 ESO (alumnos

de 12 a 16 afios) y la ensefianza secundaria postobligatoria o bachillerato (alumnos de 16 a 18 afios).
En el caso de Portugal, el tercer ciclo de la ensefanza basica esta compuesto por tres afios de
escolaridad (alumnos de 12 a 15 afios) y la ensefanza secundaria por otros tres (alumnos de 15 a 18
afos). Desde 2009, en base a la Ley n°® 85/2009, de 27 de agosto, la ensefianza secundaria portuguesa
se tornd universal, gratuita y obligatoria.

2 En el Programa Epistemolégico de investigacion en didactica de las matematicas en el que se
situa la TAD (Gascon, 1998, 2002, 2003), “lo matematico” (el MER puede considerarse como una
red de praxeologias matematicas) y “lo didactico” (los procesos didacticos sustentados en el MER)
son como dos caras de una misma moneda y, en cierto sentido, inseparables.
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que pretende recubrir: el inicio de la modelizacion funcional con parametros,
una posible razon de ser del calculo diferencial elemental en el paso de secundaria
alauniversidad y los primeros desarrollos del calculo diferencial en la universidad.
El disefio completo de dicho MER vy la experimentacién —en el ambito del primer
curso de la ensefianza universitaria portuguesa- de una organizacion didactica
sustentada sobre una pequeiia parte de este MER? constituye el objetivo de
una memoria de tesis doctoral en marcha.

2. EL PROBLEMA DIDACTICO DE LA MODELIZACION MATEMATICA EN EL
AMBITO DE LA TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO

El problema de situar adecuadamente el papel que juega (y el que podria jugar)
la modelizacién en la ensefianza de las matematicas constituye actualmente una
de las cuestiones mas acuciantes en todos los niveles educativos y, también, en
el universo de investigacion en Educacion Matematica. Dicho problema podria
plantearse en los términos siguientes:

“Una vez ensefiados los contenidos matematicos basicos, ;como conseguir
que las matematicas se ensefien como una herramienta de modelizacion de
situaciones, de tal forma que la ensefianza no se organice Uinicamente en
funcién de los contenidos matematicos sino de los problemas o proyectos
que los estudiantes deben realizar?” (Barquero, 2009, p. 30).

Tal como indicaba Barquero en el trabajo citado, nos situamos asi en una
problematica de gran interés para la comunidad investigadora en Educacion
Matematica denominada “Modelizacion y aplicaciones”. El estudio de dicha
problematica y las acciones que se han llevado a cabo en las tltimas décadas con el
objetivo de integrar la modelizacion matematica en el ambito de la matematica escolar
han tenido un importante impacto tanto en la comunidad de investigadores como
en las sucesivas reformas escolares en todos los niveles educativos. Sin embargo,
los resultados obtenidos hasta el momento muestran que la integracion de la
modelizacion matematica en cualquiera de los niveles del sistema educativo
choca con restricciones institucionales que van mucho mas allé de la voluntad y la

3 En concreto la organizacion didactica que pretendemos experimentar en el primer curso de la

enseflanza universitaria portuguesa estara sustentada sobre los componentes del MER que ponen de
manifiesto una posible razon de ser del calculo diferencial elemental en el ambito de la actividad
de modelizacion funcional.
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formacion de los sujetos de las instituciones involucradas como, por ejemplo, las
derivadas del aplicacionismo y del contrato didactico vigente (Barquero, Bosch
& Gascon, 2014). Se empieza asi a tomar conciencia de lo que desde la TAD
denominamos “dimension ecologica” del problema de la modelizacion matematica
(Gascon, 2011).

En este sentido, postulamos que para que la modelizacion pueda vivir con
normalidad en nuestros sistemas de ensefianza, es necesario profundizar en el
estudio de la citada dimension ecoldgica del problema y utilizar los resultados
de dicho estudio para disefiar dispositivos didacticos que permitan superar
las dificultades que muestran actualmente las propias instituciones docentes
(antes que los sujetos de las mismas) para acoger en su seno dicha actividad.

Como ya hemos dicho, la TAD considera que toda actividad matematica
puede ser interpretada como una actividad de modelizacion (Chevallard, Bosch
& Gascon, 1997), aunque su forma de interpretarla difiera en ciertos aspectos
de las formas mas habituales (Blum, 2002; Blum & Leil3, 2007). En concreto,
proponemos tres modificaciones importantes en la forma de interpretar la nocion
de “modelizacion matematica’:

(@) Se incluye la modelizacion intramatematica en la nocion de
“modelizacion”. Consideramos la modelizacion matematica de sistemas
matematicos (esto es, la modelizacion intramatematica como, por
ejemplo, la modelizacion algebraica de un sistema numérico o
geométrico) como una parte esencial de la actividad de modelizacion
que es inseparable de la modelizacion de sistemas extramatematicos.
Veremos, en efecto, que aunque el proceso de modelizacion parta de un
sistema extramatematico (por ejemplo, de un sistema proveniente de las
ciencias de la salud) como sistema a modelizar, el desarrollo progresivo
de la actividad de modelizacion incluye rapidamente etapas en las que
interviene la modelizacion intramatematica.

Esta ampliacion de la nocion clasica de modelizacién matematica es
coherente con el desarrollo historico de las matematicas y permite considerar
la modelizacion como un proceso de matematizacion progresiva de un sistema
en el cual el primer modelo pasa a jugar el papel de sistema (matematico) y
asi sucesivamente, lo que conduce a trabajar con “modelos de modelos” del
sistema inicial. Aparece asi claramente el cardcter recursivo de la actividad de
modelizacion matematica.

(b) Se postula que los modelos que se construyen en la modelizacion
matematica tienen estructura praxeologica y que la funcion de los modelos
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no tiene nada que ver con la de ser una imagen fidedigna del sistema
modelizado. El analisis de la actividad de modelizacion nos conduce
a considerar los sistemas y modelos como entidades con estructura
necesariamente praxeologica. En efecto, el modelo epistemoldgico de
la TAD no permite considerar la modelizacidon de conceptos, ni
de técnicas, ni de problemas aislados. Dada la naturaleza dinamica de
las praxeologias y la profunda interrelacion entre sus componentes, no
podemos hablar de modelizacion de un componente de la praxeologia
independientemente del resto de sus elementos. Postulamos,
en consecuencia, que toda modelizacion matematica presupone
la modelizacion de una praxeologia en su totalidad mediante otra
praxeologia matematica.

En cuanto a la naturaleza de los modelos y su relacion con el sistema
modelizado, no debemos caer en la ingenuidad de pensar que un modelo
es una copia o reproduccion fotografica del sistema que modeliza, sino que es
un afiadido a dicho sistema, una construccion artificial. Se enfatiza asi que
la principal funcion del modelo no es la de parecerse al sistema que modeliza,
sino la de aportar conocimientos sobre ¢l y hacerlo de la forma mas econdmica
y eficaz posible. Para superar esta falsa interpretacion podemos substituir, como
propone Chevallard (1992), la metafora del modelo como imagen del sistema por la
del modelo como mdquina cuyo funcionamiento permite producir conocimientos
relativos al sistema modelizado.

Digamos, por ultimo, que la problematica de la adecuacion o ajuste del
modelo al sistema comporta la tarea de comparacion de diferentes modelos de
un mismo sistema. Esta dialéctica de idas y venidas entre el sistema y sus posibles
modelos origina un cuestionamiento progresivo de la adecuacion del modelo al
sistema y tiene por objetivo dar respuesta tanto a las cuestiones iniciales como a
las que van apareciendo a lo largo del proceso de estudio.

(c) Seinterpreta la modelizacion matematica como un instrumento capaz de
articular y dar funcionalidad a la actividad matematica escolar. La TAD
describe los procesos de modelizacion como procesos de reconstruccion
y articulacion de organizaciones matematicas de complejidad creciente
(Barquero, 2009) que necesariamente tienen que partir de cuestiones
problematicas que se plantea una comunidad de estudio y que
constituyen la “razon de ser” de las citadas organizaciones matematicas
(en adelante, OM). La forma como se conceptualiza la complejidad
creciente de las OM es la siguiente: las organizaciones (o praxeologias)
matematicas mas elementales se llaman puntuales y estan constituidas
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alrededor de lo que en determinada institucion es considerado como
un unico tipo de tareas. Cuando una OM se obtiene por integracion de
cierto conjunto de OM puntuales, tales que todas ellas aceptan un
mismo discurso tecnoldgico 0, diremos que tenemos una OM /local
caracterizada por dicha tecnologia 0 y la designamos mediante OM .
Analogamente se habla de OM regional cuando se obtiene por
integracion de OM locales y esta caracterizada por una teoria ® y
hasta de OM global cuando incluye toda una disciplina.

La actividad de modelizacion matematica, tal como se conceptualiza
en el ambito de la TAD, puede considerarse como un instrumento que permite
articular y dar sentido a la matematica escolar debido a su propia logica interna
de desarrollo. En efecto, la modelizacion matematica parte de una praxeologia (que
puede ser puntual) como respuesta provisional a una cuestiéon problematica.
En esta praxeologia surgen nuevas cuestiones problematicas cuya respuesta
requerira considerarla como sistema a estudiar y construir para ello un modelo de
la misma (caracter recursivo de la actividad de modelizacion) que serd mas amplio
y complejo que el anterior y que puede englobar mas de una praxeologia puntual.
Si este proceso continta se puede extender a las praxeologias locales y articular
asi la actividad matematica escolar.

Una vez descritos los principales rasgos distintivos de la manera como
la TAD conceptualiza la modelizacion matematica, podemos afirmar que el
problema de la modelizacion matematica (y, en particular, el de la modelizacion
funcional) y la correspondiente busqueda de dispositivos que permitan la
articulacion y funcionalidad de los contenidos matematicos escolares constituye
un problema didactico crucial. Como respuesta al mismo, en los procesos
didacticos experimentados en el ambito de la TAD, basados en la nocion de
recorrido de estudio e investigacion introducida por Chevallard (2004, 2005,
2006), se ha puesto claramente de manifiesto que el estudio de “cuestiones
vivas” cuya resolucion suscita un proceso de modelizacion, junto con el recurso
a las nuevas tecnologias (como, por ejemplo, las calculadoras simbolicas Wiris,
GeoGebra o Mathematica) pueden facilitar el desarrollo de los distintos
momentos didacticos en que se estructura el proceso de estudio, especialmente
los momentos exploratorio, del trabajo de la técnica, tecnologico-teorico y de la
evaluacion (Chevallard, 1999; Chevallard et al., 1997) al tiempo que pueden
ayudar a completar las praxeologias matematicas en construccion.

Es importante subrayar que, obviamente, no son las TIC por si solas las que
facilitan mecanicamente el desarrollo del proceso de estudio. Como han puesto
de manifiesto diversos autores (Artigue, 2002, 2011; Cantoral & Miroén, 2000), la
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transformacion de un simple instrumento —por potente que sea— en un dispositivo
didactico eficaz constituye un problema de investigacion didactica no trivial y,
en gran medida, abierto.

3. DISENO DE UN MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA DE
LA MODELIZACION FUNCIONAL EN EL AMBITO DE LAS CIENCIAS DE LA SALUD

Presentamos a continuacion el disefio matematico de una pequefia parte de
un MER que puede ser descrito en términos de una arborescencia de cuestiones
y respuestas (no predeterminadas de antemano) donde estas Gltimas constituyen
praxeologias cada vez mas amplias y relativamente mas completas en el sentido
descrito en Bosch, Fonseca y Gascon (2004). En este trabajo explicitamos unicamente
algunos de los tipos de cuestiones que podrian generar las sucesivas praxeologias
y sugerimos algunas de las técnicas Utiles para estudiar dichas cuestiones, pero no
podemos describir con detalle todos los componentes de las praxeologias porque
esto requeriria explicitar las respuestas provisionales a las citadas cuestiones, el
desarrollo de las técnicas que se utilizan (incluyendo las relaciones entre ellas),
la correspondiente ampliacion de los tipos de cuestiones que van apareciendo, los
sucesivos discursos tecnologicos que permiten interpretar, justificar y construir
dichas técnicas y hasta la teoria que articula y unifica dichos discursos
(Chevallard, 1999).

Nos situamos en el momento en que la derivada, como herramienta de
trabajo, ya forma parte del equipamiento praxeologico inicial de la comunidad
de estudio para mostrar el desarrollo de las praxeologias matematicas que se
construyen a medida que se avanza en los diferentes niveles de la modelizacion
funcional (Ruiz-Munzon et al., 2011).

Partiremos de una cuestion situada en el ambito de las Ciencias de la Salud y,
mas concretamente, de una cuestion relativa a la concentracion de un medicamento
en el torrente sanguineo. Mostraremos que el proceso de modelizacion funcional
que da respuesta progresiva a esta cuestion (y a las que se derivan de ella)
permite reestructurar, articular y dar sentido a los contenidos matematicos
relativos a la modelizacion funcional que aparecen en los tltimos afios de la
enseflanza secundaria y en los inicios de la ensefianza universitaria.

En consecuencia, el problema subyacente que estamos abordando es el
siguiente: ;coOmo conseguir que los conocimientos matematicos que se estudian

Relime, Vol. 17 (3), Noviembre de 2014



298 CECILIO FONSECA, JOSEP GASCON, CATARINA LUCAS

en el paso de la enseflanza secundaria a la universitaria en torno a la modelizacion
funcional no se reduzcan a un conjunto desarticulado de conceptos y técnicas
carentes de sentido, sino que aparezcan como herramientas para dar respuesta
a cuestiones problematicas que los estudiantes pueden asumir como propias?

Para empezar a responder a esta cuestion elaboraremos, como hemos dicho,
una parte de un MER partiendo de una cuestion generatriz. De entre las multiples
cuestiones con sentido y con legitimidad funcional y social, y dada la importancia
de recientes investigaciones de modelos matematicos en el &mbito de las
Ciencias de la Salud, podria estudiarse la siguiente cuestion generatriz (aunque,
en Ultima instancia, debe ser la comunidad de estudio la que acabe eligiendo la
cuestion a estudiar):

Q,: Con la finalidad de erradicar una epidemia se inyect6 una determinada cantidad de
medicamento a una poblacién de individuos infectados. ;Cémo podemos estudiar
la variacién de la concentracion del medicamento en el torrente sanguineo de
estos pacientes?

Se trata de una cuestion con gran poder generador, intencionadamente
muy abierta, que ademas de no proporcionar ningun dato numérico tampoco
especifica cuales son las variables que habria que tomar en consideracion para
describir el sistema.

3.1. Primer nivel de modelizacion funcional

En el trabajo de Ruiz-Munzoén et al. (2011) se muestra claramente que la
separacion entre el lenguaje algebraico y el lenguaje funcional constituye uno
de los principales indicadores del caracter prealgebraico de la matematica que vive
en la ensefanza secundaria. Esta separacion se pone claramente de manifiesto en el
uso casi exclusivo de las formulas como meras escrituras abreviadas de reglas de
calculo y en la consiguiente incapacidad, al menos en la ensefianza secundaria,
de interpretarlas como relaciones funcionales entre variables y utilizar asi
los modelos funcionales resultantes para estudiar propiedades de los objetos
modelizados usando las técnicas matematicas asociadas.

Siguiendo a la autora citada denominamos primer nivel de modelizacion
funcional de un sistema el que se materializa en modelos que se expresan
mediante funciones aisladas de una unica variable y las correspondientes
ecuaciones (e inecuaciones) asociadas. Este tipo de modelizacién incluye en
cierta forma la modelizacion algebraica (en el sentido de Bolea (2003)) y viene
a responder a cuestiones que hacen referencia a la variacion de una magnitud del
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sistema en funcion de otra. Su puesta en marcha requiere, mas alla de las técnicas
puramente algebraicas, el uso de nuevas técnicas (que llamamos “funcionales” y
“graficas”) que incluyen las relativas al estudio de la variaciéon de magnitudes,
crecimiento, decrecimiento, ritmo de variacion, extremos, etc. Se trata, en
definitiva, de técnicas que permiten el estudio elemental de las relaciones internas
entre los elementos de una funcién y el analisis del comportamiento global de
la misma.

Para ejemplificar el tipo de actividad matematica que tiene lugar en este
primer nivel de modelizacion funcional formularemos algunas cuestiones derivadas
de O, que pueden abordarse en este nivel.

Como ya hemos indicado nos situamos en el momento en que una potencial
comunidad de estudio dispone, como equipamiento praxeologico inicial, de
las técnicas de derivacion junto a la tecnologia asociada, asi como de las técnicas
necesarias para llevar a cabo el estudio algebraico de funciones polinémicas,
racionales y exponenciales elementales y de sus representaciones graficas. Se
supone que el citado equipamiento praxeoldgico inicial contiene las técnicas y
las tecnologias necesarias para analizar las caracteristicas fundamentales de dichos
tipos de funciones, tales como el dominio y recorrido, el signo de la funcion,
los ceros, la continuidad, las asintotas, la paridad, la monotonia y los extremos.

Diremos unicamente que el desarrollo del citado proceso de estudio
potencial deberia desembocar —mediante el uso de técnicas didacticas* que
no analizaremos aqui (Chevallard, 1999)— en la elaboracion por parte de la
comunidad de estudio de cuestiones mas especificas que O como, por ejemplo:

Q,:  (Como estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el torrente
sanguineo de un paciente si suponemos que t horas después de ingerido el medicamento,
la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada por la funciéon

t
C(t) = ——°
@ 2¢2+1

Algunas de las cuestiones derivadas de O, que pueden responderse en este
primer nivel de modelizacion funcional son las siguientes:

4 Entre dichas técnicas didécticas, y para que los estudiantes puedan tomar como propias las
cuestiones en lugar de considerarlas como artificialmente impuestas, se puede proponer que busquen
en los diferentes media (internet, textos de modelizacion, etc.) posibles modelos elementales que
describan la evolucion temporal de la concentracion de un medicamento en sangre. De esta manera
la comunidad de estudio puede decidir qué modelos se estudiaran efectivamente. En Q, proponemos
simplemente uno de los posibles modelos a estudiar.
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(Se puede afirmar que la concentracion del medicamento en el torrente sanguineo
aumenta con el tiempo?

(Como varia dicha concentracion a largo plazo?

%)

(A partir de qué momento se inicia la eliminacion progresiva del medicamento del
torrente sanguineo?

(Cuanto tiempo después de la ingestion del medicamento se alcanza la maxima
concentracion en sangre? /De cudntos mg/l es dicha concentracion maxima?

N

oo oo o

(En qué momentos decrece mas rapidamente la concentracion?

Se podria intentar responder a estas cuestiones utilizando como primera
técnica la representacion grafica de la funcion C(¢) con lapiz y papel, esto es,
calculando a mano el dominio de la funcion, el signo, la derivada, los intervalos de
monotonia, los extremos relativos, etc., pero ésta es una técnica muy rudimentaria
con un coste enorme. En el momento exploratorio de este primer tipo de tareas,
la comunidad de estudio, en la busqueda de una técnica mas econémica, podria
utilizar un programa de geometria dinamica.

Asi, para empezar a estudiar cualitativamente la variacion de la concentracion
del medicamento en el torrente sanguineo y responder aproximadamente a las
cuestiones propuestas, la comunidad de estudio potencial podria empezar utilizando
un instrumento informatico como el GeoGebra que permite intuitivamente
ver que la concentracion crece, alcanza un valor maximo y después decrece.
Dicho instrumento también permite comparar la grafica con valores puntuales
de la concentracion (en la tabla adjunta) y pone de manifiesto como se relaciona
la variacion de dichos valores con la forma de la grafica.

LE

o 9 _|tiempo 17|
10 6 031
11 _|variacion da conc 012
42 _|varda var da conc 0.02

| ¥ funci6n derivada C' a4

W concentracion maxima [~

Figura /. Gréaficos y valores de la concentracion y de la funcion derivada.
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La necesidad de responder con exactitud (no so6lo de manera aproximada) a
las cuestiones Q. y O,, obliga a utilizar técnicas mas precisas como, por ejemplo,
el programa de calculo simbolico Mathematica. Pero incluso el uso de esta técnica
requiere de una justificacion e interpretacion’® de los resultados aportados por
la misma, lo que comporta necesidades tecnoldgicas que sumerge a la comunidad
de estudio en el momento tecnologico-teorico.

Para responder a la cuestion O, se pueden utilizar diversas técnicas. Asi,
por ejemplo, pueden construirse tablas numéricas de la funcion C(¢) y de las
funciones primera y segunda derivada. Aparece aqui la necesidad de interpretar
los valores numéricos para descubrir cual es el valor mas negativo de la tasa de
variacion y en qué instantes ocurre. En otras palabras, se busca el valor minimo
de la funcion derivada. Para ello tenemos que estudiar la variacion de la variacion de
la concentracion, esto es, la segunda derivada de la funcion concentracion.
Tenemos asi un ejemplo que muestra la razon de ser del estudio de la funcion
derivada segunda toda vez que ninguna de las técnicas anteriormente utilizadas
permitia contestar adecuadamente a este tipo de cuestiones. De este modo, el
desarrollo del proceso didactico generado por una cuestion problematica nos
conduce al uso de una nueva técnica que aporta mas informacion relevante sobre
el sistema estudiado.

Una posible ampliacion de la situacion inicial puede surgir de la necesidad de
comparar la evolucion de la concentracion del medicamento en dos organismos
diferentes como, por ejemplo:

Q’;: (Como estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el torrente
sanguineo de dos pacientes, Ana y Carlos, si suponemos que son administradas, por
la primera vez, dosis terapéuticas iguales y que, durante las primeras 12 horas después
de la toma simultanea del medicamento, las concentraciones, medidas en mg por
litro de sangre, vienen dadas respectivamente por: A(¢t)=4t3e 'y C(1)=213¢%7t?

Algunas de las cuestiones derivadas de O’ que requieren respuesta y pueden
responderse en este primer nivel de modelizacion funcional son las siguientes:

> Un primer aspecto importante de dicha interpretacién aparece desde el momento en que,

utilizando un instrumento informatico como, por ejemplo, GeoGebra, se obtienen las primeras
graficas de la funcion concentracion del medicamento. Dado que la variable independiente es el
tiempo, el dominio para el cual tiene sentido el modelo funcional construido se reduce inicamente
al ambito de los niimeros reales no negativos, t > 0. Y esto es asi para todos los modelos funcionales
que apareceran en lo que sigue.
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Q’,,: (Cuanto tiempo después de la toma del medicamento, la concentracion en sangre es
la misma para ambos pacientes?

Q’,,: Cuando la concentracion ultrapasa 7,5 mg/litro de sangre, el medicamento puede
tener efectos secundarios indeseables. ;Se produce esta situacion para alguno de los
dos pacientes? ;Para cual de ellos? ;En cuantos mg/l sobrepasa los 7,5 mg/litro?

Q’,;: (Cudl es el valor maximo que alcanza la concentracion del medicamento en cada
uno de los organismos?

Esta ampliacion del sistema inicial permite, por un lado, comparar dos
modelos que se expresan mediante funciones aisladas de una tnica variable y,
por otro, muestra la necesidad de trabajar en niveles superiores de modelizacion
funcional puesto que este trabajo pone de manifiesto la importancia de interpretar
en el sistema el significado de la variacion de los parametros del modelo.

En resumen, el paso de la modelizacion puramente algebraica al primer nivel
de modelizacion funcional ha estado provocado por la emergencia de tipos de
problemas cuya respuesta requiere el estudio de la variacion de una magnitud
del sistema en funcion de otra. Para estudiarlos se han requerido nuevas técnicas
que llamamos “funcionales” y “gréaficas”, incluyendo las técnicas de derivacion
y las relativas al estudio local de una funcion (intervalos de monotonia, extremos
relativos, etc.) y al comportamiento global de la misma. Correlativamente han
surgido nuevas necesidades tecnoldgicas y tedricas para describir, interpretar y
justificar las nuevas técnicas. En definitiva, podemos afirmar que se ha producido
una clara ampliacion y una completacion relativa de la practica matematica en el
sentido que explicitan los indicadores del grado de completitud (Bosch, Fonseca
& Gascon, 2004).

3.2. Segundo nivel de modelizacion funcional

En el citado trabajo de Ruiz-Munzén et al. (2011) se muestra que en la ensefianza
secundaria los simbolos literales juegan casi inicamente el papel de incognitas
(en las ecuaciones) o el papel de variables (en el lenguaje funcional). En general
el papel de los pardmetros esta practicamente ausente, excepto en algunos casos
muy particulares. En términos generales puede afirmarse que el juego sistematico
entre las diferentes funciones de las “variables” esta completamente ignorado.

Esta situacion se prolonga a lo largo de toda la ensefianza secundaria y
dificulta enormemente el paso del trabajo con las expresiones analiticas de
funciones elementales al estudio de familias de funciones y al uso de estas familias
como modelos de sistemas en los cuales aparecen relaciones entre magnitudes.

Siguiendo a esta autora, denominamos segundo nivel de modelizacion
funcional de un sistema el que se materializa en modelos que se expresan
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precisamente mediante familias de funciones de una variable y las correspondientes
ecuaciones (e inecuaciones) paramétricas asociadas.

En este segundo nivel de modelizacion se distingue todavia entre “parametros”
y “variables” de tal forma que sus papeles aun no se consideran intercambiables.
Se trabaja, por lo tanto, con familias de funciones de una variable pero no se
consideran funciones de varias variables.

Aunque es cierto que en el primer nivel de modelizacién funcional ya se
podia iniciar el estudio elemental del efecto de la variacion puntual (entre dos
valores fijos) de alguno de los parametros del modelo sobre las caracteristicas del
sistema (especialmente cuando se trataba de funciones muy elementales), veremos
que el estudio sistematico de dichas variaciones requiere de técnicas para el
estudio de familias de funciones reales de una variable que se apoyaran en la
teoria de transformaciones elementales y dilataciones asi como en las propiedades
(forma de las graficas, variabilidad, etc.) de los diferentes tipos de familias de
funciones. Se requiere, en definitiva, una verdadera ampliacién de la anterior
praxeologia con nuevas tareas, nuevas técnicas y un nuevo y mas comprensivo
discurso tecnologico-teorico.

Para ello se podria plantear el problema de ampliar el modelo funcional
estudiado anteriormente de tal manera que el modelo generalizado pudiese ser
aplicado, simultdneamente, a diferentes tipologias de pacientes. La concentracion
del medicamente en sangre, para cada tipo de pacientes, deberia entonces
caracterizarse por el valor de un parametro (¢>0) que depende, a su vez, de
determinadas caracteristicas fisioldgicas comunes a los pacientes de cada tipo.
Entre los modelos que podrian aportar los estudiantes para generalizar el modelo
que aparece en O, podemos considerar el que proponemos en Q.

Q,:  (Coémo estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el torrente
sanguineo de un paciente si suponemos que t horas después de ingerido el
medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada por la

s s t
funcion G, (1) = —%—, con a>0?
Algunas de las cuestiones derivadas de O, que requieren respuesta y pueden

responderse en este segundo nivel de modelizacion funcional son las siguientes:

Q,,;: ¢Se puede afirmar que la concentracién del medicamento en el torrente sanguineo
aumenta con el tiempo para cualquier tipo de pacientes?

(Cémo varia la concentracion a largo plazo para los diferentes tipos de pacientes?

Q

Q,;:  (Como comparar la evolucion de la concentracion del medicamento para diferentes
tipos de pacientes?

Q

(Hay algiin momento en el que se alcanza una concentracidn maxima en sangre?
(Como depende dicha concentracion maxima del tipo de pacientes considerado?
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Esta familia de funciones racionales incluye como caso particular la funcion
explorada anteriormente en O, cuando se toma el coeficiente de 7 unitario, esto
es, el parametro a =1. Pero, en este segundo nivel de modelizacion funcional se
pretende estudiar la variacion de la concentracion para diferentes valores de a
como, por ejemplo: a=0,5; a=5; a=10; a=28.3; etc., que, hipotéticamente,
podria corresponder a diferentes tipos concretos de pacientes.

La respuesta a estas cuestiones requiere el uso de nuevas técnicas graficas
y de nuevas técnicas analiticas utiles para estudiar familias de funciones. Una de
estas técnicas graficas se sustenta en la representacion, con GeoGebra, de la
familia de funciones concentracion del medicamento para los diversos valores
del coeficiente de ¢. El analisis de las graficas de esta familia apoya la conjetura de
que cuanto mayor es el valor de @, mas elevado sera el valor maximo de la
concentracion del medicamento, como muestra la figura:

0

=

7
Cps()=05x/ (2% +1)
Cyx)=2x/(2x2+1)
C(){x,\: Ex/(2x+1)

j Cyol¥) = 10X/ (2 + 1)
C,(x)=19.5x/(2x*+ 1)

Cogal¥) = 283X/ (2x* + 1)

Figura 2. Gréficas y expresiones algebraicas de la funcién concentracion para
algunos valores del parametro a.

Sin embargo, se observa que el momento en que se inicia la eliminacion del
medicamento del organismo, o sea, el instante en que la concentracion es maxima
no depende del valor del parametro a, pues es constante y aproximadamente igual
a 0,71 horas después de la ingestion del medicamento.

Para determinar el valor de la concentracion maxima en funcion de a pueden
utilizarse técnicas graficas o algebraicas con el GeoGebra:
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Para a =42:
| A B
2 1 |Tiempo imi; \Concent. Maxima
a=42 2 0.71 14.85
. L
21 & variacls . A
¥ variacién segun t, 5
I funcion derivada C', 5
T
1 ¥ funcién derivada segunda e, 8
| 9 |Tiempot_k 243
! 10 |Concentracién en t_k| 7.96
| M minimo de ¢, sl
b | 11 |C_aft_k) -2.76
| C"_a(t_k) 171
|
|
s | minimodeC' a X |y
| 1.22] 5.25
0
j o
Ca
5
" i z
@ Caix} 42 x (2% 1)
@ Ca'{x}={{2 X*+1)42-42x4x) (2% +1F
@ Ca"lx}=||2 W+ (4x42-(442x+4274x))-((2x+1)42-42x4x) Bx (2 + 1)) [ (27 + 1)*
Paraa=12,5:
A S
241 1 [Tiempo imi; Concent. Maxima
a=125 2 0.71 4.42|
—— B
¥ [ variacidn segin , <)
o
I¥ funcién derivada C', L
7
5 ¥ funcién derivada segunda C"E 8
9 |Tiempot k 2.43|
¥ minimo de Cla 10 |Concentracion en t_Kk| 2.37|
11 |C'_a(t_k) -0.82|
12 |C"_a(t_k) 0.51
B
14
15 |minimodeC' a x |y
16 1.22| -1.56|
17
18
10 12 14 18 19
20
21
22

@ C(x)=125x1{2x+1)
@ CX)=(2x+1)125-125x4x}/ 2 ¥+ 1)
@ C')=(2x+1f(4x125-(4*125x+125%4x)) - (2 + 1) 125-125x4X) 8x 2+ 1) (2 x* + 1)*

Figura 3. Variacion del valor de la concentracion maxima del medicamento
en funcion del parametro a.
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El paso a este segundo nivel del proceso de modelizacion funcional
ha permitido considerar el modelo estudiado en O, como un caso particular de una
familia de modelos o, mejor, ha permitido estudiar mas profundamente un estado
particular del sistema (definido por un valor particular « =1 de un parametro) al
considerar que dicho sistema viene mejor caracterizado por la correspondiente
familia de funciones. El estudio de esta familia ha requerido nuevas técnicas
graficas apoyadas en la teoria de transformaciones geométricas elementales y
dilataciones asi como nuevas técnicas analiticas de resolucion de ecuaciones e
inecuaciones con parametros. En particular, se necesitan técnicas que relacionen
la posicion y la forma de la grafica de una funcién concreta (dentro de una
familia de funciones) con los valores de los pardmetros que determinan
dicha funcion dentro de la familia. Esta ampliacion de la practica matematica
ha provocado, como no podria ser de otra manera, nuevas necesidades tecnologico-
teoricas y, en definitiva, una clara ampliacidon y completacion relativa de la

anterior praxeologia matematica en el sentido de Bosch et al. (2004).

3.3. Tercer nivel de modelizacion funcional

En la ensefianza secundaria, las férmulas no se construyen nunca como resultado
de un trabajo algebraico ni juegan propiamente el papel de verdaderos “modelos
algebraicos” en los cuales las variables de cualquier tipo (parametros o incognitas)
sean intercambiables.

Siguiendo de nuevo a Ruiz-Munzoén et al. (2011), denominamos tercer
nivel de modelizacion funcional de un sistema el que se materializa en modelos
que se expresan mediante familias de funciones de dos o mas variables y
las correspondientes formulas asociadas.

En este tercer nivel de modelizacion el papel de los “parametros” y de las
“variables” es intercambiable y se estudia como repercute la variacion conjunta
de dos o mas variables sobre la variacién de una funcion. Esta tarea puede
plantearse a partir de los modelos trabajados en el segundo nivel, pero la
resolucion completa de la misma requiere de técnicas que no estan disponibles
en el segundo nivel.

Partiendo del tipo de modelos exponenciales estudiados a raiz de la cuestion
Q’, para comparar la evolucion de la concentracion en sangre de un mismo
medicamento en dos pacientes y con el objetivo de profundizar en el estudio de la
utilidad de este tipo de modelos, podria aparecer (en la comunidad de estudio)
la necesidad de responder a la siguiente cuestion general:

Q,:  (Coémo estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el torrente
sanguineo de un paciente si suponemos que, ¢ horas después de ingerido el
medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada por
la funcién de incremento C(f) =ate * donde a y k son constantes positivas?

Empezaremos simplificando el problema de manera que pueda tratarse en
el segundo nivel de modelizacion funcional. Para ello consideraremos en primer
lugar la familia de funciones que dependen del parametro ¢ y donde & es un
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namero real positivo fijo: C,(¢) =ate *. Se trata de estudiar la influencia que tiene
sobre la funcioén concentracion la variacion del parametro « para una k fijada.

En concreto se puede plantear el siguiente problema simplificado:

Q,,;: ¢(Como estudiar la variacion de la concentracién de un medicamento en el torrente
sanguineo de un paciente si suponemos que, ¢ horas después de ingerido el
medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada por la
funcién C, (f)=ate * donde k toma valores fijos como, por ejemplo, k=0,25; 0,75;
1;5,4? ; Como depende, en cada caso, el comportamiento de la funcién concentracion
C,(?) del valor del parametro a?

Para estudiar la variacion de la concentracion en funcion de a, se pueden
representar las graficas de la familia C, (f) para los diferentes valores de & con el

GeoGebra:

Para £=0,25

Para k=0,75

6

10 15 20 25

5
Co.5(X) = 0.5 x e"(-(0.25) x)

Cy(x) = 2 x e"(-(0.25) x)
Cs(x) =5xe-(0.25) x)
C,(x) = 7.5 x e*(~(0.25) x)
Cyq(x) = 10 x eM(-(0.25) X)
Cyp5(x) = 12.2 x e(-(0.25) x)

Para k=1

2 4 [} 8
Cp500= 0.5 x eM-(0.75) x)
Cz(x) = 2 x eM-(0.75) x)
Cy(x) = 5 x e*(-(0.75) x)
C,(x) = 7.5 x e(-(0.75) )
Cygl0) = 10 x eM~(0.75) x)
Cyp2(X) = 12.2 X N-0.75) X)

Para k=5,4

05

Cp 5(X) = 0.5 x e(-(x))

C,(x) = 2 x eM-(x))

Cg(x) = 5 x eM(-(x)) -g.
C,(x) = 7.5 x e"(-(x))

C,0(X) = 10 x e7(-(x))

Cypo(X) =122 x eN-(x))

a=75

0 05 1

Cp 5(X) = 0.5 x en((5.4) x)
C,(X) = 2 X eM(-(5.4) X)
C4(x) = 5 x eM-(5.4) )
C,0) = 7.5x eN-(5.4) X)
Cyg00) = 10X eM-(5.4) X)
Cyp o) = 122X €((5.4) )

Figura 4. Influencia del pardmetro a sobre la concentracion del

medicamento para una k fijada.
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Se observa que, para cada valor de £ fijado, cuanto mayor es el valor del
parametro a mayor es el valor maximo de la concentracion.

También es posible la manipulacion del valor de @ usando el «selector»
creado con el GeoGebra para observar la variacion de la concentracion del
medicamento para cada valor de a.

A partir de estas graficas se puede conjeturar que cuanto mayor es el valor
del parametro £ menor es el valor maximo de la concentracion. Esta conjetura la
estudiaremos mas adelante a partir de la cuestion Q..

Algunas de las cuestiones derivadas de O, que requieren respuesta y pueden
responderse en este nivel de modelizacion funcional son las siguientes:

Q,,;: ¢Como determinar el intervalo de tiempo en el que la concentracion del medicamento

C,(?) crece (o disminuye) en el torrente sanguineo?

Q,,,: Para las diferentes funciones de la familia C,(¢), ;como varia la concentracion
a largo plazo?

Q,,;: ¢En qué momento la concentracion C,(¢) es maxima? ;Cual es el valor de dicha
concentracion maxima?

Q,,,;; ¢Como se interpretan, en términos de la variacion de la concentracion del
medicamento, los intervalos de concavidad/convexidad de las graficas de la familia
de funciones C,(#)? ;Y los puntos de inflexion de dichas graficas?

Estudiando la variacion de la concentracion en el caso en que £=0,25y
haciendo variar el parametro a, (usando el «selector» creado con el GeoGebra),
se observa lo siguiente para el caso particular en que a =43,5:

A B
G, = 435X (-(0.25)) e"-(0.25)X) + 43.5 ¢"(-(0.25)X) 1 |Tiempo maximizante (Concent. Maxima
2 4 64.01
W variacién seglint, 3
¥ funcion derivada C' 4
4, 64.01) i a
W funcién derivada segunda -L“a s
451 ’ 6
W minimo de C', =
8
. 2 [Tiempotk 1.55
10 [Concentracion en t_k| 45.69
20 11 |Calt k) 18.13
12 [c"_alt_k) 11.92
13
14
a0 3
15 minimodeC a X |y
16 8 -5.89
-20/C ") = 43.5x 0.06 &"(-(0.25) ¥) + 43.5 (-(0.25)) e*(-(0.25) x) + 43.5 (-(0.25)) e"(-(0.25) %) | 47
€, (0= 435 xe"-(0.25)%) 1

Figura 5. Valor de la concentracion maxima, graficos de la primera y segunda
derivada en funcion de a para una £ fijada.

Otra manera de simplificar el problema, analoga a la anterior y que también
puede tratarse en el segundo nivel de modelizacidon funcional consiste en fijar
el parametro a y considerar que el modelo viene dado por una familia de funciones
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de una variable que depende del parametro k. Se trata de estudiar la influencia
que tiene sobre la funcion concentracion la variacion del parametro k para una a
fijada. En concreto se puede plantear el siguiente problema simplificado:

Q}z:

(Como estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el torrente
sanguineo de un paciente si suponemos que, ¢ horas después de ingerido
el medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada
por la funcién C, (f)=ate * donde a toma valores fijos como, por ejemplo,
a=10; 12; 15; 21,5? ;Cémo depende, en cada caso, el comportamiento de la
funcion concentracion C,(¢) del valor del parametro ?

Para estudiar la variacion de la concentracion en funcién de k, se pueden
representar, con el GeoGebra, las graficas de la familia C,(¢) para los diferentes
valores de a:

Paraa=10

204 k=05

L] 10 20 30 40 50
Co.15() = 10 x e%(~(0.15) )

Co o) = 10 x e7(-(0.2) X)

_wL Cg.25(X) = 10 x €A(-(0.25) x)

Cx) = 10x e"( (0 5) X)
Cy(x)=10x
€ o= 10x e"( (2 03) x)

Paraa=15

0 10 20 30 40 50

Cp.15(¥) = 15 x e"(-(0.15) X)
Cgo¥) = 15 x e7(-(0.2) x)
-10f Cg 55(x) = 15 x e"(-(0.25) x)
Ck(x) 15x z‘( (0.5) x)

C4(x) = 15 X e*(-(x))
C3.0300) = 16 X 7(-(2.03) x)

Paraa=12

o 10 20 30 40 50

Cp15() = 12 X eX((0.15) X)
Co5(0) = 12X e"(-(0.2) X)
Cpp5(X) = 12 x %((0.25) X)
k(x) 12x e"( (0.5)x)
Cy(x) = 12 x eM-(x))
C} 430 = 12 x e(2.03) X)

a=21,5

o 10 20 30 40 50
Co 450 = 21.5 X @7(-(0. 15) )

CooX) = 21.5 X €M(0.2) X,

Co 250 = 21.5 x e (075 x)

GyX) = 21.5 X e%((0.5) x)

Cy(x) = 21.5 x eM-(x))
Cj 03(x) = 21.5 x €2(2.03) )

Figura 6. Influencia del pardmetro & sobre la concentracion del
medicamento para una a fijada.
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Se observa que, para cada valor de a fijado, cuanto mayor es el valor del
parametro k£ menor es el valor maximo de la concentracion. También es posible
la manipulacion del valor de & usando el «selector» creado con el GeoGebra
para observar la variacion resultante de la concentracion del medicamento.

Algunas de las cuestiones derivadas de O, que requieren respuesta y pueden
responderse en este nivel de modelizacion funcional son las siguientes:

Q,,,: ¢Como determinar el intervalo de tiempo en el que la concentracion del medicamento
C (1) crece (o disminuye) en el torrente sanguineo?

Q,,,: Para las diferentes funciones de la familia Ci(#), ;cémo varia la concentracion
a largo plazo?

Q,,;: (En qué momento la concentracion Ci(¢) es maxima? ;Cual es el valor de dicha
concentracion maxima?

Q,,,: ¢Como se interpretan, en términos de la variacion de la concentracion del medicamento,
los intervalos de concavidad/convexidad de las graficas de la familia de funciones
C(9)? (Y los puntos de inflexion de dichas graficas?

Estudiando la variacién de la concentracion en el caso en que a=21,5y
haciendo variar el parametro k, (usando el «selector» creado con el GeoGebra),
se observa lo siguiente para el caso particular en que £ = 0,5:

1 |Tiempo maximizante Concent. Maxima

2051 2 2 16.82
3
C00=21.5e-(0.5) %) - 21.5x 0.5 e-(0.5) x) 4
(2,15.82) 3
i}
15 7
8

9 |Tiempot_h 621

10 |Concentracion en t_h 5.98

k=05 11 [C'_k{t_h) -2.03

i) —e 12 [c_kit_h) 053

15 |minimodeC'_k x |y
[¥ variacion segunt, 16 4 -2.91

[¥ tuncién derivada C},

¥ funcién derivada segunda -;“I_ 19

W minimo de C}, 20

20 25 30

C, =21 5%e"-(0.5)%
C,"00 =-(21.5) 0.5 e*-(0.5) ¥) - (21.5* 0.5 ¢*¢-(0.5) %) - 21.5 X e*(-(0.5) X) 0.5 7

Figura 7. Valor de la concentracion maxima, graficos de la primera y segunda
derivada en funcion de & para una « fijada.
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Con esta modificacion de las condiciones iniciales se puede verificar la
influencia del parametro k en la forma de la grafica de la funcion concentracion,
cuando se fija el parametro a y se hace variar el valor de & con el «selector» del
GeoGebra. Observando los graficos y las tablas de valores se comprueba que,
al contrario de lo que ocurre con el parametro @, cuanto mayor es el valor del
parametro k, menor es el valor maximo de la concentracion puesto que se produce
un achatamiento del grafico de la funcion. Esta forma de utilizar las TIC es
fundamental para visualizar el poder generador de la cuestion problematica inicial
y para potenciar el momento exploratorio de un tipo de tareas y el correspondiente
proceso de elaboracion de una técnica, lo que constituye una dimension basica
de la actividad matematica (Chevallard, 1999).

Si volvemos a plantear la cuestion Q,, que se situa en el tercer nivel
de modelizacion funcional, es evidente que no se puede responder con
las técnicas y los elementos tecnoldgico-tedricos que hemos utilizado hasta
este momento.

Q,:  (Coémo estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el torrente
sanguineo de un paciente si suponemos que, ¢ horas después de ingerido el
medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada por
la funcién de incremento C(f)=ate * donde a y k son constantes positivas?

Podemos considerar que el modelo se ha materializado en una funcion
de tres variables o bien en una familia de funciones de dos variables (ya

sea dependiendo del parametro a o bien del parametro k). En concreto
podremos expresarla:

Cla, k t) =ate ™
Ci(a, t) = ate "

C,(k t) = ate ™

Representando los parametros a y £ mediante las medidas respectivas de
los segmentos [AC1] y [DF] es posible hacer variar ambas medidas y estudiar asi
algunos casos con valores fijos de los parametros:
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1 |maximizante méaximo

2 1 0.37
3

4

5 |puntos de inflexién

[ 1928.22 0|
7

8

9 |cerosdeC

10 0| 0
" 9297.56 0

13 |cerosdeC’

14 L) 0
15 9295.87 0
) & 16
17 |ceros de C”
18 1928.22 0
19 9296.11 0
20
21
2
23
24
25
A (o8 A B
(el AT ; : 1.21 mémmosoz
o 3 ; i
el N DF=0.42 -
5 |puntos de inflexion
& 243 443
" iz
e 8
! 9 |cerosdeC
: 10 0 0
| ] 11 905.51 0|
| 12
# [ | 13 |ceros de C’
! ! 14 1.21 0
! I 15 905.31 0|
: } G
24 | | 17 |cerosdeC”
| | 18 243 0
| | 19 905.38| 0|
| | 20
| ! 21
o
G 2/ 4 [ 10 12 14 22
23
24
€ (v 25
ol 28

Figura 8. Concentracion maxima, graficos de la primera
y segunda derivada variando sucesivamente a y k.

Pero si queremos estudiar como incide sobre la concentracion el cambio
simultaneo de los dos parametros es necesario explorar nuevas técnicas
relativas a la variacion de una funcion con mas de una variable. Surgen asi
nuevas necesidades tecnolodgico-tedricas que conducen al estudio y desarrollo
de las derivadas parciales en la ensefianza universitaria. Otra forma de estudiar
el comportamiento de la familia de funciones es la que podria llevarse a cabo
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mediante el recurso del programa de calculo simbdlico Mathematica sin olvidar
que, también en este caso, se requeririan nuevos elementos tecnologico-tedricos
para interpretar y justificar los resultados obtenidos.

C(a, k t) = ate ™

En resumen, hemos mostrado que una vez situados en el segundo nivel de
modelizacion funcional (en el que la herramienta matematica fundamental son
las familias de funciones de una variable real), surgen cuestiones relativas al
sistema cuya respuesta requiere de manera natural trabajar (en el modelo) con
funciones de varias variables reales (y hasta con familias de funciones de dos
0 mas variables) lo que nos situa en el tercer nivel de modelizacion funcional.
En este punto aparecen necesidades técnico-practicas y tecnologico-tedricas
(relacionadas con el calculo diferencial de funciones de varias variables reales)
que van mucho mas alla de lo que es posible estudiar en la actual ensefianza
secundaria (tanto en Espafia como en Portugal) y que provocan, de nuevo,
una clara ampliacion y completacion relativa de la anterior praxeologia
matematica en el sentido de Bosch et al. (2004).

4. CONSIDERACIONES FINALES SOBRE LA ECOLOGIA DE
LA MODELIZACION FUNCIONAL EN LA ENSENANZA SECUNDARIA

Las cuestiones que forman parte de la dimension ecologica del problema de la
modelizacion funcional en la ensefianza secundaria giran en torno al por qué
la relacion institucional a la modelizacion funcional es como es y qué condiciones
se requeririan para modificarla en una direccion determinada (Gascon, 2011).
Para empezar a responder a estas cuestiones hemos analizado diversos materiales
empiricos tanto en Espafa (Fonseca, 2004) como en Portugal (Lucas, 2010).

Este analisis ha puesto claramente de manifiesto una sorprendente ausencia
de la modelizacion funcional en la enseflanza secundaria y, en consecuencia,
plantea muchas cuestiones en relacion a las posibilidades efectivas de integrar en
dicha institucion una organizacion didactica que viabilizara un proceso de estudio
sustentado en el modelo epistemologico de referencia que hemos esbozado (nos
referimos a los dos primeros niveles de modelizacion funcional).
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Cuando nos preguntamos por las restricciones que dificultan la vida normal
de la modelizacion funcional y por las condiciones® que deberian instaurarse para
que fuese posible su integracion en los actuales sistemas de ensefianza, hemos de
empezar por afirmar que, para la TAD, no es posible modificar las praxeologias
matematicas y didacticas que viven en una institucién determinada como
consecuencia exclusiva de la voluntad de los agentes de las instituciones en cuestion,
sean éstos profesores, autores de cualquier tipo de materiales escolares o autoridades
educativas. En particular, no podemos imponer de manera puramente voluntarista
la vida normal de la modelizacion funcional en las instituciones escolares.

Este postulado esta en la base del papel central que asignamos a la
dimension ecoldgica de los problemas didacticos, esto es, al estudio sistematico de
las condiciones que hacen posible la génesis y difusion de las matematicas y, en
particular, a la indagacién de las restricciones que inciden sobre dichos procesos.
Como explica Chevallard (1991), el estudio sistematico de dichas restricciones
es imprescindible para determinar el nivel institucional desde el cual se puedan
crear las condiciones necesarias a la difusion del conocimiento matematico. Este
punto de vista requiere situar el problema didactico de la modelizacion funcional
en el ambito de la problematica de la transposicion diddctica para poder tomar en
consideracion las restricciones que surgen en las diferentes etapas del proceso de
transposicion, desde las instituciones productoras del saber hasta las instituciones
docentes. Son estas restricciones las que llamamos propiamente restricciones
transpositivas (Chevallard, 1985, 1991).

En nuestro caso, la dimension ecologica del problema de la modelizacion
matematica hace referencia a las restricciones transpositivas que provocan
transformaciones tanto en las praxeologias matematicas que sustentan la actividad
de modelizacion funcional como en la forma de organizarlas y de reconstruirlas
en la escuela. Si no se toman en consideracién las “fuerzas institucionales”
que rigen el proceso de transposicion didactica, no serad posible describir las
condiciones que se requieren para que la modelizacion funcional pueda vivir
en el sistema de enseflanza de las matematicas ni, por tanto, disefiar de forma
fundamentada los dispositivos didacticos necesarios.

® Enla TAD se dice que una condicién es una restriccion para una persona o una institucion si
no puede ser modificada por dicha persona o institucion, al menos en el corto plazo. Por lo tanto, todo
son condiciones y la nocion de restriccion es relativa a las instituciones y a las diferentes posiciones
institucionales. Asi, por ejemplo, la forma de constituir los grupos-clase o la distribucion del
curriculum en las diferentes asignaturas que se estudian en una institucion docente son restricciones
relativas a la posicion de alumno (y a la posicion de profesor) de dicha institucion, pero puede ser
una condicion modificable desde otras posiciones institucionales como, por ejemplo, la de director
del centro educativo o desde la posicion de las autoridades educativas.
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Asi, por ejemplo, la transposicion puede facilitar la entrada en el sistema
de ensefianza de ciertos objetos privilegiados en la institucion sabia y dificultar
la entrada de otros, en particular de los objetos considerados como extramatemdticos
(o no matematicos) que no tengan una existencia clara en el saber sabio y, también,
de ciertos objetos matematicos poco visibles en la institucién sabia como,
por ejemplo, determinadas técnicas matematicas “artesanales”. Estos efectos
transpositivos condicionaran las posibles praxeologias escolares potencialmente
sustentadoras de la modelizacion funcional.

Entre las deformaciones que las restricciones transpositivas pueden
originar en la actividad de modelizacion matematica, destacaremos en primer lugar
los rasgos de algoritmizacion que se manifiestan en la tendencia a cerrar las
actividades de modelizacion, convirtiéndolas en “resolucion de problemas aplicados”
relativamente aislados que no suelen dar origen al estudio de un verdadero campo
de problemas. Esta algoritmizacion puede provocar una pérdida de sentido de la
modelizacion puesto que la presenta como una actividad que, lejos de tener como
objetivo el estudio de un sistema, s6lo sirve como “excusa’ para la construccion
de conceptos matematicos solo artificialmente “motivados”. En segundo lugar,
hemos de subrayar las restricciones que sobre la vida escolar de la modelizacion
funcional han provocado las deformaciones transpositivas del papel que ha
desempenado, y sigue desempefiando, el calculo diferencial en la construccion de
modelos funcionales, en el trabajo dentro de los mismos y en la interpretacion
de dicho trabajo en términos del sistema.

Junto a estas restricciones, existen otras provenientes de los diferentes
niveles de codeterminacion didactica (Chevallard, 2002) que inciden sobre
la “vida” de la modelizacion matematica y, en particular, sobre la modelizacion
funcional. Ello es debido a que la actividad de modelizacion constituye
un prototipo de actividad sistematica, a largo plazo, que proporciona respuestas
siempre provisionales y que requiere la asuncion (por parte de la comunidad de
estudio) de una comprensién permanentemente incompleta, lo cual choca con el
contrato diddctico vigente en las instituciones escolares (Barquero et al., 2014).

Resulta, en definitiva, que la puesta en marcha de un proceso de estudio que
permita la plena integracion escolar de la actividad de modelizacion funcional
solo sera posible si se cumple un conjunto de condiciones que no se dan de manera
espontanea en los actuales sistemas de ensefianza. Investigaciones anteriores en el
ambito de la TAD (Ruiz-Munzoén et al., 2011; Barquero et al., 2011) nos permiten
postular que es posible favorecer la aparicion y el desarrollo de dichas condiciones si
estructuramos el proceso de estudio mediante un tipo de organizaciones didacticas
que hemos denominado recorridos de estudio e investigacion (REI) (Chevallard,
2004, 2005, 2006) con nuevos dispositivos y “gestos” didacticos, de estudio y
ayuda al estudio, que hasta ahora permanecian recluidos en el ambito privado de
la investigacion.
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