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RESUMEN

Presentamos en este articulo un analisis historico-epistemologico de la nocién de completitud
del conjunto de ntimeros reales. En nuestro analisis ligamos problemas y preguntas de deter-
minados periodos historicos, con el estado de conocimiento y las herramientas disponibles en
esos momentos y con las diferentes conceptualizaciones producidas. La relacion entre nime-
ros y magnitudes asi como los diferentes estadios de las nociones de continuidad de larectay
completitud del sistema numérico, son analizados en el articulo a partir de datos historicos
que son presentados, en muchos casos, con soporte en las fuentes originales. Las preguntas
que orientan el trabajo provienen de una reflexion didactica, y el tipo de analisis que se
realiza nos permite enunciar conclusiones que podrian ser de utilidad para la ensefianza. El
presente estudio se inscribe en una investigacion didactica acerca de la nocion de conjunto de
los niimeros reales. ‘

PALABRAS CLAVE: Numeros reales, Andlisis epistemologico.

ABSTRACT

We present in this paper an historic-epistemological analysis about the notion of real numbers
set completeness. In this analysis we connect problems and questions at determined historical
periods with the state of knowledge and available tools at those times and also with the different
produced conceptualisations. The relationship between numbers and magnitudes as well as
the different stages of the notions about line continuity and numerical system completeness
are analyzed on the basis of specific historical data, which are presented in many cases with
the original texts as support. The questions guiding this study arise from a didactic reflection.
The kind of analysis performed allows us to state conclusions that would be useful for Educa-
tion. This study is enclosed in a larger Math Education research about the concept of real
numbers set. ' :
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RESUMO

Apresentamos neste artigo uma analise historica-epistemolégica da nogdo de completitude
do conjunto de niimeros reais. Em nossa andlise ligamos problemas e perguntas de de-
terminados periodos historicos, com o nivel de conhecimento e as ferramentas disponiveis
nesses momentos e com as diferentes conceitualizagGes produzidas. A relagdo entre numeros
¢ magnitudes bem como os diferentes estados das nog¢des de continuidade da reta e completitude
do sistema numérico, sdo analisados no artigo a partir de dados histdricos que sio apresentados,
em muitos casos, com suporte nas fontes originais. As perguntas que orientam o trabalho
provém de uma reflexdo didatica, e o tipo de anilise que se realiza nos permite enunciar
conclusdes que poderiam ser de utilidade para o ensino. O presente estudo se inscreve em
uma investigag¢io didatica sobre a nog¢do de conjunto dos nimeros reais.

PALABRAS CHAVES: Numeros reais, Analise Epistemolégica.

RESUME

Nous présentons dans cet article une analyse historico-épistémologique de la notion de
complétude de I’ensemble des nombres réels. Dans notre analyse nous mettons en rapport des
problémes et des questions posées 4 des périodes historiques déterminées avec 1’état
des connaissances et des outils disponibles a4 ces moments-1a, ainsi qu’avec les différentes
conceptualisations produites a 1’époque: La relation entre nombres et grandeur ainsi que les
différents moments du développement des notions de continuité de la droite et complétude du
systéme numérique sont analysés dans 1’article a partir de données historiques présentées,
dans plusieurs cas, avec le concours des sources originales. Une réflexion didactique est a
I’origine des questions qui guident ce travail, et le type d’analyse que nous faisons nous
permet d’énoncer des conclusions qui pourraient étre utiles a4 ’enseignement. Cette étude
s’inscrit dans une recherche didactique sur la notion d’ ensemble des nombres réels

MOTS CLES: Nombres réels, Analyse épistémologique.

I. Introduccién estudiar las evoluciones en la conceptualiza-
¢ion de la nocién de completitud*, propiedad
L1 Ellugar del analisis histérico- que distingue a R como conjunto.

istemoléei . Lo .
epistemoldgico en nuestra investigacién En funcién de nuestro proyecto global, en este

Este trabajo forma parte de un proyecto de
investigacion en Didactica de la Matematica,
que tiene como objetivo estudiar la evolucion
de las representaciones de los alumnos acer-
ca de la nocion de conjunto de los numeros
reales, a lo largo de los primeros afios de la
carrera de Licenciatura en Matematica y Pro-
fesorado en Matematica. Nos centramos en

articulo nos proponemos realizar un analisis
historico-epistemologico de la evolucion de
esta nocioén. Varios investigadores en Didac-
tica de la Matematica han sefialado la rele-
vancia del anélisis epistemoldgico para el
analisis didactico, sus potencialidades y
sus alcances (Artigue, 1990, 1992, 1995), han
analizado la relacién entre epistemologia,

* Como se verd a lo largo del articulo la completitud es una propiedad que ha sido “atrapada”
de diferentes maneras a lo largo de la historia, y esencialmente es el andlogo para los nimeros
reales de la propiedad de continuidad de la recta.
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matematica y educacidn (Sierpinska &
Lerman, 1996), han estudiado ciertos aportes
especificos del conocimiento de la historia a
la practica docente (Bkouche, 1997) y han
alertado acerca de la utilizacién ingenua de
la historia de la matematica en la ensefianza
(Radford, 1997).

En el analisis que aqui presentamos ligamos
problemas y preguntas de determinados pe-
riodos histoéricos, con el estado de conoci-
mientos y las herramientas disponibles en esos
momentos y con las diferentes conceptualiza-
ciones producidas. Creemos que el analisis
de ese recorrido puede ser sumamente fértil
para nuestro proyecto didactico, en el senti-
do de ampliar nuestro repertorio de “posibles”
cuando pensamos los hechos de la clase.

Por ejemplo, quienes ensefian un primer cur-
so de Calculo seguramente observan, a la hora
de enseiiar el Teorema de Bolzano?, reaccio-
nes de perplejidad de los alumnos: “;Para qué
hace falta hacer un teorema para demostrar
algo que es evidente?”. Al tratamiento y a la
comprension de este teorema subyacen, en-
tre otros elementos, las nociones de funcion
continua, de recta geométrica y su continui-
dad, de conjunto de los niimeros reales y su
completitud, y de la correspondencia entre
puntos y nameros. Sin embargo, generalmente
€sas nociones no se ponen en juego y el teo-
rema pierde su riqueza debido al hecho de
que es visualizado geométricamente y la con-
tinuidad de la recta es, para los alumnos a esa
altura, un hecho natural, ya dado, que se pre-
senta como evidente.

Desde la mas temprana escolaridad, la recta
ha sido el soporte natural para representar los
nimeros. Cuando se representan los distin-
tos conjuntos (N, Z, Q) se la dibuja “llena”,

— .

con un trazo continuo. Pensando en una in-
tervencion didéctica que contribuya a la con-
ceptualizacion de la nocién de completitud,
un elemento que parece relevante, es la nece-
sidad de problematizar desde la ensefianza,
la evidencia grafica de la continuidad de la
recta.

Es importante tener en cuenta que la eviden-
cia grafica de la continuidad de la recta acom-
paii6 las producciones matematicas hasta la
segunda mitad del siglo XIX. El analisis his-
térico que presentaremos intentara dar cuen-
ta de las diferentes maneras en que ésta fue
considerada hasta ese momento. Ubicamos
este analisis como insumo para una interven-
cion didéctica a propésito de la completitud.

Asimismo, pretendemos aportar respuesta a
las preguntas siguientes :

— /Coémo se ha jugado la correspondencia
entre numeros y puntos de una recta en
diferentes periodos de la historia? Y mas
generalmente, ;como ha evolucionado la
relacion entre nimeros y magnitudes?

— ¢Coémo era el trabajo de los matematicos
en temas de analisis, antes de que la no-
cion de completitud del sistema de los nu-
meros reales fuera enunciada?

— (Qué condiciones hicieron necesaria la
formalizacion de esta nocion? ;Cuales
fueron las distintas respuestas que se die-
ron a este problema? ;Como se llega a las
formulaciones actuales?

No pensamos que las respuestas a estos
interrogantes puedan dar satisfaccion inme-
diata a los requerimientos de la ensefianza.
Las condiciones en la historia que hicieron

% El teorema dice que si f es una funcion continua definida en [a, b] tal que signo f(a) # signo f(b),

entonces 3 ce (a,b) tal que f(c)=0.
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posible el planteo de problemas y de pregun-
tas, son de alguna manera irreproducibles
escolarmente si se piensa la construccion de
conocimientos (en la historia y en la escuela)
como una construccion social. Esta es la pos-
tura que adoptamos en nuestro trabajo.*

Sin embargo, el conocimiento de los “cami-
nos” de la historia, con sus marchas y contra-
marchas, con sus momentos de ruptura, con
sus retrocesos y sus baches, es una herramien-
ta poderosa y un punto de partida, en manos
del didacta, para acceder a mayores niveles
de complejidad acerca de la naturaleza de los
objetos que esta estudiando.

En definitiva, nosotros identificamos tres
diferentes “modos de uso didéactico” del ana-
lisis histérico-epistemoldgico: permite recu-
perar la complejidad de los objetos estudiados
y ensanchar nuestras concepciones epistemo-
logicas; amplia la capacidad del investigador
para interpretar las conductas y respuesta de
los alumnos; provee de insumos para pensar
una problematizacion adaptada al aula. Si bien
esta separacién nos resulta operativa para
ubicarnos en el espacio de articulacion entre
la epistemologia y la didactica, es claro que
los bordes entre estos tres “modos” son difu-
sos y que hay una delicada dependencia en-
tre ellos.

L 2. De qué tratan las distintas secciones
del articulo

En las secciones I, III, IV y V nos hemos de-
tenido en diferentes momentos de la historia
de la matematica, previos a la formaliza-
cion del concepto de conjunto de niimeros
reales. Hemos puesto la mira en ciertos desa-
rrollos que interpretamos relacionados, im-
plicita o explicitamente, con las nociones que

hoy denominamos completitud del dominio
numeérico'y continuidad de la recta. Enla sec-
cion VI analizamos las ideas principales de
dos construcciones clasicas de R, producidas
en la segunda mitad del S XIX. En la seccion
VII nos ocupamos de la presentacion axioma-
tica llevada a cabo a comienzos del siglo XX.
Finalmente, en la seccién VIII presentamos
nuestras conclusiones.

II. Los Elementos de Euclides

IL. 1. Ciertos aspectos de la continuidad
son implicitamente atribuidos a la recta y
otros son tratados en detalle

El Libro I de los Elementos de Euclides con-
tiene 47 proposiciones referidas a la geome-
tria plana. Muchas de ellas aparecen bajo la
forma de una construccion que es requerida
en ¢l enunciado y cuyo procedimiento de tra-
zado se incluye en la demostracion. Esas cons-
trucciones se apoyan, paso a paso, tanto en
las definiciones, postulados y nociones comu-
nes que encabezan el tratado como en las pro-
posiciones anteriores. En algunos casos, son
utilizados para esas construcciones los pun-
tos de interseccion de rectas con circulos y
de circulos con circulos.

Por ejemplo, en la proposicion 1 del libro I,
donde se demanda la construccion de un trian-
gulo equildtero sobre una recta (segmento)
dada AB, se utiliza el punto de interseccién
de dos circulos previamente construidos.
Euclides explicita y justifica en esta demos-
tracion cada paso meticulosamente a partir de
las definiciones, postulados o nociones comu-
nes que preceden a la proposicion, salvo la
existencia de un punto comun entre ambos
circulos. Es mas que una mera omisién de la

* Para una reflexién critica sobre las relaciones entre filogénesis y ontogénesis se recomienda la lectura

del articulo de L. Radford, anteriormente citado.
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justificacion de esta existencia: la misma no
podria haber sido justificada a partir de lo que
le precede’. Este es un hecho notable, sefiala-

do por todos los estudiosos de Euclides € in- -

terpretado con diferentes matices, segin la
postura del historiador.

Ejemplos parecidos encontramos en la pro-
posicion 12 del libro I donde se construye una
recta perpendicular a otra recta dada por un
punto exterior a ella utilizando el punto que
queda determinado por la interseccion de la
recta con un circulo, o en la proposicion 22
también del libro I donde se utiliza el punto
de interseccion de dos circulos en la construc-
ci6én de un tridngulo dados sus tres lados. ;Por
qué Euclides da por sentado la existencia de
intersecciones sin plantearse la necesidad de
ningln postulado que lo justifique?

Notemos que la mencion a lo continuo en los
Elementos aparece ya en el segundo postula-
do: “prolongar continuamente una recta fini-
ta en linea recta”. Pareciera que hay un sentido
de ese término compartido entre Euclides y
los lectores, que quizas sea cercano al uso
cotidiano de la palabra. Las intersecciones de
circulos y rectas, bajo ciertas condiciones,
pueden bien ser consideradas como innece-
sarias de justificar, habida cuenta de este sen-
tido “comun” de la palabra continuo, que se
considera desde los postulados como atribu-
to de las rectas o al menos de sus extensio-
nes, sentido que probablemente se apoye en
una cierta materialidad de la representacion.

Sin embargo, a lo largo de los trece libros
Euclides hace al continuo objeto de un trata-
miento muy complejo. Es cuidadoso en de-
mostrar y sefialar muchos atributos de la recta

I

—como ser la existencia del cuarto propor-
cional o de segmentos inconmensurables—
que guardan una estrecha relacién con la con-
tinuidad. Son propiedades de las cuales es di-
ficil tener una intuiciéon apoyandose en la
representacion grafica o material de la recta.

Para Maurice Caveing (Caveing, 1988) la
ausencia en los Elementos de una explicita-
cion de la continuidad de la recta no deberia
interpretarse como que el continuo era para
los griegos un dato de base, una abstraccion
de lo empirico simplemente. El ha buscado
hacer caer esa hipotesis mediante un ensayo
que muestra la complejidad que se abre en el
tratamiento del continuo tanto en los Elemen-
tos de Euclides como en la Fisica de Aristo-
teles. Ha sostenido que esta omisién no puede
simplemente tomarse como una ingenua uti-
lizacién intuitiva del principio de continui-
dad, ya que el uso que hace Euclides de la
nocién de recta involucra varios principios:
orden denso de los puntos de la recta, orden
total entre magnitudes de la misma especie,
la existencia de la cuarta proporcional y de la
n-ésima parte; “...lejos de venir dados de en-
trada en una intuicion unica y primitiva, es-
tos principios se manifiestan a través del
andalisis regresivo de los requisitos de diver-
sos procedimientos operatorios” (Caveing,
op.cit. p.30). Caveing sostiene que en la ela-
boraciéon de lo que es la esencia de la recta
hay elementos que provienen del estudio de
relaciones entre magnitudes. Desde su punto
de vista, la esencia de la recta se revel6 en el
intento de medir un segmento con otro, cuan-
do ambos son inconmensurables. El cardcter
ilimitado del proceso, ... revela la existen-
cia, en el seno mismo de la finitud del seg-
mento, de una infinitud que, atin concebida

5 Para poder justificar la existencia del punto de corte seria necesario un postulado que explicitase la
continuidad de la recta, al estilo del muy posteriormente aparecido postulado de Dedekind (ver VI.1).
La utilizacion del principio de continuidad de Dedekind para demostrar la existencia de estas intersec-
ciones puede verse en la version de los Elementos con notas de T. Heath, pag. 237 y 238 volumen 1.
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como potencial, no puede pertenecer mds que
a un objeto ideal que resulta definido en tan-
to que tal por ese propio proceso” (Caveing,
op.cit. p.31). No existe de antemano una in-
tuicion racional que permita acceder a estas
propiedades. “Es un producto elaborado de
la meditacion ontolégica y de la conceptua-
lizacion matemdtica” (Caveing, op.cit. p.41).

Ciertamente, la nocion de recta de Euclides no
queda atrapada por la formulacion de los pos-
tulados, axiomas y nociones comunes, sino que
se configura por todas las cuestiones inheren-
tes a 1a recta que son tenidas en cuenta a través
de los XIII libros. Es posible hacer esta con-
sideracion para las nociones que aparecen en
toda obra matematica. Mas alin, podriamos
decir que los axiomas son, de algiin modo,
producto de los teoremas: hay un corpus teori-
co de objetos, relaciones y propiedades que se
quiere organizar y presentar, y se buscan axio-
mas, compatibles y minimales, que permitan
la construccién de todo el corpus.

En lo que resta de esta seccion analizamos en
detalle algunos aspectos del tratamiento de la
recta en los Elementos y finalizamos en 1.4,
con una reflexion sobre el atributo de la con-
tinuidad que retoma con matices las afirma-
ciones de Caveing.

IL. 2. El tratamiento que recibian los
nimeros y las magnitudes.

Para los griegos solo tenian estatuto de niime-
ro los niimeros enteros positivos. Los nlimeros
racionales no existian como tales, pero si se
consideraban las razones entre nimeros en-
teros. Estas razones representaban la relacion
entre dos longitudes, o mas generalmente
magnitudes, que admiten una unidad de me-
dida comitin. Se cree que los pitagoéricos po-

seian una teoria de proporciones para las ra-
zones entre nimeros enteros, que permitia
compararlas. Esta teoria aparece formulada
en los Elementos en el libro V11, a partir de la
siguiente definicién (Euclides, libro VII, de-
finicién 20): “(Cuatro) numeros son propor-
cionales cuando el primero es el mismo
multiplo, la misma parte o las mismas partes
del segundo que el tercero del cuarto.” Esto
es, con una notacién mas moderna, decir que
a, b, ¢ y d son proporcionales si, cada vez que
se tengan enteros m y n tales que ma = nb,
resulta ser mc = nd. Observemos que, al tra-
tarse de niimeros (naturales), siempre existi-
ran infinitos pares de enteros m y n que
cumplan ma = nb.

En cuanto a las magnitudes, se consideraban
razones solamente entre magnitudes de la
misma especie (longitudes con longitudes,
areas con 4reas), mientras que las proporcio-
nes o cuaternas proporcionales, estaban cons-
tituidas por dos razones, pudiendo ser cada
una de ellas constituida por magnitudes de
diferente especie. Las razones entre magni-
tudes configuraban objetos que podian ser
comparados entre si, pero no se definian ope-
raciones entre ellos (las razones no se suma-
ban ni se multiplicaban).

En el libro X, teorema 5, Euclides explicita
que si dos segmentos tienen una medida co-
mun, surazoén es igual a larazén que guardan
entre si dos nimeros (y también la reciproca)
estableciendo con ello los alcances y los li-
mites de lo numérico para el tratamiento de
las magnitudes. El reconocimiento por parte
de los griegos de la existencia de magnitudes
inconmensurables (esto es, el encuentro de
magnitudes que no podian medirse ambas
mediante una medida comun®) fue el motor
para la construccion de una teoria general de

¢ Como es sabido, es un conocimiento que poseian los Pitagoricos en el sigio V a. C., y que era
celosamente guardado, ante la perturbacién que podria producir.
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proporciones que incluyera las razones entre
estas magnitudes. Esta teoria permitio el tra-
tamiento de nuevos problemas, como la se-
mejanza de figuras, planteando la interaccién
entre lo numérico y las magnitudes de un
modo mas fino.

Se cree que esta teoria general de proporcio-
nes, que incluye a razones entre segmentos
inconmensurables y que aparece en el libro
V de los Elementos se debe a Eudoxo, del si-
glo IV a.C.”. La definici6n que aparece en el
libro V, definicion 5 es: “Se dice que (cuatro)
magnitudes estan en la misma razon la pri-
mera con la segunda y la tercera con la cuar-
ta, cuando al tomar cualquier equimultiplo
de la primeray la terceray cualquier equimul-
tiplo de la segunda y la cuarta, el multiplo de
la primera es mayor, igual o menor que el
de la segunda, segin que el de la tercera sea
mayor, igual o menor que el de la cuarta.”

En una notaciéon moderna, esta definicion es-
“tablece que la razon a:b es igual a la razon
c:d sial multiplicar a y ¢ por cualquier entero
my by d por cualquier entero », se tiene que:
si ma < nb entonces mc < nd; si ma = nb
entonces mc = nd; y si ma > nb entonces mc
> nd. Por otro lado, si aceptaramos comparar
razones entre magnitudes con razones entre
numeros, la condicion de igualdad en la defi-
nicion de Euclides podria reescribirse del si-
guiente modo: cada vez que m:n > a:b resulta
que m:n > c:d (analogamente en los otros ca-
sos). Nuestros conocimientos actuales, que
incluyen considerar las razones entre nime-
ros como nimeros, nos permiten reinterpretar
esta definicién afirmando que a:b y ¢:d defi-
nen la misma razoén si resultan ser cotas del
mismo conjunto de nimeros racionales.

Esta teoria permiti6 a los matematicos hacer
progresos importantes en geometria y otorgd
fundamentos logicos para el tratamiento de
razones entre magnitudes inconmensurables
aunque no se utilizasen niimeros para la ex-
presion de esas razones (algunos autores eli-
gen por ello el término de inexpresables para
estas razones).

Analicemos desde el punto de vista actual la
relacion entre inconmensurabilidad e irracio-
nalidad. Al comparar las longitudes a y b de
dos segmentos que notaremos A y B, pueden
ocurrir tres cosas:

* El segmento A cabe una cantidad entera
n de veces en el segmento B, en ese caso
podemos expresar la longitud » tomando
como unidad de medida la longitud a y
decir que b = n.a. Reciprocamente, si se
tiene esta igualdad para algan natural n,
entonces el segmento A mide a B, y su
medida es n (cabe una cantidad entera n
de veces).

* Si ningtn multiplo entero de A es igual a
B, puede ocurrir que se pueda dividir A
en m partes iguales, para cierto m, de
modo tal que el segmento A/m quepa
exactamente n veces en el segmento B.
En ese caso resulta que b = n/m . a.

Tanto en este caso como en el primero, he-
mos encontrado una medida comun para am-
bos segmentos y por ello se dice que son
conmensurables. Si asignaramos el niimero
1 a un segmento cualquiera sobre la recta, a
cada segmento conmensurable con él corres-
ponderia un racional m/n.

7 El hecho de que la nueva teoria aparezca en los Elementos dos libros antes que aquella que se aplica
a segmentos con medida comnin, es una marca indudable de que gran parte del material que aparece en
el libro es una recopilacion, reorganizacion y sistematizacion de muchos conocimientos que se habian

ido produciendo a lo largo de varios siglos.

169




Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa .

170

* Hay una tercera posibilidad y es que nin-
guna division en partes iguales del seg-
mento A sirva para medir a B. En ese caso
se dice que A y B son inconmensurables.

La inconmensurabilidad es entonces un.

atributo posible de aplicar a un par de seg-
mentos, y no a uno solo. Es una caracte-
ristica de la relacion que guardan entre si
ciertos segmentos. A todo segmento no
conmensurable con el segmento conside-
rado como unidad, corresponde un nime-
ro irracional.

Varios autores e historiadores de la matema-
tica acuerdan en que la teoria de proporciones
del Libro V no sienta las bases de un sistema
numérico. Exponemos aqui algunos elemen-
tos que, desde nuestro punto de vista, pueden
sustentar esta postura. -
A pesar de que Euclides nunca defini6 la no-
cién de magnitud, ni su igualdad ni su equi-
valencia, encontramos en los Elementos un
tratamiento fino de las magnitudes geométri-
cas. Problemas como “construir sobre un seg-
mento, un rectangulo igual a otro dado” (se
refiere a igual en 4rea), o “partir un segmen-
to dado en dos, para obtener un rectangulo
igual (en area) a un cuadrado dado”, se re-
suelven por construcciones y aplicacion de
propiedades geométricas. Se comparan mag-
nitudes, pero no se miden, no se asocia un nu-
mero a un area o a una longitud, porque no se
determina una unidad. Por otro lado, la com-
paracion entre razones de magnitudes da por
resultado propiedades de las figuras que hoy
convertimos en numéricas. Por ejemplo, des-
pués del libro V encontramos “los triangulos
en la misma banda son entre si como sus ba-
ses”, “los circulos son uno a otro como el
cuadrado sobre sus radios”. Son propieda-
des que cristalizaron en el tiempo en formu-

las para hallar la medida del irea de esos ob-
jetos.

En cuanto a las operaciones realizables entre
magnitudes, la suma tiene un significado
geomeétrico: es la magnitud asociada a una
figura o segmento que resulta de la unién de
las dos dadas. También es considerada geo-
métricamente la multiplicacion y division de
una magnitud por un niimero natural®, El pro-
ducto de dos magnitudes sélo aparece cuan-
do se trata de longitudes, considerandolo
como “el rectangulo comprendido por los dos
segmentos”. Es lo que hace Euclides a partir
del libro II. La igualdad a/b = c/d para a, b, c
y d longitudes se hace equivalentea a.d = c.b,
tratada entonces como una igualdad de é4reas
de dos rectangulos.

En el libro VI se muestran construcciones que
fueron interpretadas posteriormente —y lo
contin@ian siendo— como la solucion a cier-
tas ecuaciones cuadraticas: se “construye
geométricamente” el segmento x, solucion de
las ecuaciones x(x-a) = b,y x(x + a) = b, para
b un area dada y a una longitud dada. El tra-
tamiento de los problemas cuadraticos se re-
monta a la época de los babilonios, un ejemplo
clasico es el problema “Afiadi la superficie y
el lado de mi cuadrado, y eso es %" que hoy
podria escribirse x” + x = 3/4, problema cuyo
enunciado detenta una cierta libertad para
adicionar magnitudes de distinta especie.
Durante bastante tiempo se ley6 en términos
numéricos las soluciones que ellos daban a
este tipo de problemas. Ifiterpretaciones mas
recientes (Hoyrup, 1985 citado por él mismo,
en Radford, 1996) restituyen un “corazén
geométrico” a los métodos babilénicos. Por
ejemplo, para el problema clésico citado an-
teriormente, el algoritmo babilénico que co-
mienza “partiendo” el uno en Y2 y %, es

¥ La divisién de un segmento en n partes iguales, recibi6 un tratamiento particular (Libro VI, Teore-

ma 9), apoyado en el Teorema de Thales.
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interpretado geométricamente como la con-
sideracion de dos rectangulos de lados %
y x, que se acomodan para completar un cua-
drado ver (Radford, 1996). Con esta interpre-
tacion, el uno estaria siendo considerado como
longitud. Esta consideracion de unidad de
longitud, necesaria para poder interpretar
como areas las sumas de areas con longitu-
des, es diferente del tratamiento que hace
Euclides en los Elementos.

Otra manera de considerar la suma de areas y
longitudes es la que propone René Descartes
(1596-1650) diecinueve siglos después, ubi-
cando en una linea longitudes y areas, posi-
bilitando asi la realizacion de operaciones
entre multiplicaciones de cualquier grado
(longitudes, areas, voliimenes, etc.).

Hemos querido mostrar en parte la compleja
relacion que establecio Euclides entre nime-
ros y magnitudes via el tratamiento que hace
de estas ultimas en distintos libros de los Ele-
mentos .

IL. 3. El papel de la geometria en la
matematica griega

El hecho de no poder expresar numéricamente
las razones entre magnitudes inconmensura-
bles significo para la matematica griega una
cierta tension entre el desarrollo de la aritmé-
tica y el desarrollo de la geometria. La utili-
zacion de los nimeros entraba en el ambito
de la aritmética y alli se trataba siempre de
fendmenos discretos, mientras que la geome-
tria se ocupaba de magnitudes continuas.
Como hemos visto, la teoria de las propor-
ciones del libro V establecia un complejo nexo
entre ambas entidades.

La geometria se constituyd asi en el dominio
natural de validacién del trabajo con magni-
tudes continuas. De hecho ésta sigui6 siendo
la situacion hasta los siglos XVII y XVIHl y
recién en el siglo XIX comenz6 a dudarse de

la riguresidad de los argumentos basados en
consideraciones geométricas.

I1. 4. Una reflexion final sobre el atributo
de la continuidad

El estudio que hemos realizado sobre el tra-
tamiento que hace Euclides en los Elementos,
nos ha permitido identificar aspectos bastan-
te diferenciados en las propiedades de la rec-
ta que son todos relativos a la continuidad:

¢ Estan por un lado aquellas propiedades
como la interseccion de circulos y/o rec-
tas que pueden considerarse como “natu-
rales” desde un sentido cercano al uso
cotidiano de la palabra continuo . Ese atri-
buto de la recta puede ser inherente a una
imagen mental de ella, que se apoye en
representaciones graficas u otro tipo de
representacion material. Euclides consi-
dera implicitamente estas propiedades
como propiedades de la recta.

* Hay un segundo grupo de propiedades,
que en los Elementos estan representadas
por ejemplo, por la existencia del segmen-
to cuarto proporcional, la existencia de
magnitudes inconmensurables y el dispo-
sitivo del Libro V para tratar con las ra-
zones de dichas magnitudes. Estas
propiedades, que se hacen visibles a par-
tir de una problematizacion, requieren una
matematica fina y la puesta en marcha de
métodos como el principio de exhausién
para comparar y calcular areas. Euclides
se hace cargo plenamente de ellas en los
Elementos y es muy cuidadoso en su tra-
tamiento.

El segundo grupo de propiedades y sus for-
mas de tratamiento en los Elementos, tuvie-
ron una saludable evolucion en la matematica.
Podriamos ubicar por ejemplo al principio de
exhausion en los origenes del calculo infinite-
simal. Es el cuestionamiento de la naturalidad
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del primer grupo de propiedades lo que dio la
posibilidad de enfrentarse con el problema
de la completitud veintidos siglos después.

III. El“intermediario” drabe
y l1a Europa Medieval

IIL. 1 El surgimiento del dlgebra y su
relacién con la geometria

Una buena parte del desarrollo de la matema-
tica ha seguido la tradicion de la matematica
griega, en la cual, como vimos anteriormen-
te, las magnitudes continuas fueron conside-
radas en el seno la geometria. Desde nuestro
punto de vista, este hecho necesariamente liga
el proceso de configuracion de un dominio
numeérico completo con la geometria. Es por
esta razén que nos interesa ahora focalizar
nuestra atencion en la evolucién de la rela-
cion entre la geometria y el algebra, herra-
mienta esta ultima que comienza a construirse
para la resolucion de problemas numéricos.

Comenzaremos comentando brevemente al-
gunos rasgos del desarrollo del algebra de los
arabes. Al-Khowarizmi, alrededor del afio 825
de nuestra era, en su libro Al-jabr w”al muqga-
bala (fuente de la palabra digebra) se ocupo
de la resolucion de ecuaciones cuadraticas.
Esta obra posee un nivel de desarrollo impor-
tante en cuanto a las notaciones y la sistemati-
zacion de ciertos procedimientos algebraicos.
Para la resolucioén de una ecuacion se efec-
tuaba primeramente un tratamiento algebraico
“completando cuadrados™ y se daba luego una
demostracion de la validez de lo obtenido via
una construccion geométrica’. Una lectura
posible de este hecho es que la resolucion
algebraica era vista como insuficiente para
completar la solucion del problema. Proba-

blemente la nueva herramienta algebraica no
tenia un estatuto como para ser aceptada como
instrumento de validacion interna. La geome-
tria, por su parte, constituia un dominio so6li-
do y aceptado para la validacion.

El desarrollo del algebra en Europa, durante
el siglo XVI y parte del siglo XVII siguid
apoyéandose en los significados geométricos,
continuando la tradicién de los arabes. Por
ejemplo, Frangois Viéte (1540-1603) daba
sentido a una ecuacién como x° + 3ax = b
diciendo que x° es de especie voluminosa, y
por lo tanto 3a debia ser plana y b un sélido.

Esta situacion empez6 a revertirse a'partir de
los trabajos de Rafael Bombelli (1526-1572)
y Descartes: un paso importante fue represen-
tar a’ y @’ como segmentos lineales y no como
cuadrados o cubos. El desarrollo de la geo-
metria analitica trajo como consecuencia
modificar la relacion entre la geometria y el
algebra. Hasta ese momento, la geometria
parecia ser considerada como necesaria para
validar los resultados que se pudieran obte-
ner por el calculo algebraico que se estaba
desarrollando. El plan de Descartes fue bien
otro: transformar los problemas geométricos
en otros algebraicos -via la representacion
de puntos con pares de nimeros- y resolver
numéricamente las ecuaciones obtenidas.
Podriamos decir que anteriormente se mo-
delizaban los problemas algebraicos via la
geometria, mientras que la idea de Descartes
fue utilizar el algebra como una herramienta
para resolver y validar problemas geo-
métricos.

III. 2 A la hora de encontrar raices

En el libro de Zariski (Zariski, 1926, nota 10)
se muestra como Girolamo Cardano (1501-

® Hay un ejemplo completo de esta doble resolucion en (Kline, 1994), volumen 1, pag 261.
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1576) hace uso implicitamente de la idea de
completitud para examinar las raices positi-
vas de una ecuacion clbica que con nuestra
notacion se escribe x’ + g =px’ (p > 0, ¢ > 0).
Segun el relato de Zariski, Cardano asume que
hay un nimero positivo N de modo tal que si
x = N se tiene que x° + ¢ < px’ (se muestra
que bajo la condicién g < 4p’ /27 basta tomar
N = 2p/3). Por otro lado para x = 0 se tiene
que x’ + g > px?, y existen valores suficiente-
mente grandes de x para los que x° + ¢ > px?
(Cardano observa por ejemplo que (p + ¢)° +
q>p(p + q)*), él deduce entonces que exis-
ten dos raices positivas, una entre 0y Ny
otra entre N'y algin valor grande de x.

(Qué conjunto numérico esta usando aca
Cardano? ;Qué propiedades de ese conjunto
permiten fundamentar la existencia de una
raiz? Lo que vemos es un uso implicito de lo
que hoy se conoce como el teorema de Bolza-
no, que se apoya aparentemente en una in-
tuici6én de completitud del dominio numérico.
Zariski muestra como Cardano hace uso de
esta idea no solamente para reconocer la exis-
tencia de raices en las cubicas, sino también
para fundamentar un célculo aproximado de
una raiz de una ecuacion cubica de la forma
f{x) = k'°. Damos una interpretacion geomé-
trica de la regla que utilizé Cardano: a partir
delosdos datos (a, fla)) y (a+ I, fla + 1)), se
aproxima el arco de curva que pasa por esos
dos puntos con el segmento de recta que los
une. Eso permite encontrar el numero que
corresponde a la abscisa del punto de inter-
seccion entre el segmento de recta y la recta
y =k, nmero al que se toma como primera
aproximacion de la raiz. Reiterando el proce-
dimiento pero ahora con el numero obtenido
y uno de los dos anteriores, se obtiene una
aproximacion de la raiz cada vez mejor.

Zariski muestra también que hay indicios
de que Bombelli examiné el argumento de
Cardano para la existencia de raices y ofrecio
una justificacion en la que se apela a la conti-
nuidad del movimiento, utilizando un dibu-
jo. Veamos ese argumento, expresado en el
lenguaje de nuestros dias (Cf. (Zariski, op.cit.
p-260-261). Para asegurar la existencia de una
soluci6n a la ecuacién que escribimos x° = px
+ g, con p > 0, g > 0, se dibujan dos rectas
perpendiculares que se cortan en un punto B,
en una de ellas se marca el segmento 4B, que
se considera como unidad, y en la otra se
marca €l segmento HB de longitud q/p, me-
dida en relacion a la unidad. Sobre esta ulti-
ma se marca el punto D, a una distancia
arbitraria ¢ del punto B. A continuacion se tra-
zapor D, la perpendicular a 4D, hasta encon-
trar el punto E de interseccion con la recta
que contiene a 4B, y se determina el punto X,
que es la interseccion de la paralela a HB que
pasa por E 'y la paralela a BE que pasa por H.

H K
JA B C _E
D

Finalmente se obtiene el punto C, que es la
interseccion de la recta que contiene 4B con
la recta que contiene a DK. A partir de la se-
mejanza entre los tridngulos BDC y HDK y
siendo las longitudes de los segmentos HK
y BE iguales, se obtiene la siguiente relacion

19 Una explicacién del procedimiento de Cardano se encuentra en (Zariski, op. cit. p.257).
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BD HD
a partir de las relaciones que pueden estable-
cerse entre las alturas y los lados de un trian-
gulo rectangulo, tenemos para el triangulo

4B _BD

a
ADE: BD BE’ g Y Por lo

tanto BE = a’. Volviendo a () se tiene que

entre longitudes: (0) Por otro lado

de donde —=
o

BD-BE a-a’ o .
HD .9 op+gq
p

BC =

Citamos textualmente a Zariski: “haciendo
variar a con continuidad de 0 a oo, hacien-
do entonces recorrer al punto D la semirrecta
BD, el segmento BC varia con continuidad
de 0 a oo. Se tendra por tanto un valor de a,
por el que resulta BC = p, con lo que se ten-

3

drd =1, esto es, a5’ = agp + q " (Zaris-

ptq

ki, op.cit. p.261, traduccion libre).

La idea de que al variar a, la longitud del seg-
mento BC varia de 0 a infinito tomando todos
los valores, en particular el valor p, es una
utilizacion implicita de la continuidad de la
recta y de la completitud del dominio numé-
rico. Hay ademas una idea subyacente de con-
tinuidad funcional: al mover una variable con
continuidad, la otra se mueve del mismo
modo. Probablemente, la utilizacion de los
graficos en los que Bombelli apoya su razo-
namiento, no da lugar a la problematizacion
de la existencia del valor ay. La aplicacion de
esta idea, precursora si se quiere del teorema
de los valores intermedios, aparece muy uti-
lizada por los matematicos a partir de los tra-
bajos de Cardano y Bombelli (por ejemplo,
Simoén Stevin (1548-1620) y Viéte hicieron

’

uso de este principio para el calculo aproxi-
mado de raices).

IIL. 3 Los nameros irracionales y su

‘estatuto epistemolégico

La aceptacién de los numeros irracionales
como niimeros, €s una instancia necesaria
para poder considerar la completitud como
un problema a tratar. En este paragrafo vemos
someramente como ha ido evolucionando esta
cuestion entre los siglos IX y comienzos del
XVIL

Al-Khowirizmi utilizé6 magnitudes irracio-
nales, a las que ha llamado gidr asamm (raiz
muda o ciega)'!. En los comienzos del siglo
X nacfa una nueva concepcion de namero.
Una seifial de esto es el empleo de la misma
palabra (adad) para todos los nimeros (al-
adad al muntiqa para los racionales y al-adad
al-summa para los irracionales). Progresiva-
mente los nimeros irracionales se fueron tor-
nando completamente un objeto del dlgebra
y de la aritmética (cf. Dahan-Dalmedico et al
p-10D)

En el afio 1077 Omar Al-Khayyam retom¢ la
teoria de proporciones expuesta por Euclides
en el libro V. Si bien no la rechaz6, aconsejo
la utilizacion del método de las fracciones
continuas para comparar razones entre seg-
mentos inconmensurables e intent6 estable-
cer una equivalencia logica entre ambas
teorias. Al-Khayyam se pregunto6 también por
la naturaleza de las razones y su relacion con
los niimeros: sin resolver definitivamente la
cuestion, considerd que cualquier razén, cons-
tituida o no por segmentos conmensurables,
debia poder expresarse como un nimero. Su
postura permanecio sin difusion por casi cin-
co siglos: fue publicada en Europa en el afio

1 En el siglo XII ese término fue traducido al latin como surdus y hasta el siglo XVIII los nimeros

irracionales eran llamados también nimeros sordos.
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1594 en idioma érabe, y en una traduccién
latina en 1657.

Mientras tanto en Europa hallamos posicio-
nes encontradas sobre la naturaleza de los
numeros irracionales. Asi Michael Stifel
(1486-1567) en su obra Arithmetica Integra
dice: “/...] por consiguiente, de la misma for-
ma que un numero infinito no es un numero,
un numero irracional no es un numero ver-
dadero, sino que yace oculto en una nube de
infinitud” (Citado por Kline, 1994, p.337)

Por otro lado Stevin, como lo sefiala Waldegg
(Waldegg, 1996) hace un tratamiento del
numero ligandolo a la cantidad sin que se pro-
duzca oposicion entre lo discreto y lo conti-
nuo, buscando reconstruir el concepto de
numero a partir del establecimiento de un iso-
morfismo operatorio entre nimeros y canti-
dades, aceptando que se puede operar con los
numeros del mismo modo que se manipula-
rian las cantidades en general. La definicion
que da Stevin de nimero es “El numero es
aquello por lo cual se expresa la cantidad de
cada cosa” y a continuacién, y en mayuscu-
las en el original, dice “QUE EL NUMERO
NO ES UNA CANTIDAD DISCONTINUA”,
negando la “discretitud” del nimero como
una caracteristica de su naturaleza. Buena
parte de su trabajo se orientd a mostrar que el
dominio de los numeros es homogéneo en el
sentido de que los nimeros se independizan
de sus origenes y es posible operar con ellos
sin referirse a las cantidades de donde surgie-
ron. El intent6 que se reconociera a los ni-
meros irracionales como verdaderos niimeros,
y se manifesto en contra de la utilizacién de
los términos “irracional” e “inexpresable”.

IV. El desarrollo del calculo,
;sobre qué sistema numérico?

El desarrollo del calculo en los siglos XVII y
XVIII estuvo vinculado principalmente a cua-

—

tro problemas (cf. Katz, 1998, Kline, 1994).
El primero consistia en obtener, dada una
formula de distancia en funcion del tiempo, la
velocidad y la aceleracion en cada instante;
reciprocamente, dada la formula que describe
la aceleracidn, obtener la velocidad en cada
instante y la distancia recorrida. El segundo
problema era encontrar tangentes a una curva.
Este problema provenia por un lado de la ne-
cesidad de conocer las normales a las curvas
para la confeccién de lentes Opticas; por otro
lado, interesaba la tangente en tanto represen-
taba la direccién del movimiento de un cuerpo
mévil. El tercer problema era hallar los valo-
res maximos y minimos de ciertas funciones.
Este problema también provenia de necesida-
des practicas. Por ejemplo, se buscaba el 4n-
gulo que maximizara el recorrido de una bala
lanzada por un cafion, también las alturas maxi-
mas alcanzadas por proyectiles lanzados a dis-
tintos dngulos. Con relaci6n al estudio de los
movimientos planetarios, interesaba conocer
la maxima y minima distancia de un planeta al
sol. El cuarto problema era la obtencion de
volimenes acotados por superficies, areas aco-
tadas por curvas, longitudes de curvas y cen-
tros de gravedad. Este problema provenia
fundamentalmente del interés en el movimien-
to de los planetas, en el calculo de distancias
recorridas y en la atraccion gravitatoria.

La naturaleza de estos cuatro problemas, des-
de nuestro punto de vista, condiciona la per-
cepcion de la problematica de la completitud
en este periodo. Todos son problemas en los
cuales la matemdtica acta como herramien-
ta de modelizacion; se buscaba calcular una
altura o una distancia cuya existencia esta
dada en el fenomeno que se estaba estudian-
do: escapaba a esta problematica el cues-
tionamiento sobre la naturaleza del numero
buscado. Es la existencia de solucién en el
modelo matematico lo que hace necesaria la
completitud del sistema numérico con el que
se trabaja, pero no es ese el problema que es-
taba en juego en este periodo.

*

175




Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa
___

176

Hay razones de otro orden que hacen que la
cuestion de la completitud no sea considerada
en los primeros desarrollos del Calculo: en la
matematica griega, pocas curvas habian esta-
do definidas por movimientos (tal es el caso
de la cuadratriz y la espiral de Arquimedes) y
no se las consideraba dentro de la matemati-
ca propiamente dicha. En el siglo XVII la si-
tuacion era diferente, la nocion de curva que
prevalecia en ese momento era la de lugar
geométrico de un punto mévil'?. Pensamos
que este modo de definir a las curvas les im-
prime necesariamente la continuidad que les
da el movimiento. Isaac Newton (1642-1727)
explicita estas ideas en la introduccion de su
Tratado sobre la cuadratura de las curvas:
“En este trabajo considero las magnitudes
matemdticas constituidas no por partes arbi-
trariamente pequeifias, sino engendradas por
un movimiento continuo. Las lineas no se
engendran mediante suma de partes, sino por
el movimiento continuo de puntos, las super-
ficies, por el movimiento de lineas, los soli-
dos por el movimiento de superficies, los
angulos por la rotacion de sus lados, los tiem-
pos, por el flujo continuo, y asi en otros ca-
sos semejantes.”

Para tener una idea del modo de trabajo de
Newton presentamos como ejemplo el lema
7 de los Principia en donde se trata de probar
que el arco ACB, la tangente AD y la cuerda
AB son iguales en el limite para una figura
como la siguiente:

A D d

Se supone que ACB es el arco de una curva
dada, el punto 4 esta fijo igual que la tangente
AD. El punto B recorre el arco acercandose a
A y trae consigo a la cuerda 4B. El punto d se
fija sobre la tangente y, para cada posicion de
B, se determina el punto b de modo que BD
sea paralelo a bd, y se considera un arco Acb
de manera que resulte semejante al arco ACB.

Leemos en la demostracion: “Porque mientras
que el punto B se acerca al punto A, supon-
gamos siempre que AB y AD son prolonga-
dos hasta puntos b y d lejanos y que bd ha
sido trazado paralelo a la secante BD, y que
el arco Ach sea siempre semejante al arco
ACB. Cuando los puntos A 'y B se alcanzan,
en virtud del lema precedente, el angulo d4b
se desvanecerd, en consecuencia las rectas
Ab y Ad, que son siempre finitas, y el arco
intermedio Acb, coincidirdn, y en consecuen-
cia seran iguales ”(De Gant, 1990, p.170). El
tratamiento es de tipo geométrico pues inter-
viene la interpretacion de figuras y la consi-
deraci6n de relaciones de proporcionalidad.
Sin embargo traspasa los limites de la geo-
metria clasica, dado que, por una parte se in-
cluye el movimiento en los razonamientos y
por otra parte, se estudia la evolucion de las
relaciones de proporcionalidad cuando algu-
nos elementos de la figura tienden a posicio-
nes limites o son infinitamente pequefios. La
curva ACB que es “recorrida” cuando B se
acerca al punto A hereda necesariamente la
continuidad que le imprime el movimiento.

En cuanto a Gottfried Leibniz (1646-1716),
su consideracion de los infinitésimos se ubi-
ca entre la formalidad y la interpretacion
geométrica. Como Newton, él tiende a consi-
derar las razones de infinitésimos, mas que
los infinitésimos mismos. Leibniz es cons-

12 Por ejemplo Galileo consideré la pardbola como el lugar geométrico que describe un punto que
modeliza la trayectoria de un proyectil. También se defini6 en este periodo la cicloide como el lugar
geomeétrico que describe un punto fijo de una rueda que gira. Para ampliar este punto se sugiere la

lectura de (De Gandt, 1988)
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ciente de que estos objetos, agregados a los
numeros usuales, no se pueden comparar con
ellos: un nimero y un infinitésimo guardan
entre si una relacion como la de una recta y
un punto (no se le agrega nada a una recta si
se le agrega un punto): infinitésimos y niime-
ros son elementos de 6rdenes diferentes. Po-
driamos pensar que agregar los infinitésimos
al conjunto de numeros racionales es una
manera de “rellenarlo” aunque el conjunto
numérico asi extendido con infinitésimos
pierde su propiedad de arquimedianidad®.

Las razones entre magnitudes en juego en
estos tratamientos tempranos del célculo, no
siempre son expresables por cocientes de ni-
meros enteros. La precision en la definicion
de la nocion de limite de estos cocientes que-
da asi sujeta a la clarificacion del concepto
de nimero real.

V. Comienzos del siglo XIX:
los trabajos de Bolzano y Cauchy en
el plan de aritmetizacion del andlisis

V. 1. Las exigencias de rigor

Durante el siglo XVIII, varios matematicos
—entre ellos Leonhard Euler (1707-1783),
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) y Jean
le Rond d’Alembert (1717-1783) como los
mas notables—, hicieron sus aportes para la
elucidacioén de los conceptos centrales del
célculo. En los comienzos del siglo XIX, el
interés por fundamentar rigurosamente el ana-
lisis, se generalizo6 entre los matematicos euro-
peos. Es en este periodo que se consolida la

profesionalizacion de la actividad matemati-
ca, ligada a la incorporacion de los investiga-
dores en los centros de ensefianza superior.
Las nuevas exigencias de claridad, consisten-
cia y rigor a las que se encontraban sujetos
por su actividad docente, fueron en parte
impulsoras de este interés de fundamentacion.
Se propusieron organizar légicamente esa
rama de la matematica y “salvar” situaciones
que empezaban a verse como inconsistentes:
no estaba claro el concepto de funcion, la
utilizacién de series sin referencia a su con-
vergencia o divergencia habia producido
desacuerdos, la representacion de funciones
mediante series trigonométricas habia intro-
ducido mayor confusién aun y las defini-
ciones de derivada e integral en uso, no
satisfacian los requerimientos de precision de
esta época.

V. 2. Declaraciones acerca del papel
de la geometria en las demostraciones
matematicas.

Con el desarrollo de las Geometrias no
euclideanas, la relacion entre la matematica
y larealidad es interpelada y problematizada,
ante la existencia de tres sistemas axiomaticos
para la geometria, matematicamente correc-
tos, diferentes y no compatibles entre si. Esto
llevé a algunos matemadticos del siglo XIX a
preguntarse sobre los alcances de la geome-
tria euclidea como modelo del espacio fisico.

Un manto de desconfianza se desplegd sobre
el papel protagdénico que la geometria tenia
hasta ese momento en la matematica. Los ar-
gumentos sustentados en representaciones

13 Un conjunto ordenado es arquimediano si para todo par de elementos a < b , existe siempre un
multiplo de a que supera a b. A mediados del siglo XX las ideas de Leibniz relativas al céalculo
infinitesimal son recuperadas en la formulacion del analisis no-standard a partir de R* (extensién de R
con infinitesimales). En esta teoria toda propiedad enunciable para R puede ser reinterpretada en R*.
En particular se obtiene una version no-standard de la propiedad de arquimedianidad que es verificada

por R* (Cf. Stroyan &Luxemburg, 1976).
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graficas, sobre los cuales, como hemos visto,
se apoyaban muchos de los conceptos del
Calculo que habian surgido en los siglos
anteriores, se vieron cuestionados. Estas si-
tuaciones llevaron a la busqueda de la recons-
truccion del Analisis sobre la base solamente
de conceptos aritméticos (por esta razon se
conoce a este periodo con el nombre de
“aritmetizacion del analisis™).

En los trabajos de Bernard Bolzano (1781-
1848) encontramos diferentes argumentos
para apoyar la necesidad de un tratamiento
puramente aritmético del analisis. Por un lado,
en el prefacio del tratado Paradojas del infi-
nito rechaza la posibilidad de hacer demos-
traciones en diversas ramas de la matematica
con argumentos, objetos y relaciones prove-
nientes de una sola de ellas, la geometria: “Las
demostraciones mds frecuentes utilizan ver-
dades extraidas de la geometria... No hay
objeciones posibles acerca de cuan correctas
o claras son las proposiciones geométricas.
Sin embargo, es igualmente evidente que se
contradice un método correcto si las verda-
des de la matematica pura (o general, esto
es, aritmética, dlgebra o andlisis) se dedu-
cen de consideraciones que se aplican sélo
en esa rama especial, llamada geometria...
Si aceptamos el punto de vista de que las de-
mostraciones cientificas no deberian ser
meras cuestiones de confianza sino contra-
riamente pruebas sustentadas, esto es, presen-
taciones de razones objetivas que corroboran
la verdad buscada, entonces vemos que una
verdadera prueba cientifica o la base objeti-
va de una cierta verdad que se sostiene para
todas las cantidades, no debe estar conteni-
da en una verdad que se sostiene solamente
para cantidades espaciales...”( Jarnik, 1981,
p-21, traduccion libre).

Estas objeciones al monopolio de la geome-
tria como terreno de validacion se comple-
mentan con las criticas que hace Bolzano en
la parte 4 de su obra “Wissenschaftselehre”,
a una cierta modalidad de trabajo de los ma-
temadticos de su época que consideraban la
observacion como suficiente para validar afir-
maciones en geometria: “Puesto que si anti-
guamente los matematicos se referian en sus
pruebas a hechos que podian ver por simple-
mente observar una figura, ahora estin em-
pezando a creer que estdn en todo su derecho
de proceder de ese modo... Sin embargo, sila
exposicion busca obtener el mayor rigor cien-
tifico, entonces considero que es mi obliga-
cién no obtener nada de la simple mirada de
una figura, de la asi llamada observacion...”
(citado por Jamik, op.cit., p.21). Jamik sos-
tiene que Bolzano estaba de este modo con-
testando la postura de Emmanuel Kant en su
libro Critica de la razén pura™.

También encontramos argumentos en favor
de desprenderse de la geometria en la intro-
duccion del Cours d Analyse de Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857): “Pero seria un
grave error pensar que la certeza sélo se en-
cuentra en las demostraciones geométricas,
0 en el testimonio de los sentidos. ”’(Cauchy,
version 1994, p.74)

V. 3. Diferentes formulaciones
de la completitud del sistema numérico
en este periodo.

Durante la primera mitad del siglo XIX, en
plena tarea de definir con precision nociones
como la de variable, funcion, infinitésimo,
funcién continua y otras, muchas de las pro-
piedades que caracterizan al conjunto de los
nimeros reales eran atribuidas naturalmente

4 En su Critica de la razén pura (1781), Kant sostuvo que la geometria euclidea era la del espacio
fisico. Para él cuestiones ligadas al tiempo, al espacio y a la causalidad eran verdades a priori, anterio-
res a la experiencia. Bolzano consideraba que esta postura afectaba negativamente al desarrollo de la

matematica.
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al dominio numérico en uso y consideradas
explicitamente en el trabajo, sin una discu-
sion sobre su validez.

Un ejemplo: condiciones de convergencia
de sucesiones y series

Actualmente llamamos sucesion fundamen-

tal o también sucesion de Cauchy auna suce- -

sion que tiene la siguiente propiedad: se puede
lograr que dos términos difieran entre si tan
poco como se desee, a condicion de conside-
rar los subindices de ambos a partir de algu-
no. Enunciado en lenguaje formal: ve >0, 3
nyg e N, np=ny(e)tal quesin > no, p > 0se
tiene que |x,, -x,|<e.”

Bolzano, en 1817, formuld que una sucesién
es convergente a un limite si y solamente si
posee la anterior propiedad'’. Era “razonable”
trabajar en un sistema numérico en el cual
toda sucesion fundamental tuviera limite, pero
la existencia del limite no se desprendia de
ninguna de las propiedades conocidas de los
numeros. Por esta razon Bolzano no pudo
demostrar la suficiencia de la condicién enun-
ciada, aunque aparentemente lo intentd (cf.
Folta, 1981). Como sabemos la suficiencia
so6lo puede demostrarse basandose en la
completitud del sistema real, propiedad que
no habia sido formalmente incorporada hasta
ese momento. En afios posteriores, Bolzano
intentd crear una teoria aritmética sobre los
niimeros reales y reconsider6 la condicion
necesaria y suficiente de convergencia. La
actuacién de Bolzano en otros planos de la
sociedad de su época hizo que recibiera una
fuerte censura por parte de sus contempora-
neos. Por esta razén sus Gltimos trabajos ma-
tematicos no fueron conocidos en el momento
de su produccién. Se publicaron por primera
vez a mediados del siglo XX y fueron detec-

—

tadas algunas inconsistencias logicas en ellos.
(cf. Van Roostelar, 1962)

Por otro lado, en 1821, Cauchy en el libro
que citamos anteriormente, definié que una
serie es convergente si la sucesién de sumas
parciales converge a un cierto valor s. El afir-
mo que la convergencia de una serie de térmi-
nos u, se asegura si “para valores crecientes
den|...} las sumas de las cantidades u,, up.,,
Uns2,... tomadas a partir de la primera, en un
numero tan grande como se quiera, terminan
por obtener de manera constante valores nu-
méricos inferiores a todo limite asignable”
{Cauchy, op. cit. p.151). Esto es, él afirma que
la serie es convergente si la sucesion de su-
mas parciales forma una sucesion fundamen-
tal. Cauchy, al igual que Bolzano, admitio la
existencia del limite sin demostracion.

Otro ejemplo: ¢l teorema del valor medio.

El teorema del valor medio afirma que si una
funcion continua es tal que en un cierto inter-
valo [a,b] se tiene signo f(a) #signo f(b), en-
tonces existe ¢ (a,b) tal que f{c) = 0. Esta es
una propiedad que, como hemos visto, ha sido
utilizada en siglos anteriores sin ser enuncia-
da explicitamente. Por las fuentes de que dis-
ponemos, interpretamos que fue enunciada
como teorema por primera vez en este perio-
do, por Cauchy y por Bolzano (que trabaja-
ban en forma independiente uno del otro).
Ambos, en las demostraciones que dan para
el teorema, utilizan de alguna manera la
completitud del sistema numérico o la conti-
nuidad de curvas y rectas, en un sentido que
analizaremos a continuacion.

Comencemos con Cauchy, quien incluye una
observacion antes de enunciar y demostrar el
teorema: “Una propiedad importante de las

'3 Aunque este criterio fue enunciado por Bolzano, actualmente se lo conoce con el nombre de criterio

de convergencia de Cauchy.
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funciones continuas de una sola variable es
la de poder servir para representar en geo-
metria a las ordenadas de lineas continuas o
curvas. De esta observacion se deduce facil-
mente la siguiente proposicion:

Teorema 4 Si la funcion f{x) es continua res-
pecto a la variable x entre los limites x = x,,
x = X, y si se designa por b a una cantidad
intermedia entre f{xy) y f(X), se podra siem-
pre satisfacer la ecuacion f(x) = b para uno o
varios valores reales de x comprendidos en-
trexgy X

Demostracion: Para establecer la proposicion
precedente basta hacer ver que la curva que
tiene por ecuacion y = f(x) cruzard una o va-
rias veces a la recta que tiene por ecuacion
y = ben el intervalo comprendido entre las or-
denadas que corresponden a las abscisas x, y
X, es evidente que esto tendra lugar bajo la
hipotesis admitida. En efecto, al ser continua
la funcion f{x) entre los limites x=xp, x = X, la
curva que tiene por ecuacion y = f(x) y que

pasa primero por el punto correspondiente a .

las coordenadas xy y f{(xg) y segundo por el
punto correspondiente a las coordenadas X
¥ f(X) serd continua entre estos dos puntos, y
como la ordenada constante b de la recta que
tiene por ecuacion y= b se encuentra compren-
dida entre las ordenadas f(x,), f(X) de los dos
puntos que estamos considerando, la recta
, ) }

lo que no se puede hacer sin reencontrar en el
intervalo a la curva mencionada.

Se puede, como lo haremos en la nota IlI,
demostrar el teorema 4 por un método direc-
to y puramente analitico, que tiene la ventaja
de dar la soluciéon numérica de la ecuacion
f(x) = b.” (Cauchy, op.cit., p.98-99, el subra-
yado es nuestro).

Nos parece interesante destacar que si bien
en la observacion inicial, Cauchy ubica a
las funciones continuas como modelo posi-

ble para las “lineas continuas o curvas”, en la
demostracion, esta relacion se invierte y las
curvas con sus atributos visibles, se vuelven
modelos para el estudio de propiedades nu-
méricas de las funciones. Por otro lado los
argumentos que sostiene Cauchy en su de-
mostracion —en particular los que hemos
subrayado— son contradictorios con las in-
tenciones de desprenderse del “testimonio de
los sentidos”, que él mismo habia manifesta-
do en la introduccion de su libro. Estamos
analizando un periodo en el que se hace ex-
plicita la intencion de abandonar una practi-
ca muy arraigada en el trabajo matematico
como es la de hacer inferencias a partir de
observaciones de graficos. Las idas y veni-
das de Cauchy en su Cours hablan de la no
linealidad de estos procesos.

Es posible suponer que Cauchy no se sentia
del todo conforme con la demostracion dada,
puesto que al finalizarla anuncia que incluira
otra prueba mas adelante, que transcribimos
a continuacion: “Nota III: Sea f(x) una fun-
cion real de la variable x que permanece con-
tinua respecto a esta variable entre los limites
x =X,y x = X. Si las dos cantidades f(xo0) y
f(X) son de signos contrarios, se podrd satis-
Sacer la ecuacion f{x) = 0, para uno o varios
valores reales de x comprendidos entre x, y
X.” (Cauchy, op. cit. p.99). Para demostrar
esta afirmacién Cauchy construye dos suce-
siones monotonas, una creciente y otra de-
creciente, en las que f'toma valores de signo
contrario, que difieren entre si tan poco como
se quiera. Concluye que dichas sucesiones
convergeran hacia un limite comuin a y que
la cantidad f{a) no podra ser diferente de cero,
gracias a la continuidad de la funcion. La exis-
tencia del limite comiin a, que no es justifica-
da en la demostracion, es otro ejemplo de una
propiedad que no puede probarse sin utilizar
la completitud del dominio de la funcién.

En cuanto al rigor, ambas pruebas (la del teo-
rema y la de la nota) parecen aceptables para
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Cauchy. Hay sin embargo diferencias impor-
tantes entre ellas: en la primera, como ya he-
mos visto, hay un fuerte apoyo en el marco
geométrico. En la segunda, el hecho de
permanecer en el marco numérico obliga a
poner en juego otros elementos en la argu-
mentacion, a saber: la construccion de las dos
sucesiones, la existencia del limite comin a
ambas y el hecho de que la convergencia de
las sucesiones se conserva por una funcién
continua. La complejidad que se despliega en
esta segunda demostraciéon aporta, desde
nuestro punto de vista, a la significacion del
enunciado .

En cuanto a Bolzano, él enuncia una versién
del teorema del valor intermedio y basa su
demostracion en la siguiente proposicion
auxiliar: “Sea M una propiedad que no se
cumple para un cierto valor, pero que se cum-
ple para todos aquellos menores que algun
u. Es posible entonces encontrar un valor U
que es el mayor de los v que cumplen con la
propiedad de que M se cumple para todos los
que son menores que v” (Jarnik, op.cit. p.36).
Esta proposicion enuncia la existencia del
infimo de un conjunto inferiormente acotado
no vacio'®: en efecto, dado un tal conjunto 4,
sea M la propiedad de no pertenecer a 4. M
verifica las condiciones de la proposicion
auxiliar, y por lo tanto existe U que es la ma-
yor de las cotas inferiores de A.

En (Jarnik, op. cit.) se afirma que para de-
mostrar la proposicion auxiliar Bolzano uti-
liza el criterio de convergencia que €l habia
enunciado. Una vez que se tiene probada la

proposicion auxiliar, la demostracion del teo-
rema del valor medio se obtiene a partir de la
existencia del infimo del conjunto de los va-
lores del intervalo en los que la funcion es
positiva. En definitiva, la validez de la de-
mostracion de Bolzano descansa en el crite-
rio de convergencia de sucesiones, que como
hemos dicho, no pudo ser demostrado por é1.

V. 3. Sintesis y nexos

En sintesis, el periodo que hemos analizado
—comienzos del siglo XIX— corresponde a
un momento de reorganizacion de los saberes.
Podriamos sefialar como aspectos de esa re-
organizacion, el deseo de fundamentar la dis-
ciplina, el intento de no apoyar en la geometria
la validacion de resultados aritméticos y
algebraicos, y la confeccion de un texto del
saber pensado ‘para la ensefianza (como fue
el caso de Cauchy con su Cours d’Analyse).
Hemos intentado mostrar cémo estos aspec-
tos de la reorganizacion fueron a su vez fuen-
te de produccion de conocimientos.

En el marco de la problemética de la com-
pletitud, en este periodo fueron explicitadas
algunas de las propiedades que debia tener el
dominio numérico, como ser: la convergencia
de sucesiones fundamentales, la existencia de
Unica interseccion de intervalos encajados, la
existencia del limite de sucesiones monéto-
nas acotadas, la existencia del infimo de con-
juntos inferiormente acotados'’. En la primera
mitad del siglo XIX, estas propiedades eran
mads bien consideradas como propiedades que
verificaba el dominio numérico. producién-

16 La existencia de supremos de conjuntos acotados superiormente no vacios —andloga a la versién
con infimos— es considerada como axioma de completitud en la presentacién que se hace habitual-
mente de los nimeros reales en los cursos de célculo en la actualidad.

17 Estas cuatro propiedades no son totalmente equivalentes. Si se afiade como axioma cualquiera de las
dos tiltimas a los axiomas de cuerpo ordenado, se obtiene R. Para R asi definido, las dos primeras pro-
piedades pueden ser demostradas como teorema. Por el contrario si se eligiera afiadir cualquiera de las
dos primeras a los axiomas de cuerpo ordenado no se podria deducir ninguna las dos 1ltimas. Se
necesitaria afiadir un axioma mds: la arquimedianidad del orden:
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dose una cierta circularidad en los argumen-
tos de las demostraciones.

Lo que cambiard fundamentalmente en los
periodos siguientes es el estatuto de estas afir-
maciones: entre asumirlas como propiedades
que se verifican (primera mitad del siglo XIX)
y definir axiomaticamente un cuerpo que sa-
tisfaga esas propiedades (fines del siglo XIX),
algunos matematicos de la segunda mitad del
siglo XIX construyeron a partir de los racio-
nales un.conjunto numérico de modo tal que
fuera posible demostrar esas propiedades.
Analizaremos esas construcciones en la sec-
cion siguiente.

VI. Cantor y Dedekind
y la construccion de un sistema
numérico completo

En la segunda mitad del siglo XIX, varios
matematicos se ocuparon de la construccion
de lo que hoy llamamos conjunto de los nu-
meros reales. Richard Dedekind (1831-1916),
Georg Cantor (1845-1918), Karl Weierstrass
(1815-1897), Charles Méray (1835-1911),
Heinrich Heine (1821-1881) y también Bol-
zano, cComo mencionamos anteriormente. Va-
mos a detenernos especialmente en dos de
estos autores, Dedekind y Cantor. Las cons-
trucciones de los otros autores no difieren
esencialmente de la de Cantor.

El paso fundamental que dieron estos mate-
maticos consistid en reconocer que, hasta ese
momento, se utilizaban ciertas propiedades
que se atribuian al sistema de los nimeros
reales y que no podian ser justificadas desde
una argumentacion apoyada solamente en la
aritmética. Se propusieron entonces avanzar
formalmente para construir un sistema numé-
rico a partir de Q (dominio numérico que era
considerado aritméticamente bien fundamen-
tado) en el que esas propiedades pudieran ser
demostradas. Cada uno en su propio proyec-

to de construccion del conjunto de los nume-
ros reales, necesitdo ademas explicitar en qué
consistia la continuidad de la recta.

VI11. La construcciéon de Dedekind.

En el prefacio de su articulo La continuidad
y los numeros irracionales, Dedekind descri-
be como se planted a si mismo la necesidad
de contar con una fundamentacion aritmética
ya que al dictar conferencias sobre calculo
diferencial se veia obligado a acudir a evi-
dencias geométricas: “Al llegar al concepto
de aproximacion de una magnitud variable a
un valor limite fijo, y sobre todo al demostrar
que «toda magnitud que crece continuamen-
te, pero no mas alla de todo limite, debe ne-
cesariamente aproximarse a un valor limitey,
tuve que recurrir a evidencias geométricas.
El hacer uso de la intuicion geométrica me
sigue pareciendo sumamente 1util en una pri-
mera presentacion del Calculo Diferencial,
desde el punto de vista didactico, y realmen-
te indispensable si no se desea perder dema-
siado tiempo. No obstante no se puede negar
que esta manera de introducir el Calculo Di-
ferencial no puede pretender ser cientifica.
En aquél entonces, el sentimiento de insatis-
Jfaccion fue tan fuerte que decidi seguir medi-
tando sobre esta cuestion hasta encontrar un
fundamento puramente aritmético y absolu-
tamente riguroso para los principios del And-
lisis Infinitesimal. Con frecuencia se afirma
que el Calculo Diferencial se ocupa de mag-
nitudes continuas, y sin embargo, en ningu-
na parte se da una explicacion de esta
continuidad. Ni aun las exposiciones mds
Jformales del Calculo Diferencial basan sus
demostraciones en la continuidad sino que
apelan consciente o inconscientemente a
nociones geométricas o de motivacion geo-
métrica o bien se basan en teoremas nunca
demostrados por medios puramente aritmé-
ticos. Entre estos se encuentra el teorema
antes citado y una investigacion mds cuida-
dosa me convencio de que éste o cualquiera
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equivalente puede ser tomado como funda-
mento suficiente para el Andlisis Infinitesimal.
Solo restaba pues, descubrir su verdadero
origen{..]y llegar a una verdadera definicion
de la esencia de la continuidad. Logré esto el
24 de noviembre de 1858 [...] (Dedekind, ver-
sién 1978, p.2, 3)

Dedekind se plantea la necesidad de clarifi-
car la nocion de continuidad sin apelar a evi-
dencias geométricas. Sin embargo la recta serd
un punto de apoyo importante en su trabajo.
{Como caracterizar matematicamente la con-
tinuidad de la recta que “se veia” en las re-
presentaciones graficas? Dedekind aborda
este problema enunciando la siguiente pro-
piedad: “Si todos los puntos de la recta se
dividen en dos clases de manera que todo
punto de la primera clase se encuentra a la
izquierda de todo punto de la segunda, en-
tonces existe un punto y soélo uno que produ-
ce esta particion de todos los puntos en dos
clases, o sea, ese corte de la recta en dos por-
ciones”. (Dedekind, op. cit., p.11)

Si bien él supone que serd familiar al lector
esta propiedad como atributo de la recta, ad-
mite que puede sorprender que asi se enuncie
la continuidad. Por otra parte, explicitamente
Dedekind afirma el caracter indemostrable de
esta propiedad: “El suponer esta caracteris-
tica de la linea no es otra cosa que un axio-
ma por el cual atribuimos continuidad a la
recta”. (Dedekind, op. cit., p.12).

Dedekind se propuso construir un sistema
numérico que incluyera a los racionales y que
ademas verificase una condicién analoga a
esta propiedad, para lo cual definié las corta-
duras racionales y las afiadi6 a Q, extendien-
do las operaciones aritméticas y la relacion
de orden. Veamos los rasgos esenciales de esta
construccion'®; primeramente define una cor-

tadura racional como cualquier descomposi-
cién del sistema de nlimeros racionales en dos
clases 4; y A, con infinitos elementos cada
una, de tal manera que todo nimero de la cla-
se A, es menor o igual que todo nimero de la
segunda clase 4,. Por otro lado, asigna un
punto de la recta a cada numero racional, a
condicién de haber establecido en larecta un
origen y un segmento unidad.

La no completitud de Q la expresa ahora di-
ciendo: “hay en la recta una infinidad de
puntos que no corresponden a ningun nume-
ro racional |...] hay longitudes que son in-
conmensurables con una unidad de longitud
dada, por ejemplo, la diagonal del cuadrado
cuyo lado es la unidad {...] la recta es infini-
tamente mas rica en puntos que el dominio R
de los racionales en numeros [...] para ver en
Jforma aritmética todos los fenomenos de la
recta, vemos que resultan insuficientes los
numeros racionales y que, por esto, sera in-
dispensable mejorar el instrumento R por
medio de la creacion de numeros nuevos ta-
les que el campo de los numeros adquiridos
alcance la misma completitud, o bien, como
preferimos expresarlo, la misma continuidad
que la linea recta. ” (Dedekind, op. cit., 8,9).

Con esta finalidad, para toda cortadura que
no esta generada por un nimero racional crea
un nuevo nlimero —necesariamente no racio-
nal— que queda determinado por la cortadu-
ra. Afiade estos nuevos nimeros al conjunto
de mimeros racionales definiendo un orden y
las operaciones para esta extension. De esta
forma a cada cortadura racional corresponde
un numero racional o irracional determinado.

Muy resumidamente podriamos decir que
Dedekind ha construido un sistema R orde-
nado y denso, que contiene a los racionales y
de manera tal que toda cortadura racional esté

18 Para ver la construccion completa, se remite al lector a Dedekind, op. cit.
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generada por uno y solo un elemento de ese
sistema. M4s aun, cualquier cortadura de ele-
mentos de R estd generada por uno y sélo un
elemento de ese conjunto.

Con las herramientas tedricas construidas por
Dedekind nos interesa volver a mirar la defi-
nicion de igualdad entre razones entre mag-
nitudes que aparece en el libro V de los
Elementos de Euclides. Dado un par de seg-
mentos (4, B) se puede determinar una cor-
tadura racional a partir de los subconjuntos
C;y C, asi definidos: C; = {m/n tales que n4
< mB}, C, = {m/n tales que n4 > mB} (ha-
bria que incluir el igual en cualquiera de los
dos conjuntos en caso en que 4 y B sean con-
mensurables). Se puede reinterpretar enton-
ces la definicion de Euclides diciendo que dos
razones entre segmentos A : By C : D son
iguales si el par (4, B) determina la misma
cortadura racional que el par (C, D).

Esta relacion entre las cortaduras racionales
y la definicién de igualdad entre razones de
magnitudes que aparece en el libro V de los
Elementos, dio lugar a que varios autores in-
terpretaran el trabajo de Dedekind casi como
un plagio. Algunas de esas criticas las realiz6
Rudolph Lipschitz (1832-1903), y fueron res-
pondidas por Dedekind, dando lugar a un in-
tercambio epistolar que ha sido objeto de
estudio de varios historiadores de la Mate-
mética’®.

Desde nuestro punto de vista didactico con-
sideramos necesario tomar distancia de esta
controversia, para poder distinguir los obje-
tivos y logros de ambas teorias, sin reducir
los alcances de una a la otra, analizindolas
en relacion a su propio proyecto y sin pensar
al pasado como dirigiéndose al presente. Po-
driamos decir que, en el proyecto global de
los Elementos, la definicién del libro V obe-

deci6 a la necesidad de contar con una herra-
mienta para manipular y comparar magnitu-
des. El proyecto de Dedekind de completacion
de los nimeros racionales respondié a la ne-
cesidad de contar con un sistema numérico
que permitiera la validacion de las propieda-
des fundamentales del analisis. Durante los
veintidds siglos que separan las produccio-
nes de ambos matematicos el estatuto epis-
temologico de los numeros racionales se
modificé radicalmente: en los Elementos
se trataban mas bien como razones entre en-
teros, sin tener un caracter de numeros pro-
piamente dichos. El hecho de que no se
trabajara explicitamente con el conjunto de
nimeros racionales hace que no parezca
razonable atribuirle a Euclides una finalidad
— ni atn implicita— de construccion del con-
junto de los nimeros reales.

VI 2 La construccion de Cantor

Cantor realizd su construccion del sistema de
los nimeros reales entre 1871 y 1883, El pri-
mer trabajo en el que abord6 el tema, en 1871,
es un articulo que trata sobre la unicidad de
los coeficientes del desarrollo en series
trigonométricas. De la introduccion de ese
articulo extraemos la siguiente cita: “Pero
para este objetivo estoy obligado a comen-
zar por ciertas explicaciones o tal vez ciertas
simples indicaciones destinadas a iluminar
las distintas maneras en las que pueden com-
portarse las magnitudes numéricas en niime-
ro finito o infinito, para eso voy a dar ciertas
definiciones a fin de hacer lo mas corta posi-
ble la exposicion del teorema en cuestion,
cuya demostracion se encuentra en §3”'( Can-
tor, 1871, p.337, traduccion libre).

Dedic6 los paragrafos 1 y 2 de suarticulo ala
construccidn de los reales mediante sucesio-
nes fundamentales de racionales, y a partir

19 Para ampliar este punto se puede consultar Dugac (1976) y Fichant &Pecheux (1975).
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del 3er. paragrafo retomo la exposicion del
teorema sobre series trigonométricas en don-
de hizo uso del resultado.

El proyecto de Cantor era construir un siste-
ma numérico que incluyera a los racionales y
en el que se verificase la propiedad de que
toda sucesion fundamental de elementos del
nuevo sistema numérico, tuviera como limite
a un elemento de ese sistema”®. Basicamente
Cantor “agreg6” a los racionales un nimero
por cada sucesion fundamental (salvo equi-
valencias) y extendi6 a este nuevo sistema
numérico las cuatro operaciones aritméticas
y la relacion de orden conocida para los ra-
cionales.

Veamos las lineas principales de esa construc-
cién’!: Cantor llama A al conjunto de nime-
ros racionales e introduce nuevos numeros
asociando un signo b a cada sucesion funda-
mental de racionales a;, a;, ...a, ... . Dada
otra sucesion fundamental de racionales a '},
a’y ..a’, ...,(asociadaacierto b’), se deter-
mina un orden entre estos nuevos objetos,
diciendo que b = b’, b > b’ o bien b < b’,
segun si a, —a’, se vuelve infinitamente pe-
quefio, o permanece siempre mayor que cier-
ta cantidad positiva racional o bien permanece
siempre menor que una cierta cantidad nega-
tiva racional, respectivamente, a medida que
n crece. Cantor también compara los nuevos
objetos con los niumeros racionales: dada a;,
a, ...a,, ... asociada a b y dado un racional a
se tendrd que b= a, b > a o bien b < a segln
evolucione la diferencia a, — a a medida que
n crece, de forma anéloga al caso anterior.

Para nosotros, a partir de la definicion del
orden entre los signos b y la manera en que
éstos son intercalados entre los racionales, se

produce un cambio en el estatuto epistemo-
logico de estos objetos. Desde el momento
en que es posible que uno de estos signos sea
igual (0 mayor, 0 menor) a un numero racio-
nal, el signo deja de ser s6lo una denotacién
de sucesiones fundamentales para adquirir un
caracter de nimero, como extension de la
nocién de nimero racional.

De estas definiciones resulta que si b es el
objeto asociado a la sucesion fundamental a;,
ay, ...d, ..., ladiferencia b-a, se vuelve infi-
nitamente pequefia a medida que » crece, lo
cual justifica que se denomine a b “limite de
la sucesion dada a,, aj, ...a,, ...”.Cantor llama
B al conjunto de cantidades b y extiende la
suma, la diferencia, el producto y el cociente
al sistema formado por la uniéon de 4 y B.

Asi como el sistema 4 ha dado lugar al naci-
miento del sistema B, los dos sistemas 4 y B
reunidos generan, por el mismo procedimien-
to, un nuevo sistema C a partir de sucesiones
fundamentales de elementos de 4 y B. Cantor
afirma que: “Mientras que los sistemas By A
son tales que se puede igualar cada uno de
los a a un b pero no todo b a un a, se puede
por el contrario, igualar no solamente cada
uno de los b a un ¢ sino también cada uno de
los ¢ aun b.” (Cantor, op.cit., p.340). Expre-
sa de este modo que al haber agregado a los
racionales los limites de las sucesiones fun-
damentales de racionales, se obtiene un do-
minio numérico en el que se verifica que toda
sucesion fundamental tiene limite.

(Coémo relaciona Cantor los nimeros del nue-
vo sistema con los puntos de la recta? Por un
lado, una vez establecido en la recta un origen
y un segmento unidad U, asigna un numero
racional a cada segmento conmensurable con

2 Que el dominio numérico gozara de esta completitud era un requerimiento de los trabajos de Cauchy

y Bolzano como hemos visto en la seccion V.

%! La construccién completa puede verse en Cantor (1871).
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U. Por otro lado Cantor afirma que, a cada
segmento S inconmensurables con U puede
ser asignada una sucesion de segmentos A4,
que lo aproxime, de modo que cada uno sea
conmensurable con U (toma para ello como
referencia la construccién que se deduce del
teorema 2 del libro X de los Elementos). A
cada segmento 4, corresponde un niimero
racional g, y todos ellos determinan una su-
cesion fundamental con limite 4. Cantor asig-
na este niimero al segmento S.

Esta asignacion permite poner en correspon-
dencia puntos de una recta con nimeros del
sistema B pero la asignacion reciproca no esta,
en principio, garantizada, como manifiesta
Cantor en la siguiente cita: “Para terminar
de enunciar la correspondencia entre el con-
Jjunto definido en §1y la geometria de la rec-
ta, es necesario introducir un axioma, el cual
simplemente dice que, a cada cantidad nu-
mérica, corresponde un determinado punto
de la recta cuya coordenada es igual a esa
cantidad numérica en el sentido que ha sido
expuesto en este §. Llamamos a esta proposi-
cion un axioma, pues por su naturaleza no
puede ser probada de un modo general. [...]
Segun lo anterior, podemos considerar las
diferentes magnitudes numéricas como co-
rrespondientes una a una con los diferentes
puntos de una linea recta”. (Cantor, op. cit,
p-342). Cantor reconoce asi la necesidad de
establecer como axioma la existencia de un
punto en la recta para cada sucesion funda-
mental (salvo equivalencias). Es la manera en
que Cantor expreso la continuidad de la recta.

Una vez enunciado de este modo el axioma de
continuidad de la recta, nimeros y puntos son
la misma cosa: “Para tener mayor claridad, y
sin que sea preciso, nos serviremos de ese modo
de representacion, y cuando hablemos de pun-

tos, tendremos en vista los valores por los que
ellos se obtienen. Para abreviar, llamo siste-
ma de valores a una cantidad dada, finita o
infinita de magnitudes numéricas, y sistema de
puntos a una cantidad finita o infinita de pun-
tos de una recta. Aquello que se enuncie para
sistemas de puntos, puede aplicarse inmedia-
tamente segun lo que se ha dicho, para siste-
mas de valores. ”’( Cantor, op.cit, p.342).

Si bien tanto Cantor como Dedekind vieron
la necesidad de expresar via un axioma la
continuidad de la recta, nos parece interesan-
te destacar el papel diferente que este axioma
jugd en ambas construcciones. Mientras que
para Dedekind la propiedad de la recta cons-
tituy6 el punto de partida de su construccion
de los nameros reales, el proyecto de Cantor
fue conseguir un sistema numérico completo
(completo en el sentido de que toda sucesion
fundamental tenga limite) y dotar finalmente
a la recta de una propiedad andloga.

Como ya sefialamos, Cauchy y Bolzano ha-
bian manifestado su desconfianza hacia el tra-
bajo apoyado en la geometria y su intencioén
de separarse de ella. Muy por el contrario, los
dos “constructores” que acabamos de estu-
diar incorporan a la problematica la relacion
nameros- magnitudes con una consecuente
reflexion sobre la continuidad de la recta.

En los trabajos de Cantor y Dedekind, conti-
nuidad y completitud son abordadas de ma-
nera bien diferente: para el dominio numérico
se efectiia una construccion de manera tal que
el constructo cumpla con la propiedad de
completitud (en la versiéon de completitud
propia de cada autor)®; para la recta, sin em-
bargo, se reconoce la necesidad de establecer
axiomaticamente la continuidad. Sera Hilbert,
unos afios después, el que adopte la via axio-

22 Para que el proyecto de fundamentacién de R quede finalmente realizado via estas construcciones a
partir de Q, serd necesario la formalizacion de N, cosa que realiza Giuseppe Peano (1858-1932).
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matica para dar una respuesta al problema de
la completitud numérica.

VII. La definicién axiomadtica de R
VIL 1. Los axiomas de Hilbert

Algunos afios después, en 1899, se publico el
libro Fundamentos de Geometria de David
Hilbert (1862-1943). Hilbert introdujo los ele-
mentos geomeétricos mediante cinco grupos
de axiomas: los de incidencia, los de orden,
los de congruencia, el de paralelas, y los axio-
mas de continuidad. Los axiomas de conti-
nuidad para la recta que €l presenta son dos:
el axioma de Arquimedes para segmentos y
el axioma de completitud de la recta, que sim-
plemente dice que no es posible agregar pun-
tos a la recta de modo que se preserven las
relaciones y los axiomas anteriores?. (Cf.
Hilbert, version 1971).

Cuando estudiamos €l trabajo de Euclides en
los Elementos, nos habiamos detenido a ana-
lizar ciertas construcciones en las cuales se
hacia un uso implicito de la continuidad.
Como ya hemos visto, la necesidad de incor-
porar como axioma esta propiedad de la rec-
ta fue sefialada por Dedekind y por Cantor en
la segunda mitad del siglo XIX. En Funda-
mentos de Geometria, Hilbert asume la tarea
de establecer un conjunto completo* de axio-
mas para la presentacion de la geometria.
Apoyandose en los axiomas de continuidad
para la recta que propone, Hilbert justifica la

existencia de los puntos considerados en las
construcciones efectuadas por Euclides.

Con las mismas ideas, y por la misma fecha,
Hilbert introdujo axiomas para definir al con-
junto de los mimeros reales. Precede al enun-
ciado de los axiomas la siguiente explicacion:
“En la teoria de los niumeros el método axio-
mdtico es el siguiente: pensamos en un siste-
ma de cosas, llamamos a esas cosas numeros
y los nombramos como a, b, c, y pensa-
mos esos numeros con ciertas relaciones entre
ellos, la forma exactay completa de esas rela-
ciones estd dada por los siguientes axiomas.”.
(Hilbert (1899), p.181, traduccion libre).

Present6 a continuacién cuatro grupos de
axiomas: los de composicion, los de calculo,
los de orden y los de continuidad. Los tres
primeros grupos corresponden a lo que hoy
llamamos definicion de cuerpo ordenado. In-
cluimos a continuacién una traduccion libre
del cuarto grupo, los axiomas de continuidad:

1V 1. (Axioma de Arquimedes ) Sia > 0, y
b > (0 son dos numeros cualesquiera, siempre
es posible sumar a a si mismo una suficiente
cantidad de veces como para que la suma re-
sulte mayor que b. Simbdlicamente a + a +
..ta>b

1V 2. (Axioma de Completitud) No es posible
adjuntar al sistema de los numeros alguna
coleccion de objetos de manera que la colec-
cion resultante siga satisfaciendo los axiomas
anteriores, dicho en pocas palabras, los nu-
meros forman una coleccion de objetos que

*La palabra completo estd usada aqui para referirse a una teoria completa en el sentido 16gico. En la
seccion VIL.2 citamos a Hilbert refiriéndose a ese sentido de la palabra completo en relacién a un conjunto
de axiomas para la geometria: debe servir para probar los teoremas geométricos que ya se conocen.

23 1 os axiomas de continuidad de la recta son:

“¥V,1 (Axioma de la medida o axioma de Arquimedes) Si AB y CD son segmentos cualesquiera enton-
ces existe un numero n tal que n segmentos CD construidos contiguamente desde A a lo largo de la

direccion desde A hasta B, pasaran al punto B

V,2 (Axioma de la completitud de la recta) Es imposible extender en un conjunto de puntos a la recta
con sus relaciones de orden y congruencia de modo que se preserven las relaciones existentes entre los
elementos del conjunto original y las propiedades fundamentales del orden y la congruencia de la

recta que se siguen de los axiomas I, I, Ill y V1.
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no puede ampliarse sin que deje de cumplir-
se alguno de los axiomas precedentes.

Con una denominacién actual, podemos de-
cir que con estos axiomas Hilbert define al
conjunto R como un cuerpo ordenado arqui-
mediano maximal. Hay muchos cuerpos or-
denados arquimedianos, por ejemplo, Q con
el orden usual es uno de ellos, o cualquier
extension algebraica Q(¥n)**. Estos cuerpos
no son maximales en el sentido del axioma
de completitud enunciado por Hilbert (am-
bos estan contenidos estrictamente en R).

En cuanto a la arquimedianidad, esta es una
propiedad que es necesario incluir como axio-
ma en la formulacion de Hilbert, mientras que,
en las construcciones hechas por Cantor y
Dedekind es una propiedad que verifican los
constructos. Una explicacion de este hecho
es que en las construcciones se ha tomado
como punto de partida al conjunto de los ra-
cionales —que es arquimediano con el orden
usual— y se ha establecido un orden para
los nuevos niimeros extendiendo al de los ra-
cionales, de manera tal que se conserva esta
propiedad: en ninguna de las dos construc-
ciones aparecen elementos nuevos mayores
que todos los elementos de Q ni elementos
positivos menores que todo racional positi-
vo. En la presentacion axiomatica de Hilbert,
en cambio, en la que se define a los reales
como un conjunto de objetos que satisfacen
ciertas propiedades, es necesario explicitar la
arquimedianidad pues no se desprende de los
otros grupos de axiomas.

VIIL. 2 Método axiomatico versus método
genético, segin Hilbert.

Actualmente, en algunos cursos y textos en
los que se presenta axiomaticamente a R%,

las construcciones hechas por Dedekind y
Cantor juegan un papel definido: se vuelven
modelos para demostrar la consistencia de ese
grupo de axiomas (consistencia que en defi-
nitiva, descansa en la consistencia de Q). Sin
embargo, a fines del siglo XIX, la via cons-
tructiva no era vista como proveedora de
modelos de las definiciones dadas axiomati-
camente. Hilbert reflexiona especificamente
sobre la relacion entre estas dos vias en (Hil-
bert, 1899), antes de enunciar los axiomas:

“Cuando damos un vistazo en la literatura a
los muchos trabajos sobre la aritmética y so-
bre los principios de la geometria y los com-
paramos entre si, nos damos cuenta que
aparecen analogias o comparaciones, o ele-
mentos que tienen en comin los distintos
objetos y no solo eso, sino también analogias
en los métodos de la investigacion.

Primero veamos la forma y el método con el
que se introducen las definiciones, como apa-
recen los numeros. A partir de la definicion
del niimero 1, uno piensa normalmente en el
proceso de contar a los positivos racionales
2, 3, 4, etc., después se piensa en la sustrac-
cién y por consiguiente en los numeros nega-
tivos. Luego se define mas adelante una
fraccién como un par de ntimeros, y un nu-
mero real se piensa como una sucesion fun-
damental de racionales indefinida.

Podemos nombrar a este método de introduc-
cién a los numeros como método genético,
porque aparece la forma mds general de los
numeros reales, a través de sucesivas exten-
siones de cosas mds faciles. ”(Hilbert (1899)
p.180, traduccién libre)

Hilbert se refiere aqui a una génesis posible,
que no necesariamente responde al orden en

241 Jamamos Q(Vn) al cuerpo generado por los elementos de la forma a + b¥n, cona,be Q.
2 Los axiomas con los que se define a R en la actualidad son algo diferentes de los que introdujo

Hilbert.
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el que se ha ido definiendo cada conjunto
numérico en la matematica. En distintos mo-
mentos de la historia, la extension del con-
junto numeérico en uso, se produce —no sin
una importante tension— a partir de las limi-
taciones que el mismo plantea para resolver
algiin problema®. Los racionales, por ejem-
plo, fueron definidos antes que los enteros ne-
gativos y estos altimos comenzaron a ser
considerados casi al mismo tiempo que los
nameros imaginarios, cuando se trataba de
resolver la ecuacion cubica. Es posible pen-
sar a esa génesis propuesta por Hilbert como
una génesis que responde al problema de ex-
tender o generalizar; sin embargo, ésta es una
problematica que no pertenecia al universo
de trabajo de los matematicos de los siglos
anteriores?’.

En cuanto al método de trabajo en geometria,
Hilbert afirma: “Es muy distinto cuando se
trabaja en geometria. Alli uno toma la exis-
tencia de ciertos elementos con los que em-
Ppieza, por ejemplo empieza con tres sistemas
de cosas, los puntos las rectas y los planos y
a partir de esos elementos uno va constru-
yendo el resto de los elementos siguiendo el
modelo de Euclides a partir de ciertos axio-
mas, como los axiomas de conexion (o com-
posicion), de orden, de congruencia y de
continuidad poniendo esos axiomas unos con
otros y relaciondndolos. Es necesario en ese

caso fijarse que no haya contradicciony que
esté todo completo en el sentido de que debe
ser probado que usando esos axiomas no se
llega a contradiccion y mds aun que el siste-
ma de axiomas que uno tiene pruebe todos
los teoremas geométricos que uno conoce.
Queremos llamar a este método de investiga-
cion el método axiomdtico.” (Hilbert, 1899,
p.180-181, traduccion libre)

Y establece: “Nos preguntamos si realmente
el método genético es el mds adecuado para
el estudio de los numeros y el método axio-
mdtico para el estudio de la geometria. [...].
Mi opinion es la siguiente: A pesar del alto
valor pedagogico y heuristico del método
genético, para la presentacion definitiva y fi-
nal y la total seguridad légica del contenido
de nuestro conocimiento, merece preferencia
el método axiomatico.” (Hilbert, 1899, p.181,
traduccion libre).

En el inciso siguiente estudiamos desde otro
angulo el papel del método axiomatico en el
trabajo matematico?®,

VIL. 3 Producir y comunicar

Nos proponemos hacer una reflexion que
reposa sobre la consideracion de dos tipos
diferentes de “estados” de los saberes mate-
maticos: el saber como producto de la activi-

26 Reconocemos también condicionamientos que operan en el sentido inverso al que hemos identifica-
do en este parrafo: “la concepcion que se hacen los matematicos, en una época dada, de la nocion de
numero [...] determina los limites de sus practicas aritmético - algebraicas” (Dahan-Dalmedico & Peiffer
( 1986),p. 101).

%7 Algunas presentaciones escolares sostienen la “necesidad de cierre de las operaciones” como una
justificacion de la creacién de los diferentes conjuntos numéricos. Esto plantea un problema didactico:
{como hacer vivir en el aula la necesidad del cierre de una operacion, y que esto genere la tension
suficiente como para provocar la extension de dominios numéricos? En el caso de los ntimeros reales,
ademdés, a partir de la necesidad de que las operaciones cierren, es posible atrapar a algunos nimeros
irracionales pero no a todo el conjunto R.

28 Con el nombre de trabajo matematico nos referimos aqui al tipo de trabajo clasico llevado adelante
por la comunidad académica de los matematicos tedricos de la segunda mitad del siglo XX. Nuestra
reflexion no abarcaria al trabajo mas actual de demostracion de teoremas via la computadora.
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dad del matematico, y el saber organizado
para la comunicacién®. Ubicamos al método
axiomatico vinculado a los dos “estados”
mencionados.

Si pensamos en la produccién de conocimien-
to matematico, nos resulta util separar dos
aspectos diferentes del trabajo: por un lado,
el enunciado de conjeturas y teoremas y por
otro la actividad de validacion de los mismos.
Desde nuestro punto de vista, resulta limita-
do el aporte del método axiomatico para lle-
gar al enunciado de teoremas “poniendo esos
axiomas unos con otros y relacionandolos”,
por simple combinatoria deductiva. Al me-
nos no parece que seria muy relevante una
teoria constituida mayormente por teoremas
de este tipo. Hay una componente fuerte en
el trabajo matematico que no se deja atrapar
por la actividad de deducir logicamente. Es
para la demostracion de los teoremas enun-
ciados, que la deduccién logica adquiere toda
su potencia: en opinion de Hilbert —opinion
que en cierto sentido rigio los destinos de la
matematica en el siglo XX— el método axio-
matico es el mas seguro desde el punto de
vista de la validacion. Es por esto que ubica-
mos a la axiomatica inmersa en el proceso de
produccion de saberes. Ahora bien, es necesa-
rio relativizar esta “separacion” entre enunciar
conjeturas y validarlas puesto que en los pro-
cesos de demostracioén se producen muchas
veces modificaciones en las formulaciones

iniciales como producto del conocimiento que
aporta la misma demostracion. Ejemplos de
estas modificaciones son las restricciones al
dominio de validez de la afirmacion, o el agre-
gado de hipdtesis adicionales.

Si ahora pensamos en la comunicacién de los
saberes, el método axiomatico adquiere prota-
gonismo en tanto los saberes que se axiomati-
zan son saberes ya producidos —conformados
por objetos, propiedades y relaciones entre
estos objetos— que se reorganizan para su
exposicion. Hilbert afiade al final de los axio-
mas que definen a R que “reconocemos a
partir de esto la concordancia de nuestro sis-
tema con el conocido de los numeros reales”
de donde se puede inferir que él esta pensan-
do que sus lectores ya conocen el sistema de
los numeros reales. Una nueva prueba de que
se trata de una reorganizacién de saberes que
ya se tienen, que el lector tiene tanto como
Hilbert.

Hasta aqui hemos distinguido dos “estados”
de los saberes matematicos ligados a la pro-
duccién y la comunicacion respectivamente.
Si bien esta distincion nos ha resultado fértil
para entender de manera mas fina el papel del
método axiomatico, es fértil también poner
en duda la posibilidad de separar estos esta-
dos: a la hora de comunicar los saberes, se
produce un proceso de organizacion que ne-
cesariamente modifica los saberes produci-

% Dentro de la comunicacién de los saberes, distinguimos como diferentes la comunicacién a otros
miembros de la comunidad matematica —mas ligada a la produccion de los saberes— y la comunica-
cion inscrita en un proyecto de ensefianza y aprendizaje. Por ejemplo, reconocemos como précticas
diferentes la escritura de un articulo y la de un libro de texto, por su diferente grado de explicitacién y
de contextualizacion, entre otras cosas: Un articulo, a diferencia de un libro de texto, se dirige a un
publico de especialistas que conoce ¢l entorno del tema que se trata. La mencion al trabajo de otros
matematicos se constituye en una exigencia de la escritura de un “paper”, mientras que estas referen-
cias no necesariamente se incluyen en la presentacién de un tema en un libro de texto. Por otro lado,
dentro de la comunicacién inscrita en un proyecto de ensefianza y aprendizaje es muy distinto si se
trata de una primera presentacién de un tema o si se trata de un resumen o una puesta al dia como punto
de partida para comenzar con nuevos temas. La problematica de la comunicacion de los saberes ha
ocupado la atenci6n tanto de matematicos (cf. Thurston, 1994, seccion 3) como de numerosos especia-
listas en didactica de matematica, (cf. por ejemplo Chevallard, 1985).
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dos. El papel de la axiomatizacion puede ser
entonces mejor comprendido si se acepta rom-
per con el esquema “primero se produce co-
nocimiento y luego se comunica”.

VII. 4. Cuando los axiomas aparecen en
los textos: el final de este relato

La opini6n de Hilbert de la conveniencia del
método axiomadtico para la presentacion fi-
nal tarda mas de medio siglo en ser tenida en
cuenta en los libros de texto. Hasta los afios
70, la mayor parte de los textos asumen el
conjunto de los niimeros racionales como bien
definido y, respondiendo a requerimientos que
provienen de la geometria, establecen la ne-
cesidad de incorporar nimeros irracionales.
Dependiendo de los autores, en algunos ca-
sos se hace una construccién al estilo de
Dedekind —por ejemplo el texto de G. Hardy
(Hardy, 1958)— y en otros una construccién
con encaje de intervalos racionales —por
ejemplo en el texto de Richard Courant
(Courant, 1971)—.

Recién a partir de los afios 60, R comienza a
ser presentado axiomaticamente en los tex-
tos de analisis. Los axiomas no difieren ma-
yormente de los propuestos por Hilbert en lo
que se refiere a las propiedades de cuerpo
ordenado, pero si son diferentes en cuanto a
la presentacion de la completitud. En la ma-
yoria de los textos consultados la completitud
se enuncia mediante el axioma de supremo,
recuperando explicitamente una propiedad del
dominio numérico que habia sido identifica-
da por Bolzano en su tratamiento del teorema
del valor medio. Son ejemplos embleméticos
el texto de Michael Spivak® (Spivak, 1977)
y el de Tom Apostol (Apostol, 1995).

VIII. Reflexiones finales

Hasta aqui llega nuestra re-construccion del
proceso histdrico de construccioén de la no-
cion de conjunto de niumeros reales. En esta
reconstruccién —subjetiva y necesariamente
provisoria— hemos intercalado la explici-
tacion de ciertas reflexiones, que aportan en
el sentido de los usos diddcticos que mencio-
nabamos en la introduccion. :

Para concluir con este trabajo quisiéramos
aqui incluir otras reflexiones, algunas de ellas
son enunciadas no tanto por su originalidad,
sino por que hemos podido identificarlas a
partir del ejemplo que representa esta cons-
truccion particular.

En el paragrafo anterior hemos analizado el
papel del método axiomatico desde el punto
de vista de las distintas componentes del tra-
bajo del matematico. Nos interesa ahora to-
mar el punto de vista de la ensefianza. Los
alumnos que llegan a un primer curso de cal-
culo en la universidad han tenido previamen-
te contacto con algunos nimeros irracionales,
pero no se han enfrentado a la problematica
de la completitud, propiedad que se les pre-
senta entonces, por primera vez, cComo un
axioma. ;Cuales son los alcances de una tal
presentaciéon?

Para responder en parte esta pregunta, cita-
mos a Guy Brousseau: “La presentacion
axiomdtica es una presentacion cldsica de la
matemdtica. Ademds de las virtudes cientifi-
cas que se le conocen, parece maravillosa-
mente adaptada para la ensefianza. Permite
a cada instante definir los objetos que se es-
tudian con la ayuda de nociones introduci-

39 E] tratamiento que hace Spivak es bien interesante pues en su presentacién se muestran razones que
hacen necesario incluir la completitud, en la versién dada por el axioma del supremo.
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das precedentemente, y asi organizar la ad-
quisicion de nuevos conocimientos con la
ayuda de adquisiciones anteriores. Asegura
entonces al estudiante y a su profesor un ins-
trumento para ordenar su actividad y acu-
mular en un minimo de tiempo un mdximo de
“saberes” bastante proximos al “saber sa-
bio”. Evidentemente, debe completarse con
ejemplos y problemas cuya solucion exige su
empleo. Pero esta presentacion borra com-
pletamente la historia de los saberes, es de-
cir, la sucesion de dificultades y preguntas que
han provocado la aparicion de conceptos fun-
damentales, su uso para plantear nuevos pro-
blemas, la injerencia de técnicas y preguntas
nacidas de los progresos en otros sectores, el
rechazo de algunos puntos de vista encontra-
dos falsos o burdos y las innumerables dis-
cusiones al respecto. Encubre el “verdadero”
Sfuncionamiento de la ciencia, imposible de
comunicar y de describir fielmente desde el
exterior, para colocar en su lugar, una géne-
sis ficticia” ( Brousseau (1986), p.1). Todo el
recorrido que se ha hecho en este trabajo pue-
de servir para ilustrar la intrincada red de di-
ficultades y preguntas ala cual la presentacion
axiomatica de R no permite acceder. El co-
nocimiento de esta red contribuye a una com-
prension mds profunda del significado de la
completitud®'. Pero es claro que no es facti-
ble hacer presente toda esta historia en los
primeros aprendizajes de este tema.

La eleccion de la presentacion axiomatica en
la ensefianza universitaria de calculo, obede-
ce sin duda a la necesidad de contar enuncia-
dos claros que sirvan como base del trabajo
matematico que se pretende desarrollar. Y
seguramente una presentacion igualmente
so6lida pero constructiva (a la Dedekind o a la
Cantor) no seria adecuada para el inicio de
los estudiantes en el calculo.

Retomando las objeciones de Brousseau,
nosotros identificamos un problema en la
presentacion axiomatica de R en la ensefian-
za: se lleva a cabo antes del despliegue de
relaciones y propiedades entre objetos que son
los que se deseaban recuperar a partir de esa
axiomatizacioén. Si se presentara parte de la
teoria, de los resultados con los que se espera
contar para el trabajo y luego los axiomas
como los necesarios puntos de partida de este
conjunto de teoremas, se podria comprender
mejor el papel que cumple el axioma en la
teoria, la teoria misma como teoria axio-
matica, y mas transversalmente, se puede
empezar a comprender lo que es una teoria
axiomadtica y como es su funcionamiento en
el trabajo matematico. '

Otra reflexion fértil para pensar la ensefianza
que se nos ha hecho visible a partir de este
estudio es que una misma afirmacion mate-
matica, cambia su estatuto y su sentido en
diferentes momentos de la historia, en rela-
cién con diferentes proyectos. Por ejemplo,
hasta el inicio del siglo XIX, la propiedad de
completitud tuvo un caracter instrumental,
de modo tal que parecia ser verificada natu-
ralmente por el conjunto numérico con el que
se estaba trabajando, sin ser explicitamente
enunciada. Cauchy, Bolzano y sus contem-
poraneos, produjeron estas explicitaciones,
otorgandole un cierto estatuto de objeto a la
nocién de completitud, aunque no soluciona-
ron el problema de su fundamentacion. Re-
cién a fines del siglo XIX, la completitud es
vista como un atributo que se busca que po-
sea el conjunto que sé esta construyendo. Fi-
nalmente cobra el caracter de axioma, con la
finalidad de definir un conjunto. La identifi-
cacion de esta cuestion nos abre un interro-
gante —que serd abordado en nuestra
investigacion didactica— acerca del estatu-

3! Comprensién sin lugar a dudas 1til para el didacta, para el matemdtico, para el docente y para quien

se estd formando en la disciplina.
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to, que tiene la completitud para el alumno
en los diferentes momentos de su formacion.

Hay otro fenémeno que nos interesa sefialar:
la relacion modelo matematico —situacion
modelizada puede representar para el traba-
Jjo matematico tanto un punto de apoyo como
un obstaculo. Un punto de apoyo en tanto los
conocimientos del fendmeno modelizado pue-
den actuar como completacion del trabajo que
se hace en el modelo matematico, como con-
trol de los resultados obtenidos o como fuen-
te de conjeturas. Pero completar o controlar
el trabajo via las propiedades del fendémeno
modelizado, hace que se requiera menos tra-
bajo matematico y puede opacar la visualiza-
cion de las eventuales sutilezas del modelo.
En los desarrollos tempranos del célculo, el
hecho de trabajar con problemas de la reali-
dad no permitié problematizar la naturaleza
de los nimeros que se obtenian como solu-
cion. La pregunta sobre la completitud del
dominio numérico esta ligada a la existencia
de solucion en el modelo matematico, y no
en el problema que se modeliza. Abordar el

problema de la completitud en la ensefianza .

hace necesario pensar en un escenario
descontextualizado. Por otro lado la nocidn
de nimero real no se atrapa a partir de pro-
blemas que involucren instrumentos de me-
dicion o la lectura de datos que provengan de
fendomenos fisicos. Para estas situaciones los
nimeros racionales son suficientes. No es
posible mostrar la inconmensurabilidad de
dos magnitudes o la irracionalidad de la me-
dida de una magnitud a partir de datos prove-
nientes de instrumentos de medicion.

En relacion con la validacion es sabido que a
lo largo de la historia de la matematica, los
elementos y argumentos que se consideran
suficientes para validar el trabajo, estin su-
Jjetos a modificaciones. En nuestro estudio
hemos podido identificar estas modificacio-
nes: mientras que para Bombelli, las repre-
sentaciones graficas constituian un marco de

validacion suficientemente robusto, la cons-
truccion de Dedekind tiene su origen en que
los argumentos basados en representaciones
graficas geométricas eran vistos en su época
como insuficientes. La presentacion axioma-
tica, por su parte, es vista como /a mds ade-
cuada —aun para la presentacion en los libros
de texto— respondiendo a las exigencias de
formalizacion del siglo XX. Sélo bajo cierto
valor de la variable validacion fue posible
problematizar la existencia de ciertos nime-
ros (supremos o limites de sucesiones o fun-
ciones) y por lo tanto enfrentar el problema
de la completitud. La construccion de R fi-
nalmente se completa inmersa en una proble-
matica de fundamentacion.

Es posible pensar que también para los alum-
nos, los argumentos considerados como sufi-
cientes para la validacion, se van modificando
en el proceso mismo de construccion del co-
nocimiento.

Los trayectos implicados en la validacion de
afirmaciones, mas alla de constituir una ins-
tancia en la cual se justifica o formaliza aque-
lio que ya se sabe, son un motor para obtener
nuevos conocimientos sobre los objetos y las
relaciones que se conocen. Es un fendmeno
que ha sido muy estudiado por la didactica y
que ha llevado a la incorporacion de una fase
de validacion en el disefio de dispositivos de
aprendizaje. El estudio historico que hemos
presentado permite recorrer estos trayectos en
la génesis historica de la nocion de comple-
titud.

Pensando en la nocién de conjunto de niime-
ros reales, nos parece que enfrentar al alum-
no con la problemaética de la completitud
—esto es, hacer vivir en la clase tanto la ne-
cesidad de la completitud del sistema numé-
rico como el hecho de que esta propiedad no
se deduce de otras conocidas— requiere
que se haya instalado en el aula la necesidad
de fundamentacion, lo cual supone un reco-
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rrido anterior, una cierta “madurez matema-
tica”, haber salido del plano de lo evidente y
un cambio en el tipo de racionalidad.

Deciamos en la introduccion que este trabajo
forma parte de un proyecto de investigacion
en Didactica de la Matematica. Podemos afir-
mar que el analisis que hemos realizado nos
permite entender la existencia de varios
estadios en la evolucidn de estas nociones, y

’

consecuentemente entender la existencia de
varios tipos de equilibrios cognitivos posibles.
Esta “ampliacién de los posibles” servira de
marco para interpretar el espectro de las dife-
rentes practicas que enfrentan los alumnos en
una determinada institucion términos de ni-
veles de conceptualizacion®? de estas nocio-
nes. Estas ultimas cuestiones, objeto de
nuestro trabajo actual, requerirdn de un nue-
vo articulo para ser expuestas.
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