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RESUMEN

Razones, proporciones y proporcionalidad constituyen un
campo ampliamente investigado en los ultimos cincuenta aflos.
Evaluaciones recientes muestran que estos objetos de
conocimiento siguen siendo dificiles de aprender para la
mayoria de los estudiantes, lo que constituye un certero
indicador de la necesidad de hacer mayor investigacion
didactica que permita nuevas comprensiones de dicha
problematica y, por esa via, lograr mayores impactos en el
sistema educativo. En este articulo se revisan y comentan
algunas investigaciones recientes sobre razon, proporcion y
proporcionalidad. De acuerdo con la perspectiva de analisis,
seagrupanentresmomentos: cognitivo, epistémicoy semiotico-
antropoldgico. Finalmente, se plantean algunos problemas de
investigacion a manera de conclusion.

ABSTRACT

Ratio, proportion and proportionality are a field that has been
the object of a wide research in the last fifty years. Recent
evaluations show that, for most students, it is still difficult to
learn these objects of knowledge, which is an actual indicator
that more didactic research should be made in order to come up
with new ways to understand these problem areas. This way,
it could have a great impact on the educational system. In this
article, we revise and we make comments on some of the recent
research on ratio, proportion and proportionality. According to
an analysis perspective, we classify them into three groups:
the cognitive and the epistemic perspective, and the semiotic-
anthropological one. We finally pose some problems of research
for the conclusion.
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RESUMO

Razdes, proporgdes e proporcionalidade constituem um campo
amplamente pesquisado nos ultimos cinquenta anos. Avaliagdes
recentes mostram que esses objetos de conhecimento seguem
sendo dificeis de aprender para a maioria dos estudantes, o que
produz um indicador certeiro da necessidade de promover uma
maior pesquisa didatica que permita novas compreensodes de
tal problematica e, por essa via, conseguir maiores impactos
no sistema educativo. Neste artigo, revisam-se e comentam-
se algumas pesquisas recentes sobre razio, proporgao e
proporcionalidade. De acordo com a perspectiva de andlise,
agrupam-se em trés momentos: cognitivo, epistémico e
semiodtico-antropoldgico. Finalmente, planteiam-se alguns
problemas de pesquisa como modo de conclus@o.

RESUME

Les notions de raison, proportion et proportionnalité font
partie d’un champ de recherche largement répandu dans les
derniers cinquante ans. Des évaluations récentes montrent que
ces connaissances sont toujours difficiles a apprendre pour la
plupart des ¢éleéves, ce qui constitue un indicateur certain du
besoin de faire des recherches en didactique qui permettent
une meilleure compréhension de cette problématique et, de cette
fagon, atteindre des impacts majeurs dans le systéme éducatif.
Dans cet article on révise et on discute quelques recherches
récentes sur les notions de raison, proportion et proportionnalité.
D’apres notre perspective d’analyse, on les agroupe en trois
temps : cognitif, épistémique et sémiologique-anthropologique.
Finalement, on pose quelques problémes de recherche en guise
de conclusion.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Razdo

- Propor¢ao e proporcionalidade
- Raciocinio proporcional

- Pesquisa didatica

MOTS CLES:

- Raison

- Proportion et proportionnalité
- Raisonnement proportionnel

- Recherche en didactique

Razones, proporciones y proporcionalidad (en adelante RPP) han sido conceptos
ampliamente problematizados desde los procesos de aprendizaje y de ensefianza.
Desde los afios sesenta con los trabajos de Piaget sobre el razonamiento formal
de los adolescentes hasta nuestros dias, con una gran diversidad de lineas de
investigacion de caracter cognitivo, didactico, curricular, epistemologico, etc., la
preocupacion por las dificultades relacionadas con la ensefianza o el aprendizaje

de estos objetos de conocimiento sigue vigente.
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A nivel curricular, RPP son objetos de conocimiento importantes, toda vez
que estan presentes en los curriculos propuestos e implementados en la mayoria
de los paises del mundo (Martin, Mullis & Foy, 2008; Mullis et al., 2008;
TIMSS, 2009) con notables similitudes de uno a otro en términos de la forma de
organizacion de los temas, las estrategias pedagogicas, los niveles de complejidad
cognitiva (Adjiage & Pluvinage, 2007; Bosch, 1994; Ponte & Marques, 2005) y
ademas, estructurados en procesos de estudio atomizados en diferentes momentos
de la escolaridad y con pocas conexiones entre si (Garcia, 2005; Guacaneme,
2002; Lundberg, 2011).

Sin embargo, a pesar de la importancia concedida a las RPP en los curriculos,
autores como Vergnaud (1988, 1994), Lesh, Post, y Behr (1988), Adjiage y
Pluvinage (2007), Martin et al. (2008), Garcia y Serrano (1999) informan que
los alumnos no alcanzan niveles apropiados de aprendizaje en estas tematicas
durante su ciclo escolar. Ademas, estudios comparativos de diferentes periodos de
tiempo muestran que los resultados no mejoran significativamente de un afio a
otro (Hodgen, Kuchemann, Brown, & Coe, 2010; Martin et al., 2008).

Asi pues, si bien se reconoce la valoracion que a nivel curricular tienen
ejes tematicos en torno a las RPP, éstas contintian siendo un problema
complejo en relacion con los procesos de ensefianza y de aprendizaje. A pesar
de los importantes avances logrados en la investigacion en didactica de las
matematicas (caracterizaciones finas de los problemas cognitivos y didacticos)
aun no se logran consolidar propuestas que modifiquen la forma como las RPP
se abordan en los contextos escolares.

Este articulo es un recorrido por la investigacion en didactica de las
matematicas de los tltimos afos sobre los aspectos cognitivos, matematicos,
epistemologicos y didacticos relativos a los procesos de ensefianza o de aprendizaje
de las RPP. Este recorrido se organiza en tres momentos que identifican los
énfasis de investigacion que han caracterizado diferentes épocas en el desarrollo
de la investigacion en educacion matematica.

2. UN PRIMER MOMENTO: LOS PROCESOS COGNITIVOS

Los trabajos pioneros sobre las RPP se centraron en el desarrollo del pensamiento
de la proporcionalidad (razonamiento proporcional). Este enfoque tiene sus
origenes en los trabajos de Piaget sobre el desarrollo del pensamiento 16gico
(Piaget & Inhelder, 1958), resaltando la importancia del razonamiento proporcional
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en la constitucion de las operaciones formales del pensamiento. Esta forma de
razonamiento marca el cambio desde el estadio de las operaciones concretas
hacia las operaciones formales, pues supone en los sujetos la capacidad de manejo
simultaneo de clases (multiplicacion de clases)! y del grupo de transformaciones
INRC,? esto es, la coordinacion de las inversiones de las operaciones con
las reciprocidades de las relaciones, ambas necesarias en los procesos de equilibrio
implicados en la comprension de la proporcionalidad. Esta coordinacion muestra
la invariancia de un producto logico (/:'N=R-C) que hace esta estructura ideal
para describir las formas de razonamiento propias de la proporcionalidad (en
términos logicos, como lo hiciera Russell en su momento), ya que permite explicar
los esquemas de coordinacion, compensacion y conservacion necesarios en el
reconocimiento de los patrones de variacién entre variables ligadas por una
variacion directamente proporcional. Por lo tanto, para Piaget, la comprension de
la proporcion comporta dos aspectos, uno loégico y otro matematico. Bajo el aspecto
logico, la proporcion es un esquema que establece relaciones entre relaciones
(una razoén es una relacion entre dos variables, y la proporcion una relacion de
equivalencia entre dos razones) e implica el recurso a una logica de segundo
orden. Bajo el aspecto matemdtico, las compensaciones cuantitativas asumen la
forma de esquemas proposicionales de equivalencia (coordinacion de los procesos
de covariacion entre variables y sus respectivas compensaciones) que permiten
garantizar que en el proceso de variacion se conserve invariante un cociente o
un producto (si Jf} = )f},, entonces xy'=x"y).

Hacia los afios ochenta se produce un giro importante en el curso de las
investigaciones sobre el razonamiento proporcional que, sin dejar de poner
énfasis en los procesos cognitivos, empieza a mirar el problema del desarrollo
del razonamiento proporcional desde la optica de la escuela: el problema es
ahora como ensefiarlo, como lograr que la escuela favorezca procesos de
ensefianza orientados a la constitucion de tal forma de razonamiento.

Asi pues, sobre la base de las etapas propuestas por Piaget e Inhelder
para el desarrollo del razonamiento proporcional, se analizan posibles secuencias de
ensefanza y, reconociendo la complejidad del campo, se edifican nuevas lineas
de investigacion en busca de la comprension de los factores asociados (Karplus,
Pulos, & Stage, 1983; Noelting, 1980; Pulos & Tourniaire, 1985; Tourniaire,
1986). Nos referimos a varios de estos, como los tipos de estrategias elementales

! Coordinacion de los cambios en dos o mas variables de tal forma que aumentos o transformaciones

en una de ellas den lugar a cambios en las otras, logrando que el efecto total mantenga invariante
un determinado fenémeno.

2 Para mayor informacién sobre el grupo INRC ver Vasco (1989).
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en el desarrollo del razonamiento proporcional (acumulaciones coordinadas, valor
unitario, comparacion de razones, razones intensivas, razones escalares, estrategias
erroneas, estrategias de retroceso); los tipos de situaciones que implican
razonamiento proporcional (problemas de tasas o de mezclas, de conceptos
matematicos o de otras ciencias, por ejemplo, la fisica); las variables de
tarea centradas en el estudiante (edad, estadio de desarrollo, capacidad mental o
M-capacidad, estilo cognitivo, inteligencia, género, actitudes y habilidades) o en
la situacion (estructurales —razones enteras o no, lugar de la incognita en la
proporcién, complejidad numérica; o de contexto —tipos de situacion, tipo de
magnitud, familiaridad con la situacion, uso de materiales manipulativos).

Las investigaciones en este periodo permitieron identificar elementos
importantes para la comprension de los procesos de ensefianza y de aprendizaje
en contextos escolares, pero se les puede reclamar que no realizaron un
cuestionamiento al conocimiento matematico que se ensefla en la escuela
sobre las RPP, al asumir que las dificultades de los maestros para ensefar, y
de los alumnos para aprender, podian ser completamente tratadas a partir de
los avances en la comprension de los procesos del desarrollo cognitivo y de los
fenomenos ligados a las condiciones de contexto.

3. UN SEGUNDO MOMENTO: LA ESTRUCTURA MATEMATICA

En los afios noventa se produce un nuevo giro: las investigaciones sobre el
razonamiento proporcional, ademas de las variables de orden cognitivo y de
contexto, entran a considerar otras de orden epistémico relativas a la estructura,
organizacion y naturaleza del conocimiento matematico en juego.

Este cambio estd motivado por los desarrollos que se logran en la didactica
de las matematicas a lo largo de la década de los ochenta,® los cuales, en general,
muestran que cualquier intento de problematizacion didactica en la escuela tiene

3 En relacién con el razonamiento proporcional, dos vias diferentes fueron determinantes en

esta nueva mirada. Una de ellas, desde una perspectiva epistemologica, destaca los trabajos
de Guy Brousseau sobre su teoria de las situaciones didacticas y de Yves Chevallard sobre la
transposicion didactica. La otra, desde una perspectiva cognitiva, destaca el trabajo de
Thomas Kieren sobre los procesos de aprendizaje de los nimeros racionales basados en su
nocién de constructo matematico, y The Rational Number Project coordinado por Merlyn
J. Behr, Richard Lesh, Thomas Post, entre otros, iniciado en 1979, actualmente en actividad
(http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/default.html).
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que considerar el conocimiento matematico como una variable fundamental.
Asi entonces, se integran en los analisis didacticos consideraciones de orden
epistemoldgico, logrando que los problemas sobre la ensefianza y el aprendizaje
en la escuela sean tratados integralmente.

En general, se pueden caracterizar los aportes de este periodo en los
siguientes términos:

(1) Procesos cognitivos implicados en el aprendizaje de los numeros
racionales: caracterizacion de tales procesos y definicion de tipologias
de situaciones relativas a la construccion de la unidad, al tipo de
magnitud y a la cuantificacion de magnitudes (Behr, Harel, & Post, 1992;
Behr, Khoury, Harel, Post, & Lesh, 1997; Kieren, 1988; Ohlsson, 1988).

(2) Razonamiento proporcional en los procesos de aprendizaje en los nifios
en edad escolar: una mejor comprension de los conceptos de razon
y proporcién, de variacidon y covariacion, mostrando sus estrechas
relaciones con la multiplicacion, la division y las magnitudes (Confrey
& Smith, 1994, 1995; Harel, Behr, Lesh, & Post, 1994; Hart, 1988;
Lamon, 1994; Lesh et al., 1988; Schliemann, Carraher, & Brizuela,
2000; Steffe, 1994).

(3) Aritmética de las cantidades: reconocimiento de que los procesos
aritméticos estudiados en la escuela, aditivos o multiplicativos, no solo
requieren operar sobre los numeros que representan las medidas,
sino sobre las cantidades mismas y las magnitudes a las que pertenecen
(construccion de diferentes tipos de magnitud); ello exige consideraciones
tanto cognitivas como didacticas para la ensefianza y el aprendizaje
(Schwartz, 1988).

(4) Estructura cognitiva y didactica del pensamiento multiplicativo:
nuevos enfoques en lo que se denominé el razonamiento proporcional
en edades tempranas (Kaput & West, 1994; Spinillo & Bryant,
1991, 1999) que permitieron identificar, (a) los tipos de procesos de
compensacion, tanto aditivos como multiplicativos, que son precursores
del razonamiento proporcional propiamente dicho, (b) la importancia de
la coordinacion de los procesos de variacion entre espacios de medida
(a partir de los procedimientos escalares o funcionales) para el
desarrollo de los conceptos propios de la proporcionalidad directa,
y, (¢) la necesidad de incluir el papel de las distintas formas de
representacion sobre la construccion de tal forma de razonamiento.
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(5) Campo conceptual de las estructuras multiplicativas: se asume que la
construccion de los conceptos relativos al razonamiento proporcional
se da en un proceso complejo que implica, (a) coordinacion con
otros conceptos interrelacionados, (b) coordinacion entre tipos de
situaciones relacionadas con los conceptos y los procedimientos y (¢) uso
de diferentes formas de representacion implicadas en la construccion de
los invariantes operatorios relativos a los conceptos (Vergnaud, 1988,
1991, 1994).

Mais recientemente se pueden resefiar nuevos aportes en estos mismos campos.

Aportes en relacion con los procesos implicados en la comprension de los
numeros racionales

(1) La razon como funcion. La razon se comprende como una funcion
entre dos magnitudes y la proporcionalidad es vista como una
propiedad caracterizada por la linealidad, bien implicitamente a través
de los procedimientos escalares, o bien explicitamente a través de
los procedimientos funcionales* (Gomez, 2007).

(2) Las fracciones en relacion con las medidas de magnitudes (intensivas o
extensivas). La fraccion no es tanto un operador que cuenta partes de un
todo, sino una relacion que cuantifica la medida relativa entre la parte y
el todo. Esto es, la fraccion % se define a partir de la relacion n-veces,
y la fraccion ga partir de la composicién multiplicativa de la fraccion
;—(Confrey, Maloney, Nguyen, Mojica, & Myers, 2009; Obando,
2003; Thompson & Saldanha, 2003).° Esto también plantea una
estrecha relacion entre los racionales y las estructuras multiplicativas
(Fernandez & Puig, 2002; Gémez & Contreras, 2009; Thompson &
Saldanha, 2003).

(3) El aprendizaje de los numeros racionales y el desarrollo del
razonamiento proporcional (Cortina & Zuiiga, 2008; Howe, Nunes,
& Bryant, 2010, 2011; Nunes & Bryant, 2008; Nunes, Desli, & Bell,
2003; Pitta-Pantazi & Christou, 2009). Se asume la nocion de razon

Estos trabajos profundizan en la propuesta fenomenoldgica sobre las fracciones, las razones y la

proporcionalidad (Freudenthal, 1983, en especial los capitulos 5 y 6).

5 Ver Fandifio (2009) para una sintesis sobre las diferentes aproximaciones didacticas, cognitivas y

matematicas a la ensefianza o aprendizaje de las fracciones.
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como estructurante de los procesos de constitucion del nimero racional
(Lamon, 2012), y el razonamiento proporcional es identificado como la
base de los invariantes que caracterizan las covariaciones ligadas por
una proporcionalidad directa (Fernandez & Llinares, 2010). Esto marca
igualmente una nueva mirada al lugar de las cantidades intensivas en
el aprendizaje de los racionales y en el desarrollo del razonamiento
proporcional (Howe et al., 2010, 2011).

El aprendizaje de los numeros racionales y su relacion con la medida
de magnitudes. En el aprendizaje de los numeros racionales, y en
el marco de la teoria de las situaciones didacticas, se reconoce el papel
fundamental de la medida de magnitudes y de las representaciones
de los mismos en forma de notacion fraccionaria o decimal (Brousseau,
Brousseau, & Warfield, 2004, 2007, 2008). En particular se asume
que la razon es el concepto central para comprender las fracciones,
los decimales y los porcentajes, bien a partir de las diferentes
experiencias de los estudiantes (Ben-Chaim, Keret, & Ilany, 2012;
van Galen et al., 2008), bien en el marco de una construccion relativa a
la multiplicacion y la division, a través de situaciones de ampliacion,
reduccion, repeticion y particion (Lachance & Confrey, 2002). Confrey
y Carrejo (2005) proponen comprender la razon como el invariante en una
serie de cantidades proporcionales entre si, y la fraccion como emergente
de la razon cuando se elige una cantidad arbitraria como unidad y
las demas cantidades se comparan con respecto a esta cantidad.

Campos de investigacion y trayectorias de aprendizaje. Confrey et al.
(2009) identifican siete grandes campos de investigacion® a partir de
los cuales definen trayectorias de aprendizaje: de las particiones y los
conteos multiples a la multiplicacién y la division; las fracciones,
desde la medida y las relaciones parte-todo a la notacion decimal con

®  Repartos equitativos y particion en partes iguales como la base cognitiva para comprender
la multiplicacion, la division, las ratas y las fracciones; la multiplicacion y la division, derivadas
de los repartos equitativos y las particiones en partes iguales y coordinadas con el conteo (y las
correspondencias uno a varios y varios a varios); las razones (entendidas como relacion, como
operador, y como fraccion-medida), las proporciones y las ratas; las fracciones, entendidas en su
dimension de operador sobre cantidades, pero a la vez, como relaciones parte-todo, en donde la
relacion n-ésima parte es comprendida como una relacion primitiva; dreas y volumenes; semejanzas
y escalas; y decimales y porcentajes (Confrey & Maloney, 2008; Confrey et al., 2009).
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sus respectivas operaciones; razones, ratas’ y proporciones, que van
desde las razones como relaciones entre cantidades hasta las relaciones
multiplicativas, areas y volimenes, semejanzas y escalas (Confrey
et al., 2009).

(6) Las fracciones como un proceso de acomodacion de los esquemas de
conteo (Steffe & Olive, 2010). Se asume el aprendizaje de las fracciones
a partir de la constitucion de las unidades compuestas y esquemas de
fracciones® que permiten la medicion de las unidades compuestas como
partes de un todo (relaciones parte-todo) y la iteracion de tales unidades
compuestas para la constitucion de fracciones no unitarias (propias e
impropias). De esta manera, Steffe y Olive rescatan los aspectos
aritméticos de las fracciones, pero parecieran no centrar su atencion
explicitamente en la relacion de las fracciones con sus diferentes formas
de representacidn, en particular, con la notacion decimal, ni en la
medicion de magnitudes.

Aportes en relacion al razonamiento proporcional

Se identifica la importancia del conocimiento sobre los nimeros racionales para el
desarrollo del conjunto de habilidades necesarias en el razonamiento proporcional:
la unitizacion, la variacion de cantidades, el pensamiento relativo y la coordinacion
de conteos iterados crecientes y decrecientes (Pantziarra & Pitta-Pantazi, 2005;
Pitta-Pantazi & Christou, 2009). Se precisa el significado del término: se pasa
de comprender el razonamiento proporcional como la habilidad para utilizar
significativamente conceptos propios de las razones y las proporciones en la

7 De acuerdo al Diccionario de la RAE, “rata” (Del lat. rata parte, rata ratione, pro rata)
significa parte proporcional, variacion por unidad de tiempo. En inglés se diferencia “ratio”
y “rate” que son traducidos en este documento como “razén” y “rata” respectivamente. Asi
entonces, por lo general, “rata” (“rate”) hace referencia a aquellos casos en los que la razon
se establece entre magnitudes de diferente naturaleza, y “razén” (“ratio”) a los casos en los
que la razoén se establece entre cantidades de la misma naturaleza, aunque en espafiol
“razon” se usa en ambos casos sin hacer la distincion. Si es necesario, se suelen utilizar las
expresiones “razon heterogénea” y “razoén homogénea”.

8 Fraccion unitaria —a partir de la relacién parte-todo; composicién de fracciones unitarias
—repeticion de una fraccion unitaria, pero sin superar la unidad; composicion de fracciones
—fracciones de fracciones; iteracion de fracciones —sucesiones de fracciones homogéneas que
pueden incluso superar la unidad; unidad fraccional —una fraccion unitaria que mide a otras no
unitarias; fracciones iguales.
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solucion de situaciones tipicas de proporcionalidad directa (fundamentalmente
situaciones de calculo de una cuarta proporcional), a definir aspectos cognitivos
y metacognitivos implicados en este tipo de razonamiento (Modestou & Gagatsis,
2009, 2010):

- Razonamiento por analogias: capacidad de los estudiantes para
identificar regularidades en las variaciones entre variables, generalizar
dichos patrones, o aplicarlos en situaciones estructuralmente similares.

- Solucionar problemas rutinarios de proporcionalidad: Conjunto de
habilidades que deben desarrollar los estudiantes para la solucion de las
situaciones tipicas del calculo de una cuarta proporcional, y

- Conciencia metacognitiva de la linealidad: capacidad de los estudiantes
para analizar los procesos de variacion entre variables y determinar
cuando dicho proceso puede ser modelado por una proporcionalidad
directa.

Otra linea de aportes, relacionada con la anterior, tiene que ver con los
trabajos en la “sobre-generalizacion de la linealidad”. Brevemente, esta linea
document6 una tendencia generalizada de los estudiantes para aplicar modelos
lineales (en general el uso de la regla de tres) en situaciones en donde no
eran aplicables (De Bock, Van Dooren, Janssens, & Verschaffel, 2002, 2007,
Van Dooren, De Bock, Gillard, & Verschaffel, 2009; Van Dooren, De Bock,
Hessels, Janssens, & Verschaffel, 2005; Van Dooren, De Bock, Hessels, &
Verschaffel, 2004). La busqueda de las causas de esta tendencia a la sobre-
generalizacion llego incluso a proponer la existencia del obstaculo epistemoldgico
de la linealidad (Modestou, Elia, Gagatsis, & Spanoudis, 2008; Modestou &
Gagatsis, 2007, 2009), en tanto la linealidad es un modelo facilmente generalizable
que funciona bien en muchas situaciones de la vida cotidiana, pero que a lo largo
de los afios se hace incluso resistente a los procesos de ensefianza.

Sin embargo, otros trabajos muestran una interpretacion alterna: mas que
un obstéaculo epistemolédgico, la sobre-generalizacion de la linealidad podria ser
el resultado de la ensefianza, y no tanto de la naturaleza implicita de los objetos
de conocimiento (De Bock et al., 2007; De Bock, Verschaffel, & Janssens,
2002; Fernandez & Llinares, 2012; Fernandez, Llinares, Dooren, De Bock, &
Verschaffel, 2010; Fernandez, Llinares, Van Dooren, De Bock, & Verschaffel,
2011; Van Dooren & De Bock, 2008; Van Dooren et al., 2005; Van Dooren et
al., 2004). Si este fuera el caso, seria necesario reestructurar la ensefianza
escolar de tal manera que propusiera a los estudiantes situaciones de modelacion
matematica, tanto lineales como no lineales, permitiéndoles desarrollar, a la
par de los conceptos, la capacidad para describir, interpretar, predecir y explicar
situaciones de diferente tipo.
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Asi pues, si se entiende el razonamiento proporcional en un sentido
mas amplio ligado al reconocimiento de las variables, de las relaciones entre las
variables y de los invariantes operatorios que ligan dicho proceso de variacion,
la conclusion es que efectivamente los estudiantes no tienen los conceptos
propios de la linealidad, y que es precisamente esa falta de conocimiento, y
no un conocimiento resistente al cambio, lo que los lleva a aplicar la linealidad
fuera de su campo de validez. Adicionalmente, se podria argumentar que los
modelos lineales pueden ser una forma natural de organizacion del pensamiento,
una primera aproximacion en la comprension de situaciones o fendmenos mas
complejos y, por lo tanto, mas que un obstaculo epistemoldgico, es una forma
alternativa de organizacion del pensamiento.

Aportes sobre la comprension de lo multiplicativo en edades tempranas

Se identifican trabajos que reconocen la importancia de los conteos multiples y
las correspondencias uno a varios, o varios a varios (formacioén de unidades
compuestas y coordinacion de dos o mas conteos iterados) en la comprension de la
multiplicacién en relacion con la proporcionalidad directa y las variaciones
lineales (Botero, 2006; Bryant & Nunes, 2009; Nunes, 2010). Otro grupo
de trabajos muestra que el aprendizaje de lo multiplicativo estd estrechamente
ligado a los procesos de conteo centrados en el tratamiento de las cantidades,
fundamentalmente, en relacion con el cambio de unidad (Iannece, Mellone, &
Tortora, 2010; Rojas et al., 2011). Finalmente, se identifican trabajos que investigan
el aprendizaje de las fracciones en edades tempranas (nifios entre 6 y 7 afios)
mostrando que los conocimientos informales sobre las fracciones se pueden utilizar
con €xito en situaciones de relacion parte-todo relativas a la multiplicacion y la
division (Mamede, 2010; Mamede & Nunes, 2008).

4. UN TERCER MOMENTO: LO ANTROPOLOGICO Y LO SEMIOTICO

En la primera mitad de la década de los noventa, se difunden ampliamente dos
enfoques tedricos, que si bien corresponden a tradiciones investigativas diferentes,
cada uno a su modo ha proporcionado nuevas formas (metodoldgicas y conceptuales)
de abordar la investigacion en didactica de las matematicas.

Enelmarco deladenominada “Teoria Antropoldgicade lo Didactico” (TAD),
razones, proporciones, proporcionalidad y nimeros racionales se comprenden en
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términos de Organizaciones Matematicas (OM) complejas definidas por tipos de
situaciones, practicas matematicas, técnicas, tecnologias y teorias, estructuradas
alrededor de praxeologias institucionalmente situadas. Diferentes trabajos se han
realizado bajo el enfoque de la TAD para el caso de la proporcionalidad (ver por
ejemplo, Bosch, 1994; Garcia, 2005; Hersant, 2001).

Los trabajos de Bosch (1994) y Garcia (2005) muestran un conjunto de
problematicas, desde el punto de vista del saber de referencia, que pueden
ser la causa de la falta de comprension de los estudiantes con respecto a la
proporcionalidad en la educacion basica:

(I) La homogeneidad de las propuestas clasicas para la ensefianza de la
proporcionalidad, que centran su estudio en los ambitos puramente
numeéricos, separandola de las relaciones funcionales y de otras areas
del curriculo en donde la proporcionalidad podria funcionar como una
herramienta potente en la solucion de los problemas propuestos.

(2) Si bien se identifican elementos praxeologicos en relacion con la
proporcionalidad directa, inversa y compuesta, estos no se integran
en praxeologias globales con mayor coherencia teorica; esto es,
se conservan como fragmentos aislados y con un bajo nivel de
algebrizacion, perdiendo los elementos teorico-tecnoldgicos que
permitirian su integracion en praxeologias globales mas estructuradas
(Bolea, Bosch, & Gascon, 2001; Bosch, Garcia, Gascon, & Higueras,
2006; Garcia, Gascon, Higueras, & Bosch, 2006).

Desde un punto de vista epistemologico, Hersant (2001) muestra que es
necesario diferenciar dos tipos de teorias en funcion de los diferentes tipos de
situaciones relativos a la proporcionalidad. Una de ellas permite describir la
proporcionalidad en términos de razones y proporciones (perspectiva aritmética),
y la otra, en términos de funciones lineales (perspectiva algebraica). La autora
critica el hecho de que los modelos de aproximacion que tiene la escuela hoy en
dia privilegien la aproximacion aritmética sobre la algebraica (Hersant, 2005). Su
tipologia de “géneros de tarea” descansa sobre la naturaleza de las magnitudes o
numeros implicados en la situacion y, por ende, sobre la naturaleza de las relaciones
entre las cantidades o magnitudes (situaciones de una relacion proporcional, de
varias relaciones proporcionales en paralelo, de composicion de proporcionalidades,
de proporcionalidad multiple y de proporcionalidad inversa). Por su parte, los
tipos de tareas se definen en términos de las acciones que debe realizar el
individuo: tipo de calculo (por ejemplo, calcular una cuarta proporcional,
un porcentaje, un coeficiente de proporcionalidad; comparar dos coeficientes de
proporcionalidad, dos razones; aplicar una formula, un teorema), los registros en
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que se presenta la situacion (reconocer el caracter lineal de una aplicacion,
interpretar un coeficiente de proporcionalidad, asociar dos representaciones de una
aplicacion lineal, representar una aplicacion lineal) y los procesos de tratamiento
0 conversion necesarios.

Desde la perspectiva de las representaciones semioticas, se puede rescatar
el reconocimiento de que si bien las distintas tematicas sobre las RPP
abandonaron sus referentes hacia las magnitudes para centrarse en aspectos
puramente numéricos (quizas por el influjo de las matematicas modernas en
los afios setenta), en la actualidad aparece de nuevo un llamado a centrar el
estudio de las mismas en las magnitudes, en particular, en relacion al dominio de
las razones (Adjiage, 2007; Adjiage & Pluvinage, 2007). Igualmente se critica la
clasificacion inicial de Kieren (1980, 1988) en los subconstructos de los nimeros
racionales (cociente, medida, nimero racional y operador multiplicativo), en tanto
mezcla aspectos matematicos y de contexto (situaciones fisico-empiricas) en
su realizacion. Asi, algunos autores (Adjiage, 1999; Deliyiani, Panaoura, Elia,
& Gagatsis, 2008) llaman la atencién sobre la necesidad de separar, por un
lado, los aspectos representacionales (lo que de hecho implica una distincion de
los objetos de conocimiento implicados) relacionados con el aprendizaje de las
razones y la proporcionalidad y, por el otro, los aspectos relacionados con
las situaciones fisico-empiricas. Su trabajo sugiere proponer a los estudiantes
diferentes tipos de situaciones fisico-empiricas (razones entre dos cantidades
heterogéneas, medida, mezcla, frecuencia, dilataciones y cambio de unidad) a
partir de marcos representacionales diversos: graficos (lineales, bidimensionales)
y notacionales (fracciones, decimales). Se busca asi la integracion al interior de, y
entre, los marcos representacionales y situacionales para tener perspectivas mas
amplias con las cuales comprender los aspectos matematicos relacionados con
las razones (relacién multiplicativa entre dos cantidades fisicas), las proporciones
y la proporcionalidad (relacion lineal entre dos cantidades variables) (Adjiage,
2005; Adjiage & Pluvinage, 2007).

Estos trabajos representan un giro importante en la investigacion en didactica,
pues en aquellas investigaciones centradas en los aspectos cognitivos del
desarrollo del pensamiento matematico, las variables de orden contextual no se
consideraban como componentes estructurales del desarrollo, sino tan solo como
catalizadores de dichos procesos, y las formas de representacion no se consideraban
en su perspectiva semiotico-cultural (Roth & Radford, 2011), la cual permite
verlas como algo mas que una externalizacion de los procesos mentales del
individuo, para considerarlas ahora como parte integral del pensamiento; mas
aun, como instrumentos privilegiados del pensamiento.
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5. A MANERA DE CONCLUSION: NUEVOS CAMPOS PROBLEMATICOS

En términos generales se puede decir que la investigacion reportada en este
documento se enmarca en lo que en didactica de las matematicas se ha llamado el
razonamiento proporcional, el cual se ha posicionado como un campo privilegiado
para las investigaciones en virtud de su lugar central en las matematicas que se
ensefian en la escuela, en tanto pone en relacion ambitos conceptuales necesarios
para la comprension y modelacion de multiples situaciones de las matematicas,
las ciencias naturales y sociales y de la vida diaria.

La persistencia de las dificultades relativas a los procesos de ensefianza y de
aprendizaje es una clara muestra de la complejidad subyacente. Esta complejidad
se evidencia en la diversidad de marcos conceptuales elaborados para intentar
comprender los conceptos, las situaciones y los procedimientos relacionados con
los objetos de conocimiento RPP, y en la falta de orientaciones claras a los docentes
para su accion en el aula. Esto ha sido reconocido por diferentes autores en
distintos momentos (Karplus et al., 1983; Koellner-Clark & Lesh, 2003; Lamon,
2007), al expresar que —a pesar del cimulo de investigaciones— es necesario hacer
mas investigacion sobre como los chicos y chicas piensan proporcionalmente,
de tal manera que sirva como base para orientar los procesos de instruccion.

Aportes importantes en la busqueda de esos marcos comprensivos se pueden
reconocer en los tltimos afios a través de lineas de investigacion que, sobre la base
de cuestionar la manera como estan estructurados los procesos de ensefianza de las
RPP en los contextos escolares (Adjiage & Pluvinage, 2007; Bolea et al., 2001;
Bosch, 1994; Comin, 2002; Garcia, 2005; Hersant, 2001; Hersant & Perrin-Glorian,
2005; Ponton, 2012), han mostrado las debilidades de la organizacion matematica
que tienen las propuestas curriculares actuales. De esta manera, se muestra que
es necesario construir nuevos tipos de analisis de los procesos escolares de tal
forma que en ellos se separen los analisis epistemologicos (orientados a la
estructura matematica de la situacidn), de los analisis cognitivos (orientados
a las practicas de los individuos) y de los analisis instrumentales (orientados a
las técnicas utilizables en funcion de los instrumentos disponibles).

Sin embargo, a pesar de los aportes que van apareciendo en la literatura
mas reciente (Ben-Chaim et al., 2012; Bryant & Nunes, 2009; Howe et al., 2010,
2011; Lamon, 2012; Nunes & Bryant, 2008; Ponton, 2012; Pontén, 2008; Steffe
& Olive, 2010), se puede decir que cuestionamientos como los siguientes son aun
problemas didacticos abiertos:
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1. Comprender mejor las filiaciones y las rupturas, las lineas de continuidad
o los saltos cualitativos entre lo aditivo y lo multiplicativo, de tal forma que
los procesos escolares se puedan orientar a potenciar la transformacion
cualitativa de los razonamientos aditivos hacia los razonamientos
multiplicativos. Por ejemplo, preguntas como las siguientes son
temas abiertos de investigacion: ;Pueden los enfoques no aritmetizados
(construidos sobre las magnitudes o las funciones, en particular las
lineales) contribuir a un mejor paso de lo aditivo a lo multiplicativo?
(Qué tipos de relaciones logicas (procesos de unitizacion, relaciones de
equidiferencia o de equicociencia, coordinacion de conteos iterados,
etc.) estan en la base de la construccion de las RPP y hasta donde estas
relaciones son construcciones nuevas o generalizaciones sobre
procesos aditivos? ;Cual es el lugar del conocimiento informal del nifio
en su vida cotidiana en relacion con las RPP (como las particiones,
reparticiones, comparaciones, relativizaciones, etc.) en la construccion de
los objetos de conocimiento formalizados propuestos en la institucion
escolar?

2. En consonancia con lo anterior, intentar comprender mejor cOmo se
establecen las relaciones de continuidad y de ruptura desde los primeros
aprendizajes propios de las estructuras multiplicativas (multiplicacion,
division, fraccion, razon, etc.) hasta la comprension de los numeros
racionales y las relaciones lineales y no lineales, y el lugar que en
dichos procesos pueden tener las diferentes praxis matematicas en torno
a los conceptos de razon, proporcion y proporcionalidad. Por ejemplo,
las preguntas por las praxeologias propias de los numeros racionales,
esto es, por sus tipos de situacion y actividad; por las estructuras
matematicas que soportan tales praxis y, sobre todo, por las lineas de
continuidad o ruptura de una a otra son interrogantes que aun requieren
de mas investigacion. En particular, es necesaria investigacion que
permita la comprension del desarrollo de las magnitudes, sus cantidades
y sus medidas (no tanto desde un punto de vista cognitivo, sino
didactico, fisico y matematico), en relacion con el impacto de éstas en la
construccion de los nimeros racionales, y en general, de la totalidad de
las matematicas que se ensefian y aprenden en la escuela (Lamon, 2007).

3. Comprender mejor el papel (lineas de continuidad y de rupturas del
proceso) de los diferentes tipos de proporcionalidad en particular,
y de correlacién en general, en la construccion del concepto de
funcioén, incluso de funciones no polinomiales (trigonométricas,
exponenciales, logaritmicas, etc.). A este respecto se pueden plantear
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preguntas de investigacion como las siguientes: ;Cudles son
los procesos y procedimientos implicados en la construccion de las
biyecciones asociadas con las covariaciones lineales entre dos o mas
espacios de medida, caracteristicos de ciertos tipos de situaciones?
Si se tiene en cuenta que en la construccion de los isomorfismos de
medida las aproximaciones basadas en procedimientos escalares o
analégicos (f(x+y) =f(x)*+f(y), o f(a-x) = a-f(x)) o las basadas en
procedimientos funcionales o analiticos (f(x) = k-x) responden a
dos fenomenologias distintas (Freudenthal, 1983), entonces, (se
presenta continuidad o ruptura de una aproximacion a la otra, o por
el contrario, son procesos constructivos paralelos?

Asi pues, interrogantes como las anteriores, ademas de potenciar el desarrollo
de investigacion empirica y tedrica sobre los aspectos cognitivos, matematicos
o epistemologicos ligados a la ensefanza o el aprendizaje de las RPP, contribuyen
a diversificar los niveles de analisis sobre las formas de organizacidn escolar de
tales conocimientos.
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