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RESUMEN PALABRAS CLAVE:

El objetivo de este estudio es caracterizar los procesos - Razonamiento
involucrados en la demostraciéon matematica, en el contexto - Demostracion
geométrico y desde una perspectiva cognitiva. En particular, el - Resolucion de problemas

estudio se centra en la caracterizacion de la interaccion entre los
procesos de razonamiento y los procedimientos de verificacion
que utilizan alumnos de secundaria en la resolucion de problemas
de geometria en contexto de lapiz y papel. Los resultados
muestran que la utilizacion de los distintos procedimientos de
verificacion para establecer la verdad de una proposicion se
relaciona con los distintos desenlaces del razonamiento en los
problemas que demandan una demostracion.
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the characterization of the interaction between reasoning
processes and verification procedures that secondary students
use when solving geometry problems in a pencil-and-paper
environment. The results show that the different ways of using
alternative verification procedures to validate a proposition are
related to the different outcomes of the reasoning in problems
that require a proof. 0

000

Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa (2013) 16 (3): 339-368.
Recepcion: Marzo 28,2012 / Aceptacion: Noviembre 8,2012. DOI: 10.12802/relime.13.1633



340 JUAN PRIOR MARTINEZ, GERMAN TORREGROSA GIRONES

RESUMO

O objetivo deste estudo é caracterizar os processos envolvidos
na demonstragdo matematica, no contexto geométrico e a partir
de uma perspectiva cognitiva. Em particular, o estudo se centra
na caracterizac¢do da interacdo entre os processos de raciocinio e
os procedimentos de verificacdo que os alunos do Ensino
Fundamental utilizam na resolu¢do de problemas de geometria
em contexto de lapis e papel. Os resultados mostram que
a utilizacdo dos diferentes procedimentos de verificagao para
estabelecer a verdade de uma proposigdo se relaciona com os
diferentes desenlaces do raciocinio nos problemas que exigem
uma demonstragao.

RESUME

Le but de cette étude est de caractériser les processus
impliqués dans la preuve mathématique dans le contexte
géométrique et dans une perspective cognitive. En particulier,
I’étude se concentre sur la caractérisation de I’interaction
entre les processus de raisonnement et des procédures de
vérification utilisées par les éléves du secondaire dans la
résolution des problémes de géométrie dans le contexte du
stylo et du papier. Les résultats montrent que 1'utilisation de
procédures d’essai différentes pour valider une proposition
est liée aux résultats différents des problémes de raisonnement
qui nécessitent une démonstration.

1. INTRODUCCION

Tras las reformas educativas de los afios cincuenta y sesenta del pasado siglo,
la prueba fue practicamente relegada a la heuristica (Hanna & Jahnke, 1996).
Sin embargo, hoy en dia las orientaciones curriculares de distintos paises,
entre ellos Espafia, y las recomendaciones de organizaciones como el National
Council of Teachers of Mathematics en Estados Unidos destacan como un
objetivo fundamental de la educacién matematica el desarrollo de la capacidad de
razonamiento matematico y, mas en particular, de la capacidad de efectuar
demostraciones matematicas (NCTM, 2000). Lograr este objetivo es un
asunto complejo que se enfrenta con dificultades; hay investigaciones que
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han documentado que los alumnos no sienten la necesidad de la demostracion
deductiva (Hanna & Jahnke, 1996) y no distinguen entre diferentes formas de
razonamiento matematico (explicacion, argumentacion, verificacion y
demostracion) (Dreyfus, 1999).

Una de las agendas de investigacion sobre la resolucion de problemas
geométricos se centra en caracterizar el desarrollo de los procesos cognitivos que
ponen de manifiesto los estudiantes cuando resuelven problemas de geometria
(Bishop, 1983; Fischbein, 1987; Hershkowitz, Parzysz y van Dermolen, 1996;
Zazkis, Dubinsky y Dautermann, 1996; Duval, 1998). Se han planteado una
amplia variedad de modelos tedricos que han servido para avanzar en el estudio
de estos procesos (Bishop, 1983, 1989; Gutiérrez, 1996; Fischbein, 1993;
Presmeg, 1986). Houdement y Kuzniak (2006) identifican tres paradigmas
geométricos, entendidos como formas de utilizar el conocimiento geométrico
en una comunidad escolar, que coexisten en la ensefianza de la geometria. Estos
paradigmas se diferencian por la definicion de los objetos con que trabajan y por
los procesos de razonamiento que utilizan. A partir de los procesos de
visualizacion desarrollados en Duval (1998), Torregrosa y Quesada (2007, 2010)
desarrollan un modelo que explica la coordinacion de los procesos de
visualizacion que tienen lugar cuando los alumnos resuelven problemas
de geometria en un contexto de lapiz y papel. Esta coordinacion de procesos de
visualizacion desemboca a su vez en un proceso de razonamiento que denominan
razonamiento configural. Se generan entonces cuestiones sobre las causas por las
que algunos estudiantes no consiguen realizar tal coordinacion. Mesquita (1989),
Padilla (1990) y Duval (1998) describen en sus investigaciones factores que
influyen en la manera en que es identificada la configuracion relevante para la
resolucion de un problema geométrico. Algunos de estos factores son: convexidad
de la subconfiguracion relevante, complementariedad de las subconfiguraciones
constituyentes y la existencia de subconfiguraciones visualmente predominantes.
Otra causa tiene origen epistemologico: mientras que en otros campos como la
botanica, o la historia, entre otras, la verdad de una proposicion se obtiene
a partir de datos procedentes de la percepcion, de mediciones con algiin aparato
técnico o de testimonios, en matematicas la verdad de una proposicion se
obtiene siempre que ésta se puede situar deductivamente en una serie de otras
proposiciones, donde las proposiciones anteriores tienen valor de verdad (Duval,
2007). En palabras de Balacheff (1988), en el seno de una comunidad
matematica solo pueden aceptarse como pruebas aquellas explicaciones que toman
una forma particular como secuencias de enunciados organizados segiin reglas
determinadas, que se deducen a partir de otros que les preceden. Esta diferencia
entre la practica epistemologica comiin y la de la comunidad de matematicos
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llevaron a Harel y Sowder (1998) a estudiar las concepciones de los alumnos
en relacion con la validacion de proposiciones. Es muy conocida su clasificacion de
los “esquemas de prueba” de los estudiantes que definen como: “4 person’s proof
scheme consist of what constitutes ascertaining and persuading for that
person”, es decir, sus métodos de verificacion de afirmaciones en matematicas
(Harel, 2007; Harel y Sowder, 2007). Estos esquemas de prueba los clasifican
en esquemas de conviccidn externa, empiricos y analiticos. A partir de este
concepto definimos procedimiento de verificacion como el esquema de prueba
utilizado por el alumno para verificar, desde su punto de vista, una afirmacion
matematica que forma parte de su solucion al problema geométrico planteado. Este
concepto nos permitira analizar la relacion entre las situaciones en que desemboca
el razonamiento configural, descritas en Torregrosa y Quesada (2007, 2010) y los
procedimientos que utilizan los alumnos para verificar las afirmaciones que usan
en sus demostraciones cuando resuelven problemas geométricos.

2. MAARCO CONCEPTUAL

Describimos en esta seccion un marco para el estudio de los procesos empleados
en la resolucion de problemas en los que se pide demostrar una propiedad
geométrica. Detallamos también los diferentes procedimientos de verificacion que
utilizan los alumnos para establecer la verdad de una proposicion matematica.

2.1. Procesos de visualizacion

Entendemos por visualizacion “la transferencia de objetos, conceptos, fenémenos,
procesos y sus representaciones a algun tipo de representacion visual y viceversa.
Esto incluye también la transferencia de un tipo de representacion visual a otra”
(Hershkowitz, Parzysz y van Dermolen, 1996, p.163).

Por transferencia entendemos la asociacion realizada por un sujeto, como
respuesta a un estimulo (objeto, fendmeno, concepto,...), cuyo significado depende
del sujeto. Por ejemplo, durante un paseo por la playa, la asociacion del olor a mar
puede variar de un sujeto a otro, segun sea un marinero profesional o un simple
turista. Al primero puede evocarle los dias de tormenta en altamar y al segundo
los placidos momentos pasados en la orilla mientras pescaba con cafia.
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Sin embargo, aunque el ejemplo anterior explica con claridad el significado
que damos al concepto de transferencia, nosotros estamos interesados en las
transferencias realizadas por los alumnos cuando resuelven problemas de
geometria. En este sentido, debemos especificar también el término
configuracion de puntos o simplemente configuracion. Llamamos configuracion
de puntos a cualquier representacion plana de los objetos geométricos, que
consideraremos conjuntos de puntos. Teniendo en cuenta la distincion habitual
entre dibujo y figura y la necesidad de no confundir ambos conceptos, usaremos
también el término dibujo para referirnos a configuraciones de puntos.

Finalmente, el resultado de la transferencia realizada produce un efecto en el
sujeto que la realiza. A este efecto lo llamamos aprehension. Segun el diccionario
de la RAE (2001), aprehension es la captacion y aceptacion subjetiva de un
contenido de consciencia.

De acuerdo con las caracteristicas de la accion realizada por el sujeto sobre
una configuracion, es decir, de los distintos tipos de transferencia realizados,
se pueden distinguir tres tipos de aprehension (Duval, 1998) que caracterizamos
como sigue:

2.1.1. Aprehension Perceptiva

La aprehension perceptiva se caracteriza por la identificacion simple de una
configuracion, es decir, que capta las formas de las cosas sin hacer juicio de ellas
o sin afirmar ni negar (RAE, 2001). Es la primera en ser usada a lo largo de toda
la etapa educativa y también es la primera en aparecer en el desarrollo cognitivo
del alumno (Duval, 1998). Por ejemplo, (Figura 1)

Figura 1

La configuracion anterior puede ser vista como el tejado de una casa, como
la parte superior de una mesa, como cuatro rayas dibujadas en el papel, como la
representacion (el dibujo) de una figura geométrica (objeto mental).
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2.1.2. Aprehension Discursiva

La aprehension discursiva es la accion que produce una asociacion de la
configuracion identificada con afirmaciones matematicas (definiciones, teoremas,
axiomas,...). Dicha asociacion puede realizarse de dos maneras segtn el sentido
de la transferencia realizada. Los dos sentidos de la transferencia implican lo que
se llama cambio de anclaje:

a) Del anclaje visual ——»  al anclaje discursivo

Al dibujo de la Figura 2 se le pueden asociar distintas afirmaciones matematicas:

A “ABC es un triangulo”
T~
B C “ABC es un tridangulo rectangulo”
Figura 2

El observador debe haber identificado en la configuracion de la figura 2 lo
que caracteriza a cada una de las afirmaciones.

b) Del anclaje discursivo ——— al anclaje visual

Ante la afirmacion “ABCD es un paralelogramo”, el observador es capaz
de realizar una configuracion que refleja alguna de las caracteristicas de los
paralelogramos. Esta no tiene por qué ser la misma para todos los observadores.
De igual modo, las afirmaciones matematicas que podemos asociar a las distintas
configuraciones no han de coincidir necesariamente (como se da en el caso de la
equivalencia de caracterizaciones-definiciones). Por ejemplo, (Figura 3)

A B

Sea ABCD un paralelogramo  ———

Figura 3
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2.1.3. Aprehension Operativa

La aprehension operativa se produce cuando, para resolver un problema geométrico,
el resolutor realiza alguna modificacion fisica o mental de la configuracion inicial.
Dependiendo de la modificacion producida, podemos distinguir dos tipos:

— Aprehension operativa de cambio figural: cuando a la
configuracion inicial se le afiaden (o quitan) elementos geométricos
(subconfiguraciones). Por ejemplo, en el dibujo de la Figura 4,

AD=EByAB=ED. Probarque]% E]S.

A E

Figura 4

Una posible solucion es introducir un nuevo elemento geométrico en la
configuracion inicial, el segmento AE, (Figura 5):

A E

Figura 5

Al introducir el segmento AE es posible razonar utilizando el criterio de
congruencia de tridngulos L-L-L (sean AABE y AEDA dos tridangulos que tienen
los lados correspondientes congruentes, entonces AABE = AEDA) y deducir de
aqui la congruencia de angulos pedida.
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Al proceso de introducir un elemento, en este caso un segmento, en la
configuracion inicial es a lo que llamamos aprehension operativa de cambio
figural.

Igualmente, el proceso de identificar subconfiguraciones dentro de la
configuracion inicial, por ejemplo, el triangulo AABE es una aprehension
operativa de cambio figural. En este caso, lo que el observador hace es quitar
mentalmente de la configuracién inicial todos los elementos menos los que
forman la subconfiguracion identificada.

— Aprehension operativa de reconfiguracion: cuando las
subconfiguraciones iniciales se mueven como si fueran piezas de un
rompecabezas.

A continuacion, en la Figura 6, mostramos una prueba del Teorema
de Pitagoras realizada por Bhaskara (s.XII), donde se ponen de manifiesto
la aprehension operativa de cambio figural y la aprehension operativa de
reconfiguracion. En esta prueba aparecen las siguientes configuraciones:

: H

a
Figura 6. Bhaskara siglo XII, obtenida del libro Proofs Without Word (Nelson, 1993, p.4)

En primer lugar podemos observar una aprehension operativa de cambio
figural. En este caso el triangulo inicial se incluye en una configuracion mas amplia,
un cuadrado de lado c. Una vez identificadas las subconfiguraciones formadas
por los triangulos, sus correspondientes lados y el cuadrado situado entre ellos,
a continuacion modificamos la configuracion moviendo las subconfiguraciones
como si fueran piezas de un rompecabezas para obtener otra configuracion. A
este proceso lo denominamos aprehension operativa de reconfiguracion.

2.2. Razonamiento configural: coordinacion de la aprehension discursiva y operativa

Entendemos el razonamiento configural como el desarrollo de la accion
coordinada (aprehension discursiva/aprehension operativa) realizada por el
estudiante, asociando afirmaciones matematicas y/o realizando modificaciones
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en la configuracion inicial cuando esta resolviendo un problema de geometria
(Torregrosa & Quesada, 2007, 2010).

Este razonamiento configural puede desembocar en dos situaciones:

1. La coordinacion da una solucion al problema. En este caso podemos
distinguir dos procesos:

— Truncamiento, que se produce cuando la coordinacién proporciona
la idea para resolver deductivamente el problema. En este momento
el estudiante deja la manipulacion de la configuracion y se centra en
desarrollar procesos deductivos escribiendo los distintos pasos.

— Conjetura sin demostracion, cuando la coordinacion permite resolver el
problema aceptando alguna conjetura mediante percepcion simple.

2. Lacoordinacion no consigue ninguna solucion. En este caso denominamos
a este proceso “bucle”:

— Un bucle se define como el proceso configural en el que se ha llegado a
una situacién de bloqueo que no permite el avance hacia la solucion, y
por tanto, a un estancamiento del razonamiento producido.

Ejemplo de truncamiento

A continuacion tenemos un ejemplo en el que se analiza el proceso configural
seguido en la resolucion del siguiente problema y que permite identificar la
caracteristica especifica del truncamiento:

Problema 1.- En un plano, la recta L es mediatriz de . Sea P un punto del
mismo semiplano, de recta borde L, que Q. La recta PT corta a L en el punto R,
Probar que mPT = mPR + mRQ.

1) s
A
& ¥ T

2) Lamediatriz L es perpendicular a Q_T_(forma angulos rectos).
3) Hay que demostrar que la distancia RQ es la misma que la de RT.
4) Determino los triangulos AQRX y ATRX y tengo:

%R
w:ﬁg;br
5) Congruencia LAL.
6) Lado RX = XR (lado comun).
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7) AI}gulo R)A(Q = B)A(T (la mediatriz es perpendicular y forma angulos rectos:
RXQ =90°=RXT).

8) Lado QX = TX (la mediatriz divide al segmento en partes iguales, es
perpendicular y pasa por el punto medio).

9) La distancia de RQ = RT.

Figura 7. Fragmento de la trascripcion de la solucion

Observamos que en el punto 1) hay un cambio de representacion del texto
discursivo hacia una configuracion inicial (aprehension discursiva que muestra un
cambio de anclaje de discursivo a visual). El texto en el punto 2) denota
otra aprehension discursiva (el estudiante asocia la definicion de mediatriz
a la configuracion y afiade las marcas de angulo recto, es decir, modifica la
configuracion inicial). En 3) el estudiante identifica la igualdad a demostrar
(aprehension discursiva que proporciona la idea que lleva a la solucion) y en el
punto 4) extrae de la configuracion inicial los dos triangulos AQRX y ATRX
(aprehension operativa de reconfiguracion). Conjetura que puede aplicarse la
congruencia lado-angulo-lado (LAL) en 5) aparentemente una aprehension
discursiva y en 6), 7) y 8) verifica las hipotesis de esta congruencia obteniendo la
tesis de la afirmacion en 9), realizando un discurso tedrico.

Ejemplo de conjetura sin demostracion

Problema 2. - Sea el cuadrado ACDF que tiene como drea 1 m*. By E son
puntos medios de AC y FD respectivamente. Calcula el area del paralelogramo
BCEF.

A F
B E
c D
Figura 8
Solucion:

A F

B E —

c D

Figura 9
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Este problema puede resolverse perceptivamente mediante una aprehension
operativa de cambio figural, es decir, afiadiendo a la configuracion inicial
algtin elemento geométrico (en este caso el segmento BE de la configuracion de
la izquierda) y manipulando la configuracion central como piezas de un
rompecabezas (aprehension operativa de reconfiguracion) para obtener una
configuracion (a la derecha) en donde se percibe que el area del paralelogramo es
la mitad del area del cuadrado. En este caso, las distintas conjeturas (como por
ejemplo considerar que los cuatros triangulos son semejantes) no son probadas,
sino admitidas visualmente, es decir, admitidas mediante la percepcion simple de
la configuracion.

Ejemplo de “bucle”

Utilizando el mismo Problema 1, mostramos en la Figura 10 la trascripcion
completa de la solucion dada por otro estudiante.

1) Demostrar mPT = mPR + mPQ

3) QS=ST. Ya que al estar cortada por la mediana, la corta en dos partes iguales.
4) Por lo tanto deducimos que QR=RT.

5) Para demostrar PR=RT ? APRU = ARST.

6) RU=RS

7) 2) S”IA" =PU X lados opuestos a angulos congruentes.

8) 3)PXU=TYS .

9) LAL por lo que APRU = ARST ? PR =RT

10) Por lo que RT=RQ

11) PT=PR+RT

Figura 10

Enel punto 1) el resolutor identifica la tesis que debe demostrarse cometiendo
un error. En el punto 2) construye la representacion de la situacion geométrica
planteada en el enunciado. En la configuracion inicial introduce algunos elemento/s\
geométricos “nuevos” tales como los segmentos QR y PUademas de los angulos X
e Y (aprehension operativa de cambio figural). En 3) usa la definicion de mediatriz
(aunque el resolutor la nombra como mediana), es decir, realiza una aprehension
discursiva, para deducir impropiamente en 4) que QR =RT. En los puntos anteriores,
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dejando aparte las inexactitudes o los errores existentes, observamos una
coordinacion entre la aprehension discursiva y la aprehension operativa (lo
que hemos llamado proceso configural). Ademas en el punto 5) se conjetura que
para demostrar PR = RT debe demostrar APRU = ARST (congruencia LAL).
Esta congruencia no tiene interés para la resolucion del problema ya que puede ser
cierta en este caso particular por la forma que ha tomado la configuracion pero
no en el caso general que demanda el problema. Logicamente la verificacion de
hipotesis no es posible al ser una conjetura indemostrable con lo que de aqui en
adelante se entra en una situacion de bloqueo que no permite el avance hacia la
solucion y por lo tanto un estancamiento del razonamiento producido. En este
caso el estudiante maquilla su bloqueo para dar una apariencia de solucion
simbdlica pero sin demostrar las conjeturas realizadas ni cumplir las condiciones
de lo que conocemos como razonamiento deductivo.

2.3. Procedimientos de verificacion de una proposicion

Una caracteristica esencial de las afirmaciones que se pueden asociar a una
configuracion es que éstas deben ser verdaderas. Pero, ;de cuantas formas
verifican nuestros alumnos las afirmaciones que utilizan?, ;cuales son validas en
el contexto matematico?

Deacuerdo con laintroduccion y a partir del trabajo de Harel y Sowder (1998),
en nuestro trabajo hablamos de procedimiento de verificacion para establecer la
verdad de tal o cual afirmacion. Esto es, el procedimiento utilizado por el alumno
para establecer la verdad, desde su punto de vista, de una proposicion que utiliza
en su cadena de razonamientos para demostrar la propiedad geométrica solicitada.
Distinguimos los siguientes tipos:

1. Procedimiento de verificacion perceptivo: mas alla del registro de la
lengua, hay un acceso a lo representado dado por el contenido de las
proposiciones. Este acceso puede ser inmediato o instrumental, es decir,
directo o sometido a procedimientos experimentales.

2. Procedimiento de verificacion externo: la certeza de la proposicion
proviene de que otros estén de acuerdo con su verdad (profesor, resto del
grupo, conocimientos anteriores,...). La afirmacion se tiene por cierta y
no se cuestiona dicho valor.

3. Procedimiento de verificacion deductivo: la proposicion se puede
situar deductivamente en una serie de otras proposiciones, donde las
proposiciones anteriores tienen valor de verdad.
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Es necesario distinguir el papel de los procedimientos de verificacion en
la practica profesional de los matematicos y sus diferencias en la practica
escolar. Enfrentado a la necesidad de demostrar una proposicion, el matematico
unicamente puede hacer uso de proposiciones previamente demostradas (teoremas)
y de los axiomas de la teoria en que se enuncia la proposicion. En las matematicas
escolares el alumno acepta la verdad de ciertas proposiciones por medio de
procedimientos de verificacion externos, en general la autoridad del profesor.
Entendemos pues que, en el contexto de nuestro estudio, cuando un estudiante
asocia una afirmacién matematica a una configuracion, y esta esta dentro de su
marco tedrico de conocimientos (experiencia escolar), dicha asociacion es valida
aunque el estudiante no pueda probar su veracidad.

3. OBJETO DE LA INVESTIGACION

En este estudio pretendemos identificar los procedimientos de verificacion que
utilizan los alumnos en sus demostraciones y caracterizar la interaccion de estos
procedimientos de verificacion con los desenlaces del razonamiento configural.

4. METODO

4.1. Participantes

En el estudio participaron alumnos de 3° y 4° de Educacién Secundaria
Obligatoria (E.S.O.). En total fueron 38 estudiantes, 20 cursando 3° de E.S.O.
y 18 en 4° de E.S.O. Sus edades estaban comprendidas entre los 14 afios y 10
meses y los 17 afios y 6 meses, aunque la gran mayoria se encontraba entre los
15 y 16 afios. Estos estudiantes no habian recibido instruccion directa acerca
de la demostracion matematica. En la Ley Orgénica de Educacion (2006) hay
multiples referencias al razonamiento matematico, pero no se indica qué clase
de pruebas (comprobaciones, justificaciones, explicaciones, demostraciones,...)
se puede esperar de los alumnos en esta etapa educativa; y tampoco se dice
nada de las distintas técnicas de demostracion. Los estudiantes resolvieron
un cuestionario que les propuso el profesor - investigador durante una sesion en la
clase habitual de matematicas.
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4.2. Instrumentos

Los participantes realizaron un cuestionario con cuatro problemas. En cada uno se
les pidid que probaran una propiedad geométrica diferente. Para la determinacion
del instrumento se tuvo en cuenta que:

— los alumnos dispusieron de una hora para realizar el cuestionario.

— en cada uno de los problemas debian demostrar una propiedad
geométrica elemental.

— en cada uno de los problemas el enunciado iba acompafiado de una
figura.

— los conocimientos tedricos necesarios para resolver los problemas
planteados formaban parte del curriculo matematico de los participantes.

Ademas, la eleccion de las tareas que componen el cuestionario se baso en
la interseccion de dos variables: necesidad de modificar la configuracion inicial
0 no y que la proposicion a demostrar resultase “visualmente evidente” o no.
Estas dos dimensiones articularon la prueba aplicada de forma que los problemas
planteados en el cuestionario se pueden clasificar con arreglo a la interseccion
de estas dos dimensiones en un diseflo 2x2.

A continuacion se muestran los problemas del cuestionario, un analisis de
sus caracteristicas y una posible solucion:

TABLA 1
Problemas del cuestionario y caracteristicas

Problemas del cuestionario Caracteristicas del problema

1. Demuestra que el angulo APB es | — Propiedad geométrica:

recto. Perpendicularidad.

— Latesis no resulta “visualmente”
evidente.

— No es necesario anadir nuevos
elementos a la configuracion inicial
para su resolucion.

— Llamando al centro de la circunferencia
O, una solucién posible es:

— Aislar las subconfiguraciones
formadas por los triangulos
AOAP y AOPB.
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Asociar estos triangulos con la
definicion de tridangulo isosceles,
y con la propiedad que afirma
que los triangulos is6sceles tienen
dos angulos (los opuestos a los
lados congruentes) congruentes.
Aislar la subconfiguracion
formada por el triangulo AAPB.
Asociar al triangulo AAPB la
propiedad: “la suma de los angulos
interiores de un triangulo es 180°”.

2. Sobre una circunferencia de
centro O, marca tres puntos A, B, C.
La circunferencia de diametro [BC]
interseca a (AB) en I. Sea D el punto
medio de [AB]. Probar que las lineas
rectas (OD) y (CI) son paralelas.

(Obtenido de Duval, 2007)

Propiedad geométrica: Paralelismo.
La tesis a demostrar resulta “evidente”.
No es necesario afladir nuevos
elementos a la configuracion inicial.
Una solucién posible es:

Aislar la subconfiguracion
formada por la circunferencia de
diametro BC, el propio diametro
BC y el punto L.

Asociar a esta subconfiguracion
la propiedad matematica que
afirma que el tridngulo AIBC es
rectangulo en .

Aislar la subconfiguracion
formada por la circunferencia de
centro O, los puntos A, B, Cy D.
Asociar a esta subconfiguracion
la propiedad: “las mediatrices

de los lados intersecan en el
circuncentro”.

Aislar la subconfiguracion
formada por el segmento AB y las
rectas Cl y OD.

Asociar la afirmacion
matematica: “dos rectas
perpendiculares a la misma recta
son paralelas entre si”.
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3. Si P es un punto de la mediatriz
del segmento AB demuestra que P
equidista de los puntos A y B.

Propiedad geométrica: Congruencia
de segmentos.

La tesis resulta “visualmente”
evidente.

Una solucion posible es:

—  Afiadir los segmentos APy PB.

— Llamar M al punto de
interseccion de la mediatriz y el
segmento AB.

Es necesario:

— Aislar las subconfiguraciones
formadas por los triangulos
AAPM y ABPM.

— Asociar el criterio de congruencia
de triangulos lado-angulo-lado.

4. Dos circunferencias secantes
tienen por centros P y Q. Por uno de
los puntos de corte, O, se traza una
paralela al segmento PQ, que interseca
a las circunferencias en los punto M y
N. Demuestra que MN=2PQ.

Propiedad geométrica: Congruencia

de segmentos.

La tesis no resulta “visualmente”

evidente.

Es necesario afladir elementos a la

configuracion inicial.

Una solucioén posible es:

— Afiadir los radios PM y PO
en la circunferencia de centro
P y los radios QO y QNen la
circunferencia de centro Q.

— Afadir las perpendiculares al
segmento MN que pasan por Py
Q y los puntos de corte Sy T.

— Aislar las subconfiguraciones
formadas por los tridngulos
AMPS y AOPS; asi como los
triangulos AOQT y ANQT.

— Asociar el criterio de congruencia
para triangulos rectangulos:
“Dos triangulos rectangulos
con un cateto y la hipotenusa
respectivamente iguales, son
congruentes”.

— Aislar la subconfiguracion
SPQT e identificarla como un
paralelogramo (rectdngulo).
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4.3. Procedimiento

Tras la realizacion del cuestionario por parte de los alumnos se procedio al analisis
de las respuestas. En primer lugar, el investigador segment6 las respuestas de
los problemas con el animo de facilitar los analisis posteriores. A continuacion,
se entrevistd a los alumnos con el fin de inferir el procedimiento de verificacion
utilizado en cada una de las afirmaciones realizadas. Se grabo el audio de las
entrevistas. Por tltimo se analiz6 el razonamiento configural realizado para
obtener la solucion al problema. A continuacion tenemos un ejemplo de analisis
realizado a la respuesta del alumno nimero 32 a la tarea 1:

1. Demuestra que el angulo APB es recto

(owsn L «!uludt i o a

culseier ?..tha de . drtow Jerendie,
€1 i i Bne cl 1€u3u{p ©pB
el EQu;lsl tm,fo vl cal- &ug.u(a
wids G0t ek wdie que ol ay.
on,miét J.?O“;\“, towe € gy

AoP es i.ldrrelﬂ’ el cibau’_o Ao
ide  3o°, P“r‘!hwj“'-

L]

30°460° 2 3O 5 et f‘ft'L‘-‘)_

—

Figura 11

Segmentamos la respuesta de modo que cada elemento se corresponde con
una afirmacion realizada por el alumno, sea o no correcta, obteniendo la siguiente
secuencia de afirmaciones:

La distancia de O a cualquier punto de la circunferencia es la misma.
El triangulo OPB es equilatero.

Por lo cual cada angulo mide 60°.

El angulo AOP mide 120°.

El triAngulo AOP es isosceles.

El angulo APO mide 30°.

30°+ 60° = 90°. Si, es recto.

e S

En segundo lugar inferimos, con ayuda de la entrevista, los procedimientos de
verificacion utilizados para establecer la verdad de las distintas afirmaciones
realizadas en las respuestas a las tareas propuestas. A continuacion mostramos un
ejemplo de este analisis para la afirmacion “El triangulo OPB es equilatero”.
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Dices... “El triangulo AOPB es equilatero” ;Por qué?

que si tiene los dos lados iguales porque este (seniala el lado O_P) es
igual a este (seiiala el lado OB)...

Este (O_P) es igual a este (O_B) Jpor qué?

Porque eh... la distancia de O a cualquier punto de la circunferencia
es la misma.

Vale, estos dos son iguales, pero... equilatero ;qué significa?

Que todos sus lados son iguales.

Entonces segun tii, este (PB) también es igual.

St

¢Por qué dices que es equilatero?

Yo pensaba que era equilatero. Como tenia estos dos iguales.

(El profesor dibuja un triangulo isosceles no equilatero) ;tiene este
triangulo dos lados iguales?

St

Jes equilatero?

No

Este (sefialando AOPB) tiene dos lados iguales y afirmas que es
equilatero. jPor qué lo dices?

Pues porque me parecio que era equildatero.

Inferimos que valida esta afirmacion utilizando el procedimiento de
verificacion perceptivo. Deduce que dos lados son congruentes, para el tercero
percibe que es igual a los otros dos.

En ultimo lugar mostramos el analisis del razonamiento configural realizado
por el alumno en la respuesta a la tarea:

a. Aprehension operativa: modifica la configuracion inicial aislando la
subconfiguracion formada por la circunferencia y su centro.

b. Aprehension discursiva: asocia la afirmacion “la distancia de O
a cualquier punto de la circunferencia es la misma”.

c. A. O.: modifica la configuracion inicial aislando el triangulo AOPB.

A. D.: asocia la afirmacion (falsa) “es equilatero” al triangulo AOPB.

A. D.: asocia la afirmacion al triangulo AOPB “los angulos de un
triangulo equilatero miden 60°”.

f.  A. O.: modifica la configuracion inicial aislando el triangulo AAOP.
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g. A. D.: asocia implicitamente la afirmacion “la suma de los angulos
interiores de un triangulo es 180°” y la utiliza para deducir: “el angulo
AOP mide 120°,

h. A, D.:asocialaafirmacion “es isosceles™ al triangulo AAOP y deduce que
OPA y PAO miden 30°. Las afirmaciones 5 y 8 le permiten concluir
que el angulo es recto.

Concluimos que su razonamiento configural desemboca en una conjetura sin
demostracion, que permite al estudiante dar una respuesta al problema aceptando
una conjetura (el triangulo AOPB es equilatero) mediante percepcion simple.

En esta respuesta el alumno valida algunas afirmaciones mediante
procedimientos de verificacion externos (ej. afirmacion 1) y deductivos (ej.
afirmaciones 4 y 6). También utiliza el procedimiento de verificacion perceptivo
cuando afirma en 2) que el triangulo AOPB es equilatero.

5. RESULTADOS

La incorporacion de los procedimientos de verificacion en nuestro analisis de las
producciones de los estudiantes, asi como la diferencia en los participantes a
los que se ha dirigido este estudio nos ha permitido identificar un nuevo tipo de
coordinacion de aprehensiones operativas/discursivas. Esto nos ha permitido
refinar el modelo del razonamiento configural dividiendo la categoria “conjetura
sin demostracion” en dos subcategorias que detallamos a continuacion:

— Empirica, que se produce cuando el estudiante usa regularidades en
los datos o instrumentos de medida para establecer la verdad de la
conclusion pedida en el enunciado de la tarea.

— Conceptual, que sucede cuando el estudiante establece la verdad, mediante
un procedimiento de verificacidén perceptivo de alguna afirmacion
matematica necesaria para construir una cadena deductiva desde las
hipotesis hasta la conclusion.

Como consecuencia de esta incorporacion, los razonamientos configurales
de los alumnos en la solucion de las tareas del cuestionario se han clasificado en:
truncamiento, conjetura sin demostracion empirica, conjetura sin demostracion
conceptual, bucle y sin respuesta. En la siguiente tabla se muestran los resultados
del cuestionario.
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TABLA IT
Respuestas al cuestionario
Con solucion Sin solucion
Alumno | C. Empirica Concce.ptua / Truncamiento | Bucle Blanco

1 3 1

2 4

3 3 1

4 3 1

5 3 1

6 4

7 3 1

8 2 2

9 2 2
10 4
11 2 1 1
12 1 2 1
13 2 1 1
14 2 1 1
15 1 1 2
16 1 3
17 4
18 4
19 1 1 2
20 2 1 1
21 1 3
22 1 3
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23 1 3
24 3 1
25 2 1 1
26 1 1 2

27 1 1 2
28 2 1 1
29 3 1

30 1 1 2
31 1 1 2

32 2 1 1

33 2 1 1
34 2 1 1
35 3 1

36 2 2

37 4

38 1 2 1

El analisis de los razonamientos configurales de los alumnos en respuesta
al cuestionario nos ha permitido identificar cuatro tipos de comportamientos en

relacion

con la demostracion, caracterizados por la interaccidon entre los

procedimientos de verificacion utilizados y el razonamiento configural realizado.
Estos comportamientos no tienen caracter predictivo sobre el comportamiento
futuro del alumno sometido a un instrumento distinto o en un ambito diferente,

ya que el

objetivo de nuestro estudio es cualitativo y la intencidon es mostrar las

conductas identificadas. A continuacion se describen y se muestran ejemplos de
respuestas que representan mejor las caracteristicas que se pretenden mostrar:

L.

Empirico: el razonamiento configural, cuando alcanza una
solucion al problema, desemboca exclusivamente en conjeturas sin
demostracion empiricas. Realizan mediciones para establecer la
verdad de la conclusion. Los procedimientos para medir los podemos
considerar procedimientos experimentales, por lo que asumimos que
el procedimiento de verificacion utilizado es el perceptivo.
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A continuaciéon mostramos la respuesta al problema 3 de la alumna
numero 10.

1. Demuestra que el angulo APB es recto

eque  of ongule  {fene
ane okedon de 90° v tod€
@e ongls ekt Henen

90°

-

Figura 12

En esta respuesta realiza una comprobacion de la tesis a demostrar para
el caso particular que aparece en la figura. Ella percibe a través del uso de
instrumentos de medida (transportador) que la afirmacion es cierta. Utiliza el
procedimiento de verificacion perceptivo mediante la utilizacion de instrumentos
de medida.

En relacion con el razonamiento configural, aisla los segmentos
involucrados en el enunciado y los mide, es decir, realiza modificaciones sobre la
configuracion inicial (aprehension operativa) y les asocia la definicion de angulo
recto (aprehension discursiva). Su ciclo aprehension operativa / aprehension
discursiva, es decir, su razonamiento configural se limita a aislar los elementos
involucrados en la conclusion solicitada por el enunciado y a asociar la definicion
para una comprobacion particular de la tesis pedida, desembocando en lo que
hemos denominado conjetura sin demostracion empirica.

2. Empirico-analitico: hemos observado alumnos cuyos razonamientos a
las diferentes tareas pueden desembocar en cualquier tipo de desenlace.
Tratan de deducir la tesis a partir de las hipotesis del enunciado en
una cadena deductiva, aunque utilizando cualquier procedimiento de
verificacion; si no lo consiguen, dan respuestas de tipo empirico. A
continuacion se muestran las respuestas de la alumna numero 13 a las
tareas 3y 4:
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Figura 13

En esta respuesta la alumna describe un método experimental, utilizando el
compas, mediante el cual comprueba la tesis solicitada por el enunciado.

Dos eircunferencias secantes tienen por centros Py Q;‘;o; anc; S: los
puntos de corte Q) se traza unarecta paralelaal sogrsemuesﬂ; .
interseca a las circunferencias en los puntos My N. De

MN=2PC

X tdo Yo e S dametoo wude e dobe aue
recta Mo tene que mesis of doble que R

Figura 14

En este caso su razonamiento configural desemboca en una conjetura sin
demostracion conceptual. Utilizando el procedimiento de verificacion perceptivo
afirma que “PQ une a los dos radios” (en la entrevista admite que queria decir
que la distancia de P a Q es igual a la suma de los dos radios) y que “MN tiene la
misma distancia que los didmetros de las circunferencias”. Estas observaciones
erroneas le permiten realizar una aprehension discursiva, asociando la afirmacion
“el didmetro mide el doble que el radio”, que le lleva concluir la tesis pedida.

Relime, Vol. 16 (3), Noviembre de 2013



362

JUAN PRIOR MARTINEZ, GERMAN TORREGROSA GIRONES

Conceptual-deductivo: caracterizado por descartar completamente la
conjetura empirica como solucion valida a un problema geométrico.
Sus razonamientos configurales, cuando alcanzan una solucion
a la tarea propuesta desembocan en conjeturas conceptuales y/o
truncamientos. Utilizan cualquier procedimiento de verificacion,
aunque el procedimiento de verificacion perceptivo solo lo utilizan
de modo directo, es decir, sin métodos experimentales y, inicamente,
para verificar afirmaciones intermedias en la cadena deductiva. El
alumno nimero 32, del que mostramos la respuesta a la tarea 1 para
describir el procedimiento de analisis, es un ejemplo de este tipo de
comportamiento. A continuacion detallamos su respuesta a la tarea 3:

SiPesunpunto dela
mediatriz del segmento AB.
Demuestra que P equidista
de los puntos Ay B

I 8

by eq»ic’lisl:x Ae [m .lm puAt_N, ?orque' 1e }orwui\m A{:jw

. &) ‘L\
basogole rec gl congredeye e |G L

up\é- gaum , ast queL .Egi-h (mm“ﬂjilehl o &m‘cm éd'l‘few;
(Jl{ “ua Cuoluify P“u
Ig\uf“ e} ?u&\.
Figura 15

En este caso su razonamiento configural desemboca en un truncamiento.
La aprehension operativa realizada al afiadir los segmentos AP y PB le lleva
a realizar una aprehension discursiva asociando el criterio de congruencia de
triangulos lado-angulo-lado que le permite resolver deductivamente la tarea.

4.

Deductivo: caracterizado por descartar todo tipo de conjeturas (empiricas
o conceptuales) como soluciones validas. El razonamiento configural de
un alumno que descarta el procedimiento de verificacion perceptivo
desemboca en un truncamiento, en cuyo caso resuelve deductivamente
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el problema o en un bucle, en caso de que el razonamiento configural
no consiga obtener la idea que permita solucionar deductivamente
el problema. En el primer caso consiguen llegar a la solucion del
problema, en el segundo caso no, pero no tratan de continuar con su
razonamiento utilizando el procedimiento de verificacion perceptivo.
Si no encuentran la subconfiguracion pertinente, o bien si no conocen
la afirmacion matematica que les permite solucionar deductivamente
el problema, no continuaran con la resolucion dejando huecos en el
progreso de la prueba o afirmando conjeturas sin demostracion.

En la siguiente respuesta a la tarea 4, la alumna 32 descarta el procedimiento
de verificacion perceptivo:

Yo oo qw W a D = Rrecn e, Womm, w® i
e oe BRSOy o e ng‘eg%m\\f\
lei@og. aloaog . de & o O &%‘“&m 5
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beces TR, W  dewmetve coda og dclr ol o
&mu\\eesoﬁ{,

Figura 16

El razonamiento configural de esta alumna en esta respuesta desemboca en un
bucle. Se realiza el siguiente ciclo aprehension operativa/aprehension discursiva:

L.

2.

Aprehension operativa de cambio figural al anadir los segmentos M'P
y ON'y el punto O’. o o
Aprehension discursiva al afirmar que M'P mide lo mismo que PO"y
que ON' mide lo mismo que QO".

Aprehension operativa de reconfiguracion cuando afirma que “se forma
como una recta que mide lo mismo que de P a Q”.
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9 ¢

El comienzo de las frases “yo creo”, “se forma como una”, “no demuestro
nada” o el final de su ultima frase “pero yo creo que es asi” nos informan de que el
procedimiento de verificacion utilizado es el perceptivo. Sin embargo, al finalizar,
después de concluir la tesis pedida afirma que “no demuestro nada al decir esto
pero yo creo que es asi”. Con esta afirmacion muestra su conocimiento de
que el procedimiento de verificacion perceptivo no es valido en la demostracion
de propiedades matematicas, ella misma invalida su respuesta a la tarea. No es
para ella una demostracion. Entendemos que su razonamiento configural
desemboca en un bucle por no encontrar la subconfiguracion o la afirmacion

matematica pertinente para poder obtener de forma deductiva la tesis del problema.

En la siguiente tabla se muestra un resumen de las respuestas al cuestionario
agrupadas por tareas:

TABLA III
Frecuencias y porcentajes de los tipos de respuestas.

Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4
Razonamiento
. Frec. % Frec. % Frec. % Frec. %
Configural
C. Empirica 15 39,5 17 447 14 36,8 15 39,5

C. Conceptual 6 15,8 5 13,2 7 18.4 8 21,1

Bucle 12 31,6 9 23,7 9 23,7 10 26,3
Truncamiento 0 0 0 0 7 18,4 0 0
En blanco 5 13,2 7 18,4 1 2,6 5 13,2

No hemos observado diferencias significativas en los resultados encontrados
en las distintas tareas, puede ser debido al pequefio tamafio de la muestra
o porque las respuestas de los estudiantes dependen mas de los esquemas de
prueba de los alumnos que de las caracteristicas de las tareas. Creemos que seria
necesario en futuros trabajos realizar un estudio con una muestra mas amplia.
Aunque la tarea 3 presenta unos resultados diferentes, nos referimos a que
aparece un porcentaje de truncamientos; esto solo se debe a una disminucion del
porcentaje de respuestas en blanco, y se mantienen porcentajes parecidos para
el resto de las respuestas.
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6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los estudios de Torregrosa y Quesada (2007, 2010) sacaron a la luz la necesidad
de coordinacion de las aprehensiones discursiva y operativa en la resolucion de
problemas de geometria, a partir del estudio de unos problemas resueltos por
futuros maestros de primaria. En sus trabajos se describe la coordinacion de
procesos de visualizacion, que denominan razonamiento configural, detallando las
diferentes situaciones en las que puede desembocar dicho razonamiento
configural, es decir, el ciclo aprehension operativa/aprehension discursiva que
tiene lugar cuando un alumno resuelve un problema de demostracion geométrico.
Nuestro trabajo nos ha permitido, por un lado, refinar el modelo que describe los
distintos desenlaces del razonamiento configural, distinguiendo en el desenlace
que denominamos conjetura sin demostracién dos tipos de respuestas con
caracteristicas distintas, a la luz de los procedimientos de verificacion utilizados
(empiricos y conceptuales); por el otro lado, describir la relacion existente entre
el uso de los procedimientos de verificacion y los desenlaces del razonamiento
configural.

Hemos identificado una serie de conductas diferentes en relacion con la
verificacion de una proposicion matematica. Un comportamiento caracterizado por
razonamientos configurales que desembocan en conjeturas sin demostracion de
tipo empirico, utilizando unicamente procedimientos de verificacion perceptivos.
Encontramos analogias entre este tipo de comportamiento y el paradigma
geométrico que Houdement y Kuzniack (2006) denominan geometria natural.
En este paradigma los objetos estan definidos por el modelo geométrico pero en
correspondencia con la realidad espacial y los medios de prueba son de tipo
material.

El comportamiento deductivo, caracterizado porque se descartan los
procedimientos experimentales y perceptivos en las demostraciones, y donde el
razonamiento se funda sobre las leyes hipotético-deductivas del sistema axiomatico
puesto en juego (propiedades, definiciones, etc.), podriamos identificarlo con
el paradigma geométrico que los mismos autores denominan Geometria
Axiomatica Natural, en la que los dibujos tan sélo son representaciones de
la figura, y ésta es el objeto geométrico descrito por una propiedad y donde la
verificacion se funda en las leyes hipotético-deductivas del sistema axiomatico.

Los otros dos comportamientos se encuentran en estadios de transicion entre
un paradigma y otro. En el primer caso (empirico-analitico), comienzan a tener
en cuenta las leyes hipotético-deductivas y, en concreto, el papel del estatus de las
proposiciones, aunque solamente en la resolucion de algunos problemas ya que en
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otros siguen dando respuesta de tipo empirico. En el segundo caso (conceptual-
deductivo), se abandonan las respuestas de tipo empirico y se tratan de solucionar
los problemas siguiendo las leyes hipotético-deductivas; sin embargo, para
establecer la verdad de una proposicion intermedia en la cadena de proposiciones
desde las hipotesis hasta la tesis final, se usan procedimientos de verificacion
perceptivos, no utilizando instrumentos de medida pero si la percepcion visual.

Aunque no de modo concluyente, algunas respuestas nos invitan a pensar que,
entre los alumnos con un comportamiento conceptual-deductivo, hay algunos que
usan los distintos procedimientos de forma equivalente, es decir, dan la misma
validez a una afirmacion verificada por un procedimiento perceptivo, externo o
deductivo; sin embargo, en otros casos, se limitan a utilizar el procedimiento de
verificacion perceptivo Uinicamente cuando se encuentran en una situacion
de bloqueo y ven esta posibilidad como una via menos valida para conectar con la
tesis que deben demostrar. Esto podria permitirnos, en futuros estudios, refinar
nuestro modelo en atencion a esta caracteristica.

Creemos que el estudio de esta situacion, asi como el papel del estatus que
los alumnos otorgan a las afirmaciones que realizan en sus producciones escritas,
abre nuevas posibilidades para estudios posteriores.

El refinamiento de nuestro modelo de razonamiento configural y el
conocimiento de las causas por las se consigue o no la coordinacion necesaria
para resolver un problema geométrico nos ayudan a comprender las acciones
que desarrolla un alumno, como razona y qué dificultades obstaculizan el proceso
de coordinacidn y, por tanto, su desarrollo de la demostraciéon matematica en
contexto geométrico.
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