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A APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE FUNCAO

MULTIPLE REPRESENTATIONS: A CONTRIBUTION FOR THE LEARNING

OF THE CONCEPT OF FUNCTION

RESUMEN

Eneste articulo se presenta un estudio centrado en la comprension
del concepto de funcion por estudiantes de cuarto de E.S.O -
Escuela Secundaria Obligatoria. Estudia las conexiones que los
estudiantes establecen entre las diversas representaciones de
una funcién, movilizando e interconectando sus conceptos
definicion e imagen de una funcion, siempre que hacen tareas de
resolucion de problemas, exploratorias e investigativas, y
utilizando la calculadora grafica, mediados por el profesor.
Atn estudia la importancia de las representaciones multiples
para el desarrollo del aprendizaje del concepto de funcion.
Pretende también identificar y comprender las dificultades que
los estudiantes manifiestan en el aprendizaje de las funciones,
conociendo mejor las conexiones hechas por ellos entre las
diversas representaciones de las funciones consideradas.

Sigue la teoria definida por Duval (registro de representacion
semidtica) y la teoria cognitivista de Vinner (concepto imagen y
concepto definicion). Los estudiantes trabajaron en clases
de Matematicas en un ambiente de resolucion de problemas, de
tareas exploratorias e investigativas, usando la calculadora
grafica. La metodologia de investigacion adoptada es de tipo
cualitativo e interpretativo. La recoleccion de los datos incluyd
un cuestionario inicial, informes escritos por los estudiantes en
las clases a lo largo de la unidad didéactica “Funciones” y una
entrevista a una pareja de estudiantes al final de la enseflanza de
la respectiva unidad. Los resultados indican que la coordinacion
que los estudiantes hacen entre los diversos registros de
representacion de una funcion y de diferentes funciones,
les permite lograr diferentes perspectivas de una funcion.
La paradoja cognitiva de la comprension matematica fue
destacada por esas estudiantes, a través de la coordinacion
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que hicieron de los registros de representaciones semidticas
(lenguaje natural, algebraico, tablas y graficos), que les permitio
dejar de confundir el objeto matematico funcidon con su
representacion y, ain, lograr una fuerte convergencia del
concepto imagen al concepto definicion de funcion.

ABSTRACT

This article presents a study focused on the understanding of
the concept of function by students of 10th grade. It studies the
connections that students establish among the various
representations of a function, mobilizing and linking his
concepts definition and image of a function, when solving
problem-solving tasks, exploratory and investigative tasks
and using the graphing calculator, oriented by the teacher.
It also studies the importance of multiple representations for
the development of the learning of the concept of function.
It aims to identify and understand, also, the difficulties that
students manifest in the learning of functions, knowing
better the connections made by students between the various
representations of functions considered.

It follows the theory defined by Duval (register of semiotic
representation) and the cognitive theory of Vinner (concept
image and concept definition). Students worked in classes
of mathematics in an environment of problem solving,
exploratory and investigative tasks and using the graphing
calculator. The research methodology adopted is a qualitative
and interpretative. Data collection included an initial
questionnaire, reports written by students in classrooms
throughout the didactic unit “functions” and an interview with
a couple of students after the apprentice. The results indicate
that the coordination that students make between the various
registers of representation of a function and of different
functions allows them to achieve different perspectives
of a function. The cognitive paradox of mathematical
understanding was highlighted by the students through
the coordination that they made of the records of semiotic
representations (natural language, algebraic, tabular
and graphic), which allowed them to stop confusing the
mathematical object function with its representation, and
also achieve a strong convergence of the concept image to the
concept definition of function.
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RESUMO

Este artigo apresenta um estudo centrado na compreensdo
do conceito de fungdo por alunos do 10° ano de escolaridade.
Estuda as conexdes que os alunos estabelecem entre as diversas
representagdes de uma fungéo, mobilizando e interligando os
seus conceitos defini¢do e imagem de uma fungdo, ao resolverem
tarefas de resoluc@o de problemas, exploratdrias e investigativas,
e usando a calculadora grafica, mediados pelo professor.
Estuda ainda a importancia das multiplas representag¢des para
o desenvolvimento da aprendizagem do conceito de fungao.
Pretende identificar e compreender, também, as dificuldades
que os alunos manifestam na aprendizagem das funcgdes,
conhecendo melhor as conexdes feitas pelos alunos entre
as diversas representagdes das fungdes consideradas.

Segue a teoria definida por Duval (registo de representagdo
semidtica) e a teoria cognitivista de Vinner (conceito imagem
e conceito defini¢do). Os alunos trabalharam em aulas
de Matematica num ambiente de resolu¢do de problemas, de
tarefas exploratdrias e investigativas e usando a calculadora
grafica. A metodologia investigativa adotada ¢ do tipo
qualitativo e interpretativo. A recolha dos dados incluiu
um questionario inicial, relatorios escritos pelos alunos
nas aulas ao longo da unidade didactica “Fun¢des” e uma
entrevista a um par de alunas apos a sua lecionagdo. Os
resultados indicam que a coordenag@o que os alunos fazem
entre os varios registos de representacdo de uma funcdo e de
fungdes diferentes permite-lhes alcangar diversas perspetivas
de uma fun¢do. O paradoxo cognitivo da compreensio
matematica foi posto em evidéncia pelas alunas através da
coordenacdo que fizeram dos registos de representagdes
semidticas (linguagem natural; algébrico; tabelar e grafico),
que lhes permitiu deixar de confundir o objeto matematico
fun¢@o com a sua representacgio e, ainda, alcangar uma forte
convergéncia do conceito imagem ao conceito definicdo
de fungdo.

RESUME

Cet article présente une étude centrée sur la compréhension
de la notion de fonction par des éleves de seconde. Celui-ci
étudie les connexions que les éleves établissent entre les
différentes représentations d’une fonction, tout en mobilisant
et en reliant leurs concepts définition et image d’une fonction,
a travers la résolution de taches et de problemes, explorations
et investigations, tout en utilisant la calculatrice graphique,
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orientée par ’enseignant. Il étudie également I'importance
de multiples représentations pour le développement de
I’apprentissage du concept de fonction. Il vise a identifier et a
comprendre, aussi, les difficultés que les éléves manifestent
a lapprentissage des fonctions, tout en connaissant d’avantage
les connexions établies par les éléves, parmi les différentes
représentations des fonctions en cause.

En suivant la théorie définie par Duval (enregistrement de
représentation sémiotique) et la théorie des fonctions cognitives
selon Vinner (concept d’image et concept de définition).
Les éleves ont travaillé dans le cours de mathématiques, dans une
ambiance de taches de résolution de problemes, explorations
et investigations et en utilisant la calculatrice graphique. La
méthodologie de recherche adoptée est une analyse qualitative
et interprétative. La collecte des données comprenait un
questionnaire initial, des rapports écrits par les éleves dans les
classes tout au long de I'unité didactique «Fonctions» et une
entrevue a une paire d’étudiants a la fin des cours de cette unité
didactique. Les résultats indiquent que la coordination
que les éleves font entre les différents enregistrements de
représentation d’une fonction et de différentes fonctions,
leur permet d’atteindre divers points de vue d’une fonction.
Le paradoxe cognitif de la compréhension mathématique a
été mis en évidence par les étudiantes grace a la coordination
qu’elles ont établi des enregistrements de représentations
sémiotiques (un langage naturel, algébrique, par tableaux et
en graphiques), qui leur a permis de cesser de confondre la
fonction d’objet mathématique avec sa représentation, et d’en
parvenir également & une forte convergence d’el concept
image au concept définition de fonction.

1. INTRODUCAO

O estabelecimento de relagdes entre as varias representagcdes de uma fungdo ¢é
um aspeto importante a considerar-se no processo de ensino e aprendizagem,
que deve contemplar acompreensio de relagdes entre varios tipos de representagdes
matematicas, para promover o desenvolvimento de diversos tipos de conexdes e,
consequentemente, a compreensdo do conceito de fungdo (Abrantes, Serrazina &
Oliveira, 1999; Domingos, 2003; Duval, 2006 a; Gagatsis, Mousoulides & Elia,
2006; Pais & Saraiva, 2011). E essencial procurar que os alunos tenham uma
atividade matematica promotora do desenvolvimento da sua capacidade de fazer
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raciocinios envolvendo as fungdes e as suas varias representacdes. Nesse sentido,
torna-se fundamental conhecer as estratégias que os alunos elaboram (D’Amore,
2006) na resolugdo dos problemas e investigagdes propostos envolvendo
fun¢des, bem como as dificuldades que enfrentam em tirar significados das
representagdes das funcgdes e em estabelecer relagdes entre elas.

Uma das dificuldades, para Sajka (2003), resulta da natureza dual do préprio
conceito de fungo. Por exemplo, f(x)=2x+3 diz-nos duas coisas a0 mesmo tempo:
resume o conceito como um todo — para qualquer que seja o argumento dado
(apresentando o objeto) —, mas também permite calcular o valor da fungao para
argumentos particulares (evolugdo/desenvolvimento do processo). A notacio
da func¢@o surge, deste modo, como ambigua, pois f(x) tanto representa o nome da
funcio como o valor da fungfo f, realcando que o seu significado depende do
contexto — o que pode confundir um aluno. Para Saraiva & Teixeira (2009)
algumas das dificuldades que os alunos enfrentam quando tentam compreender
o conceito de fung¢do estdo relacionadas com o uso do conjunto de simbolos
relacionados com ele. O interesse dos alunos ¢ estimulado pelas tarefas
matematicas selecionadas pelo professor e pelas situagdes e contextos que promove
na aula, nomeadamente o de resolu¢@o de problemas e o de tarefas de exploragdo
e investigativas. Assim, e para aqueles autores, a resolugio de tarefas matematicas
daquela natureza pode promover nos alunos o desenvolvimento do seu proprio
pensamento algébrico, da sua capacidade de interpretar e de manipular os
simbolos matematicos, ¢ as relagdes existentes entre eles, bem como desenvolver
a sua capacidade em lidar com as estruturas algébricas, representando ¢
raciocinando de uma forma progressivamente mais abstrata.

A aprendizagem das funcdes deve contemplar o estabelecimento e a
compreensdo de relagdes entre os varios tipos de representagdo (a grafica,
a algébrica, a tabelar e a verbal), pois isso promove o desenvolvimento de
diversas conexdes e a compreensio efetiva do conceito de fungdo (Kaput, 1999;
Mesa, 2004; Kieran, 2006). A construgio, a interpretagdo e a manipulagéo
de representacdes para a relagdo funcional entre duas variaveis, quer sejam de
caracter simbolico, tabelar, geométrico ou outro, proporciona diversos pontos
de contacto com aspetos de natureza algébrica (Kaput, 1999). Os alunos,
em particular no ensino secundario, e para o NCTM (2007), devem aprender as
caracteristicas dos diversos tipos de fun¢des, estabelecendo relagdes entre eles,
e compreender as relacdes entre tabelas, graficos e simbolos, avaliando
as vantagens e desvantagens de cada representacdo. Ao trabalhar com diferentes
representacdes de fungdes, os alunos poderdo desenvolver uma compreensio
mais aprofundada do conceito de fung@o. Mais do que isso, os alunos poderdo ser
capazes de compreender as relacdes entre graficos e simbolos e de avaliar
as vantagens e desvantagens de cada representagdo, consoante os objetivos
pretendidos.
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Relativamente a identificacdo de uma funcdo com uma das suas
representagdes, Saraiva & Teixeira (2009) referem que, frequentemente, os
alunos associam o conceito de fun¢do a uma expressdo algébrica e, por
vezes, ligam o processo de representagdo grafica ao conceito de fungdo onde
a expressdo ¢ necessaria para a efetivar. Para Chazan & Yerushalmy (2003) as
fung¢des sdo conceptualizadas pelos alunos como um tipo especial de relacio.
Na verdade, uma equagdo com duas variaveis pode ser representada por uma
equacdo equivalente que também representa uma fun¢do afim (por exemplo,
6x+3y-1=0 < y=-2x+1/3). Assim sendo, e segundo aqueles autores, o dar
énfase as conexdes entre graficos e expressdes podera beneficiar a compreensio
da existéncia de equivaléncias ou de diferencas. No entanto, conforme referem
Zachariades, Chistou & Papageorgiou (2001), € necessario ter também em conta
as passagens entre outras representagdes e ndo limitar o ensino das representagdes
de fung¢des apenas a passagem da representacio algébrica para a representagio
grafica, podendo levar os alunos a interpretar uma fun¢@o como sendo uma
formula, ou vendo a funcdo apenas como uma equagio, ndo sabendo como dar
sentido a propria defini¢do (Kieran, 2006). Para Sajka (2003), as causas das
dificuldades dos alunos com os simbolos estdo relacionadas com os contextos em
que eles sdo trabalhados nas aulas de Matematica e nas escolhas limitadas que
os professores fazem das tarefas matematicas — o conceito de fungdo muitas vezes
esta ligado ao conceito de formula, e, as vezes, os alunos associam o conceito
de fungdo ao processo grafico, onde uma formula é necessaria para desenha-lo,
mas a propria capacidade dos alunos para manipular os simbolos, e operar com
eles, ndo ¢ suficiente para a sua compreensio estrutural de uma fungdo. Estes
aspectos foram estudados por Fuente & Armenteros (2011), focalizados
num processo de estudo com o limite funcional. Trata-se da existéncia de
um conflito cognitivo entre o que Vinner (1983) designa por conceito defini¢do (a
definigdo verbal do conceito) e conceito imagem (a ideia que uma pessoa associa
ao conceito).

Outra das dificuldades da aprendizagem do conceito de funcéo é referente
a memorizagdo sem compreensdo que os alunos fazem. Focando algumas
conclusées de um estudo a alunos do décimo primeiro ano de escolaridade,
Saraiva & Teixeira (2009) referem que a definicdo de func¢io foi memorizada por
alguns alunos, mas a maior parte deles néo foi capaz de associar as palavras que
escreveram, como “...a um objeto corresponde uma e sé uma imagem”..., com a
representacdo grafica de uma fungéo — escolhendo representagdes graficas que
ndo representavam uma funcdo, contradizendo a afirmagao que haviam escrito
anteriormente. Assim, ¢ evidenciada a existéncia de um conflito cognitivo que
os alunos tém entre o conceito definigdo e o conceito imagem de fungao.
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Este artigo estuda as conexdes que os alunos estabelecem entre as diversas
representagdes de uma fung¢o, mobilizando e interligando os seus conceitos
defini¢do e imagem de uma fungdo, ao resolverem tarefas de resolucdo de
problemas, exploratorias e investigativas, e usando a calculadora grafica,
mediados pelo professor. Estuda ainda a importancia das multiplas representacdes
para o desenvolvimento da aprendizagem do conceito de fun¢do. Pretende
identificar e compreender, também, as dificuldades que os alunos manifestam na
aprendizagem das fungdes, conhecendo melhor as conexdes feitas pelos alunos
entre as diversas representacdes das fungdes consideradas.

2. ESTUDO DAS FUNCOES

2.1. As representacdes de uma fun¢do

Para Duval (2006 a), a ligacdo das diferentes representagdes das fungdes ndo ¢
simples de fazer, e a apreensdo do conceito de fungdo deve visar a coordenagio
entre as suas diversas formas de representacio, ou seja, a grafica, a tabelar, a
algébrica e a verbal. Aquele autor afirma também que as representagdes s6 sdo
mobilizadas e desenvolvidas se puderem ser transformadas noutras, realgando,
assim, a importancia da conexfo entre representagdes para a aquisicdo dos
conceitos matematicos.

Duval (2006 b) considera que as representagdes podem ser individuais
(crengas; concecdes), as quais se tem acesso atraveés da producdo de esquemas ou
de verbalizagdo individual, e podem ser signos e suas associagcdes complexas
(semidticas), produzidos de acordo com regras para permitir a descrigdo de
um sistema, de um processo ou de um conjunto de fenomenos. As representagdes
semiodticas incluem a linguagem e assumem-se como ferramentas comuns para
produzir novos conhecimentos, ¢ ndo s6 para a comunicagio de representacdes
mentais concretas. O seu crescimento foi, para Duval (2006 b), uma condigéo
essencial para o desenvolvimento do pensamento matematico, destacando o papel
dos signos e realgando os sistemas semioticos de representacdo, ndo apenas para
designar, e para comunicar, os objetos matematicos, mas, essencialmente,
para trabalhar sobre, e com, eles. Ou seja, para aquele autor, os signos e a
transformag¢do das representagdes semioticas sdo a esséncia da atividade
matematica.
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Porém, o facto dos objetos matematicos ndo estarem acessiveis percetivamente
(e em Matematica a atencdo dirige-se sempre para “todos os casos possiveis
e ndo sd para aqueles que sdo realmente observados ou observaveis”) leva ao que
Duval (2006 a) designa por paradoxo cognitivo da compreensdo Matematica —
como ¢ que um aluno pode distinguir o objeto matematico representado numa
representacdo semiotica usada se ele ndo tem acesso ao objeto matematico
fora das representagdes semioticas? Duval (2006 b) afirma que a atividade
matematica exige diferentes sistemas de representacdo semiotica que podem
ser usados de forma livre, seja de acordo com a tarefa a desenvolver ou com a
questdo em causa, o que leva a que alguns processos sejam mais faceis num
sistema semidtico do que noutro, ou, mesmo, eventualmente, num tnico sistema.
Em muitas situa¢des da atividade matematica sdo usados, implicita ou
explicitamente, pelo menos dois sistemas de representacéo, sendo a Matematica o
dominio onde se encontra a maior banda de sistemas de representagdo semidtica
— os que se referem a qualquer tipo de pensamento, como a linguagem natural, e
os especificos a Matematica, tal como as notag¢des formal e algébrica. No entanto,
e segundo Duval (2006 a), os objetos matematicos nunca podem ser confundidos
com as representacdes semidticas que permitem alcanca-los e utiliza-los (Berger,
2010). A dificuldade em adquirir um conceito matematico, como o de fungio,
aumenta se se tiver em conta que ndo ha s6 uma representacdo para um objeto
matematico, mas sim uma grande diversidade de representacdes, o que leva
aquele autor a questionar como € que os alunos podem reconhecer o mesmo
objeto representado através das representagdes semioticas que sdo produzidas
dentro de diferentes sistemas de representagdo. Como identificar o mesmo objeto
matematico em cada uma das representagdes?

De acordo com a sua perspetiva de que a atividade matematica consiste
intrinsecamente na transformagao de representac¢des, Duval (2006 b) refere que ha
dois tipos de transformacdes de representacdes semidticas radicalmente diferentes:
1. Tratamento; ¢ 2. Conversdo. A primeira € uma transformacéo de representacdes
realizada dentro do mesmo registo ¢ a segunda consiste na mudanc¢a de um
registo para outro sem alterar os objetos matematicos que estdo em jogo. Duval
(2006 b) defende que os tratamentos dependem fortemente das possibilidades
da transformag¢do semidtica, que sdo especificas do registo utilizado, onde o
conteido da representagdo depende mais do registo da representacdo do que
do objeto representado. Ou seja, a relagdo entre o conteudo da representacio
e 0 objeto representado depende do sistema que € mobilizado para a produgéo
da representacdo. Defende, ainda, que a conversdo é uma transformacéo de
representacdo mais complexa do que a do tratamento, na medida em que qualquer
mudanga de registo exige o reconhecimento do mesmo objeto representado entre
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as duas representagdes cujos conteudos nio tém, muitas vezes, nada em comum.
Isto leva a que seja natural que, nas conversdes, os alunos evidenciem mais
dificuldades do que nos tratamentos.

Retomando o designado paradoxo cognitivo da compreensdo matematica —
como € que o objeto representado pode ser identificado a partir de uma representagdo
semidtica usada quando ndo ha acesso ao objeto matematico fora das
representagdes semioticas —, Duval (2006 b) afirma que o primeiro problema de
compreensdo na aprendizagem da Matematica ¢ um problema de reconhecimento
e de discriminag@o. Quando um aluno encara duas representagdes de dois registos
diferentes, como ¢ que ele pode reconhecer o mesmo objeto matematico
representado dentro dos seus respetivos contetidos? Como € que um aluno pode
discriminar, em qualquer representacdo semiotica, aquilo que é matematicamente
relevante e o que ndo o é? A resposta dada por Duval (2006 b) ¢ a de que a
compreensdo em Matematica assume a coordenacdo de pelo menos dois
registos de representagdes semidticos, sob pena de se poder confundir um objeto
matematico com a sua representacdo. Ou seja, é a articulagdo dos registos que
constitui uma condicao de acesso a compreensdo em Matematica e ndo o inverso, 0
“enclausuramento” em cada registo. Como exemplo, Duval (2006 b) considera
o caso das fungdes lineares, onde a observagéo conjunta da expressdo algébrica e
do grafico, ou o conhecimento em como desenhar o gréfico a partir da expressdo
algébrica, ndo ¢é suficiente para o reconhecimento da mesma funcdo através
destes dois tipos de representag@o. Para que tal seja feito, é necessario um maior
aprofundamento cognitivo — ser capaz de discernir como € que dois graficos
que parecem visualmente semelhantes sdo matematicamente diferentes. Para
Duval (2006 b) ¢ apenas investigando varia¢des da representacdo no registo de
origem e variagdes da representagdo num outro registo que os alunos podem
1) compreender o que ¢ matematicamente relevante numa representacéo, ii) alcangar
a sua conversdo num outro registo, e iii) dissociar o objeto a partir do contetido
dessas representagdes.

2.2. O conceito de fungdo

Na tematica da aprendizagem do conceito de fungdo, e na teoria cognitivista
de Vinner (1983), ha duas dificuldades principais: i) uma prende-se com a
nocdo do proprio conceito e, a outra, ii) com a determinacéo de quando ¢
que um conceito esta corretamente formado na mente do aluno. O modelo
explicativo deste processo cognitivo tem por base as nogdes de conceito imagem
e conceito definicdo. A primeira ¢ uma ideia associada na nossa mente ao nome
de um conceito que inclui todas as imagens mentais, propriedades e todos os
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processos que lhe estdo associados. Pode ser, por exemplo, uma representagao
grafica ou algébrica e ¢ construida ao longo do tempo a partir das experiéncias
que cada pessoa tem. A nogdo de conceito defini¢cdo trata da definigdo verbal que
explica o conceito de modo exato. Segundo Vinner, para se adquirir um conceito
ndo basta o conhecimento da defini¢do, pois tal ndo garante a sua compreensao e,
paraaatingir, € preciso ter um conceito imagem. Assim, o processo de formacao dos
conceitos deve combinar, numa agdo reciproca, o conceito defini¢do e o conceito
imagem. Por vezes o conceito defini¢do é reconstruido tendo como referéncia
o0 conceito imagem, outras vezes ¢ o conceito imagem que € reconstruido a partir
do conceito defini¢do, resolvendo-se, assim, um potencial conflito cognitivo
existente.

Isto exige que os alunos tenham contato com as diversas representacdes de
uma func¢do e de familias de fungdes, estabelecendo relagdes entre elas
e desenvolvendo, desta forma, o conceito imagem de funcéo, aproximando-o cada
vez mais do conceito definicdo.

Assim, a aprendizagem do conceito de fungéo requer o estabelecimento
de conexdes entre as suas representagdes e o confronto de ideias que nem
sempre sdo faceis de agregar. Como tal, os alunos precisam ser acompanhados
na sua aprendizagem, para que a definicdo que se pretende que interiorizem e
a imagem que tém de fun¢fo se complementem ¢ permitam uma aprendizagem
significativa.

Neste estudo usa-se a defini¢do de fungdo que ¢ ensinada aos alunos do
ensino secundario, em Portugal, e que ¢ a seguinte:

Sejam dados dois conjuntos: 4 (conjunto de partida) e B (conjunto
de chegada). Define-se funcdo como sendo a correspondéncia que se estabelece
entre os elementos de A4 e os de B, em que a cada elemento de 4 corresponde um e
um so elemento de B. Aos elementos de 4 (objetos) chama-se o dominio da fungdo
e aos elementos de B a que correspondem os elementos de 4 (imagens) chama-se
contradominio da funcéo.

2.3. As tarefas de resolugcdo de problemas, exploratorias e investigativas, e as
Tecnologias da Informagdo e da Comunicagdo

E essencial que os alunos resolvam problemas, exploragdes matematicas e trabalho
investigativo, pois tal permitird autonomia e criatividade na resolugdo de novas
situagdes (Brocardo, 2001; Pereira, 2004; Teixeira, 2005; Matos & Ponte, 2008).
Desenvolver a atividade investigativa matematica dos alunos €, para Goldenberg
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(1999), muito importante, pois um dos objetivos da educacdo matematica deve
ser levar os alunos a aprender como ¢ que os matematicos descobrem métodos
e factos matematicos. Por esta razdo, é fundamental que os alunos gastem algum
tempo a resolver problemas e tarefas exploratérias e investigativas para que
aprendam a ser investigadores astutos sendo, por isso, necessario que explorem
e investiguem. Esta ideia estd explicita em muitas orientagdes curriculares
em varios paises. Para o NCTM (2000), a chave para a promo¢do do desempenho
dos alunos num determinado dominio, como a algebra escolar, ndo é a criagio de
um conjunto cada vez mais elaborado e bem afinado de procedimentos, mas sim,
a mudanga da natureza do ensino. Ndo se pode ignorar as concec¢des dos alunos
e ¢ necessario confrontar os equivocos que os alunos apresentam. Embora
o foco da aprendizagem ndo seja exclusivamente na resolugcdo de problemas e
de tarefas exploratorias e investigativas (existem outras tarefas a propor aos alunos,
tais como a resolucdo de exercicios), elas podem promover o envolvimento dos
alunos na cria¢do e descoberta genuina dos processos matematicos (Pereira,
2004; Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas & Ferreira, 1998; Teixeira, 2005).

O papel do professor na promogio da atividade matematica dos alunos ¢
crucial. Os interesses dos alunos serdo estimulados pelas tarefas matematicas
selecionadas pelo professor, e pelas situagdes e contextos que o professor promove na
aula, bem como pela sua capacidade em desenvolver e conduzir a atividade
matematica dos alunos com sucesso. Serdo as tarefas matematicas e as situacdes
que dardo a oportunidade aos alunos para desenvolver seu proprio pensamento
matematico. Além disso, para obter uma boa integracio de tarefas exploratdrias e
investigativas o professor precisa ndo s6 mobilizar teorias e técnicas, mas também
mobilizar as suas conceg¢des, sentimentos ¢ conhecimento pratico (Saraiva, 2001).

Diversos autores concordam que o recurso a tecnologias com software
educativo de multiplas representa¢des ¢ uma poderosa ferramenta para trabalhar as
varias representagdes de fungdes com os alunos, bem como para realizar
a transferéncia entre os seus registos, contribuindo significativamente para a
construgdo do conceito de fungdo (Abalos & Ordoéiiez, 2009; Andrade, 2009;
Castillo, 2008; Kieran, 2006; Pais, 2009; Slavit, 1997). Também Abrantes,
Serrazina & Oliveira (1999) afirmam a importancia dos alunos terem
experiéncias de aprendizagem com recurso as tecnologias e, em particular,
nos casos de exploracdo de situagdes que envolvam fungdes e graficos. O
ensino deve, assim, articular de uma maneira equilibrada as trés formas mais
importantes de representacdo de uma fungfo: a tabelar, a grafica e a algébrica.
Através da discussdo, os alunos poderdo identificar as potencialidades e as
limitagdes das diferentes formas de representagdo (NCTM, 2007).
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Para proporcionar aos alunos uma aprendizagem das fungdes é fundamental
ter em conta as vantagens de trabalhar as varias representagdes e procurar
adequar o seu uso ao contexto de cada situacdo. E de toda a conveniéncia
utilizar mais do que uma representagdo, destacando junto dos alunos a utilidade de
cada uma delas e estando atento aos casos em que alguma representagcdo possa ser
menos conveniente ou, até mesmo, um obstaculo para a aprendizagem. As tarefas
propostas aos alunos deverdo visar a manipulagdo das propriedades especificas de
cada uma das representagdes e proporcionar a transferéncia entre elas para que os
alunos alcancem a compreensdo do conceito de func¢éo. O software de multiplas
representacdes de fungdes ¢ uma ferramenta poderosa para usar em sala de aula,
pois facilita a compreensao e a aprendizagem das mesmas e, consequentemente,
a aprendizagem do conceito de fun¢@o. Contudo, as conexdes entre as varias
representagdes, usando os processos manuais, ndo sdo menos importantes,
pois agilizam os alunos nas varias passagens, pelo que o professor devera
contemplar este tipo de tarefa na preparacdo das atividades a desenvolver com
os alunos.

Neste estudo seguiu-se a teoria definida por Duval (registo de representagdo
semiotica) e a teoria cognitivista de Vinner (conceito imagem e conceito defini¢do),
adaptando-as a particularidade especifica destes alunos portugueses, que
trabalharam em aulas de Matematica num ambiente de resolugdo de problemas,
de tarefas exploratorias e investigativas e usando a calculadora grafica.

3. ABORDAGEM METODOLOGICA

No estudo que suporta este artigo, seguiu-se uma abordagem qualitativa, uma vez
que se pretendia estudar um fendémeno em toda a sua complexidade e no contexto
natural (Bodgan & Biklen, 1994). Baseou-se num estudo de caso, pois pretendia-
se fazer um estudo real e aberto, reunindo informagdes tdo pormenorizadas
quanto possivel e procurando compreender como ¢ o mundo do ponto de vista
dos participantes (Ponte, 1994).

A recolha de dados foi efectuada durante o 2° e 3° periodos do ano lectivo
2008/2009, numa turma do 10.° ano de escolaridade (alunos com 15/16 anos de
idade), de uma escola basica e secundaria de uma regido do interior de Portugal.
A investigadora (a primeira autora deste artigo) ndo era a professora de Matematica
da turma e realizou um trabalho colaborativo muito intenso com a professora da
turma, com quem foram discutidas e analisadas as tarefas a apresentar aos alunos
nas aulas sujeitas a recolha dos dados. Realizaram-se reunides periodicas — da
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professora com a investigadora — onde foram discutidas as tarefas a propor
aos alunos e partilhados os dados recolhidos durante as aulas (questionario e
os relatérios escritos dos alunos).

Foram selecionadas duas alunas da turma para o estudo de caso — Rita
e Angela. A primeira tem um bom desempenho nas diversas disciplinas,
inclusive em Matematica. Por sua vez, Angela tem um percurso escolar com
classificagdes médio/baixas. No entanto, as duas sdo empenhadas, especialmente
no trabalho em grupo.

Os instrumentos de recolha de dados compreenderam i) um questionario
no inicio do estudo, aplicado a cada um e a todos os alunos da turma, respondido
individualmente, ii) produtos escritos pelos alunos nas aulas, iii) uma entrevista
semi-estruturada, no final do estudo, realizada as duas alunas em conjunto,
gravada em dudio e depois transcrita, e iv) um didrio da investigadora. As
respostas ao questionario permitiram apontar linhas orientadoras de realizagao de
tarefas para algumas aulas e orientaram a selecdo das duas alunas para o estudo
de caso. As tarefas elaboradas conjuntamente — investigadora e professora —
ndo abrangeram toda a unidade Fung¢des, pois considerou-se que para responder
as questdes do estudo bastava focar a aten¢do apenas em parte da unidade
didatica — que é bastante extensa. Nesta unidade, os conhecimentos sobre fung¢des
sdo ampliados com base no estudo analitico, numérico e grafico, privilegiando o
trabalho intuitivo com fungdes. Faz-se o estudo detalhado de algumas fungdes
polinomiais e da fung¢@o modulo e resolvem-se analitica, grafica e numericamente
diversas equacdes e inequagdes. Especificamente, sdo abordados os seguintes
topicos: 1) Grafico cartesiano de uma fun¢io em referencial ortogonal e
representacdo grafica, recorrendo a situacdes problematicas e de modelagdo
matematica; 2) Estudo intuitivo de propriedades das fung¢des, tanto a partir
de um grafico particular como usando calculadora grafica, para as funcdes
quadraticas e fun¢do mddulo, e recorrendo a: a) analise dos efeitos das mudangas de
pardmetros nos graficos das familias de fun¢des dessas classes (considerando
apenas a variagdo de um pardmetro de cada vez); b) transformagdes simples de
fungdes definidas por y=f(x)+a, y=f(x+a), y=af (x), y=f(ax), y=|f(x)],
com a positivo ou negativo; 3) Resolugdo de problemas envolvendo fungdes
polinomiais (com particular incidéncia nos graus 2, 3 e 4); 4) Possibilidade da
decomposi¢do de um polindmio em fatores em casos simples, por divisdo dos
polindmios e recorrendo a regra de Ruffini.

A professora recorreu a diversas abordagens, alternando aulas com resolugéo
de tarefas de natureza exploratéria e investigativa com aulas expositivas ¢ de
resolugdo de problemas e de exercicios. Nestas, recorreu a fichas de trabalho e a
propostas do manual escolar. Embora os alunos ja tivessem tido algum contacto
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com representagdes graficas no ano letivo anterior, apenas neste ano a sua
aprendizagem comecou a aprofundar-se, com o recurso a calculadora grafica e ao
computador.

A entrevista as duas alunas em conjunto, realizada pela investigadora apos
todas as aulas lecionadas das Fungdes, teve por finalidade principal permitir
aprofundar a andlise do pensamento das alunas em algumas questdes abordadas ao
longo do estudo. Todavia, também acabou por possibilitar as alunas algum
esclarecimento sobre as fungdes e, ainda, uma explicitagdo sobre o que representou,
para elas, o conjunto de tarefas trabalhadas ao longo da unidade didatica das
Funcgoes.

Foiatravésdodialogo intenso desenvolvido entre ainvestigadorae a professora
da turma que foram escritos muitos dos registos. Nestes foram incluidas,
também, algumas reflexdes pessoais sobre as expectativas relativas a cada tarefa
e a abordagem que os alunos poderiam seguir na sua resolucéo, assim como as
reformulagdes que se consideraram pertinentes fazer ao longo do percurso
da recolha dos dados.

A analise dos dados iniciou-se com a primeira recolha dos mesmos,
assumindo um carater mais intenso apos a recolha total dos dados. Estes foram
organizados por categorias (Conexdes que os alunos fizeram para determinar se
uma dada correspondéncia era uma fungdo, Conexdes que os alunos fizeram
para estudar fungdes e familias de fung¢des) e com algum questionamento.
Numa analise posterior (analise de segunda ordem) foi feita uma leitura reflexiva
transversal, categoria por categoria, onde se relacionaram os dados e se procurou
responder as questdes do estudo.

4. ANGELA E RiTA

Angela e Rita gostam da escola onde estudam e afirmam enquadrar-se bem na sua
dinamica e atividades. Ambas pretendem continuar os estudos ap6s a conclusio do
12.° ano, mas ainda nfo sabem dizer o que irdo estudar. A sua motivagdo para
o estudo ¢ essencialmente a da utilidade para a sua vida futura.

Ritatem bom desempenho nas diversas disciplinas, inclusive em Matematica,
sendo uma aluna de classificacdes médias/altas. Nas aulas desta disciplina, ¢
uma aluna atenta e empenhada, envolvendo-se ativamente nas tarefas propostas,
quer trabalhe individualmente, quer em grupo. Angela, por seu lado, tem um
percurso escolar diferente, sendo uma aluna de classificagdes médias/baixas, mas
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muito curiosa, empenhada e ativa, especialmente no trabalho em grupo. Ambas
referem gostar de Matematica, mas Angela menciona que este ano tem uma
desvantagem, o de “ter que trabalhar todos os dias”.

Do trabalho realizado nas aulas de Matematica, as alunas referem ter gostado
bastante das tarefas de exploracéo e investigativas realizadas, pois exigiam um
tipo de concentracdo diferente e tinham a possibilidade de aprender de uma forma
“mais descontraida”. Das varias etapas de cada tarefa, as duas alunas preferiram
a da exploracdo do enunciado, pois podiam seguir todos os caminhos que queriam,
discutir com o colega, e com a professora, e, por fim, “ver qual o melhor caminho
para dar o resultado”. Relativamente a elaboragdo dos relatérios de cada tarefa,
mencionam que o que lhes custou mais foi saber bem o que escrever, quando
e como escrever tudo “com os conceitos matematicos”. Consideram que os
trabalhos feitos em grupo foram mais produtivos, pois a discussdo normalmente
“levava a algum lado”.

Apresentamos, de seguida, os resultados do estudo. Estruturdmo-los da
seguinte forma: i) Conexdes que as alunas fizeram para determinar se uma
dada correspondéncia era uma funcao, e i) Conexdes que as alunas fizeram
para estudar func¢des e familias de fungdes.

4.1. Conexdes que as alunas fizeram para determinar se uma dada correspondéncia
era uma fungdo

Através da analise das varias resolugdes escritas das tarefas realizadas por Angela
e Rita, pode observar-se que o trabalho das mesmas apresenta caracteristicas
diferentes de tarefa para tarefa, tendo sido progressivamente mais aprofundado
e cuidado.

Inicialmente, Rita tinha um conceito defini¢do de fun¢do como “Numa
funcdo, o objeto tem uma ¢ uma imagem”, satisfazendo em grande parte
a definicdo de funcédo, e a representagdo grafica era o seu conceito imagem
de funcdo (figura 1), evidenciando a distancia existente entre ambos:

&l . g = ki i - i
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E uma representagio grifica. Numa funcio, o objecto tem uma e uma imagem.

Figura 1. Resolugdo de Rita, Questionario
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O mesmo acontece com Angela, tal como se pode inferir da sua resposta
a mesma questdo (figura 2):
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E uma representacio grifica. Onde um objecto corresponde apenas a uma
imagem.

Figura 2. Resolugdo de Angela, Questionario

As alunas associam o objeto matematico fun¢@o a uma representacio
semiodtica grafica. Tudo indica que, no inicio do estudo, para elas a representagio
grafica é o seu conceito imagem de fungio.

Porém, quando as alunas s@o confrontadas com diferentes representagdes de
diversas fungdes, elas estabelecem uma conexdo entre a representacdo algébrica
e a grafica de uma fun¢do constante. De facto, na questio quatro do questionario
(ver anexo) pretendia-se que os alunos analisassem cada uma das correspondéncias
apresentadas e identificassem, justificando, as representacdes algébricas e
gréficas que representavam a mesma fungo. Rita e Angela associaram as opgdes
2 e D, justificando a sua resposta da seguinte forma (figura 3):
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D, porque y tem o valor de 3 e é paralelo 3 recta x com valor constante.

20 Arecto y=3 € um re b |_A‘:1|'Dlleic., o Sendo 2 tva coekale

2 ->D A rectay=3 € uma recta paralela a Ox. sendo x uma constante.

Figura 3. Resolugdes de Angela e Rita, respetivamente, Questionario

As respostas sdo do mesmo teor, pois, quer Rita quer Angela referem que y
toma o valor 3 e, graficamente, se trata de uma reta paralela ao eixo dos xx [Angela
identifica de forma incorreta o eixo das abcissas por x, e explicita corretamente
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o valor constante 3 para ), identificando-o, abusivamente, com o valor 3, como
sendo a reta de equacd@o y=3; Rita, por sua vez, explicita corretamente
a representacdo algébrica da fungdo, y =3, mas, e de forma incorreta, refere-se a
x como sendo um parametro]. No entanto, nesta resposta, as alunas ndo fazem
alusdo nem aos “objetos” nem as “imagens” que elas referem na defini¢ao de fungdo
que haviam apresentado antes, evidenciando a ndo complementaridade desejada
entre os conceitos defini¢do e imagem de uma func¢do. Alias, as alunas
na resposta a pergunta 4 associaram D com a representagdo grafica de y =3,
mas nas respostas dadas antes as questdes 2 ¢ 3 do mesmo questionario, ¢
relativamente a fun¢io constante (D), responderam que ndo representava uma
fungdo, ndo tendo apresentado, mesmo, qualquer justificagdo para tal afirmagao.
Ou seja, no inicio do estudo, Rita e Angela tinham um conceito imagem de fungéo
associado a uma representacéo grafica, distante de uma representagéo algébrica e
do seu proprio conceito defini¢do, e, para elas, a representacdo grafica de uma
reta horizontal ndo representava uma fungao.

Mais tarde, no final do estudo, e na entrevista, as alunas sdo colocadas
novamente perante a questio 2 do questionario inicial (ver excerto seguinte):

Investigadora: E que dizer desta [alinea D]?
Angela e Rita: Ja é fungio.
Investigadora: Porqué?
Angela: Porque os valores de x variam, nio precisam ter s6 um valor, mas o y
pode ser todo igual, independentemente do x.
Investigadora: E entdo qual é a diferenga entre a alinea D e a alinea £ do Questionario?
Angela: E que nesta [alinea D] varios valores de x tém o mesmo valor de y, e
nesta [alinea EJ varios valores de y t€ém o mesmo valor de x.
Investigadora: E entdo qual € que é fungdo? Qual ¢ que nio €? Sio as duas? Nio ¢
nenhuma?
Rita: S6aDéqueé...
Investigadora: E esta, ndo é [alinea E]?
Rita: Nio.
Investigadora: Porqué?
Rita: Porque ndo pode ser, 0 mesmo objeto corresponde a varias imagens!

Rita e Angela ja reconhecem a fungio constante. Explicitam o seu conceito

defini¢do de fungio constante, indicando a op¢ao D, porque a cada objeto corresponde
uma e uma s6 imagem, apesar de essa imagem ser sempre a mesma. Tudo indica
que as alunas, durante o estudo, evoluiram quanto a compreensao do conceito de uma
funcdo, evidenciado através da funcdo constante, conseguindo compreender o que
¢ matematicamente relevante, quer na representagdo grafica quer na representagdo
da linguagem natural, realgando a importancia e utilidade da conex@o estabelecida
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entre elas. Uma evidéncia de tudo isto pode encontrar-se no momento em que
Rita e Angela sdo questionadas acerca da reta vertical. Rita respondeu que ela
ndo representava uma funcgio, recorrendo, mesmo, ao seu conceito defini¢do (um
objeto tinha varias imagens).

Todavia, embora no final do estudo as alunas ja fizessem uma boa ligagio
entre o conceito defini¢do de funcdo e a representagdo grafica de uma fungao,
apresentaram dificuldades quando a representagao grafica incluia pontos isolados
— caso da alinea F da questao 2 do Questionario. O excerto seguinte evidencia tal
dificuldade manifestada na entrevista final:

Investigadora: Relativamente as opgdes F, G e H, disseram que nenhuma delas representa
uma fung@o.
Rita: Esta é fungdo! [op¢ao F]
Angela: Hum... Nio, nio é...
Rita: So por causa aqui deste ponto...
Angela: Porque, no dominio, todos os objetos tém que ter uma imagem e este
aqui... Este também tem...
Rita: Este tem... Entdo ndo tem?
Angela: Eu acho que ndo é por causa daquele ponto...
Rita: Euacho que é... E s6 um ponto ali mas nio muda... nio sei...

Angela refere que numa fungio todos os objetos tém que ter uma imagem
(esta a mobilizar o seu conceito definicdo de fun¢do) e, embora verifique ela
propria que no caso do ponto isolado havia um objeto e uma imagem, o facto de
o ponto estar isolado continuava a fazer-lhe alguma confuséo, evidenciando um
choque cognitivo com o seu conceito imagem de fungdo. Rita, por outro lado,
responde corretamente, embora tenha ficado confusa com as duvidas da colega.
As alunas estdo com dificuldade em compreender o que é matematicamente
relevante na representagio grafica desta func¢do. Nao conseguem fazer a ligagéo ao
seu conceito de fungdo neste caso em que existe um ponto isolado. Porém, apds
a analise das duas representacdes tabelares presentes no questionario inicial,
voltou-se novamente a representacdo da opgao F:

Investigadora: E aqui [alinea F da questdo 2] temos pontos, ou nao?
Angela:  Aqui temos muitos pontos. ..
Rita: Temos uma fun¢do e um ponto. Eu acho que aqui a linha, neste ponto,
como nio existe continuidade... Por isso ¢ que estava a fazer confuséo,
porque nio existe continuidade. .. E fun¢io na mesma...

A coordenagdo feita com outro tipo de representagdo, a tabelar, permitiu
que as alunas compreendessem melhor o que ¢ matematicamente relevante na
representacdo grafica da fungio, nomeadamente a existéncia dos objetos e das
imagens e a respetiva correspondéncia, permitindo refinar o seu conceito imagem
de fungdo, muito associado a continuidade.
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Aquando da resolugdo da opgdo /' da Questdo 3 da entrevista, no final do
estudo, onde ja se verificara uma evolucdo quanto ao conceito imagem de uma
fungio por parte das alunas, a utilizagdo da calculadora grafica foi importante
para promover a necessidade da transformacéo da representacdo semidtica y>=x.
Pretendia-se saber se y*=x representava, ou ndo, uma fungdo. A dificuldade que
as alunas tiveram em passar tal expressdo para a calculadora grafica levou ao
seguinte dialogo com a investigadora:

Rita: Agora... [as alunas observam o que se passa no ecrd da calculadora grdfica.
Falam entre si, pois ndo conseguem introduzir a expressdo y*=x|
Investigadora: N&o conseguem introduzir y 2= x na calculadora?
Angela: Nio...
Investigadora: O que ¢ que temos que fazer para contornar um problema destes?
Rita: Temos que isolar o y...
Investigadora: E como podemos fazer isso?
Angela: Temos que passar para o outro lado... o quadrado... e ficar aqui s6 com
v... [Voltam a falar entre si, chegando a expressdo y:\/; NOTA: As
alunas ignoram, no momento, o caso y=-x |

A dificuldade na mudanga de registo na conversao da representacgdo algébrica
paraumarepresentagdo graficalevouasalunasarecorreram primeiro ao tratamento
daquela para obterem uma expressdo em y. Rita e Angela evidenciam que o seu
conceito imagem de fung¢do evoluiu (passaram a considerar que uma funcio
também pode ser representada algebricamente) e mostram alguma destreza
de calculo, embora tenham ignorado, a0 momento, o caso y=—\x. O dialogo
prosseguiu:

[Apos introduzirem a expressdo e observarem a representagdo grdfical
Rita: Ah! Vai dar esta! [alinea H da questdo 2; a aluna verificou que se
teriam os dois casos y=\/; e y=f\/x_]
Angela: Porqué?
Rita: Porque se fizermos raiz de 1 da 1, 1x1=1, e —1x(-1) também da I...
Fica, fica assim!
Investigadora: Entdo a representagdo grafica de y?=x ¢é H. E fungio?
Rita: Naio, todos os objectos tém duas imagens, com exce¢do de um.

Rita e Angela coordenaram as conversdes nos dois registos diferentes
que tinham a sua frente: o grafico e o algébrico. Inicialmente, ap6s a necessidade
de tratarem a representacgao algébrica, pela “imposicdo” da propria calculadora
grafica que ndo lhes dava o grafico que elas pretendiam, recorreram ao seu
conceito imagem de funcdo — terem de isolar o y — e fizeram o tratamento da
expressao algébrica. De seguida converteram a representagdo algébrica em
representacdo grafica, com o recurso a calculadora. Souberam, depois, reconhecer
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o que ¢ matematicamente relevante na representacdo grafica que lhes era dada
no enunciado do problema (a representacdo grafica de y=—\/)% , simétrica a de
y=1x, em relagdo ao eixo dos xx, o que reproduzia a representagdo grafica
indicada na alinea H da Questao 2, ja resolvida) e, de acordo com o seu conceito
defini¢do de fungéo, deram uma resposta correta a questdo (nfo se tratava de uma
fungio, pois “todos os objetos tém duas imagens, com exce¢do de um deles”™).

As transformagdes das representagdes semioticas, € a sua coordenacio,
foram importantissimas para uma aproximag¢do da complementaridade entre
o conceito defini¢do e o conceito imagem de uma fungéo. A calculadora grafica,
por sua vez, teve um papel importante em tal processo.

4.2. Conexdes que as alunas fizeram para estudar fungdes e familias de fun¢des

Ao longo do estudo, Rita e Angela foram estabelecendo ligagdes entre a representago
algébrica e a grafica de uma funcéo e entre representagdes graficas de familias de
fungdes e os respetivos valores dos pardmetros das representacdes algébricas a elas
associados, relacionando os objetos, as imagens, 0s maximos, 0s maximizantes e
os zeros de uma fung¢fo. Na aula, e na resolugdio da tarefa Transformagées de
Fungdes (anexo), assumida como tendo uma natureza exploratdria e investigativa,
as alunas resolveram a questdo 4 como ¢ indicado na figura 4:

Q) S, ]
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Lo | ‘,f ke s o for oo dersdbe C?xﬂtﬂks}n‘g-

\S’Jﬁ 0, e 2o 1
0N i

Quanto menor for o valor abseluto de ¢ maior € a abertura da representacio grafica.
Se o valor de ¢ € positivo intersecta os quadrantes impares; se for negativo intersecta os quadrantes

pares.

¢ influencia o valor de y. ou seja, a imagem.

Figura 4. Resolugdo de Angela e Rita, Transformagdes de Fungdes — 1° Parte

Angela e Rita atribuiram alguns valores (positivos ¢ negativos) a ¢ ¢ fizeram
o esbog¢o das representacdes graficas, estabelecendo relagdes entre elas com as
variagdes no outro registo — o algébrico — do valor do pardmetro c. Relacionaram-
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no corretamente com as representagdes graficas das fungdes da familia de fungdes,
indicando resumidamente qual o “papel” do parametro ¢, embora tivessem referido
“intersecdo dos quadrantes pares e impares” ao facto de as linhas representadas
estarem contidas nesses quadrantes. As alunas reconheceram a mesma fungio
através dos dois tipos de representago e discerniram que os diferentes graficos,
visualmente semelhantes para os valores de ¢ para cada intervalo considerado, eram
matematicamente diferentes.

Na pergunta 2 da tarefa Fungoes Polinomiais, assumida como tendo
uma natureza exploratoria e investigativa, era pedido o estabelecimento de
relagdes entre representagdes graficas e representagdes algébricas. Pedia-se para
as alunas relacionarem os pardmetros de g (x)=ax?*+bx+c (a,b,c € R,a#0)
com caracteristicas de /4 (que resulta do produto dos polindmios que definem
f(x)=x+3 e g(x)=ax*+tbx+c (a,b,c € R,a#0), em particular os seus zeros.
Na questdo 2.1, 4 teria que ter apenas um zero real e na 2.2 teria que ter mais do
que dois zeros reais e distintos. Para a investigadora, a resolu¢do nao passaria por
alterar a representagdo algébrica de f(pois nesta ndo ha pardmetros) mas passaria
por alterar os parametros em g (pois em g ha pardmetros — a, b ¢ ¢). Angela e
Rita relacionaram as representacdes graficas de g com a variagdo do pardmetro c:
“quanto menor for o valor absoluto de ¢, maior ¢ a abertura da representagido
grafica”, no entanto, ndo reconheceram a representagao algébrica de uma “nova”
h, que tivesse apenas um zero (pergunta 2.1), ou mais de dois zeros reais e distintos
(pergunta 2.2). Por outro lado, ndo era esperado que as alunas alterassem a
representacéo grafica de / (& qual chegaram a partir das expressdes algébricas de
f e de g, multiplicando-as, e representando-a graficamente com o auxilio
da calculadora, pedindo-a) — mas foi isto que elas fizeram. Ap6s terem obtido a
representacéo grafica de 4, Angela e Rita resolveram a questdo 2.1 recorrendo ao
seu tratamento através de uma translagdo vertical, tal como ¢ indicado na figura 5:

Ocoxvien otve Yecns leesD
] Jolheel o o e CNOv

7 (o;-4)

Ocorreu uma translagdo vertical com o vector y{g;-1)-

Figura 5. Resolugio de Angela e Rita, Tarefa Fungdes Polinomiais, questdo 2.1
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Apesar de a translagdo estar bem identificada, Angela e Rita nio
responderam a pergunta colocada em 2.1. Elas ignoraram os pardmetros e
centraram-se apenas na representacdo grafica de A, evidenciando conhecerem
este tipo de transformagdes (por exemplo, na figura encontra-se marcado o ponto
(0, —10) que resulta da translagdo do ponto (0, —9) associada ao vetor v (0, -1)).
Na entrevista, foram solicitados alguns esclarecimentos as alunas acerca da sua
resolucdo realizada nas aulas, bem como uma possivel resolugio alternativa pois,
de facto, elas tinham ignorado os parametros. Do didlogo havido apresenta-se o
seguinte excerto:

Investigadora: Como ¢ que relacionam a translag@o que apresentam com os parametros
a,becdeg(x)?

Angela: Se mexéssemos na fungio nova /g] iamos mexer nos valores a, b ¢ c. Eu
acho que noés ndo mexemos no a, no b e no ¢ [a aluna indicou que ndo
queriam alterar os pardmetros de g pois era pedida uma alterag¢do da
representagdo grdfica de h, e ndo de g]

A formulacdo do enunciado levou a que as alunas tivessem interpretado
a questdo 2 de forma diferente daquela que a investigadora pretendia,
evidenciando que a representagio semiotica linguagem natural desempenha
uma fun¢do comunicativa muito importante. O dialogo prosseguiu:

Investigadora: Se ndo mexessem nesses valores, em quais ¢ que podiam mexer, uma vez
que em fnio ha nenhum pardmetro?

Rita: Se tivéssemos que mexer era sé em g...

Investigadora: Entdo este vetor [ 17(0, —1) ] que alterag@o provocou na expressdo de g?
Porque a questdo era mudar os valores de a, b e ¢ de g(x) de maneira que
h tivesse sO um zero.

Rita: Na representacdo grafica, isso iria fazer com que “baixasse tudo”,
portanto, os objetos mantinham-se iguais ¢ as imagens iam “baixar”
todas uma unidade... Isso na representacdo grafica, agora na expressao
analitica... Eu acho que nds pensamos mais...

Angela: Pelo grafico, pois. ..

Rita: Porque nos, quando fizemos o grafico [de /] ... Fizemos o grafico e

pronto! [indicando que, para elas, a tarefa estava resolvida]

Angela e Rita evidenciam que se relacionam bem com o registo grafico,
efetuando nele o tratamento vetorial de translagdo, e tomam consciéncia de
que ndo a haviam relacionado com a representagdo algébrica de g. Ou seja, as
alunas nfo fizeram a transformagao de conversdo que se lhes pedia. O dialogo
prosseguiu:

Investigadora: Pois, esta tarefa era um pouco diferente daquelas que haviam realizado
na aula anterior, onde efetuaram diversas translagdes. Porém, a questio
que aqui vos ¢ apresentada é de outro tipo.
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Rita:

Investigadora:
Rita:

Investigadora:
Rita:
Investigadora:
Rita:

Podem tentar ver para que valores de a, b e ¢ de g a funglo /4 passa a ter
apenas um zero.

Este zero de fpode ser um zero duplo de g? [a aluna queria perguntar se
este poderia ser o unico zero da fung¢do quadrdtica e, neste caso, a sua
representagdo ser do tipo g(x)=a(x+3)(x+3)/

Pode.

Entdo sendo um zero duplo da... Por exemplo, se for —4, aqui o x fica
—4... E isto da...

Atengdo... Qual é o zero que nds precisamos focar mesmo?

Tem que ser 0 =3 [a aluna refere-se ao zero de f]

Porqué?

Porque o que precisamos mudar ¢ a fungio g, pois a fungdo ftem que se
manter... Entdo os zeros de g t€ém que ser x=—3 e... x=—3... [a aluna
estava ja a pensar na representagdo algébrica da funcdo]

Rita, com base no didlogo estabelecido com a investigadora, reconhece
aspetos matematicamente relevantes na representacdo grafica e inicia um
processo de conversdo para o registo algébrico. A figura 6 mostra o processo que
as alunas seguiram na sua conversao:

Forma como as alunas determinaram a
representacio algébrica da funcio g.

Figura 6. Resolugdo de Angela e Rita, Entrevista, Tarefa Fungdes Polinomiais

Com a expressdo de g determinada com um zero duplo, voltou-se a pensar
novamente em A:

Investigadora:
Rita:
Investigadora:
Rita:

Quantos zeros tem A?

Vai ter apenas um, que vai ser um zero triplo...
E qual é o zero?

-3
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Angela e Rita efetuaram o produto de x2+6x+9 por x+3 ¢ em seguida
inseriram a expressdo na calculadora, observando a representacdo grafica.
Verificaram que 4 tinha apenas um zero, chegando, assim, ao resultado
pretendido. Indicaram, ainda, valores para os parametros: a=1, b=6 ¢ ¢ =9.
As alunas ndo tinham resolvido antes a questdo, sozinhas, pois ignoraram
o que lhes era perguntado — os pardmetros —, pela interpretacdo que fizeram do
enunciado da tarefa, centrando-se nas translagdes. No entanto, com a orientagdo da
investigadora, souberam responder a pergunta, fazendo uma boa ligacdo entre
as representagdes grafica e algébrica, tendo, mesmo, partido da analise da
representacdo grafica (zero triplo) para trabalhar a representacdo algébrica que,
depois, foi relacionada com a representacdo grafica. A articulagdo entre os dois
registos de representagcdo semidtica permitiu o acesso & compreensao matematica.

Na pergunta 2.2 pretendia-se que 4 tivesse mais do que dois zeros reais e
distintos. Nesta questdo as alunas ndo revelaram quaisquer dificuldades pois
a pergunta anterior era bastante semelhante. Disseram prontamente que um
dos zeros seria —3, pois ndo podia ser alterada a representagdo algébrica de f, ¢
referiram também que os zeros de g ndo podiam coincidir com o zero de /.

No seguimento da entrevista, propds-se as alunas uma nova tarefa:

“Dada uma fung¢@o através da sua representacdo grafica (ver figura 7), determinar a sua
representacdo algébrica.”

WINDOW

B Xmin=-4
n Xmax=Y

= Xscl=1

- Ymin==7
B Ymax="7

B Yscl=1

Xres=1

Figura 7. Tarefa da Entrevista

Rita ¢ Angela responderam prontamente, descobrindo, por experimentagio
¢ observagdo, os zeros através da representagdo grafica (figura 8):
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{?“-'@giz)%@ /(1)2 ( X,'M) ()L -ré) ()c _,{)

((~1)-0 f) < (-1 ) (ac3)
A -2)0 Ax) = aPaan® o -3
A1)=0

Figura 8. Resolugdo de Angela e Rita, Entrevista

No entanto, Angela e Rita ndo referiram a existéncia das inumeras funcdes
cujos zeros também sdo —3, -1 e 1. Registou-se o seguinte dialogo:

Investigadora: Como sabem que a representagdo grafica dessa expressdo ¢ essa?
[desenhou-se a representacdo de outra fungdo cubica com os mesmos
zeros]

Angela: O que varia ¢ o valor de a...

Investigadora: Nesta funcdo, a toma que valor?

Rita: Aquiaél.

As alunas, através da colocag@o de uma pergunta dificil pela investigadora,
sdo capazes de estabelecer uma conexo entre as representacdes grafica e
algébrica de uma familia de fun¢des e o pardmetro a, dissociando o objeto
matematico do (e a partir de) contetido dessas representacdes.

5. CONCLUSOES

5.1. As conexoes entre representagoes estabelecidas pelas alunas

Neste estudo observou-se em varios momentos que as alunas mobilizaram
representagdes, desenvolvendo-as, porque as iriam transformar numa outra
representagdo. Por exemplo, aquando da resolucdo da opgdo F da Questdo
3 da entrevista, Angela e Rita trabalharam a representagio algébrica, y?=x,
pela necessidade de a transformar na representagdo grafica, com o recurso a
calculadora. Pretendia-se saber se y*=x representava, ou ndo, uma funcio.
Para tal, as alunas efetuaram uma transformacdo de tratamento no registo
algébrico, para encontrarem uma expressao de y em funcdo de x, com o objetivo de a
transformarem, por conversio, numa representacdo num outro registo, o grafico.
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Também na resolugdo da questdo 2 da proposta Fungdes Polinomiais, as alunas
mobilizaram a representagdo algébrica para a transformarem na representacio
grafica (caso da questdo 2.1). Nesse sentido, efetuaram uma transformacgao de
tratamento no registo algébrico, multiplicando cada uma das expressdes
algébricas de f'e de g para obterem a expressao algébrica de 4, com o objetivo de a
transformarem, por conversdo, numa representagdo num outro registo, o grafico —
que depois foi transformado por tratamento, através de uma translagdo associada a
um vetor que as alunas definiram bem. Por sua vez, na questdo 2.2. mobilizaram
a representag@o grafica, identificando o —3 como um zero triplo, e transformaram-
na numa representagdo algébrica que, por tratamento as conduziu a solugdo da
tarefa proposta. Esta pratica de Angela e Rita confirma as afirmagdes de Duval
(2006 a) quando defende que as representacdes s6 sdo mobilizadas e desenvolvidas
se puderem ser transformadas noutras, realcando, assim, a importancia da
conexdo entre representacdes para a aquisicdo dos conceitos matematicos. Tal
pratica das alunas confirma, também, a ideia defendida por aquele autor, de que
uma condi¢do essencial para o desenvolvimento do pensamento matematico
¢ trabalhar sobre, e com, os signos e os sistemas semioticos de representacéo, que
sdo, no seu entender, a esséncia da atividade matematica.

5.2. As dificuldades sentidas pelas alunas

Embora no final do estudo as alunas ja fizessem uma boa ligagdo entre o
conceito defini¢do de fungdo e a representagdo grafica de uma fungio, ainda
apresentaram dificuldades quando a representac¢do grafica incluia pontos
isolados — caso da alinea F' da questdo 2 do Questionario, retomada na entrevista.
Angela refere que numa fungio todos os objetos tém que ter uma imagem (esta a
mobilizar o seu conceito defini¢do de fungdo) e, embora verifique ela propria que
no caso do ponto isolado havia um objeto e uma imagem, o facto de o ponto estarisolado
continuava a fazer-lhe alguma confusdo, chocando com o seu conceito imagem,
associado a continuidade. Rita, por outro lado, responde corretamente, embora
tenha ficado confusa com as duvidas da colega. As alunas estdo com dificuldade
em compreender o que ¢ matematicamente relevante na representagao grafica em
causa. Neste caso em que existe um ponto isolado elas ndo conseguem estabelecer
uma concordancia com o seu conceito imagem de func¢do. Porém, apds a analise
de uma outra representagio semidtica (a tabelar), Angela e Rita acabam por
compreender a situagcdo — estdo perante uma fungdo. Observa-se, assim, uma
evolucao do seu conceito imagem de uma fungio a partir do confronto do “velho”
conceito imagem com o conceito defini¢do, na anédlise de uma representacdo
grafica de uma func@o. A representagdo grafica da fungdo estava a criar
dificuldades as alunas, devido a descontinuidade da linha em confronto com o
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seu conceito imagem de fungdo. Foi com o recurso a outro registo, o tabelar, onde
as alunas manifestaram mais facilidade na sua interpretagdo, que conseguiram
compreender o que era matematicamente relevante na representagdo grafica
dada e, desse modo, reconhecer o objeto matematico em jogo, no caso, a fungéo.
Esta dificuldade das alunas vem confirmar o que afirma Duval (2006 b),
para quem a atividade matematica exige diferentes sistemas de representacdo
semidtica que podem ser usados de forma livre, seja de acordo com a tarefa a
desenvolver seja com a questdo em causa, o que leva a que alguns processos sejam
mais faceis num sistema semiotico do que noutro — neste caso tal foi verificado
no sistema tabelar —, ou, mesmo, eventualmente, num Unico sistema. Em muitas
situagdes da atividade matematica, nomeadamente nas de natureza problematica,
exploratéria e investigativa, sdo usados, implicita ou explicitamente, pelo
menos dois sistemas de representacdo. No entanto, e segundo Duval (2006 a),
os objetos matematicos nunca podem ser confundidos com as representacdes
semioticas que permitem alcangé-los e utilizé-los. A dificuldade em adquirir um
conceito matematico, como o de fungdo, aumenta se se tiver em conta que nio
ha s6 uma representagdo para um objeto matematico, mas sim uma grande
diversidade de representacdes. Na situagdo atras referida, e através da articulagio
entre os dois registos de representacéo semiotica, mediada pela investigadora,
as alunas acederam a compreensio matematica pretendida, identificando e
distinguindo claramente a fung@o das representagdes observadas.

Asdificuldades das alunas também se manifestaram ao nivel da conversao de
um registo para outro. Aquando a resolugéo da opgao F da Questdo 3 do Questionario,
Angela e Rita estavam com dificuldade em efetuar a conversio do registo
algébrico para o registo grafico, pois ndo o conseguiam efetuar com o recurso a
propria calculadora. A mediacdo da investigadora foi importante para as alunas
mobilizarem o seu conceito imagem de fungdo e trabalharem o registo algébrico,
tendo em vista o registo grafico, com o uso da calculadora grafica.

5.3. Consideragdes finais

Com este estudo foi possivel analisar a compreensdo que as duas alunas
faziam do conceito de fungdo, bem como analisar a sua atividade matematica,
identificando as causas das suas incompreensdes. Permitiu, ainda, reforcar
a ideia de que a atividade matematica consiste essencialmente na transformagao
de representagdes, € que a transformacao de conversdo ¢ mais complexa do que
a do tratamento — esta depende muito das possibilidades da representagio
semidtica, que sdo especificas de cada registo utilizado. Confirmou também
que o processo de formagao dos conceitos matematicos combina, numa acio
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reciproca, o conceito defini¢do e o conceito imagem. Neste estudo foi possivel
abordar a aprendizagem das fungdes com um suporte teérico proveniente de duas
fontes tedricas distintas, mas que se revelaram compativeis e que reforcaram a
compreensdo do processo de aprendizagem desenvolvido.

O paradoxo cognitivo da compreens@o matematica referido por Duval
(2006, a; 2006, b) foi posto em evidéncia pelas alunas Angela e Rita através da
coordenagdo que fizeram dos registos de representagdes semioticas (linguagem
natural; algébrico; tabelar e grafico), que lhes permitiu deixar de confundir o
objeto matematico fungdo com uma sua representagio e, ainda, alcangar uma forte
convergéncia entre o conceito imagem e o conceito defini¢do de fungéo referidos
por Vinner (1983). Permitiu ver também com maior clareza a importancia e
o papel da mobilizagdo de representagdes pelo facto delas poderem vir a ser
transformadas noutras representagdes. As tarefas de resolugdo de problemas,
exploratdrias e investigativas, o uso da calculadora grafica e a mediacdo da
professora assumiram um papel muito importante para a aprendizagem que as
alunas fizeram, reforcando, assim, a convic¢do de que este ambiente de trabalho
¢ desejavel para uma efetiva aprendizagem da Matematica.
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7. ANEXOS

7.1. Questiondrio

1. Explique, por palavras suas, o que entende por fungéo.

2. Das seguintes representagdes graficas, indique quais representam
fung¢des e quais ndo representam funcdes. Justifique as que considera
ndo se tratarem de uma fungao.

JTL \y‘/v/’\/ K

3. Das seguintes representacdes algébricas e tabelares, indique quais
representam fungdes. Justifique todas as respostas.
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A) y=x’ (B) y=4x (©) x*y*=1
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Em seguida, encontram-se algumas expressdes algébricas e
representagdes graficas. Estabeleca, justificando, a correspondéncia
entre as que considera que representam a mesma funcao.

2
@A) y=3 ®) y=dx-1 (O x=3 (D) y=3
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7.2. Transformagdes de Fungdes

Partindo de representagdes graficas de algumas fung¢des € possivel obter a
representacdo grafica de outras por transformagdes na expressdo algébrica, como
teve oportunidade de verificar anteriormente.

Considere a fungdo real de variavel real f(x)=x>.

1. Utilizando a calculadora grafica, visualize a representacdo grafica da
fungio e faga um esbogo da mesma no papel.

2. Visualize as representagdes graficas de fun¢des definidas por
expressdes do tipo g(x)=f(x)+a, atribuindo a a diferentes valores.
Compare as representagdes graficas obtidas.

3. Considere a familia de fungdes obtidas a partir da fungdo f através
da expressdo /4 (x)=f(x+b), observando a influéncia do parametro b.
Visualize as representagdes graficas de fungdes desta familia e compare
as representagdes obtidas.

4. Visualize as representagdes graficas de fun¢des definidas por
expressdes do tipo i (x)=cf'(x), atribuindo a c:

valores superiores a 1;

valores positivos, mas inferiores a 1;
valores iguais ou inferiores a — 1;
valores negativos, mas superiores a — 1.

Para cada um destes casos, compare as representagdes graficas obtidas
e registe as suas conclusdes.

7.3. Fungdes Polinomiais

Considere as fungoes:
— f(x)=x+3, uma fung¢io polinomial de grau um;
— g uma fungdo polinomial de grau dois, definida por uma expressdo da
forma.

g(x)=ax*+bx+c (a,b,c € R e a#0

— h, que resulta do produto dos polindmios que definem as fungdes f'e g.

1. As fungoes f'e g admitem as seguintes representagdes graficas, para
certos valores de a, b € c:
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\

\

\
\

1.1.  Mostre que g (x)=2x>+5x—3.
1.2. Estude o sinal da fungéo 4.
1.3. Determine:

h(=3) h@ hO) kD) hA)  hQ)

1.4. Faga um esboco da representacdo grafica da funco 4.
2. Procure novos valores para os parametros a, b e ¢, de modo que:

2.1. a funcdo 4 tenha apenas um zero real;
2.2. a funcdo 4 tenha mais do que dois zeros reais e distintos.

Quais as alteragdes que se podem observar nas representagdes da fungéo /4?
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