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CARMEN ARANDA, M. LUZ CALLEJO

CONSTRUCCIÓN DEL CONCEPTO DE DEPENDENCIA LINEAL EN UN 
CONTEXTO DE GEOMETRÍA DINÁMICA: UN ESTUDIO DE CASOS

CONSTRUCTION OF THE CONCEPT OF LINEAR DEPENDENCE IN A CONTEXT OF
DYNAMIC GEOMETRY: A CASE STUDY

RESUMEN. Este artículo presenta un experimento de enseñanza en el dominio del álgebra lineal
en un contexto de geometría dinámica. Se describe una trayectoria hipotética de aprendizaje

language, as well as the dynamic interaction with representation systems in a technological context,

process.

RESUMO. Este artigo apresenta uma experiência de ensino no domínio do álgebra linear num

generalização.
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1. INTRODUCCIÓN

dimensiones, el aritmético de Rn

El modo de pensamiento de la geometría sintética utiliza el lenguaje de

como conjuntos de n n

por ejemplo, sistemas de ecuaciones o desigualdades. Asimismo, contempla las

a11x1 + ... + a1nxn = b1

am1x1 + ... + amnxn = bm
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conjuntos estructurales. Por ejemplo, el sistema de ecuaciones anterior se puede

x1A1 + ... + xn An = B

A1, ..., An y B m .

2 y en R . Por otra parte,

Otro problema es el obstáculo del formalismo o tendencia de los estudiantes

en sí mismos, por lo cual manipulan las representaciones mecánicamente sin

Uno de los primeros conceptos de estudio en el álgebra lineal es el de la
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objetos matemáticos implica, por una parte, la capacidad de transformación de
conversión y el tratamiento,

coordinación 
interna

.

de herramientas computacionales en la enseñanza de las matemáticas para apoyar

.

2 y en R usando el lenguaje analítico y geométrico,

con el applet Descartes .

2 y R



CONSTRUCCIÓN DEL CONCEPTO DE DEPENDENCIA LINEAL 133

Relime, Vol. 13 (2), Julio de 2010

Versi
ón C

lam
e

.

no el potencial de utilizar simultáneamente las representaciones analítica y

analizamos sus trayectorias de aprendizaje mediante las acciones de generalización
y las

trayectoria hipotética de 
aprendizaje
sobre la relación actividad-efecto
explica el desarrollo de los conceptos matemáticos.

enseñanza diseñado ad hoc Descartes
construyan o consoliden

2 y en R
mediante el lenguaje analítico y geométrico.

2. MARCO TEÓRICO

 2.1.
hipotéticas de aprendizaje

El
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participación es el proceso donde el alumno abstrae

 anticipación

proyección, y anticipación local.
En el de proyección los alumnos construyen un conjunto de registros o unidades
de experiencia, en el de
procedente del conjunto de registros, y en la de anticipación local aplican la

Roig considera, en términos del mecanismo de
actividad-efecto proyección están anidadas

efecto trayectoria hipotética de
aprendizaje

de aprendizaje en el contexto de un conjunto particular de tareas. Estos dos

el mecanismo de
actividades disponibles

de aprendizaje”

dar cuenta sobre el aprendizaje de la idea de dependencia lineal en R2 y en R ,
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 2.2. Taxonomía de la generalización

usamos la taxonomía de la generalización
 general en

acciones de generalización actividad

relacionar, buscar y extender.

, y transferencia.

.

ocasiones las generalizaciones de reflexión

acciones de generalización

.
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fase de participación en el

proyección las acciones de relacionar y buscar, y en la de
anticipación local extender, junto con la y la .

( o ) pueden ser expresadas o usadas en el contexto
anticipación local.

proceso de construcción, o
trascender el contexto (transferencia), y lo ubicamos en la fase de anticipación, a

proceso de consolidación.

3. DISEÑO DEL EXPERIMENTO DE ENSEÑANZA

construyan o consoliden el concepto de dependencia

geométrico.

Descartes

en R2 y R

escena, permite experimentar y obtener respuestas

.
en un sistema

los semiejes al arrastrar el ratón 2

es perpendicular a la pantalla plana
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construcción o consolidación del concepto de
dependencia lineal en R2 y en R

2

R

Trayectoria hipotética de aprendizaje del concepto de dependencia lineal

construcción o consolidación del

abstracción anidada en la proyección
.

applet, realizarán acciones
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relacionar

siempre linealmente dependientes.

acciones
tipo analítico 2 son linealmente dependientes si existe un

pueden ser o

dependientes en R2

linealmente dependientes en R relacionar 
las propiedades antes citadas por el uso simultáneo y coordinado de los lenguajes

Figura 1. Aproximación al proceso hipotético de construcción del concepto de
dependencia lineal.

m
e

Vers
analític

Ap xim n a
depen nci
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extender tales situaciones a todos los
2 y R y 2

2 son siempre
) y a

2

.

Tabla I
Relación entre los lenguajes geométrico y analítico en las escenas seleccionadas.

Relación entre lenguajes
Escenas Geométrico Analítico Acciones

Tarea 1:
Dependencia lineal 
de dos vectores en
R2

Representación
geométrica de
vectores (flechas) 

 e
paralelos o
no paralelos.
(Figura 2)

Existe (no existe) un número
que multiplicado por el
vector ó da el vector

Mover los vectores
cambiando su

origen y conservando
módulo y dirección.
Multiplicar el vector

por un escalar para
obtener

Tarea 2:
Dependencia lineal
de tres vectores en 
R2

Trama de
paralelogramos en la
dirección de los
vectores
Paralelogramo de
lados los vectores

y diagonal el
vector    .
(Figura 3)

Modificar los vectores
(módulo,

dirección y sentido)
pinchando en los
extremos.

Tarea 3:
Dependencia lineal 
de tres vectores en 
R3

Proyección en el
plano de un
paralelogramo y una
diagonal que están en
el espacio, de lados
los vectores y
diagonal               .
(Figura 4)

Cambiar coordenadas
de los vectores

y los
escalares t, s.

x, v y, v

u, v.

u, v
tu+sv

u, v
A

x    y v

t u + s v = ( a1 , a2)

v = ( xv, yv , zv)
u = ( xu, yu, zu)

t u + s v = ( xw , yw , zw)

x, v, y

v
x

u,  v

u, v y  A
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ítico en la scenas

ClaClauaj a
ClaaClAna Cl

ra 2)

iste) un
que m
vector

C
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ma d
p alelogram  en
dirección e lo
vec

arale
ad l

ió
er

ó

V

v

u,ss
u,ee

xn
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Estas generalizaciones pueden ser expresadas o usadas en las escenas
anticipación local

(construcción del concepto) o bien trasciendan el contexto, al ubicarse en la fase
de anticipación (consolidación extender algunas

relacionar y buscar
ejemplo, extender la 2 son siempre linealmente

en R2 extender algunas , como la de dependencia
2 son linealmente dependientes

2 son linealmente
.

Primera sesión: Dependencia lineal en R2

Esta tarea1

.
escena

.

escena

escrito las siguientes interrogantes

1  
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Explicadlo analíticamente
Explicadlo geométricamente

2

.
escena

escena
2 son siempre linealmente

.

2

u, v y A,

Figura 2. 

Versi
ón C

lam
e

2

escenaV
,
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u, el v
A

El potencial de las dos tareas se puede expresar en términos de los tipos de

Segunda sesión: Dependencia lineal en R3

Figura 3. 

am
e

m
e

Verde as dos t

gunda

rsi
ó
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.

u en rojo y
v en azul, con origen O

. Se pueden cambiar las coordenadas de sus extremos,

Tipos de
generalizaciones Tarea: Dos vectores

Relacionar - Dos vectores linealmente dependientes (LD), paralelismo y
combinación lineal (CL).

- Dos vectores no LD, no paralelismo y no CL.
Extender A partir de los casos particulares, extender la relación entre vectores LD

expresada analítica y geométricamente al caso general.

Definición Definir la dependencia lineal de dos vectores analítica y geométricamente
si y sólo si uno de ellos se puede expresar como CL del otro; si y sólo si
son colineales o paralelos.

Tipos de
generalizaciones Tarea: Tres vectores

Relacionar Un vector LD de otros dos con la diagonal de un paralelogramo cuyos
lados tienen las direcciones de los otros dos vectores.

Buscar Generar casos particulares para buscar:
- Que los vectores que son CL de otros dos están en el mismo plano.
- Que a partir de dos vectores linealmente independientes (LI) se puede

obtener cualquier vector del plano.
- Que dos vectores LD no son un sistema generador.

Extender Extender el rango de aplicabilidad de las relaciones y propiedades
anteriores a todos los vectores del plano:
- Tres vectores en el plano siempre son LD y se puede poner uno de

ellos como CL de los otros.
- Dos vectores LI son un sistema generador y forman una base.

Afirmación Identificación de las siguientes propiedades, más allá de casos particulares:
- Tres o más vectores en el plano son LD.
- Con las CL de dos vectores LI se forman todos los vectores del plano.

Tabla II
Tipos de generalizaciones esperadas en R2.
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t u + s v.

i (1,0,0), j (0,1,0) y k
coordenadas de u y v

geométricas planas de objetos en R
los estudiantes expresen en lenguaje geométrico y analítico la dependencia lineal

tarea en R .

Figura 4. 
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4. MÉTODO

Participantes

Seis estudiantes de 2o

.

.

las capturas de las pantallas de las tareas hechas con el programa CamStudio

las tareas y de las producciones escritas en las hojas de tareas.

Recogida y análisis de datos

Tipos de
generalizaciones

Tarea: Combinación lineal

Relacionar
Una CL de tres vectores expresada analíticamente y su representación 
geométrica: vectores coplanarios.

Buscar Que tres vectores coplanarios son LD.

Extender “Tres vectores en el plano son LD” a “Cuatro vectores en el espacio son LD”.

Definición
Definir la dependencia lineal de tres vectores en 3D analítica y geométricamente
si y sólo si uno de ellos se puede expresar como CL de los otros; si y sólo si son
coplanarios.

Tabla III
Tipos de generalizaciones esperadas en R3.

Versi
ón C
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O
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tareas y d

LD”ey ge tricam
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con las capturas de las pantallas y se indicaron las acciones realizadas con la

o declaraciones —orales o escritas— de los estudiantes.

construcción extender,
apoyada en las acciones de relacionar y buscar, así como en los resultados de
tales acciones, expresados con y

consolidación extender
(cuando no está apoyada en las acciones de relacionar y buscar) y de los resultados

y .

resultados.

RESULTADOS

5.1. Trayectoria de aprendizaje de Enric y Santi

2

utilizando lápiz y papel, las tareas propuestas en el experimento no las consideraron

y de sentido contrario Santi no sabía relacionar

el signo del escalar. A partir de este momento respondieron correctamente y con
seguridad las preguntas de este apartado.
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Lee y nos dé el v

Sin embargo, al examinar las situaciones donde la magnitud y el signo de los
extendieron 

caso general y 2

A
u y v

u y v
2 u y v exploraron el

caso límite, donde las direcciones de u y v coincidían y desaparecía la

Lee
2...

Lee

A

u, v y A de la escena.
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lineal de los otros

au + = w    a y son escalares
tu + sv = (x, y, z) donde t y s son escalares

llegado por extensión 2 son colineales o

1) En R2 relacionaron
extender a partir de

2

2) En R la dependencia lineal en lenguaje analítico.

Trayectoria de aprendizaje de Toni y Rosa

2.
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x y v

Rosa sitúa el origen del vector x sobre el origen de v; el extremo de x queda fuera de la 
escena

Despliegan el menú con las opciones].

x  es más pequeño que v
x nos dé

v entonces sería 2.

escribe 1.5 en la escena

x v = x

Relacionan
.

y dé v v y
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A, inicialmente u + v, tirando del

A

u y v

que multiplica

A

señalan los vectores u y v en la escena
mueven el punto A,

  situado en el extremo del vector A

relacionaron
A
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A (con la

u, v o ambos, y buscaran
A

u y v

u o v A

Pero no llegaron a 2

escena
paralelogramo de lados las direcciones de la trama y tenía como diagonal el

A A
u y v,

av + .

2.

u y v
  independientes.

.

u y v

señalando los vectores u y v, que tenían distinta dirección
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i = au + , situándose

tratamiento
dentro del registro analítico sin convertir al geométrico y sin llegar a
en R

1) En R2 relacionar

extendió los casos
particulares al general, llegando a

la dependencia lineal sin llegar

2) En R tratamiento analítico, de
y

.

6. CONCLUSIONES Y DISCUSIÓN

En este trabajo hemos expuesto un experimento de enseñanza utilizando un applet
donde aparecen simultáneamente representaciones analíticas y geométricas, de

construir el concepto de dependencia lineal. En este

los conceptos del álgebra lineal.

2 y en R
construcción del
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extender, apoyada en las de relacionar y buscar, lo
cual da como resultado y coordinación 
interna

consolidación extender, las y
no se apoyan en otras acciones.

trayectorias de aprendizaje de las dos parejas estudiadas han sido

a) proceso de 
construcción
R2

geométrica, apoyándose en las acciones de relacionar y extender.
Esto dio como resultado algunas y en

coordinación interna entre las representaciones
analíticas y geométricas.Asimismo, las parejas supieron discriminar

nexo entre el registro analítico y el geométrico.

b)
en R2 o R

tratamiento analítico
las escenas
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lo explica por la necesidad de la doble discriminación

2 como en R , en dos
2 o

en R

2

2

permite asociar el registro geométrico y el analítico.

representaciones.

dependencia lineal en R2 y en R

ad hoc

relacionar, buscar y extender coordinación interna
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2

de situaciones en R

estas representaciones.

las de Descartes

doble
discriminación
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