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RESUMEN. El objetivo de este trabajo es dar a conocer el procedimiento que seguimos para disefiar
una descomposicidn genética sobre el concepto transformacion lineal, mostrando los pasos seguidos
en su construccion y las dificultades para realizarlo. El disefio se determina por la elaboracion y
desarrollo del analisis tedrico que plantea el ciclo de investigacion de la teoria APOE. Asimismo,
proponemos dos descomposiciones genéticas que describen los posibles caminos para construir el
concepto: uno determinado por el mecanismo de interiorizacion, y el otro por el de coordinacion.
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ABSTRACT. The aim of this paper is to present the process that we followed in order to prepare a genetic
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and the difficulties that we encountered. The design is based on a theoretical analysis determined by
the research cycle related to APOS theory. We propose two genetic decompositions that describe two
possible ways to construct this concept, one that uses the mechanism of interiorization and another that
uses coordination.
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1. INTRODUCCION

Durante los ultimos 20 afios se han publicado varios estudios que toman como
marco de referencia a la teoria APOE (Accion-Proceso-Objeto-Esquema). Los
investigadores que han hecho estos trabajos, principalmente miembros del Grupo
RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community), han
centrado sus analisis en diferentes areas de las matematicas como calculo, algebra
abstracta, matematicas discretas, estadistica y teoria de nimeros, en los que han
enfocado su atencion en algunos de sus conceptos (Dubinsky & McDonald,
2001) y en nociones de algebra lineal, que fueron estudiadas para disefar el
texto Learning linear algebra with ISETL (Weller, Montgomery, Clark, Cottrill,
Trigueros, Arnon, & Dubinsky, 2002). En nuestro grupo, se ha considerado el
anélisis de conceptos particulares del algebra lineal, entre ellos los sistemas de
ecuaciones (Trigueros, Okta¢c & Manzanero, 2007), espacio vectorial (Oktag,
Trigueros & Vargas, 2006; Parraguez & Oktac, 2010; Trigueros & Oktag, 2005),
base (K, Trigueros y Oktag, 2008) y transformacién lineal (Roa, 2008).

Debido alanaturaleza abstractadel dlgebra lineal y las dificultades que afrontan
los estudiantes cuando intentan construir conceptos como los mencionados, hemos
encontrado en la teoria APOE una herramienta potente para explicar el porqué
de esos problemas, mediante la aplicacion de su ciclo de investigacion (Asiala,
Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews & Thomas, 1996). Este ciclo consta de tres
componentes: 1) analisis teodrico; 2) disefio e implementacién de ensefianza, y 3)
observacion, analisis y verificacion de datos. En este trabajo nos centraremos en
el desarrollo de la primera componente, que describe las construcciones (acciones,
procesos, objetos y esquemas) y los mecanismos mentales (interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion, asimilacion) que puede realizar un estudiante para
construir un concepto matematico determinado. La segunda y tercera componentes,
que conciernen al disefio de situaciones con base en el andlisis tedrico y su
aplicacién, las consideraremos en un proximo escrito donde determinaremos la
validez del primer analisis, a la luz de los datos empiricos obtenidos.

Cada uno de los trabajos hechos con la teoria APOE ha ido fortaleciéndola y
enriqueciéndola, en la medida en que los andlisis reflejan un mejor entendimiento
sobre las construcciones y mecanismos usados por dicho marco de referencia
para explicar la construccion del conocimiento matematico. Ahora bien, las
investigaciones publicadas generalmente proponen una descomposicion genética
terminada y, en algunos casos, muestran como se refino segtin los datos empiricos,
pero no hay estudios que muestren de manera explicita el camino que se puede seguir
en su construccion, aunque mencionan que el analisis se basa en la experiencia y
resultados anteriores.
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En esta investigacion nos enfocamos en describir los pasos que hemos seguido
para proponer una descomposicion genética sobre el concepto transformacion lineal,
asi como las dificultades que tuvimos que afrontar. Con ello queremos revelar el
trabajo que hay detras de este analisis y evidenciar su importancia, al ahondar en
conceptos matematicos avanzados que se tratan desde su propia naturaleza: la
abstraccion. Esto nos permite considerar las interrelaciones que un individuo puede
establecer entre un nuevo concepto y sus construcciones previas, con lo cual genera
un proceso de asimilacion o construccion del nuevo objeto y las nuevas relaciones
gue puede instaurar.

En la siguiente seccion, con base en una reflexion sobre la teoria APOE donde
consideramos algunas ideas que fundamentan su construccion, formuladas por Piaget
y Garcia (2004), realizamos una descripcion de sus elementos basicos y, desde
nuestro punto de vista, referimos sus alcances y limitantes. En la tercera seccion
exponemos el procedimiento para disefiar la descomposicion genética y, a partir de
la descripcion de los elementos que consideramos en el analisis tedrico, presentamos
dos descomposiciones genéticas del concepto que representan caminos diferentes para
construir el mismo objeto matematico. Finalmente, en la seccion cuatro reflexionamos
sobre el trabajo efectuado y la pertinencia de su continuacion.

2. UNA REFLEXION SOBRE LA TEORIA APOE

2.1. Antecedentes de la teoria APOE

La teoria APOE es una interpretacién de la teoria constructivista que se basa
principalmente en el concepto de abstraccion reflexiva, introducido por Piaget,
para describir el desarrollo del pensamiento l6gico en los nifios, y extiende la idea a
nociones matematicas méas avanzadas (Dubinsky, 1991). Dubinsky usa la abstraccion
reflexiva para describir como un individuo logra ciertas construcciones mentales
sobre un concepto determinado, partiendo de la siguiente idea del conocimiento
matematico:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las
situaciones matematicas problematicas en un contexto social, y construyendo
acciones, procesos y objetos y organizandolos en esquemas con el fin de
manejar las situaciones y resolver los problemas (Dubinsky & McDonald,
2001, p. 276).
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En este comienzo se enfatiza en la necesidad de enfrentar al individuo con
situaciones matematicas que promuevan su reflexion. El razonamiento que logre
hacer el estudiante sobre cierta situacion depende del tipo de preguntas que se le
planteen, orientandolasal objetivo de que generen un nuevo conocimiento que se integre
al conjunto de construcciones previas. Piaget y Garcia mencionan que “el desarrollo
del conocimiento no se realiza por la agregacion continua de nuevos conocimientos
(...), sino por etapas que representan niveles cognoscitivos caracteristicos; y en
cada etapa hay una reorganizacion de los conocimientos adquiridos en la etapa
anterior” (2004, p. 134). Dichas etapas, que caracterizan los autores como intra, inter
y trans determinan la evolucion del conocimiento matematico de un individuo y sus
posibilidades de razonamiento frente a ciertos conceptos matematicos.

La construccion de un concepto esta asociada con las estructuras previas de un
individuo vy las ideas que pueda hacerse del objeto durante su experiencia con éste. A
esto Piaget y Garcia (2004) llaman asimilacion, un mecanismo que consiste en apreciar
al conocimiento matematico como una relacion indisociable entre el sujeto y el objeto,
donde el objeto es el contenido al cual el sujeto le impone una forma extraida de sus
estructuras anteriores, pero ajustadas al contenido, y modifica el esquema asimilador
por medio de acomodaciones o las diferenciaciones en funcion del objeto que acaba de
asimilar (Piaget y Garcia, 2004). De esta manera, asimilar es equivalente a estructurar,
y responde principalmente a la construccion de nuevos esquemas en funcion de los
precedentes 0 acomodacion de los anteriores.

Un individuo construye su conocimiento matematico por medio de un proceso
de abstraccion. Piaget caracterizd trestipos de abstraccion: empirica, pseudoempirica
y reflexiva. La abstraccion reflexiva depende de la empirica y la pseudoempirica, ya
que la abstraccion empirica le permite al individuo abstraer propiedades comunes
de varios objetos y realizar acciones sobre ellos, a través de la interiorizacion y
coordinacion de las acciones en nuevas y crear nuevos objetos (Dubinsky, 1991).
Asi, cuando un individuo enfrenta una situacién matematica debe recurrir a sus
ideas sobre los conceptos involucrados en ella, haciendo una reconstruccion
de su conocimiento como resultado de la reflexion sobre las condiciones del
problema planteado. De esta manera puede reestructurar su conocimiento mediante
una reorganizacion de las estructuras en un nivel mas elevado, donde el nuevo
conocimiento es asimilado.

En este sentido, las estructuras que un individuo posee de manera previa
determinaran su construccion del nuevo concepto. Por tanto, una meta clara dentro de
este marco tedrico es ayudar a los estudiantes a que construyan las estructuras
apropiadas para cada nuevo concepto, estableciendo las conexiones adecuadas con
las estructuras previas. De esta manera las estructuras, denominadas acciones,
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procesos, objetos y esquemas, estan relacionadas de tal modo que sus conexiones
determinan el conocimiento matematico de un individuo.

2.2. Descripcion general de la teoria APOE

Sin duda, los trabajos que pueden encontrarse en la literatura muestran que la
teoria APOE es Util para analizar conceptos matematicos avanzados. Los estudios
hechos por diferentes investigadores, entre ellos los miembros del Grupo RUMEC,
encabezados por Dubinsky [McDonald (2000) presenta una lista muy amplia de
trabajos hechos con base en la teoria APOE], y los académicos mexicanos
han enriquecido este marco tedrico. Hoy tenemos una mejor comprension
de sus fundamentos y contamos con gran cantidad de conceptos matematicos
analizados que son una potente herramienta para la comunidad académica.

LateoriaAPOE apoya laexistenciade unarelacion cercanaentre lanaturaleza
de los conceptos matematicos y su desarrollo en la mente de un individuo (Piaget,
1970, p. 13; tomado de Dubinsky, Weller, McDonald & Brown, 2005); por tanto,
sus explicaciones son de orden epistemoldgico y psicoldgico. En este sentido, la
teoria APOE puede ser ocupada para explicar las dificultades de los estudiantes
ante un concepto y plantear caminos de construccién para su aprendizaje, con lo
gue arroja resultados concretos respecto a las estrategias pedagogicas pertinentes
para motivar la elaboracion de dicha nocion.

Como dijimos en la seccién anterior, el interés principal de la teoria APOE
reside en describir la manera como se construye el conocimiento matematico, y la
principal herramienta para tal fin es la descomposicion genética porque describe
los aspectos constructivos de una porcion de conocimiento matematico que, a
su vez, se espera que determinen aspectos metodoldgicos relacionados con la
ensefianza del conocimiento (Asiala et al., 1996).

En su teoria, Dubinsky considera cinco tipos de abstraccion reflexiva: la
interiorizacion, lacoordinacion, laencapsulacion, lageneralizaciony la reversion.
Estos son considerados mecanismos que dan lugar a las construcciones llamadas
acciones, procesos y esquemas. Los esquemas son las construcciones mas amplias que
podemos determinar de una porcion de conocimiento matematico, ya que forman
una coleccion coherente de acciones, procesos, objetos y otros esquemas, asi
como de las relaciones entre ellos en funcion del concepto. Asimismo, son
estructuras inacabadas que evolucionan por la asimilacion de un nuevo objeto
y la reacomodacion de las estructuras por las nuevas relaciones que entabla el
objeto.
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Una caracteristica fundamental de los esquemas es su coherencia, que
alude a la capacidad del individuo para establecer si un esquema le permite
solucionar un problema particular. Como menciona Dubinsky (1994), un esquema
puede ocuparse para resolver una situacion matematica y ser tematizado en un objeto
para realizarle nuevas transformaciones (acciones y procesos). Esta cualidad fractal
(Meel, 2003) de considerar los esquemas como nuevos objetos que entran a ser parte
de otros esquemas permite hacer multiples conexiones entre los elementos previos y
los nuevos conceptos que un individuo busca integrar a sus estructuras.

Sinembargo, ¢como se logra la construccion de esquemas? Ya que los esquemas
son colecciones de otros elementos como acciones, procesos y objetos, describiremos
cémo se logran este tipo de construcciones y los mecanismos necesarios para
elaborarlos. Cuando un individuo esta frente a una situacion matematica puede
utilizar ciertos mecanismos para construir estructuras matematicas que puedan ser
aplicadas para solucionar dicha situacion. Las estructuras mas elementales son las
acciones y los procesos, que estan relacionadas con los mecanismos de interiorizacién
y encapsulacion, respectivamente. Esta teoria sefiala que cuando un individuo inicia
la construccion de un concepto matematico realiza transformaciones (acciones y
procesos) sobre otros objetos construidos previamente, a fin de generar el nuevo
objeto (Dubinsky et al., 2005). Entonces, cuando realiza ciertas transformaciones
sobre objetos, las cuales obedecen a estimulos externos, decimos que tiene una
concepcidn accion del nuevo concepto; esto le permite realizar transformaciones paso
a paso, determinadas por algun conector externo. Por ejemplo, al trabajar con una
situacidn que involucre el concepto transformacion lineal, necesitara de una formula
explicita que le indique como verificar las propiedades de linealidad. Esto debe estar
seguido de la pregunta prototipo: ¢es T una transformacion lineal? En este caso,
las acciones se determinan por la repeticion de un algoritmo y la notacion de los
objetos, sin la consciencia de la naturaleza de los elementos involucrados.

Segun la teoria APOE, cuando un individuo repite y reflexiona sobre una
accion, ésta puede ser interiorizada en un proceso mental. La interiorizacién de
una accion consiste en construir una estructura mental que hace el mismo trabajo
que el de la accién externa; decimos que el individuo posee una concepcion
proceso del concepto cuando puede reflexionar sobre el concepto, sin realizar
acciones especificas sobre ¢él. En el caso de la transformacion lineal, una
evidencia de la interiorizacion para las funciones conocidas o sencillas es que
el estudiante puede reconocer si es 0 no una transformacion lineal al verificar
mentalmente la preservacion de la suma vectorial y el producto por un escalar, o
la preservacién de combinaciones lineales. En esta concepcion es muy importante
que las condiciones se consideren como equivalentes; esto lo discutiremos con
mas detalle en las siguientes secciones.
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Como ya mencionamos, un proceso puede ser resultado de la interiorizacion
de una accion. Ahora bien, un proceso también puede generarse por la
coordinacion de dos 0 mas procesos; este mecanismo permite establecer relaciones
entre los procesos (por ejemplo mediante conectores l6gicos) para determinar un
nuevo proceso. Las acciones y procesos son transformaciones dindmicas que
pueden transformar otro tipo de construcciones, denominadas objetos, que son
estaticas como resultado de la encapsulacion de un proceso. Cuando un individuo
piensa en el proceso como un todo, y realiza y construye transformaciones sobre
su totalidad, decimos que posee una concepcién objeto al aplicar el mecanismo
de encapsulacion, que se considera como el mas importante para construir el
conocimiento matematico, pero el mas dificil de lograr.

Dicho mecanismo consiste basicamente en la conversion de una estructura
dinamica (el proceso) en una construccidn estatica (el objeto), que se genera cuando
el individuo debe transformar al objeto para resolver una situacion. En el caso del
concepto transformacion lineal, al realizar preguntas especificas sobre esta funcion,
como si T es una transformacion lineal, ¢es siempre T 1 una transformacion
lineal?, o al considerar L(U,V) como el conjunto de transformaciones lineales
definidas entre los espacios vectoriales U y V, donde cada funcion g definida entre
los espacios vectoriales es una transformacion lineal y conforma un vector del
espacio vectorial L(U,V), las transformaciones lineales son consideradas como
objetos.

Tan importante como el mecanismo de encapsular es el de desencapsular,
que consiste en regresar sobre el proceso que determind un objeto; es decir,
‘desempacar’ el objeto y determinar el proceso que lo precede. Esto es
indispensable para construir nuevas estructuras, ya que el proceso permite
la coordinacion con otros procesos y la generacién de nuevos procesos para la
encapsulacién en nuevos objetos. Si se considera el caso de transformacion
lineal, cuando hay dos transformaciones lineales f y g (este tipo de situaciones
permite hacer hincapié en las transformaciones lineales como funciones,
independientemente de su notacion) y se quiere determinar la transformacién
f + g, es necesario que el individuo tenga una concepcion objeto del concepto
que le permita pensar en generar un nuevo objeto, en este caso f +g. Pero para
determinar el nuevo objeto es preciso que determine los procesos que generaron
cada una de las transformaciones lineales, asi como al nuevo proceso para que
sea encapsulado en el nuevo objeto.

Esta descripcion sobre la construccion de nuevos objetos que se integran a las
estructuras previas de un individuo genera, como ya mencionamos, la evolucion
de sus esquemas previos y la generacion de nuevas relaciones que enriquecen
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su conocimiento matematico. Con ello, amplia su horizonte de posibilidades al
abordar situaciones que involucran los conceptos relacionados, y enriquece su
coherencia al establecer las relaciones que crea el nuevo objeto en los esquemas
donde es integrado. Generar constantemente este ciclo continuo de reconstruccion
y reacomodacion de las estructuras matematicas de los estudiantes debe ser, desde
nuestro punto de vista, el principal interés de los maestros en el aula de clase de
matematicas.

2.3. Ciclo de investigacion planteado por la teoria APOE

Lateoria APOE proporciona un ciclo de investigacion que integra tres componentes:
analisis teorico, disefio e implementacion de ensefianza, y observacién, analisis y
verificacion de datos.

Andlisis tedrico

Observacion, analisis y Disefio e implementacion
e — N
verificacion de datos de ensefianza

Figura 1. Ciclo de investigacion (Asiala et al., 1996)

La aplicacion de este ciclo permite obtener una descripcién méas detallada
y cercana a la construccién de los conceptos matematicos. Cada vez que es
aplicado con base en la descomposicion genética de un concepto, ésta se refina
como resultado del analisis sobre los datos empiricos que se obtuvieron en el
desarrollo de la tercera componente.

El andlisis tedrico, componente que nos ocupa en este articulo, es la base
que fundamenta los resultados que se logran en la aplicacion total del ciclo. Toma
en cuenta el andlisis de libros de texto, la experiencia de los investigadores y los
resultados de estudios previos, entre otros aspectos que pueden contribuir al disefio
de un camino viable en la construccion de un concepto determinado. Asimismo,
por medio de la descripcion de las construcciones mentales, permite modelar la
epistemologia y la cognicion del concepto matematico estudiado.
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Asiala et al. (1996) plantean dos preguntas que deben guiar el trabajo en esta
componente: ;Qué significa comprender un concepto matemdtico? ;Como esa
comprension puede ser alcanzada por un individuo? El planteamiento promueve
la reflexion sobre qué es comprender un concepto determinado y las implicaciones
que tiene en la forma como un estudiante puede concebirlo. Va mucho mas alla de
la repeticion mecénica de algoritmos o la supuesta construcciéon de un concepto
aislado.

El objetivo principal del anélisis tedrico consiste en disefiar una descomposicion
genética del concepto que determine un camino viable en términos de construcciones
y mecanismos mentales, de tal manera que un estudiante pueda seguirlo para
construir dicho concepto de manera exitosa. Cabe mencionar que no hay una
Unica descomposicion genética del concepto, ya que dependen de los caminos de
construccion y las estructuras mentales previas del individuo.

3. DESCRIPCION DEL ANALISIS TEORICO: EL CASO DE
LA TRANSFORMACION LINEAL

Con base en lo descrito en las secciones anteriores, presentamos un ejemplo
de como se construye y desarrolla el analisis tedrico que plantea el paradigma
de investigacion de la teoria APOE. Explicaremos las fases que comprenden
el analisis del concepto para la construccion de la descomposicion genética
mostrando la forma en que esta componente de investigacién fue desarrollada en
nuestro trabajo.

3.1. Elementos para el analisis teorico

En nuestra investigacion decidimos analizar el concepto de transformacion
lineal, con el objetivo de disefiar una descomposicion genética viable que
describa un modelo cognitivo que fundamente el disefio de material docente
y apoye la reflexion sobre el aprendizaje de tal concepto. Planteamos las
siguientes preguntas: ¢Qué elementos previos debe poseer un estudiante para
poder abordar de manera exitosa el concepto transformacion lineal? ;Qué

construcciones y mecanismos mentales estan asociados a dicho concepto?
(Roa, 2008).

En este trabajo referimos la manera como realizamos una descomposicién
genética, describiendo cada uno de los elementos que consideramos en su disefio
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como resultado de la primera componente del ciclo de investigacion. En un escrito
posterior daremos a conocer la parte empirica. A continuacion, explicamos cada
uno de los elementos que tomamos en cuenta para nuestro analisis, siguiendo las
preguntas de investigacion.

3.1.1. Analisis anteriores

El concepto de transformacion lineal fue analizado previamente por miembros
del Grupo RUMEC para elaborar el texto Learning linear algebra with ISETL
(Weller et al., 2002). La descomposicion genética describe un camino para
construir el concepto que incluye la realizacion de actividades con el software
ISETL. A continuacién, describimos los elementos principales de este analisis
que, de alguna manera, son un antecedente de nuestro trabajo.

Esta descomposicidn genética se basa fundamentalmente en la construccion
del concepto de transformacion como una funcion definida entre dos espacios
vectoriales, donde los procesos de espacio vectorial y funcién se coordinan para
construir una transformacién. Con una concepcion accion de transformacion, un
individuo necesita de una formulaexplicita que le permita tomar un vector del dominio
y transformarlo con una regla de asignacion definida para obtener un vector de salida.
Cuando un individuo logra interiorizar dichas acciones en un proceso puede verificar
la condicién de linealidad para cada funcién dada. Es importante aclarar que la
condicion de linealidad no se puede averiguar mediante una concepcion accion, ya
que requiere de visitar mentalmente todos los vectores de un espacio vectorial.

Los miembros del Grupo RUMEC sefialan que con una concepcion proceso
un individuo puede programar un algoritmo, al cual han Ilamado func is_linear (la
mayoria de las actividades se basan en el software ISETL), que le permita determinar
si una transformacion dada de an - me es lineal, averiguando las condiciones
de linealidad. La encapsulacion de este proceso se presenta cuando construye una
accion o proceso para aplicarlo al concepto; por ejemplo, al aplicar el algoritmo func
is_linear. Esta es una funcién booleana que determina si, dada una transformacion,
es o no lineal; dicha concepcion también puede observarse cuando un individuo toma
una transformacion lineal especifica, la multiplica por un escalar dado y verifica su
linealidad.

3.1.2. Observacion de un curso

Uno de los aspectos que consideramos muy importante es observar al grupo de
estudiantes, cuyos conocimientos haran parte de los datos empiricos al trabajar con
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algebralineal. Por ello, decidimos asistir a un curso que ofrecia la universidad donde
hicimos el estudio, el cual iba dirigido a estudiantes de Estadistica y Matematicas.
A este curso asistian regularmente entre 8 y 10 alumnos dos veces por semana, en
sesiones de dos horas; la observacion se efectué durante un semestre académico.
El contenido del curso estaba dividido principalmente en cuatro capitulos: matrices
(11 sesiones), espacios vectoriales reales (8 sesiones), transformaciones lineales (7
sesiones) y vectores propios y diagonalizacion (4 sesiones).

Antes de cada examen, la docente hizo una sesion de preguntas sobre la
tematica a evaluar; asimismo, se resolvieron los problemas de una guia de trabajo
que fue disefiada para cada contenido. Ahora bien, hacemos la mencién de que los
temas vistos en el curso no se abordaron de manera muy formal; s6lo se realizaron
algunas demostraciones o generalizaciones sobre algunos conceptos.

Durante la investigacion se llevaron a cabo una prueba diagndstica y una
entrevista. Estas pruebas fueron transcritas y analizadas desde nuestro marco
tedrico, lo cual permitié reformular una de las descomposiciones genéticas
planteadas preliminarmente, que analizaremos con detalle mas adelante.

3.1.3. Andlisis de los libros de texto

Como menciona Trigueros (2005), una caracteristica muy importante de la
teoria APOE es que parte de la reflexion de los conceptos desde la definicion
matematica. Por lo tanto, es necesario tener claro qué definicion esperamos que los
estudiantes finalmente tengan y sus alcances en la construccion del conocimiento
matematico.

En este punto reparamos que estudiariamos el concepto de transformacion
lineal sin tener en cuenta su representacién geométrica ni matricial. Por ser ésta la
primera investigacion que se realiza del concepto desde APOE, decidimos analizar
la construccion del concepto en su forma analitica. La integracion de la construccion
del concepto de transformacion lineal con sus diversas representaciones puede ser
un proyecto de estudio interesante que puede realizarse en un futuro.

A continuacidn, presentamos la definicion del concepto transformacion lineal
como aparece en uno de los textos guia ocupado por los estudiantes del curso que
observamos:

(Hoffman y Kunze, 1973). Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo F.
Una transformacion lineal de V en W es una funcion T de V en W, tal que
T(ca+ ) = cT(a) + T(B) para todos los vectores o y f de V y todos los
escalares c de F.
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En esta definicion se utiliza s6lo un escalar C en F para precisar lacombinacion
lineal, aunque una mas estandar toma dos escalares, por ejemplo ¢ y d, para
definirla: T(ca + df)=T(ca) + T(df). Cabe aclarar que Hoffman y Kunze usan
una notacion diferente a la introducida en el curso; la notacion empleada en los
cursos es la que utilizaremos de ahora en adelante. Los autores caracterizan
a latransformacion lineal como una funcion entre espacios vectoriales que preserva
combinaciones lineales. Consideramos que esta definicién permite percibir
la esencia del concepto porque las condiciones se ponen juntas y enfatiza la idea
de conservacion de las combinaciones lineales, aunque al principio del aprendizaje
podria ser mas didactico separar las condiciones para ahondar en cada una de las
condiciones de linealidad.

El concepto de transformacion lineal muchas veces forma parte de la lista
de nuevas definiciones y teoremas que los estudiantes no logran asimilar. Como
muestra Dorier (2002), esto parece ser resultado de la naturaleza abstracta de
los conceptos del algebra lineal, que son percibidos por los estudiantes como
algo extrafio y desconocido, lo cual genera en algunas instituciones educativas
el disefio y ejecucién de cursos donde se hace énfasis en la memorizacion y
aplicacion de algoritmos y tareas que se reducen al tratamiento de vectores en R?
y matrices.

Desde nuestra perspectiva, este fendmeno puede ser consecuencia de la
desconexion que se da entre los elementos basicos del algebra lineal. Los alumnos
no poseen las estructuras previas para abordar dichos elementos y, por tanto, no
es posible que logren avanzar en el desarrollo de sus construcciones mentales, ya
que éstas solo se cifien a la aplicacion de ciertas acciones limitadas por una orden
externa. Por ejemplo, en el caso de la transformacion lineal, un estudiante por lo
general ejecuta la accion de verificar dos propiedades que ha memorizado, en la
mayoria de los casos, sin el uso de cuantificadores, existenciales, conectores l6gicos
o la pertenencia o contenencia de elementos y conjuntos, respectivamente. Cuando
aborda una situacion relacionada con el tema fuera de un contexto particular o con
una notacion diferente, sus construcciones no le permiten comprenderla. Incluso la
notacion de transformaciones lineales como T con una notacion diferente, como
f y g, crea conflictos en sus acciones con el concepto, ya que parece exclusiva de
las funciones y, de acuerdo con sus construcciones, no estan relacionadas con el
concepto de transformacion lineal.
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3.1.4. Construcciones previas necesarias para la construccién del nuevo concepto

Una de las nociones fundamentales para construir el concepto de transformacion
lineal es la de funcion. Debido a que consideraremos funciones f : U—V, cuyo
dominio U y V son espacios vectoriales sobre un campo K, donde la funcién f
asignaacada vector u en U unvector v en V, esperamos que el objeto espacio
vectorial sea asimilado por el esquema de funcion; es decir, que el alumno sea
consciente de la posibilidad de establecer funciones cuyo dominio y codominio
sean espacios vectoriales. Esto permitira que considere que las transformaciones
lineales son fundamentalmente funciones.

Bajo el esquema de funcién, el estudiante puede recurrir a las funciones
como objetos, desencapsulando el proceso por el que dicho objeto fue construido
para aplicarlo frente a una determinada situacion. De esta manera, podra sin mayor
dificultad utilizar los elementos del proceso u objeto, segiin sea necesario. Como
mencionan Breidenbach, Dubinsky, Hawks & Nichols (1992), una concepcion
proceso del concepto de funcion involucra una transformacion dindmica de
objetos donde, dado un objeto inicial, se produce una transformacion de él. Asi, un
estudiante podra determinar la imagen de los vectores de V bajo una funcién f.
Podréa pensar en dicha transformacion como un todo que toma objetos vy, al hacer
algunas cosas sobre ellos, da origen a objetos de alguna clase. Una vez que el
estudiante encapsule dicho proceso podréa considerar a las funciones como objetos,
lograra tomar dos objetos y obtendra uno nuevo mediante una operacion binaria
definida; por ejemplo, la composicion. Para esto, el individuo debe desencapsular
los dos objetos y coordinar los procesos en un nuevo proceso que, al ser encapsulado,
determina una nueva funcion, un nuevo objeto que resulta al componer los objetos
iniciales (Dubinsky, 1991).

De la misma manera, consideramos que los conceptos de operacion binaria'y
combinacion lineal estan intimamente relacionados con los conceptos de espacio
vectorial y de vector, que se desprende de este ultimo. Por tanto, pensamos que
una concepcion previa de espacio vectorial como esquema permite el acceso a
estos conceptos, en particular a las construcciones de vector y combinacion
lineal como objeto y a la operacion binaria como proceso. Para nuestro analisis
resulta de gran importancia evidenciar las operaciones definidas en los espacios
vectoriales que se involucran en las transformaciones, con un mayor énfasis en
la forma como la preservacion de tales operaciones determinan la linealidad de
una transformacion. Por esto, tomaremos en cuenta el trabajo hecho por Brown,
DeVries, Dubinsky & Thomas (1997), quienes reportan que un estudiante tiene
una concepcién proceso de operacién binaria cuando puede pensar a la operacién
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binaria genérica como un proceso con dos objetos de entrada, y al realizar algo
sobre ellos logra un nuevo objeto de salida.

Trigueros y Oktac (2005) dicen que, para construir un esquema de espacio
vectorial, un individuo debe poseer como elementos previos el esquema de
conjunto y de operacién binaria. Aungue no se considera el concepto de vector
y combinacion lineal de manera explicita, resulta claro que en un determinado
momento dichos conceptos son asimilados como objetos por el esquema de
espacio vectorial, al tomar a los vectores como elementos del espacio o generar
nuevos vectores como combinaciones lineales.

Contodos los elementos descritos en esta seccion, iniciaremos la construccion
de la descomposicion genética preliminar.

3. 2. Descomposicion genética del concepto transformacion lineal: un andlisis
preliminar

En la descripcion de nuestra descomposicion genética preliminar consideramos
dos posibles caminos para construir el concepto transformacién lineal que
describiremos con més detalle en esta seccion. En el primer camino, suponemos
que un individuo primero construye el concepto general de transformacion
(entenderemos por transformacion a las funciones definidas entre los espacios
vectoriales que se especifican sobre un campo). Puede considerarse que el
individuo debe poseer una concepcion objeto del concepto transformacion, ya que
las propiedades de preservacion de suma vectorial y producto por un escalar son
transformaciones sobre T, donde es posible determinar si dicho objeto cumple
0 no con las propiedades. En el segundo camino, el objeto espacio vectorial es
asimilado por el esquema de funcidn; de esta manera, el individuo generaliza su
esquema de funcion y acepta que las funciones pueden definirse entre espacios
vectoriales.

Una caracteristica fundamental y comdn entre los dos caminos que
presentamos en nuestra descomposicidén genética es concebir a la construccion
de las dos propiedades de linealidad de manera independiente. La definicion que
ocupamos para cada una es la siguiente:

Propiedad 1. Sean U y V espacios vectoriales sobre un campo K y T:U—V
una funcion tal que para todo u,, u,,€U se tiene que T (u, + u,)=T(u,) + T(u,).

Propiedad 2. Sean U y V espacios vectoriales sobre Ky T:U—V una funcion
tal que paratodo ue U y paratodo c € K se tiene que T(cu)=cT(u).

Relime, Vol. 13 (1), Marzo de 2010



CONSTRUCCION DE UNA DESCOMPOSICION GENETICA 103

3.2. 1. Camino 1: Objeto transformacion como elemento preliminar

En este camino pensamos que, si el estudiante posee de manera previa una
concepcion objeto de transformacién, es posible que desencapsule dicho objeto y
trabaje con el proceso que lo generd. Asi, mediante la coordinacion entre el proceso
de transformacion y de operacion binaria (adicion vectorial), por el cuantificador
universal ¥, podra generar un nuevo proceso que le permitira determinar si la
transformacion T cumple o no con la propiedad 1. Esta coordinacién se presenta
cuando el estudiante considera que la transformacion T puede ser aplicada a todo
elemento de U, y que al adicionar dos vectores cualesquiera, U, y U,, el vector
resultante U, + U, estd en U (por ser U espacio vectorial); por tanto, es posible
determinar su imagen bajo T. Diremos que el estudiante posee una concepcion
proceso de la propiedad 1 si puede considerar el cumplimiento de ella para todo par
de vectores en U. Cabe enfatizar que en este camino de construccion los procesos de
las propiedades se construyen mediante una coordinacién de dos procesos, no como la
interiorizacion de acciones.

Transformacion

Objeto
+:UxU U T es una funcion T es una funcion KxU->U
definida entre definida entre )
(Up,uz) > u espacios vectoriales  espacios vectoriales (G up) =u
Proceso Proceso Proceso Proceso
| Coordinacion v Coordinacion v |
Vuy,u, €U setiene yue Yu e U y Ve e K setiene yue
T{uy +u,) =T(uy)+T(u,) T(cu) =cT(u)

Figura 2. Objeto transformacién como elemento preliminar

Del mismo modo, por la coordinacion que se realiza mediante el cuantificador
universal V' entre los procesos transformacion y multiplicacion por un escalar, un
estudiante puede lograr una concepcion proceso de la propiedad 2 (ver Figura 2).
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Esta coordinacion a través del cuantificador se presenta especificamente cuando
el estudiante compara los vectores T(cu) y cT(u), y piensa de manera general en el
cumplimiento de la propiedad para todo elemento U en U ytodo ¢ en K.

3. 2. 2. Camino 2: Asimilacion del objeto de espacio vectorial por el esquema de funcion

En este camino planteamos la construccion de las dos propiedades a partir de
acciones especificas, como resultado de la interiorizacion de una accion.

La primera propiedad involucra a la operacion (+) definida entre elementos
de un espacio vectorial, que genera nuevos elementos del espacio. Mediante la
asimilacion del espacio vectorial por el esquema de funcion, el estudiante podra
determinar que la suma de dos elementos cualesquiera de U es un nuevo vector de
U v, por tanto, es posible determinar su imagen en V. De manera similar, podra
determinar que al sumar dos vectores cualesquiera en V el nuevo vector es un
elemento de V. Asi establecerd en este momento de manera consciente que el
dominio y codominio de la funcién T son espacios vectoriales y, por ende, son
cerrados respecto a la operacion binaria (+) definida en cada espacio vectorial.

Con una concepcion accidn, el estudiante puede tomar dos vectores particulares
de U y sumarlos mediante la adicion definida en este espacio, determinar su
imagen bajo T como elemento de V, obtener un nuevo elemento de V' y comparar
los vectores resultantes, bajo una concepcién objeto de los nuevos elementos
hallados como vectores. Cabe mencionar que por medio de una concepcion
accion el estudiante sélo puede verificar el cumplimiento de tal propiedad para
casos especificos de U, y no puede considerar que se compruebe sobre todos
los elementos de U de manera general bajo la transformacion T. Si empieza a pensar
en la forma general de los elementos que incluye el espacio vectorial U y ya no
considera casos especificos, sino vectores en general; diremos que esas acciones
se han interiorizado y el estudiante posee una concepcion proceso de la propiedad 1
que le permite determinar si una transformacién T cumple o no dicha propiedad,
sin actuar de manera directa sobre ella. Es decir, puede pensar en el cumplimiento
0 no de la propiedad para todos los vectores del espacio U y la manera como T
actua sobre ellos, sin tener que realizar calculos.

Pensamos que es posible que haya un estado intermedio entre la construccion
de la accion y el proceso: un estudiante podria verificar la propiedad sobre la forma
general de los vectores sin pensar en todos los vectores del espacio U, o que s6lo
esté realizando acciones de manera mecanica sobre un objeto familiar. Por tanto,
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podria tener muchos procesos y no lograr coordinarlos mediante el cuantificador
universal V . En este caso, consideraremos que el alumno se encuentra en transicion
entre las concepciones accion y proceso de la propiedad 1 (figura 3).

La segunda propiedad esté relacionada con la operacion producto por un
escalar, entre un vector del espacio vectorial U y un escalar del campo K.
Mediante su concepcion de espacio vectorial, un estudiante podra determinar
que el producto entre elementos cualesquiera del espacio U y del campo K son
nuevos elementos en el espacio U y, por tanto, considerara la cerradura del
producto para U y de manera similar para el producto definido en V.

Accion Accion
Fijados un par de vectores u y w en U Fijados u en U y cen K
T(u+w)=T(u)+T(w) T(cu) = cT (u)

Interiorizacion

Y
Tu+w)=T(u)+T(w) T(cu) =cT(u)
Estado intermedio Estado intermedio
Proceso Proceso
Vuy,u, €U setiene gue Yu eU y Ve € K se tiene yue
T(up +uy) =T(uy)+T(uy) T(cu) =cT(u)

Figura 3. Construccion del concepto transformacion lineal mediante asimilacion
del objeto espacio vectorial por el esquema de funcion

Mediante la asimilacion del espacio vectorial por el esquema de funcién, el
estudiante podra verificar el cumplimiento de esta propiedad como el resultado
de transformar los elementos de un espacio vectorial en otro. Si comprueba la
propiedad para casos concretos; es decir, si toma un vector particular de U y un
escalar especifico de K y verifica tal propiedad, diremos que posee una concepcion
accion de ella, pues sélo considera el cumplimiento de la propiedad sobre elementos
particulares de U y K. Cuando pueda pensar en el vector u en U de manera
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general como un representante de todos los elementos del espacio y determine
T(cu) y cT(u)como elementos de V, los compare bajo una concepcién objeto
de vector y establezca si se cumple o no de la propiedad para todo elemento de U
y para todo elemento de K, diremos que el alumno tiene una concepcion proceso
de la propiedad 2, que le permite pensar que se comprueba la propiedad para todo
elemento del dominio de U.

Es posible, a pesar de la manipulacion de la forma general de un vector como
representante de todos los elementos de un espacio vectorial, que el estudiante
no pueda generalizar el cumplimiento de esta propiedad para todos los elementos
de U. Diremos que esta transitando entre la concepcién accion y la concepcion
proceso de la propiedad 2 (el estado intermedio que ilustra la figura 3). En este caso,
tiene muchos procesos que se cumplen, pero no puede considerar el cumplimiento de
la propiedad mediante el cuantificador universal V .

Hasta el momento hemos descrito la construccion de las propiedades de
linealidad. Es preciso aclarar que en la segunda construccion el alumno debe
determinar de manera consciente la existencia de funciones entre espacios
vectoriales, que puede establecerse por la asimilacion del objeto de espacio vectorial
por el esquema de funcion.

Vu;,u, €U YueUyVeeK
T(up +uy) =T(up) +T(uyp) T(cu) =cT(u)
Proceso Proceso

Coordinacion (A)

l

Vuj,u, eUyVb,cekK

T(bu; +cuy) =0T (uy) +¢T(uy,)

Proceso
Transformacioén lineal

Figura 4. Construccion del proceso transformacion lineal

Una vez que logra una concepcion proceso de ambas propiedades deben
coordinarse mediante el conector 16gico A (figura 4), ya que la verificacion simultinea
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determinara que la funcion es una transformacion lineal. Como resultado de
la construccion de las propiedades 1y 2, el estudiante ha considerado dentro
de su universo de transformaciones aquellas que cumplen con la propiedad 1 o la
propiedad 2; ahora debe identificar aquellas que cumplen con las dos propiedades
simultdneamente. La coordinacién de los procesos 1 y 2 se consigue cuando
puede considerar su cumplimiento de manera simultdnea. Estas dos propiedades
se pueden compactar en una: T (bu, + cu,) = bT(u,) + cT(u,) para todo par de
vectores en U y para todo par de elementos en K.

El estudiante tiene que reconocer que el cumplimiento de esta propiedad
equivale a determinar la linealidad de la transformacion. En este momento diremos
gue posee una concepcidn proceso del concepto transformacion lineal como
resultado de coordinar los procesos 1y 2. Consideramos que para un estudiante
que no ha logrado construir el objeto funcién sera muy dificil lograr la construccién
del concepto transformacion lineal como un proceso.

La concepcion proceso de transformacidn lineal pone en juego un concepto
fundamental: el de combinacién lineal. Por tanto, un estudiante con una concepcion
objeto de combinacion lineal puede pensar que el vector (bu, + cu,) en U puede
ser transformado bajo T esto le permite determinar que bT(u,) + cT(u,) esun
vector de V. Mediante la comparacion de estos vectores, que son el resultado de aplicar
las operaciones definidas en cada espacio vectorial, el estudiante determinara la
preservacion de combinaciones lineales. Una vez que logra ver la transformacion
T como una funcién que preserva combinaciones lineales; es decir, que conserva
la adicion vectorial y el producto escalar definido en su dominio y codominio,
consideraremos que esta preparado para encapsular este proceso en un objeto.

La encapsulacion sucede cuando hay una necesidad de aplicar acciones sobre
el proceso. Entonces, el estudiante puede pensar en la transformacion lineal como
un todo y lo modifica de manera consciente. Las dos maneras como podemos
caracterizar la construccién de este objeto en los estudiantes de un curso basico
de algebra lineal estan determinadas por la generacién de nuevas transformaciones
lineales mediante las operaciones suma, producto o composicion definidas para
estos objetos, al igual que a través del analisis de preguntas especificas sobre
las caracteristicas o propiedades de este concepto. A continuacion, haremos una
descripcidon mas especifica de este tipo de acciones sobre el objeto transformacion
lineal.

Construccion de nuevos objetos: Al definir dos transformaciones lineales
T,.V->Wy T,:U—YV para definir T,0T,:U—V como una nueva transformacion
lineal, o unnuevo objeto que resultaal componer dos objetos de lamisma naturaleza,
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es necesario que el estudiante posea una concepcion objeto de transformacion lineal
y mediante el uso de su esquema de funcién determine la nueva transformacion
T,0T,. Al mismo tiempo, por la desencapsulacion del objeto transformacion lineal,
sera capaz de determinar el proceso por el cual construy6 dicho objeto y usarlo
para construir la composicion, como en el caso de la composicién de funciones
(Ayers, Davis, Dubinsky & Lewin, 1988).

De esta manera, a través de un proceso de generalizacion el alumno podra
pensar en nuevas transformaciones lineales como resultado de componer dos
transformaciones lineales bajo las condiciones requeridas sobre sus dominios y
recorridos. Incluso puede considerar al conjunto L(U,U) = {T:U—U|T es
una transformacién lineal} como un conjunto cerrado respecto a la operacion
composicién. La multiplicacion de una transformacion lineal por un escalar, o
bien la suma de transformaciones lineales, le permite al estudiante realizar acciones
sobre las transformaciones como objetos de un conjunto que pueden operarse con
elementos de otro conjunto o con los que contiene.

De igual manera, si el estudiante considera la transformacion lineal
T:U—YV, donde U y V son espacios vectoriales sobre un campo K y a es un
escalar en K, puede definir una nueva transformacion aT, que asigna a cada
vector U en U un vector aT (u) en V. Si generaliza este resultado podra crear
nuevas transformaciones lineales como resultado de la multiplicacion por los
escalares del campo K, encapsulando como nuevos objetos de su conjunto
de transformaciones lineales a las transformaciones multiplos por escalares de
transformaciones lineales dadas. Considerar a las transformaciones lineales como
elementos que pueden operarse mediante la suma precisa que el alumno recurra
a su esquema de funcion y considere el proceso a través del cual se define la suma de
dos funciones. Asi, dadas dos transformaciones lineales T,:U—V y T,:U—-V
podra definir una nueva transformacion T,+T,:U—V. Al aplicar el proceso por
el que determina la linealidad de una transformacién podra comprobar que la
nueva transformacion T,+T, es una transformacion lineal.

Propiedades o caracteristicas del objeto: Una forma de caracterizar a las
transformaciones lineales como un objeto es concebirlas como elementos de un
conjunto. Por ejemplo, bajo las operaciones de suma y producto escalar descritas
arriba, podriamos considerar al conjunto L (U,V) como un espacio vectorial y a
las transformaciones lineales como elementos de dicho conjunto; mejor aiin, como
vectores. Esta caracterizacion de las transformaciones lineales no es elemental
para los estudiantes de un curso introductorio, pero puede generar que desarrollen
una concepcion objeto de este concepto.
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Por otro lado, preguntas como ¢bajo qué condiciones una transformacion
lineal es invertible? requieren pensar en las propiedades del concepto y, por ende,
se necesita una concepcion objeto para considerarlas de manera adecuada.

Con lo anterior, podemos concluir que la encapsulacion del proceso
transformacion lineal en un objeto, tal como lo hemos descrito, implica que el
estudiante analice situaciones que motiven su reflexion sobre las propiedades
del objeto. Esto en su momento puede llevarlo a establecer fuertes conexiones
con los conceptos que se construyen de manera simultanea a él, como inicio
para la construccion de un esquema. Como resultado de dichas conexiones podra
transformar el objeto transformacion lineal mediante la aplicacion de nuevas
acciones o procesos sobre él.

4. REFLEXIONES FINALES

En este trabajo planteamos una descripcion detallada sobre la forma de construir
una descomposicion genética como resultado del desarrollo del analisis tedrico,
primera componente del ciclo de investigacion de nuestro marco de referencia.
Este andlisis ha sido muy representativo, ya que nos permiti6 describir dos caminos
para construir el concepto transformacion lineal, que fueron determinados por
mecanismos mentales diferentes: uno por el de coordinacién, el otro por el de
interiorizacion.

El primer camino esta determinado por el objeto transformacién como un
elemento del esquema de funcion. La desencapsulacion de este objeto le permite a
unindividuo pensar en el proceso que lo generod: una funcion definida entre espacios
vectoriales que, al coordinarse con el proceso de operacion binaria (suma vectorial
0 producto por un escalar), genera un nuevo proceso que hace que el individuo
piense en una funcidn entre espacios vectoriales que preserva una operacion. Esta
consiste en la suma vectorial o producto por un escalar con los escalares sobre
el campo de los espacios vectoriales definidos.

El segundo camino de construccion esta determinado por acciones especificas
que un individuo puede realizar sobre vectores particulares de un espacio vectorial,
al transformarlos bajo una funcion dada. Este camino permite la interiorizacion
de las acciones cuando el individuo considera el cumplimiento de las propiedades
(suma vectorial o producto por un escalar) para todos los elementos del espacio
vectorial. En este caso, el objeto de espacio vectorial es asimilado por el esquema de
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funcion, ya que el individuo puede pensar en trabajar con funciones cuyo dominio
y codominio sean espacios vectoriales. La construccion de las propiedades de
linealidad por uno u otro camino resaltan la importancia de los espacios vectoriales
y del concepto de funcion en la elaboracién del nuevo concepto. Esto es de
gran importancia porque el concepto transformacién lineal se construye con
base en elementos que han sido hechos previamente, lo cual permite que el
individuo establezca de manera consciente las relaciones especificas con los
elementos previos, y reconozca que una transformacion es basicamente una
funcion con ciertas caracteristicas.

Los caminos de construccién descritos para las propiedades de linealidad los
dirigimos hacia la construccion del concepto transformacion lineal, visto como
un Unico proceso. Al coordinar estas dos propiedades por medio del conector
I6gico (A) buscamos construir un Unico proceso que nos permitiera, por un lado,
encapsularlo en un objeto; por otro, concebir las transformaciones lineales como
funciones definidas entre espacios vectoriales que preservan combinaciones
lineales. Esto, como lo mostraremos en un préximo articulo, permite la relacién
directa de este concepto con otros; por ejemplo, el de base. La construccion de esta
indole es fundamental para generar la construccion y evolucién del esquema de
transformacion lineal, asi como de las relaciones que puede establecer con otros
esquemas existentes y con los que se construyen de manera paralela a él.

La descripcion que presentamos en este escrito muestra la importancia de
considerar los elementos necesarios para construir un concepto determinado,
asi como la importancia de enfatizar en los elementos involucrados con el
concepto que en algunos casos son imperceptibles para los estudiantes, aunque
resultan muy obvios para nosotros. El analisis del concepto transformacion lineal
como lo hemos planteado indica que, teéricamente, los alumnos pueden construir
este concepto para percatarse de que en general una transformacion lineal es una
funcidn con ciertas caracteristicas determinadas por las operaciones definidas en
su dominio y codominio; ademas, que su preservacion bajo dicha funcion le da una
nueva categoria, de transformacion lineal o funcion lineal.

De igual manera, resalta la importancia de considerar a las operaciones de
suma vectorial y producto por un escalar en una, la preservacion de combinaciones
lineales, ya que su construccion permite que evolucione el concepto. Por ejemplo,
se considera que la construccion del conjunto L(U,V), cuyos elementos son
transformaciones lineales, propicia en los individuos un razonamiento mas
profundo de sus construcciones, al concebir a las transformaciones lineales como
vectores de un espacio vectorial. Todo esto nos sefiala de manera clara elementos
pedagdgicos o didacticos sobre como el concepto de transformacion lineal puede
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ser presentado en un salén de clase, y da pistas clave sobre los elementos que deben
considerarse en el disefio de materiales para construirla.

Como se puede ver, la descripcién de los mecanismos y las construcciones
mentales que un individuo desarrolla alrededor de una pequefia porcién de
conocimiento matematico promueve su reflexion sobre muchos aspectos que hay
detras de su construccidn, al igual que sobre los obstaculos cognitivos y en algunos
casos epistemologicos que debe afrontar al intentar construir de manera exitosa
un concepto matematico. Al reflexionar de esta manera y plantear caminos posibles
de construccidon vamos haciendo un intento por sopesar estas dificultades no sélo
para entenderlas, sino para pensar sobre la manera como pueden ser superadas por
los estudiantes.

Con base en todo lo que hemos presentado, mostraremos préximamente
una descomposicion genética refinada, que se fundamentara principalmente en
el andlisis de datos empiricos que sefalan la viabilidad de este andlisis, y dara
indicaciones especificas sobre como los individuos construyen este concepto.
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