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RESUMEN. Desde una vision socioepistemologica, el entramado de practicas sociales y
representaciones sociales que las mismas generan, establecen un dialogo diferente al discurso
escolar imperante. En este reporte, reflexionaremos sobre los argumentos que los alumnos de
licenciatura en matematicas utilizaron, ante la construccion geométrica de las funciones
cuadratica y logaritmica utilizando el ambiente de geometria dindmica, para reconocer y describir
las funciones mencionadas. Este trabajo se ha desarrollado utilizando la ingenieria didactica como
metodologia de investigacion por tanto incluimos algunas reflexiones desde el discurso
matematico escolar, desde la epistemologia de la funcién logaritmo y un breve estado de arte de
estas nociones.
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ABSTRACT: From a socioepistomological view, the intertwined social practices and self-
generated social representations, establish a dialog different from the prevailing school discourse.
In this report, we reflect about mathematics majors’ argumentations about the geometric
construction of the quadratic and logarithm functions using a geometric dynamic system. This
work has been developed using the engineering didactic as a research method hence we include
some reflections from the mathematical school discourse, from the epistemology of the logarithm
function, and a brief state of the art about these notions.
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RESUMO. Do ponto de vista socioepistemolégico, a rede de praticas sociais e de representacdes
que as mesmas geram, estabelecem um didlogo distinto do discurso escolar vigente. Neste artigo,
reflectiremos sobre os argumentos que os alunos da licenciatura em matematica utilizaram,
perante a construcdo geométrica das fungdes quadratica e logaritmica utilizando o ambiente de
geometria dindmica, para reconhecer e descrever as fun¢Ges mencionadas. Este trabalho
desenvolveu-se utilizando a engenharia didactica como metodologia de investigagdo, portanto
incluimos algumas reflexdes a partir do discurso matematico escolar, da epistemologia da fungéo
logaritmo e um breve estado da arte destas nogdes.
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RESUME. En adoptant un point de vue socioépistémologique, il est possible de parler d’une
trame constituée par les pratiques sociales _et les représentations sociales que ces dernieres
générent_ qui serait a la base d’un dialogue différent du discours éducatif dominant. Dans cet
article, notre réflexion portera sur les arguments développés par les étudiants en licence de
mathématiques lorsqu’ils abordent la construction géométrique des fonctions quadratiques et
logarithmiques et qu’ils se servent de la géométrie dynamique pour les reconnaitre et les définir.
Ce travail a pour base théorique I’ingénierie didactique en tant que méthode d’investigation,
raison pour laquelle nous y incluons certaines réflexions faites a partir d’un discours
mathématique éducatif et d’autres a partir de I’épistémologie de la fonction logarithme ainsi
qu’un bref état de I’art qui porte sur ces notions.

MOTS-CLES: Socioépistémologie — courbe logarithmique — covariation — géométrie dynamique

1. INTRODUCCION

Se percibe hoy en nuestra disciplina, la Matematica Educativa, un gran
desarrollo de investigaciones en torno a la construccion de conocimiento
matemdatico desde una  perspectiva social.  Algunos, como los
socioconstructivistas (Carlson, Oehrtman, & Thompson, 2007; Dubinsky, 2000;
Dubinsky & Macdonald, 2003), que la miran desde estructuras mentales, donde
la cohesion y la colaboracion se entremezclan para dar lugar a la abstraccion
reflexiva y al fortalecimiento de estructuras. Otros, como los socioculturales
(Falcade, Laborde, & Mariotti 2007; Bartolini Bussi, 1998), que dirigen la
mirada a los contextos sociohistéricos y temporales donde las herramientas
median entre el sujeto y el objeto, imbuidos en précticas sociales. O
aquellos, como los interaccionistas (Krummheuer, 2007; Cobb & Machain,
2003), que se enfocan en la generacion de discursos desde la interaccion y
negociacion de significados, donde la relacién profesor-estudiante es el foco
principal de analisis. O, por ultimo los socioepistemélogos (Cantoral y Farfan,
2004; Cantoral, Farfan, Lezama y Martinez-Sierra, 2006; Cordero, 2005), que
reconocen la necesidad de desarrollar investigaciones sistémicas en torno a la
construccion social del conocimiento matematico.

Este trabajo surge al seno del grupo de socioepistemélogos preocupados
desde hace unos afos, por desarrollar un acercamiento tedrico que contemple
los cuatro polos que conciernen a esta problematica bajo el supuesto que no
se puede comprender ni analizar los fendmenos didacticos sin estudiar a
fondo el discurso matematico escolar y por tanto cuestionar los mecanismos de
su transmision; sin rever el devenir en objeto a ser ensefiando ni la forma
en que vive en la escuela, lo que conlleva a cuestionar los contenidos y
significados que se proponen en las curricula; sin recabar y analizar las
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concepciones de los alumnos y docentes respecto a un contenido especifico y
por tanto sin tomar una postura respecto a qué significa aprender o apropiarse de
una nocioén; por ultimo, sin tener presente que la matematica es una actividad
humana, cultural e histdricamente determinada.

Bajo esa perspectiva, nos interesa discutir el papel que juegan los
argumentos geométricos como detonadores de una red de modelos donde la
covariacién sea el eje principal en la exploracion de algunas funciones
estudiadas en Caélculo respecto a la construccion social del conocimiento,
tomando cierta distancia de las précticas escolares que hoy por hoy observamos
en los salones de clases.

En general, hablar de funcidn implica entrar en un vasto campo de reportes
e ideas, de explicaciones y preguntas, que parece inagotable. Al realizar un
estado de arte sobre el tema, uno observa que persiste el distanciamiento entre
aquellos investigadores que buscan un Unico mecanismo de apropiacién de la
nocion de funcion (Dubinsky & MacDonald, 2003; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen
& Hsu, 2002, etc.) y, aquellos como Ferrari (2007), Martinez-Sierra (2006) y
Montiel (2006), entre otros, que reconocemos la importancia de dar cuenta de las
caracteristicas especificas de las funciones.

Estas dos perspectivas se entrelazan en aquellos reportes que se apoyan en
el uso de tecnologia, particularmente en aquellos donde se recurre al ambiente
de la geometria dindmica. La mayoria de los investigadores confluyen en que las
herramientas de Cabri y los signos relacionados permiten un discurso
sobre ellos y sobre su comportamiento que da una contribucion fundamental
a la construccion de la red de significados interconectados que conciernen a la
nocion de funcion (Falcade, Mariotti & Laborde, 2004), considerandose ademas,
gue en la investigacion se toma al uso del software de geometria dindmica
(SGD) como instrumento para hacer matematica en senso lato y no sélo
geometria (Paola, 2006).

Valdez (2003), por ejemplo, para acercar a los estudiantes a la funcién
cuadratica, propone una actividad en dos etapas. La primera donde el papel del
alumno es observar el trazo de una parabola que se genera con el movimiento
de un punto por la directriz y vinculado con otro (el foco) mediante una
circunferencia; y la segunda, donde se le propone construir la parabola, es decir,
reconstruir lo que ha observado mediante cierta guia. Propone entonces que “el
alumno visualice la propiedad que define a una parabola [...] para que la
transicion a la parte algebraica le sea mas facil”. Considerando ademas que
“el alumno, auxiliado de sus instrumentos computacionales, construya una
version del conocimiento™. Intenta recuperar aqui, la esencia de una cénica
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donde la distancia entre punto-foco y punto-directriz se mantiene constante
utilizando “traza” y “animacién” como herramientas.

Por su parte, Dahan (2004) propone utilizar “expresion”, “aplicar una
expresion” y “lugar geométrico” ya que desde su perspectiva, permiten trabajar
simultaneamente los registros simbolico, numérico y grafico. En este
acercamiento interesa poner en juego la variacion de las ordenadas de manera
global apoyandose en la expresion algebraica de la curva, entre otras las
funciones cuadraticas, intentando observar el efecto que produce variar los
parametros con el simple cambio de los valores colocados en la expresion
algebraica que gobierna la construccién de la curva.

Para Mariotti, Laborde y Falcalde (2003) en cambio, en ambientes de
geometria dindmica la idea de variacion puede ser vinculada con el movimiento,
de modo que sea posible experimentar la variacion en forma de movimiento, ya
que los puntos pueden ser arrastrados por la pantalla y representar las variables
basicas; incorporando y representando la idea de variacién y de dependencia
funcional. Consideran ademas, que de la combinacion de observacion y accion
surge la idea de covariacion, que es experimentada por la coordinacion entre
0jOs y manos.

Furinghetti y Paola (2003) por otro lado, intentan escudrifiar el
razonamiento de los estudiantes observando la transicion desde la percepcién
(observacion de figuras en el ambiente SGD) a la teoria, coincidiendo con
Santos-Trigo y Espinoza-Pérez (2002) en que la exploracion con este tipo de
software amplifica el potencial de conjeturas producidas, al mismo tiempo que
estimula probar la validacion de la produccidn de las mismas.

Asi, un ejemplo de la primera vision sobre funcién ya mencionada, lo
constituye Falcade, et al. (2004) enfocandose en la contribucion de la
herramienta “traza” en la emergencia de la idea de funcibn como una
correspondencia punto por punto en una discusion aulica evidenciando,
ademas, cdmo el logro de esta definicion matematica es dificil para los
estudiantes y cémo el profesor puede utilizar tales potencialidades de la
herramienta para lograr este objetivo. Confieren al profesor la tarea de
organizar una secuencia de tareas involucrando herramientas para activar y
apoyar el proceso de internalizacion en sus estudiantes. Por otro lado,
tiene que orquestar las discusiones para dirigir este proceso hacia la
construccion, necesariamente intersubjetiva, de un cierto significado matematico
especifico que puede ser, a veces, bastante diferente del significado personal de
los estudiantes. Por esta razon, en algunos casos, tiene que inducir ciertos
cambios conceptuales para ayudar al estudiante a lograr completamente
estos procesos.
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Por otro lado, varios investigadores se han interesado en el estudio de la
covariacion como una herramienta para la comprension tanto de la nocién de
funcion (Confrey & Smith, 1995; Confrey y Dennis, 2000; Carlson et al., 2002)
como de otros conceptos del Calculo, tales como: la derivada (Zandieh, 2000), el
teorema fundamental del Célculo (Thompson, 1994) o el concepto de limite
(Contrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas & Vidakovic, 1996;
Carlson, Larsen & Jacobs, 2001).

Uno de los primeros trabajos reportados en este rumbo es el realizado por
Thompson (1994), sobre limite y problemas de acumulacion. Del andlisis de los
resultados recabados se concluye que parece que los estudiantes de célculo
de primer semestre fueron capaces de aplicar efectivamente sus habilidades de
razonamiento covariacional en una variedad de contextos. Las imagenes que
emergen en estos contextos sugieren que el razonamiento covariacional podria
ser, utilizando el término de Tall, una “raiz cognitiva” para comprender y
completar tareas especificas para limites y acumulacion.

El “razonamiento covariacional” mencionado se define en Carlson, Jacob y
Larsen (2001), como las actividades cognitivas involucradas en la coordinacion
de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada
una de ellas cambia con respecto a la otra. Estos investigadores coinciden con
la vision de Saldanha y Thompson (1998) de que las imagenes de covariacion
son evolutivas y se usa el término “desarrollo” en el sentido de Piaget (1970),
para significar que las imagenes de covariacidn pueden ser definidas por niveles
los cuales emergen en una sucesién ordenada.

En opinién de Saldhana y Thompson (1998), la nocién de covariacién
tiene que ver con la imagen mental de dos cantidades calculadas
simultaneamente. Describen la comprension de la covariacion como “mantener
en la mente, de manera simultanea, una imagen sostenida de dos cantidades”
(p. 298). En esta teoria, las imagenes de covariacion son vistas como un
desarrollo que involucra la coordinacion de dos cantidades, es decir, la
coordinacién continua de ambas cantidades para la misma duracion de tiempo

En este sentido, seguimos las ideas de Confrey y Smith (1994, 1995) ya
que explican la nocion de covariacion como aquella que vincula el movimiento
entre valores sucesivos de una variable coordindndolo con un movimiento entre
los correspondientes valores sucesivos de la otra variable. Consideran también
que, en la aproximacion covariacional, una funcién es comprendida como la
yuxtaposicion de dos secuencias, cada una de las cuales es generada
independientemente a través de modelar datos.

Asi, en este trabajo nos referiremos a la covariacion como la relacion entre
las variaciones simultaneas de dos cantidades. Nos interesa aqui que se perciba
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el tipo de crecimiento que sufre cada uno de los elementos que intervienen
y aceptar la intima relacion que se establece entre ambos. Tomamos como eje de
discusion la funcion logaritmo, funcién trascendente cuya naturaleza es muy
peculiar y para profundizar su percepcién la contrastamos con las funciones
polinomiales, en particular, con la funcién cuadratica.

Nos incorporamos asi, a la segunda vision mencionada con otros, como
Cantoral y Montiel (2001) o Ferrari y Martinez-Sierra (2003), que miran a la
visualizacion como un mecanismo para la construccion social del conocimiento
y por tanto, de formacion de significados matematicos, donde reconocer la
naturaleza de cada funcién es necesario para enriquecer el universo grafico de
los estudiantes, lenguaje que puede discutirse desde las operaciones gréaficas.

Desde nuestra vision socioepistemoldgica, cobran vida varios elementos
gue han caido en desuso ante cambios de paradigmas; tal es el caso de la
irrupcion, en el siglo XVIII, del lenguaje algebraico-analitico como soporte del
rigor del lenguaje matematico apoyado principalmente por Euler y Cauchy,
dejando en segundo plano los modelos geométricos y numéricos. Esta
desvinculacion de argumentos, que podrian enriquecer el acercamiento a la
nocion de funcidn, se evidencia también en el discurso matematico escolar
actual donde, en la mayoria de los textos de Célculo, la presentacién de
elementos gréficos es netamente ostensiva.

2. BRISAS SOBRE EL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR ACTUAL

Al analizar la forma de encarar la construccion grafica dentro del contexto
general de libros escolares, fundamentalmente de Algebra y Calculo para
Bachillerato y Licenciatura, es interesante observar como se reafirman las
presentaciones ostensivas de ciertas funciones. Se percibe en ellos, una
evolucion hacia el uso de elementos del lenguaje visual, tanto iconico como
grafico cartesiano. lrrumpen efectivamente una exuberancia de imégenes y
colores que los distinguen de los clasicos textos en blanco y negro del siglo
pasado.

En general, se reflexiona sobre las gréaficas de las funciones en los primeros
capitulos ya que, con mayor o menor profusion de acuerdo al autor, se
constituyen en un elemento complementario de cada nocién presentada, aunque,
en realidad, sin ser un argumento de discusion de las mismas, sino, en la
mayoria de los casos, como “interpretaciones geométricas” de los conceptos.
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En la mayoria de este tipo de textos, se inicia la discusion de como graficar
funciones mediante el trazado de puntos. La secuencia que establecen para
tal fin es:

- Paso 1: Obtener las coordenadas de unos cuantos puntos que
satisfagan la ecuacion.

- Paso 2: Construir la grafica de esos puntos en el plano.
- Paso 3: Unir los puntos mediante una curva suave.
(Purcell y Varberg, 1993, p. 33)

En las ultimas ediciones esta estrategia es extendida con argumentos mas
globales como “traslacion vertical y horizontal” mediante y= f(x)+K 0

y = f(x+ K), ademas de “reflexion — expansion - contraccion” con y = — f (x)
0 y =cf (x), aunque son poco retomados en el discurso posterior de los textos,
quedando confinados en su primer o segundo capitulo.

En general, en cada iniciacién al lenguaje gréfico escolar, nos apoyamos
en los tres pasos mencionados, que genera total dependencia de la expresion
analitica de la funcion. Efectivamente, conociéndola, podemos construir
una tabla de valores, graficar los pares ordenados y luego trazar la curva. Esta
dependencia también es fomentada por algunas herramientas tecnoldgicas
como las calculadores graficadoras, o el software Derive, aunque nos
permiten explorar exhaustivamente los movimientos mencionados arriba. En
los cursos de Calculo, incorporamos en general, visiones mas globales
mediante el uso de la primera derivada para establecer si la funcién crece o
decrece, la segunda derivada para prever la concavidad de la misma y a veces,
involucramos el estudio de las asintotas verticales u horizontales.

Sin embargo, cuando les solicitamos a un grupo de estudiantes durante el
desarrollo de un curso de Didactica de las Matematicas (octavo semestre de
Licenciatura) que: grafiqguen una funcion y expliquen cémo la realizaron, sin
mas detalles con el fin de establecer qué entendian por ese pedido, encontramos
gue la mayoria se quedaron unos instantes desconcertados, exigiendo datos para
realizar esta tarea. Luego de unos minutos, la mayoria optd por graficar
una parabola, apareciendo en sus hojas, una expresion algebraica, una tabla,
varios puntos graficados y unidos con un trazo continuo.

Iniciamos entonces una discusion grupal preguntandoles: ;Qué se
requiere para graficar funciones?, y nos encontramos con una Unica respuesta:
formula —tabla — grafico, sin eso no podemos graficar, idea que confirma uno de
los equipos reproduciendo en el pizarrdn su produccion. La profesora esboza, al
lado del trazo anterior de los estudiantes, una curva representando una funcion
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cuadratica similar a la de ellos, la Ilama f(x) y les solicita: esbocen ahora la
grafica de f(x) + 1. Aparece un nuevo desconcierto, ;Cual es la formula
maestra? o ¢Nos puede dar la tabla de la funcion? reconfirmando que no han
construido una visién global de un modelo grafico de funciones, y por tanto,
tampoco cierta libertad de esbozar una grafica para discutir alguna idea sin
interesar el rigor sobre como se grafica, que generalmente transmitimos
escolarmente, donde nos preocupamos mas porque desarrollen el modelo
algebraico y quizads sin detenernos en sus propias necesidades, urgidos por
cumplir con el programa de estudios que se nos ha asignado en nuestra
institucion.

En este sentido, Harel y Lim (2004) reportan un estudio sobre el
conocimiento base que los profesores manejan en sus clases, definiéndolo
como la interrelaciéon de tres componentes criticos: conocimiento del contenido
matematico, conocimiento de la epistemologia del estudiante, y
conocimiento pedagégico (Shulman, 1986, 1987; Cohen & Ball, 1999, 2000;
Harel, 1998, todos citados en Harel & Lim, 2004). Alli, comentan que el
profesor observado se enfoca en su propio modo de entender el concepto de
funcidén ignorando el de sus estudiantes, donde su estilo de intercambio no
genera una discusion libre, sino més bien un intento por entregar su propio
conocimiento. Ademas, parece considerar a las matematicas escolares como un
conjunto fijo de conceptos y procedimientos que pueden ser organizados
sistematicamente en tdpicos y subtopicos que deben ser entregados Yy
recordados por los estudiantes. Por tanto, la pregunta de por qué los
estudiantes podrian estar interesados en el concepto de funcion no es parte
de las consideraciones epistemoldgicas o pedagdgicas de este profesor ya
que considera que solo la definicion del concepto (en el sentido de Tall y
Vinner, 1981) es suficiente para que los estudiantes venzan sus dificultades con
las funciones.

El andlisis que Harel y Lim (2004) presentan en su articulo, nos hace
reflexionar sobre como la mayoria de los profesores olvidamos que ensefiar
matematicas no sélo se trata de transmitir un concepto matematico a nuestra
“mejor manera”, sino observar la epistemologia de nuestros estudiantes y del
concepto en si, de las practicas escolares establecidas y hasta a veces
cristalizadas, que generan un discurso matematico escolar distante de la esencia
propia de una practica discursiva enriquecedora, donde alumnos y profesores
desafien al conocimiento mismo y viceversa.

Esta distancia entre lo que creemos deciren clase y lo que interpretan
nuestros estudiantes se observa también en algunas producciones de muchachos
de ingreso a la licenciatura cuando se les solicita graficar una funcion, en este
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. Observamos en ellos (ver Figura 1a), el riguroso seguimiento

Caso f(x)=——

de los pasos ensefiados: tabla — puntos — union... pero con resultados distintos.
Ambos muchachos trazan la tabla, pero uno percibe el problema de x = -1 por lo
que explora y determina el dominio de la funcion lo que lo lleva a considerar
una asintota vertical, en tanto que el otro, al tener dificultades para calcular las
ordenadas de -1y -3, evidencia su anclaje a la “union de los puntos” para trazar
la gréfica solicitada.

(b)

Figura 1. Continuidad de trazos.

Este mismo recurso, realizar trazos continuos, aparece en otros reportes de
alumnos que exploran con calculadoras graficadoras o Derive, al reproducir con
papel y lapiz las imégenes que observan en las pantallas (ver Figura 1b) sobre
todo cuando las funciones implican asintotas verticales en su grafica, tal es el
caso de la funcidn tangente y su valor absoluto.

Nos preguntamos entonces, ¢De qué se apropiaron realmente al repetir
estas instrucciones? ¢Como generar en los estudiantes una actitud critica a sus
producciones? Pregunta que se intensifica cuando analizamos algunos reportes
de muchachos que asisten a un curso de Ecuaciones diferenciales (segundo
semestre de Ingenieria) ante la tarea de explorar con Derive los movimientos de
ciertas funciones, particularmente la traslacion y=f(x)+K Yy argumentar sus

respuestas. La conclusion a la que la mayoria confluye es: sumarle una
constante a la funcién hace que suba o baje; o la funcién corta al eje y mas
arriba cuando K es positiva y mas abajo cuando K es negativa. Pero no falta
la extension de este argumento al tratar con la funcién logaritmica, dando
evidencia de la no construccion de argumentos que soporten la naturaleza de la
misma (Ver Figura 2) al expresar: como se puede ver en la grafica la funcién
logaritmo tiene un comportamiento similar a la exponencial en cuanto a la
forma, también al agregar una constante a la funcidén afecta su desplazamiento
sobre el ejey.
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Figura 2. f(x) + K.

Por otro lado, se les solicita que exploren la multiplicacion de una funcion

por una constante, es decir y =cf(x), y entreguen un informe explicando sus

hallazgos. En las conclusiones parciales, que leemos en sus reportes, algunos
estudiantes mencionan “incrementar—decrementar”; otros “estirar o escoger”
pero otros solo perciben el efecto de reflejar sobre el eje x diciendo que “siguen
un comportamiento positivo o negativo”. En el caso de la funcién logaritmo,
reconocen que utilizar una constante positiva mayor que 1 eleva la curva,
en tanto que al ser negativo, la invierte. Sin embargo, al reproducir las
gréficas en el papel milimetrado, centran su construccion alrededor del origen,
y no del punto (1, 0) (Ver Figura 3a), explicando sus conclusiones diciendo:
al multiplicar nuestro Inx por 9, nos muestra como incremento 9 unidades en la
gréfica, la cual extiende hacia la derecha de manera positiva, sobre el eje y;
como en el caso anterior multiplicamos, ahora nuestro Inx con -9 encontramos
una gréafica que tiene un decremento de 9 unidades, extendiéndose sobre el
cuarto cuadrante.

Grificas de In x

B 9i0= Tloa
hlt)s -Dha x

Bsig:304nx
Loz -50dn «
=IE V5 1?“

(@) (b)

Figura 3. Exploraciones de cf(x).

Otros cambian la expresion de “incrementar unidades” por “estirar de
manera proporcional” ideas tan distantes una de otra, ya que una evoca la suma
en tanto que la otra, la multiplicacion. Por ejemplo, establecen que: “Al
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multiplicar una funcion por un valor real, provoca que ésta, se estire 0 se encoja
segun el namero por el que se multiplicé de manera proporcional, y si ésta es
multiplicada por un nimero negativo, se obtiene una reflexion respecto al eje de
las x, a su gréafica positiva™ conclusion asociada a la grafica b (ver Figura 3b),
reforzando nuestra hipdtesis sobre la importancia de reconocer la naturaleza de
cada funcion para desarrollar un pensamiento funcional mas robusto.

Por su parte, Sanchez (2007) considera que: uno podria facilmente concluir
que, el uso de software en un escenario de instruccion a distancia, influye de
manera positiva en el desempefio de las personas involucradas en la resolucion
de actividades matematicas, sin embargo, como se puede apreciar en la figura,
la influencia que ejercen estas herramientas en las técnicas de resolucion,
pueden traer como consecuencia concepciones erréneas acerca del objeto
matematico analizado. En esta situacion, a pesar de que se utiliza la técnica del
analisis de casos particulares, el profesor obtiene una conclusion equivocada
sobre el efecto que produce el pardmetro sobre la gréfica de la funcion
cuadrdtica (ver Figura 4).

Concluye asi, que la incorporacién de este tipo de dispositivos facilita la
emergencia de nuevas técnicas, pero que no siempre influyen positivamente al
construir conceptos matematicos asociados, evidenciando la relacidn existente e
indisoluble entre las técnicas y los procesos de conceptualizacion de las
matematicas (Lagrange, 2005, citado en Sanchez, 2007).

C si es positivo el maximo se encuentra arriba del
eje de las x, y si es negativo el maximo se encuentra
hacia abajo del eje de las x, ¥y C es negativa, como
lo podemos notar en la grafica del Class Pad.

Figura 4. Imagen tomada de Sanchez (2007).

Por otro lado, Carlson et al. (2007), consideran que los estudiantes con una
vision de accién (Dubinsky & Harel, 1992) a menudo piensan en el grafico
de una funcién como so6lo una curva (o un objeto fijo) en el plano; ellos no ven
el gréfico como la definicion de un mapeo general de un conjunto de valores de
entrada a un conjunto de valores de salida. Asi, la ubicacion de puntos o la
prueba de recta vertical para evaluar funciones sobre un grafico son sélo
conceptos sobre la geometria del gréfico, no sobre un mapeo méas general que
lo convierte en funcién. Ademas, sin una vision generalizada de entradas y
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salidas, los estudiantes no pueden pensar en una funcién como un proceso que
puede ser invertido para obtener, por ejemplo, la funcién inversa, siendo
limitado s6lo comprender tareas como intercambiar x y y resolviéndolo paray o
reflejar el gréafico de funcion a través de la linea y = x. Un estudio reciente con
maés de 2000 estudiantes de precalculo al final del semestre (Carlson, Oehrtman,
& Engelke en prensa) mostrd que solo el 17 % de estos estudiantes determiné
correctamente la funcidn inversa para un valor especifico, ddndoles una tabla de
valores de ciertas funciones.

En general, los textos de Caélculo discuten la funcion inversa desde la
simetria geométrica de las funciones respecto a la recta y = X, siendo extendida

en la mayoria de los alumnos a otros tipos de simetrias (ver Figura 5a). Ejemplo
de ello es el rescate de uno de los argumentos mas utilizados escolarmente en
un reporte de tres estudiantes, de segundo semestre de Ingenieria Industrial,
donde la funcién exponencial y la funcion logaritmo aparecen como inversas
desde una gréafica simétrica, en tanto que en la segunda exponencial elegida

asocian otra exponencial como su inversa (a* <>a ).

(@) (b)

Figura 5. Exploracion de funciones inversas.

Aparece la misma idea en el caso de la hipérbola equiléatera (f(x):l) al
X

elegir a x como su inversa (x ' <> x) donde establecen que: en este caso la
funcion hiperbdlica se transforma mediante la accion de la inversa en la recta
que pasa sobre el origen (ver Figura 5b); confundiendo en ambos casos la
funcion inversa con su reciproco.

Estas confusiones tienen su légica quizas en los distintos sentidos que
adoptan las palabras “inversa” y “reciproca” dentro y fuera de las matematicas.

Efectivamente, la palabra “inversa” aparece en el discurso matematico
escolar en distintos momentos como: la “funcidn inversa” que nos remite a
aquellas funciones que intercambian su dominio e imagen gracias a que son
funciones biyectivas; o como “proporcion inversa” que nos informa que
mientras un valor crece el otro decrece. Esta confusion se refuerza en otros

Relime, Vol. 11(3), Noviembre de 2008



UN ESTUDIO SOCIOEPISTEMOLOGICO DE LO LOGARITMICO 321

cursos, tal como en los de Quimica donde se presenta a los estudiantes la nocion
de concentracién de una disoluciéon como aquello que es directamente
proporcional a la cantidad de soluto e inversamente proporcional al volumen
de la disolucién. Raviolo, Siracusa, Gennari, y Corso (2004), consideran que
esta doble dependencia es una de las responsables de las dificultades que
tienen los estudiantes al resolver problemas de disoluciones, mencionando
ademas que, en los resultados del estudio de Stavy (1981, citado en Raviolo,
et al., 2004, p. 380), los alumnos menores de 14 afios, mostraron que la
principal dificultad para comprender el concepto de concentracion estaba
conectada con la dificultad de comprender la funcion inversa, presentando a ésta
como: un incremento en la cantidad de solvente decrece la concentracion,
dandole asi un giro a la definicién matematica de la funcién inversa asociandola
al reciproco.

Si exploramos un poco el uso de “reciproco” encontramos que, en logica,
designa a otro teorema cuya hipotesis es la tesis de un primer teoremay
cuya tesis es la hip6tesis del primero, ¢Intercambio que nos lleva a la inversa?
Ademas, no es necesario ir muy lejos para encontrar este frecuente uso de estas
palabras como sinénimos. Por ejemplo, en una de las enciclopedias libres de
Internet hallamos la siguiente definicién: Sea f una funcién real biyectiva, cuyo
dominio (conjunto de definicion) es | y cuyo conjunto imagen es J = f(I). Por ser
biyectiva, f admite una funcién reciproca o inversa, denotada f * (Wikipedia: la
enciclopedia libre, 2007%).

Efectivamente, en matematicas se escribe A™(x) como abreviatura de la
funcion inversa de A(x), pero el signo A también significa 1/A, es decir, el
reciproco de una funcion, ya que el (-1) nos anuncia un exponente negativo. Asi,
¢La palabra reciproco nos lleva también a “invertir” con el mismo sentido
de inverso? Podriamos seguir enumerando ejemplos del entremezcle escolar de
estos términos, algunas veces utilizados como sin6nimos y otras, como la
que nos interesa para los logaritmos, con un sentido distinto, que los alejan. No
es extraiio entonces, hallar en los estudiantes esta no distincion entre ambas
ideas, y observar que no se han apropiado de la nocion de funcion, y
particularmente, de lo inverso.

Bayazit y Gray (2004), luego de analizar cdmo dos profesores turcos
introducen el concepto de funcion inversa y qué relacion se percibe respecto a
que los estudiantes no logran construir esta nocién como objeto (Dubinsky,
1991), concluyen que el aprendizaje significativo de los estudiantes mejoraria

! Disponible  en:http:/es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_rec%C3%ADproca,
consultada en diciembre de 2007.
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aprovechando una variedad de sistemas representativos apropiados, examinando
el concepto con tareas conceptualmente enfocadas y cognoscitivamente
provocativas, uniendo la funcién inversa al concepto de “uno a uno y sobre”
de la funcion asi como el concepto de funcién en si mismo, y asegurando la
participacion activa de los estudiantes dentro del proceso de construccion de
conocimiento.

Tall (2007) por su parte, reporta que Bayazit (2006) percibe que uno de los
profesores turcos, interpreta las dificultades de los estudiantes con la funcién
inversa como un indicador de su inhabilidad de moverse hacia adelante y
hacia atrds entre los elementos de dominio y co-dominio sin perder de vista
la condicién “uno a uno y sobre”. Pareceria que su deseo del éxito anulé sus
concepciones mas profundas de proporcionar una practica de ensefianza
orientada por la accién en la cual las dificultades de sus estudiantes e ideas falsas
qguedan al margen, reforzandose reglas y procedimientos que conducirian al
éxito en los tipos de problema que aparecen en examenes.

Asi, para Tall (2007), existen dos cuestiones importantes: el hecho de
tomar en cuenta las ideas que han encontrado los estudiantes en su
aprendizaje cotidiano, y ayudarlos a enfocar aquellas ideas esenciales como
base de un pensamiento mas sutil. Le interesa entonces, hablar de “la
compresion de conocimiento” (Thurston, 1990) refiriéndose al cambio de un
proceso que ocurre en el tiempo (como la adicién) a un concepto que puede
ser pensado como una entidad mental; donde a este empleo dual de un
simbolo como proceso y concepto le llama procepto (Gray & Tall, 1994).
Asi, el estudio de procedimientos eficientes para hacer matematicas es una
parte importante del aprendizaje, pero a largo plazo, es esencial comprimir el
conocimiento en los conceptos imaginables que trabajardn de modo maés
sofisticado. Esto sugiere que los profesores tengan que actuar como mentores
para racionalizar el empleo de ideas que los estudiantes han encontrado antes y
animarlos para comprimir el conocimiento en ideas poderosas unidas de manera
coherente.

Efectivamente, no es posible hablar de la matemaética escolar, sin
reflexionar sobre el papel que el profesor, indiscutible iniciador del dialogo
respecto a la nocion en turno marcada por el programa que la institucion le
proporciona al inicio del semestre, juega en este micromundo generado por los
alumnos, en espera de la instruccion que socialmente se ha determinado para
insertarse en el mundo laboral, en encajar en un mundo que a veces nos
rechaza por no cumplir con los canones clasicos respecto a lo que significa tener
éxito escolarmente. Entran en juego alli, las representaciones sociales que
construimos 'y nos construyen como profesores, como alumnos, como
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institucion. Justamente, analizar la problematica que la apropiacion que la
funcién logaritmo genera en las aulas, nos permite discutir varios aspectos.
Aquellos gque consideran que se requiere que el alumno construya al menos, una
vision de proceso de la funcion fomentando la formacion de una visién de
objeto (Dubinsky, Weller, Clark, Loch, McDonald, & Merkovsky, 2000), o
aquellos que piensan que desarrollar un razonamiento covariacional les permitira
construir una vision mas integral de las funciones (Carlson, et al. 2007) donde
proponer actividades cognitivamente provocativas sean el medio para logarlo.

Otros (Falcade et al., 2007) en cambio, proponen recuperar la idea de
movimiento como generador de los primeros pasos hacia la formalizacién
del concepto de funcién que hoy conocemos, donde el SGD sea una herramienta
importante para disminuir la distancia entre las concepciones de los estudiantes
y el concepto de funcién.

La mayoria acepta la necesidad de proponer actividades que involucren
distintos registros, soportados o no por la tecnologia, pero recayendo en la
imperiosa idea de que los estudiantes reconozcan la dependencia entre
variaciones, ya sea desde la posibilidad de adoptar una vision de “entrada-
salida” (Carlson, et al., 2007) o de arrastrar un punto para observar la traza
gue deja en la pantalla como evidencia de la covariacion puesta en juego
(Falcade et al., 2007). Acercamientos que reflexionan globalmente sobre la
nocion de funcién, en basqueda de lograr que los alumnos desarrollen un
pensamiento funcional aplicable a distintos modelos. Sin embargo, el
analisis que presentamos en esta seccidn sobre los argumentos que utilizan
los estudiantes cuando les solicitamos que exploren graficamente ciertas
funciones, involucrando distintas operaciones (suma de una constante,
expansion, compresion, inversién, reciproco, entre otras), evidencia una
problemética importante, ¢Qué sucede con la funcion logaritmo? ;Por qué los
criterios aplicados a las polinomiales parecen no ser Utiles para las
trascendentes? ¢ Por qué nuestros alumnos no perciben esto? ¢Por qué ni siquiera
se lo cuestionan?

En los ejemplos presentados sobre las construcciones con que los alumnos
expresan su imaginario grafico, escolarmente guiado, observamos que genera un
ambiente de discusién rico y amplio ya que las primeras percepciones o
transmision de sus entendimientos nos permiten abordar con mayor profundidad
lo que el lenguaje algebraico y numérico nos proporciona. El arraigo de
reproducir literalmente sentencias escolares o la ausencia de una vision critica
nos evidencian un pensamiento funcional alejado de la posibilidad de reconocer
funciones desde sus particularidades, mismas que anuncian su naturaleza. De
cierta manera, nos advierte sobre la necesidad de extender argumentos que
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siendo utiles para algunas funciones se convierten en obstaculos para otras,
permitiéndonos asi rever nuestra interpretacion inicial y por tanto, profundizar
nuestro conocimiento de la funcidn estudiada.

3. BRISAS EPISTEMOLOGICAS SOBRE CIERTAS CURVAS

Al pensar en todos los elementos que han tenido que entre mezclarse desde la
antigliedad, elementos que hallamos en reportes epistemoldgicos o en originales,
observamos que confluir en lo que hoy llamamos curva, y mas particularmente
funcién, estd muy ligado a la modelacion del movimiento tanto en el
lenguaje de los fisicos como de los matematicos. Para ambos no es extrafio
basar sus explicaciones en la covariacion de progresiones, ya sean aritméticas
0 geométricas; elementos que tomaremos como eje de nuestra discusion hacia lo
logaritmico.

Lo geométrico

Logaritmos en si Lo cuadrable ’
= Lo desarrollable en series
Lo inversible
Maodelar
Su percepeion
" Tt SU representacio
Cuerpo en Movimiento B EprEsentacion y
Su comportamiento en el vacio
Su comporiamiento en un medio
Y Y S e S
I‘r.u_md:. Pricticas de Pricticas
Sociales Referencia Discursivas

Esquema 1. Sintesis de ideas.

En esta seccion, intentaremos seguir la pista de varios cientificos
interesados en la descripcion del movimiento de los cuerpos, preocupacion
percibida ya en Aristételes (384-322 a.C.) considerado como uno de los mas
influyentes filésofos griegos, que advirtié una tendencia a desviar la filosofia
hacia la formalizaciéon matematica. Sin ser exhaustivos, comentaremos algunos
aportes de Oresme, Bradwardine, Galileo, Newton y Huyens para dar evidencia
de la importancia que ha jugado el lenguaje matematico en sus producciones.
Paralelamente a esta linea se desarrollan elementos geométricos que configuran
las curvas en un estadio inicial estatico, contemporaneo del pensamiento
aristotélico pero que se despegaria hacia el reconocimiento de las variaciones y
por ende de covariaciones con la emergencia de la geometria analitica,
mencionaremos aqui a Stiffer, Descartes, Napier, Agnesi y Euler como baluartes
del desarrollo del lenguaje matematico.
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Este entretejido sutil que surge entre cientificos preocupados por utilizar el
lenguaje matematico para describir fendmenos de la naturaleza y aquellos que se
sienten desafiados por crear herramientas matematicas que permitan realizar tal
tarea cae a veces en una vision reduccionista en aquellos que intentan marcar
un limite entre el pensamiento fisico y el matematico. En nuestro acercamiento
socioepistemoldgico, no buscamos determinar estas limitantes sobre el
descubrimiento de un objeto sino justamente dilucidar aquellas précticas sociales
gue modelan estas visiones generando representaciones sociales y herramientas
dando cabida a la construccién del conocimiento.

Hablamos entonces de practicas sociales como generadoras de
herramientas y representaciones sociales, que nos permitan generar
conocimiento y construirnos modificandolas y modificandonos. Hablamos de
practica de referencia, como reflejo de usos y contextos, de &mbitos en donde se
desarrollan y nos desarrollamos. Y, por ultimo, hablamos de précticas
discursivas, como generadores de argumentos y significados. La posibilidad de
entremezclarlos, donde unas practicas contienen a otras, se autocontienen, y son
contenidas, donde no nos interesa conocer donde inician o donde terminan,
sino que solo nos interesa reflejarlas en nuestros disefios en busqueda de que
lo logaritmico surja de y con ellas. Se requiere entonces, que los logaritmos sean
usados, formulados y teorizados para construirse y existir.

Para Piaget y Garcia (1996) lo que interesa en un estudio epistemoldgico
es la deteccion de los mecanismos que entran en juego cada vez que se produce
el pasaje de una etapa a otra en la evolucién de los conceptos y de las teorias.
De iniciar este rastreo de ideas, iniciariamos con la fisica de Aristételes ya que
desempefia un papel de primordial importancia durante la Antigliedad clésica y
todo el medioevo; cambiando visiones al incentivar a sus discipulos no sélo a
cultivar la observacion, sino que también a coleccionar materiales para apoyar el
método inductivo que desarrollaban en sus investigaciones.

Aristoteles rompe asi, con el universo ideal platénico y admite conocer el
mundo sobre la base de la experiencia y de la razén. Inicia entonces, la busqueda
por entender el medio en el que vivimos y los fendmenos que en él se
desarrollan. Su metodologia se reduce a cierto numero de observaciones
inmediatas, percibiendo s6lo dos movimientos naturales simples: el circular que
“es el movimiento que gira alrededor del centro (del universo)”; y el
movimiento en linea recta que es “el que se dirige hacia arriba o hacia abajo”...
El movimiento circular es perfecto, mientras que la linea recta no lo es (ibidem).

Surge asi, una manera de hablar cientificamente de una necesidad humana,
la de predecir, practica social que encuentra desde el inicio de la humanidad
diferentes maneras de desarrollarse en ambitos especificos tales como el
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movimiento (Cantoral, 2001), lo periddico (Buendia y Cordero, 2005) o lo
sinusoidal (Montiel, 2006) generando distintas herramientas vinculadas con las
practicas de referencia estudiadas. Sin embargo, como el eje de nuestro estudio
es lo logaritmico, hemos centrado nuestra mirada a dos actividades, las de
facilitar calculo y modelar, que por si mismas las caracterizamos como préacticas
sociales por generar representaciones sociales (Jodelet, 1986) particulares asi
como herramientas generales, modificandose a su vez.

Incursionamos asi en ciertos argumentos donde se pueden distinguir tres
tipos de transformaciones asociados a la construccion de lo logaritmico:
procesos de sociogénesis, que tienen que ver con la construccion y
transformacion de objetos especificos en ciertas comunidades especificas, de
ontogénesis, relacionados con el desarrollo de los individuos en relacién con las
practicas y de microgeénesis, relacionados con la evocacion de las practicas en la
interaccién social (Duveen y Lloyd, 1990). Coincidimos ademas, con Moscovici
(1984 citado en Castorina, 2003) quien comparte la base epistemoldgica
de Piaget y otros constructivistas ya que considera al sujeto y al objeto de
conocimiento como correlativos y co-constitutivos pero rechaza la idea de que
€s0s términos designen entidades independientes. El corolario ontolégico de esta
postura es que las representaciones sociales forman parte de las realidades
representadas y que en esta construccion se confiere el contenido de lo que se
construye la misma significacién que al proceso de construccion.

Consideramos asi que estas practicas se entremezclan y distancian en el
derrotero de los logaritmos, pues una, en bisqueda de artefactos para facilitar la
multiplicacion y por tanto apoyar al desarrollo de la astronomia o la economia,
encausa la discusion hacia la relacion entre dos progresiones una geométrica y
la otra aritmética, que nos lleva a multiplicar sumando. En tanto que la otra,
dirige los esfuerzos hacia modelar fendmenos de la naturaleza tales como
la caida de cuerpos, cuadrar curvas u otras cuestiones dentro de las matematicas
pero bajo la misma relacién, la covariacién de las progresiones mencionadas.

A manera de sintesis de los principales argumentos que han estado
presentes en la construccion de lo logaritmico generando una red de
significados, rescatamos sucintamente aquellos que consideramos confluyen en
el disefio de nuestra exploracion con estudiantes. Tomamos tres etapas:
1) los primeros esbozos del estudio del movimiento, donde se enlazan las
reflexiones variacionales aristotélicas con las exploraciones numéricas de
Arquimedes, enriqueciéndose mas adelante con las representaciones de Oresme
y Bradwardine asi como la discusion que proponen respecto al estudio del
movimiento de cuerpos en el espacio mediante el uso de progresiones;
2) exploraciones logaritmicas en dos ambitos, el fisico (los aportes de Newton y
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Huygens al estudiar la caida de cuerpos en un fluido) y el matematico (mediante
el estudio de la obra de Napier, Briggs, Debeaun y Leibnitz) que recogen
las ideas anteriores y donde lo numérico y lo geométrico encuentran un marco
algebraico que los fortalece; y, 3) irrupcién en variaciones infinitesimales
que abre la posibilidad de resignificar la naturaleza de los logaritmos (donde nos
apoyamos en los trabajos de Agnesi, Saint Vincent y Euler principalmente).

4. ORIENTACIONES PARA EL DISENO

Luego de reflexionar sobre los argumentos que apoyaron el desarrollo y
consolidacion de la idea de logaritmos como funcion, varios de ellos fuera del
lenguaje matematico que hoy utilizamos y otros, directamente involucrados a
la génesis del mismo que llevaran a la gestacion de funcién en si,
buscamos evidenciar que lo numérico, lo grafico y lo algebraico como red de
modelos entremezclados con las practicas de referencia y sociales nos crean un
ambito de argumentacion y por ende de construccion de un discurso alrededor de
lo logaritmico.

rjﬁl DISENO

Sintesis dela

i construccion de puntos

geométrico
Rectas, tridngulos:
recténgulos,
semejanza

Lo
algebraico

Lo

numérico
Reconocer patrong
de crecimiento

Esquema 2. Ideas del disefio.

Los argumentos graficos que estamos explorando surgen de las ideas de
Agnesi (1748), utilizar la semejanza de triangulos para evidenciar la naturaleza
de ciertas funciones. Sin embargo, no es éste el Unico argumento que nos
interesa utilizar. Efectivamente, el uso de la semejanza de triangulos se
fundamenta en la coordinacién de dos patrones de crecimiento, regidos por
progresiones aritméticas y geométricas. Si tomamos como argumento la
covariacion entre dos progresiones aritméticas, donde el carécter variacional
estd regido por la diferencia, estamos hablando de las funciones polinomiales,
las lineales en primera instancia y al extender el argumento a la diferencia de
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ordenadas (primera, segunda, etc.) estamos hablando de funciones cuadraticas,
cUbicas, etc. Si en cambio lo hacemos entre una progresion aritmética y otra
geométrica, donde el caracter variacional esta regido por la razén, nos abocamos
a explorar funciones trascendentes, particularmente la exponencial y logaritmica
ya que las trigonométricas no siguen este patron.

En el caso de este estudio, nos abocamos a discutir con los muchachos de
licenciatura dos funciones particulares, las que llamaremos curva cuadréatica y
curva logaritmica, involucrando a la geometria dinamica como herramienta
técnica. Cada manera de construir se basa en el trazo de tridngulos semejantes,
su diferencia radica en el movimiento que se le imprime al punto de inicio de la
construccidn, asi como en la particion de los ejes involucrados que depende del
tipo de progresion que se convoque (Ver Anexo).

¢ Qué nos interesa entonces? Percibir mediante la construccion mecanica de
las curvas su naturaleza, es decir, reconocer las progresiones que se involucran
en cada una al identificar patrones generados por distintos tipos de triangulos
que surgen al trazar semirrectas con cierta inclinacion y entrelazarlas con
verticales u horizontales dependiendo de la curva. Pero fundamentalmente, la
covariacion entre ambos.

Iniciamos entonces las actividades disefiadas con la construccion
geométrica de las curvas manipuléandolas desde la eleccion de las coordenadas
de los tres vértices del triangulo inicial, dirigiendo el desarrollo de
ideas mediante preguntas como: ;Cémo construirias mas puntos? ;Cudles son
los patrones de crecimiento de abscisas y ordenadas? ;Cémo determinarias
cualquier punto de la curva?, entre otras, solicitando que expliquen cada una
de sus respuestas con mas de un argumento. Asi, partimos de la idea de que
es necesaria la construccion de una red de modelos, donde lo geométrico, lo
numérico y lo algebraico, generen la plataforma que les permita, a los
estudiantes y profesores, hablar de lo logaritmico.

Luego del anédlisis preliminar, que hemos bosquejado en los puntos
anteriores, decidimos involucrar al SGD como disparador de la construccion
de la red de modelos que deseamos que los estudiantes aborden. A diferencia de
otros disefios realizados para acercar a los alumnos a la nocion de funcién
(Valdez, 2003; Dahan, 2004 o Falcade et al., 2007) recurriendo al movimiento
que propicia Cabri mediante la herramienta “traza”, nos refugiamos en él
para la construccién de dos curvas a partir del trazo de un triangulo inicial que
las determina. Trazando rectas y respetando la particion de los ejes
propuesta, los estudiantes van introduciéndose en un mundo de puntos y
variaciones, de crecimientos y semejanzas, de curvas y covariaciones, que los
llevan a salirse del ambiente geométrico para discutir sus primeras ideas.
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Proponerles iniciar las exploraciones con la curva cuadréatica se debe a
que escolarmente han tenido un acercamiento a ella desde los Gltimos cursos de
secundaria (13-15 afios), y ha sido retomada en bachillerato y licenciatura. No es
raro entonces, observar que la reconocen desde los primeros puntos que trazan
en Cabri, ya que el crecimiento de las ordenadas gracias a la gestion de
crecimientos de las abscisas, permiten visualizar la curva. Aqui les funcionaran
varios argumentos, se sentirdn mas confiados, elemento que se debilitard al
incursionar en la segunda actividad matematica, la curva logaritmica. El traspaso
de argumentos que han sido aliados de sus explicaciones para la funcién
cuadrética serd frecuente hacia la segunda actividad, ya que percibirdn a
la nueva curva como una parabola acostada. Esperamos que al explorarla,
noten las diferencias y reconozcan en ella a la funcién logaritmo
sorprendiéndose de la covariacion que el disefio pone en juego, esa relacion
entre una progresion geométrica (en el dominio) y una aritmética (en la imagen).
Deseamos que a su vez, se desprendan del ambiente que el SGD propone ya que
en él se pueden determinar las coordenadas de los puntos construidos asi
como la expresion analitica de las cdnicas sin necesidad de introducirlas.
Justamente esa limitacion, no poder trazar funciones sin contar con la expresion
analitica de las mismas que herramientas como “traza”, “lugar” o “aplicar
una expresion” requieren, obligara a los estudiantes a buscar otros argumentos
para hacerlo, robusteciendo asi la red de modelos que iran construyendo.

Para la exploracion, escogimos estudiantes de séptimo y octavo semestre
de Licenciatura en Matematicas, area Matematica Educativa, por haber
sido sometidos a la instruccidon escolar de estas funciones y que habian
demostrado cierta fragilidad en la apropiacién de las mismas. Nos interesa
observar el transito entre modelos, analizando los argumentos que eshozan al
responder las preguntas propuestas en el disefio. Encontramos una interesante
creatividad entremezclada con una fragilidad argumentativa que nos dan
pautas para el analisis de la red de modelos que generan al explorar las curvas
que les presentamos.

Para reportar las producciones de estos muchachos decidimos presentarlos
bajo el titulo “Caso” siendo los dos primeros las producciones de los
estudiantes de octavo semestre que luego de realizar su reporte en clase
fueron invitados a discutir sus respuestas en una entrevista que fuera
videograbada. Ademas, gracias a su participacion redisefiamos algunas de las
preguntas propuestas y que generaran nuevas exploraciones.

Los siguientes casos, corresponden a las actividades realizadas en clase con
nueve alumnos de séptimo semestre y que fueran discutidas con todo el grupo y
registradas utilizando la observacion participante, notas de campo, y los
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informes escritos de las exploraciones que habian realizado durante la semana
asignada para ello y que, cada equipo de trabajo, entregara al final de la
experiencia presentandolos a sus compafieros utilizando power point.

5. PRODUCCIONES DE LOS ALUMNOS

5. 1. Caso 1: Exploracidn de la funcién cuadratica

Una estudiante de octavo semestre, es entrevistada un par de dias después
de haber resuelto en clase la primera actividad de aprendizaje con
varias debilidades en su argumentacion. Durante la sesidn, demuestra cierta
destreza para construir la curva y sin gran dificultad traza varios puntos
de la curva dentro del tridngulo inicial OAB (Ver Figura 6a). EI argumento
que utiliza para explicar su construccion fue la proporcionalidad. Abstrajo que la
construccion que se proponia se basaba en puntos medios (asi determind
los cuatro puntos solicitados en OA 'y los cuatro sobre AB siguiendo el disefio) y
vuelve a hacerlo para determinar los puntos que llama Q, R, S,y T.

Mas adelante se le pregunta si podria extender la curva, es decir, determinar
algunos puntos fuera del triangulo OAB vy, luego de reflexionar unos minutos,
contesta: “Si, se puede. Es que los puntos van creciendo exponencialmente y
eso continuaria infinitamente. Se trata de una parabola (No?” Acompafia esta
afirmacion recorriendo con el dedo los puntos determinados e indica como
seguiria la curva.

Sin embargo, no logra determinar las coordenadas de estos puntos
utilizando argumentos geomeétricos, s6lo los determina utilizando la herramienta
“coord. 0 ecuacion”. Traslada estas coordenadas a la tabla que propone la
actividad siguiente y rellena las columnas de las diferencias sin encontrar
ningun patron de crecimiento debido al redondeo que propone Cabri. Escribe
alli: “los puntos encontrados en la parabola crecen exponencialmente en forma
irregular”. Se le pregunta inmediatamente por qué cree que el crecimiento es
exponencial, (A qué te refieres con eso? A lo que contesta: “crece rapido”,
“proporcionalmente” sin realmente argumentar su comentario anterior.

No reflexiona sobre la precision de los valores determinados con Cabri y no
le llama la atencidn esa “irregularidad” de la columna de AAy donde deberia

haber encontrado una constante. Se le cuestiona entonces, sobre como
determinar si esos puntos pertenecen 0 no a la curva que se esta construyendo y,
traza entonces la curva utilizando la herramienta “cénica” que une los puntos
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con lo que queda satisfecha de su respuesta y responde que cualquier punto
puede ser determinado trazando verticales hasta que corte a la curva.

Aprovechando esta idea de que “se puede extender”, se le solicita que
construya al menos un punto fuera del triangulo OAB pero sin trazar la
curva. Luego de varios intentosy minutos de reflexion, decide que se deben
trazar puntos medios, repetir la construccion anterior. Marca el punto (12, 0)
para repetir la estrategia utilizada en OA. Pero antes de concretarlo, prefiere
trazar una circunferencia con centro en Ay radio EA, con lo cual determina la
primera abscisa fuera del tridngulo OAB sobre el que trabajard (Ver Figura
6b) para mantener el patrén inicial de crecimiento de las abscisas que se
solicita en la actividad. Inmediatamente después traza una vertical por ese punto
y comienza a evidenciar problemas para continuar con la construccion. Observa
que no tiene elementos para trazar puntos medios e intenta determinar “otro B
para arriba” es decir, determinar otros puntos a la misma distancia que los
que habia construido. Sin embargo, tampoco lo concreta y decide trazar una
semirrecta desde O, pasando por B estableciendo que el punto de interseccién
entre esta semirrecta y la vertical trazada era el punto buscado. No
logra entonces visualizar que puede utilizar el mismo argumento que habia
usado para determinar la abscisa, pero ahora sobre una vertical.

fagas (s
(@) (b)

Figura 6. Evolucién de la construccién de la curva.

Se le solicita que argumente su respuesta, y rapidamente observa que ese
punto no puede pertenecer a la curva gque se estd construyendo, que “deberia
estar mas arriba”. La entrevistadora le solicita que le explique lo que
hizo para determinar la vertical, y ante su reflexion abstrae que puede repetirlo
utilizando el punto B, destrabandose asi la construccidn de este punto. Termina
la sesion con una discusion sobre la tabla de coordenadas y las diferencias
(primera y segunda) cuyos resultados le sorprenden al determinarlas con mayor

Relime, Vol. 11(3), Noviembre de 2008



332 MARCELA FERRARI, ROSA MARIA FARFAN

precisién: “no sabia que las segundas diferencias son una constante”, “primera
vez que lo veo”. Estas expresiones dieron pauta de la pobreza de argumentos y
del uso de modelos asi como de la dificultad que evidencia para integrarlos,
elementos presentes en algunos de los muchachos debido a lo que han
construido en su formacion escolar.

En la interaccion con esta alumna, se percibe la timidez de equivocarse
en sus respuestas perdiendo asi la posibilidad de discutir abiertamente sobre la
naturaleza de esta funcion agravada un poco por su resistencia a pasar de un
modelo a otro ya que le desconcierta no conocer la expresion analitica.
Analizando sus comentarios (escritos como orales) y sus gestos, observamos la
complejidad de construir una vision global de la funcién cuadratica al no lograr
abstraerse de la informacion que Cabri le ofrece. Timidamente argumenta sobre
coémo extender la construccion geométrica pero no tiende lazos hacia otros
modelos, es decir, opta por no apoyarse, por ejemplo, en el modelo numérico,
0 quizas en éste para determinar el modelo algebraico dandonos la pauta de
su desinterés por armar su propia red de modelos proveniente de no
sensibilizarse de ciertas ideas covariacionales.

5.2. Caso 2: Exploracioén de la funcién logaritmica

Luego de analizar el informe entregado por dos estudiantes de octavo
semestre donde se observa que construyen geométricamente algunos puntos
de la curva; rellenan la tabla de valores de una manera muy particular
utilizando “coord. o ecuaciéon” y trazan una curva mediante “conica” (Ver
Figura 7), se les invita a reflexionar sobre las coordenadas de los puntos de
la curva que han trazado, evidenciando en los siguientes dialogos escogidos
el papel que juega el ambiente SDG en los argumentos de estos alumnos.

Figura 7. Parabola como primer argumento.
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Entrevistador:

Estudiante 1:

Estudiante 2:
Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 1:
Estudiante 2:

Entrevistador:

Estudiante 1:

Entrevistador:

Estudiante 2:

Estudiante 1:

333

A ver... expliquenme cémo determinaron estos puntos (indicando la
pantalla)
Ahi, viéndolo... 2-1 de este lado (marcando en la pantalla los puntos de

la rejilla)
(EIA?, noel Aes2-0....
2-1

EIM 2-1,yel N 4-2

8-4 (marcando con el cursor cada punto que mencionan)
8-3 ¢(No?

8... mmmm.... apuessi... seria 4 — 16

Si, seria 16-4

Mmm entonces las determinaron por observacion ;No?
Si, si la vista no nos engafia.. jaja...

Bueno, pero convénzanme que son ésas las coordenadas...
Pues con las coordenadas, la herramienta del Cabri... Cabri nos las
dice.

Y con los puntos de la rejilla, coinciden con ellos...

Vemos que aceptan acriticamente las coordenadas que determina este
ambiente geométrico, actitud que se encuentra en la mayoria de los estudiantes
participantes de esta investigacion. Por otro lado, al solicitarles que construyan
mas puntos de la curva preguntandoles si se podria hacerlo, comentan:

Estudiantes:
Entrevistador:

Estudiante 2:

Entrevistador:

Estudiante 2:

Entrevistador:

Estudiante 2:

Estudiante 1:
Estudiante 2:

Entrevistador:

Estudiante 2:
Estudiante 1:

Entrevistador:

Estudiante 1:

Entrevistador:

Estudiante 2:

Si...

¢Como?

Y... siguiendo el.... mmmm...
procedimiento que llevabamos...

... Aja... ¢Y como seria?
~.Mmmm...

Con las rectas horizontales y las semirrectas... y encontrariamos puntos
en sus intersecciones...

siguiendo el mismo... eh...

Bueno, se puede encontrar una formulita...

Se ve que x seria el cuadradode 2;2-4-8-16

Y 12 3... yvan siguiendo la secuencia.

Si miramos la tabla que hicieron... ;Cémo se moveria esta tabla?
¢Como varian las abscisas y cémo las ordenadas?

...mmmm

Una va con el orden de los nimeros naturales... (Indica con el dedo las
ys)

Enlasy... ;Y en las xs?

En lax?... 2 al cuadrado...

¢2 al cuadrado?...

Del 2 si... para el primero...
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Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 1:
Entrevistador:

MARCELA FERRARI, ROSA MARIA FARFAN

No... espera...

2x2es4

No seria cuadrado... mmmm... seria 2 por n
Y eln... ;Quién es?... ;Qué seria n?

Se les da una hoja y se les invita a discutir la siguiente afirmacion: “la tabla

s6lo puede tomar valores a la derecha del cero, es decir, x>1. El patron de
crecimiento es multiplo de cada punto, (2x) para las abscisas y para las
ordenadas va aumentando 1 a partir del cero, pues las rectas horizontales que

intersectan a la pardbola toman valores enteros consecutivos en el eje ‘y

argumento con el cual intentaban describir la funcién en su informe inicial.

Figura 8. Argumento geomeétrico.

Luego de varios minutos de exploracion donde los muchachos discuten
numéricamente la tabla recurriendo varias veces a la gréfica esbozada en la
pantalla, surge el siguiente dialogo:

Estudiante 2:
Estudiante 1:
Entrevistador:
Estudiante 1:
Entrevistador:

Estudiante 2:

Entrevistador:
Estudiante 1:
Entrevistador:
Estudiante 1:

2x2...mmm... en X no?

Es el doble de uno... el doble de otro...

¢Por qué empezaron en el 1-0?

¢En los negativos?

¢Por qué no escribieron nada aqui? (sefialando la tabla del informe
entregado) leamos lo que escribieron...

Porque se salen de la curva que estamos construyendo, pues a menos
que 1... al parecer no estan en la curva... (Afirma esto mirando la
curva trazada, ver Figura 8)

¢ Podemos sélo extender la curva hacia la derecha?

Si...

¢Qué pasaria con el punto B? ¢ Pertenece a la curva?

... (0, B) no pertenece a la curva porque la parabola tiene vértice (A,0)
y no toca el eje “y”

Respuesta que argumentan desde la curva que habian trazado utilizando

la herramienta “conica” de Cabri que une, con una hipérbola, los cinco puntos
que geométricamente habian construido. Al solicitarles que construyan
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geométricamente mas puntos de la curva entre A y B, visualizan que la curva
trazada se aleja de los puntos de la curva construida percibiendo que se trata de
una funcion logaritmica (Ver Figura 8) que, luego de arduos trabajos numéricos
logran descifrar que se trataba de la funcion y =log, x .

En este caso se observo cierta apatia en la resolucidn, priorizaron aqui a
las respuestas inmediatas que Cabri proponia de acuerdo a las herramientas
gestionadas y sin cuestionarse mas alla. Fue necesario confrontarlos con
sus propias respuestas para lograr cierto desequilibrio y duda en lo que
hacian, lo cual resulté muy fructifero para ellos pues sorprenderse de que se
trataba de una funcién logaritmica, muy diferente a la conica que proponia
Cabri para ajustar una curva a los puntos construidos geométricamente,
generd sonrisas y cierta satisfaccion por discutirle a una herramienta técnica.
Presentan un intermitente acercamiento a ideas covariacionales, apoyandose
fundamentalmente en dos modelos, el numérico y el algebraico para describir la
curva en tanto que el modelo geométrico se convirtié en el modo de comprobar
lo que establecian.

5.3. Caso 3: Las producciones de Luis

Una pareja de estudiantes (Luis y Nadia) constituyen un interesante equipo
de trabajo ya que mientras uno decide explorar la primera actividad
numéricamente, el otro se queda observando la construccién geométrica,
generando diferentes maneras de discutir la construccion de la curva propuesta.
A diferencia de los otros equipos de trabajo, ellos no advierten inmediatamente
que se trata de una funcion cuadratica. En su discusion se escucha que:

Luis: Esuna conica

Nadia: No, me parece que es una exponencial, algo asi como dos a la x
Luis: No, no lo creo

Nadia, pese a haber completado la tabla de coordenadas, observando que
se halla una constante en la segunda diferencia de las ordenadas, y ser capaz
de extender la tabla numéricamente, no percibe que son argumentos que nos
hablan de una cuadrética. Le solicita a su compafiero que trace los segmentos
qgue unan los puntos construidos para ver si pueden descubrir la curva que se
estd construyendo. Luis lo hace, y como no pueden deducir la curva, deciden
seguir construyendo mas puntos para acortar los segmentos y “observar mejor”
la curva que se estd formando.

Entre ambos siguen construyendo mas puntos, se detienen al encontrar
la clasica particion escolar de x de una unidad. Determinan, mediante la
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herramienta “Coordenadas y ecuacion”, las coordenadas de todos los puntos
construidos. Reconstruyen la tabla y las diferencias de las ordenadas y perciben
que la segunda diferencia no es constante, como habia ocurrido con la primera
particion. Pese a que el entrevistador les sugiere que verifiquen las coordenadas
que Cabri les proporciona, no hacen caso y siguen explorando la curva de
dos maneras diferentes: Luis, geométricamente para construir mas puntos fuera
del triangulo inicial OPQ; en tanto que Nadia sigue explorando numéricamente
en busqueda de regularidades que la lleven a encontrar “el patrén geométrico”,
refiriéndose a la expresion de una exponencial. Al no hallar ninguna regularidad,
abandona la busqueda y vuelve a discutir con Luis respecto a los interesantes
hallazgos de su compafiero.

Luis logra visualizar que, para construir el siguiente punto, de acuerdo a su
nueva particion de unidades, debe incrementar una unidad por encima de Q y
repetir la construccién, una vertical por x = 9 y una semirrecta por este nuevo
punto. Se apoya para ello de la “rejilla” (Ver Figura 9). Ambos se convencen
de que estéa correctamente construido pues se cumple con el patrén numérico que
habian encontrado, aquel que explican de la siguiente forma:

Luis:  Si vamos por los impares (refiriéndose a las abscisas) todos terminan en
13 (refiriéndose a los decimales en juego) y si vamos por los pares, se
alternan enteros y los que terminan en medios.

A
t o A1900:1023r".
> ol
A S

b /".I S
Fd
/'./"'_%,"IJ'}/;/’I/

NS
\.
A

AT}
@
\
\
\
\
\

I'l 5\

Figura 9. Construccidn de puntos.

En tanto que Nadia abstrae la relacion entre el nimero de “saltos” que
realizan con las abscisas, y el nimero de “saltos” en las ordenadas y le comentan
a su compariero:

Nadia: Mira, si aca nos movimos dos veces (sefiala las abscisas en el triangulo
que nosotros resaltamos) aca también son dos (sefialando el ndmero de
semirrectas involucradas). Si, mira (abren otra de sus parabolas
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construidas) si aca nos movemos 4 veces, aca también debemos
que contar con cuatro semirrectas... y esto pasa en todas las curvas que
hemaos trazado.

Estas ideas ya habian sido percibidas por Luis al construir mas puntos de la
curva, ya que era el responsable de manejar el mouse, aunque no lo comparte
con su compariera. Estos comentarios, lo llevan a dejar esta ventana y abrir
otra para construir una curva desde el primer triangulo determinado. Elije
el triangulo con vértices (0,0), (0, 2) y (2, 2) (Ver Figura 10, donde lo
hemos sombreado para resaltarlo). Luis se concentra en determinar puntos
equidistantes en la recta vertical que traza por (0, 2) y (2, 2). A partir
de esta particion vertical, traza las semirrectas desde (0,0) y halla otros puntos de
esta curva mediante las verticales trazadas de acuerdo a la distancia inicial de las
abscisas, mostrandonos que vincula los dos crecimientos simultdneamente, ya
que no duda sobre qué rectas debe involucrar.

4

Figura 10. Papel del triangulo inicial.

Repite estas ideas con otros triangulos iniciales y se convencen de que se
trata de funciones cuadraticas, quedandoles como tarea explicar sus
descubrimientos ya que ante la pregunta:

Entrevistador: ¢ Pueden explicarme estos hallazgos?
Nadia: Déjenos pensarle, lo incluiremos en el informe.
Luis: Toda curva asi construida es una parabola del tipo y = kx> argumento

que extrae del uso de la herramienta “cdnica” y “coordenada o
ecuacion” de cabri aplicandolas a varias de sus producciones.

Se observa en este caso la timida aparicién de ideas covariacionales
presentes en su intento por integrar una red de modelos aungue evidenciando
su preferencia por uno de los modelos, el geométrico en el caso de Luis y el
numérico en Nadia. EI menos visitado fue, en este caso, el algebraico declarando
gue nunca habian explorado este tipo de acercamiento a funciones.
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Figura 11. “Parabola acostada”.

En el reporte de la segunda actividad Luis trabaja solo ya que Nadia se
integra en otro equipo de trabajo (ver Caso 5). Luego de construir los puntos
de la curva en estudio siguiendo los pasos de la actividad, se le solicita que
construya mas puntos y que describa la funcién involucrada. En este sentido,
declara “que se trata de una paradbola acostada, por tanto debe ser simétrica
respecto al eje x”. Como la herramienta “conica” no traza lo que desea ver,
naturalmente desecha ese comando y se enfrasca en reproducir la construccién
pero hacia abajo (Ver Figura 11). Lo logra y declara que el punto B no
puede pertenecer a la curva pues se trata de una parabola. Se le solicita que
construya la tabla de coordenadas correspondiente a los puntos que ha
determinado y sustente con ella su afirmacion. En su informe explica:

“Como ya contamos con el patron de crecimiento de nuestra curva, pues
ahora determinamos su ecuacidn, la cual descubrimos que es: x =2". Pero
esta expresion cabri no la reconoce, asi que tuvimos que buscar una manera
diferente de expresar esta funcion de forma que podamos observar
graficamente la curva, llegamos a la expresion siguiente: log(x)/log(2).
Después lo que hicimos fue crear la expresion y aplicarla en los ejes
coordenados, lo cual pudimos constatar que los puntos trazados coinciden
con puntos sobre la curva, la cual es la que estabamos buscando.”

Al realizar esta tarea percibe que la covariacion en juego es muy diferente
al caso anterior que involucraba una funcién cuadrética, y que por lo tanto no
puede tratarse de una cdnica. Desecha su afirmacion y se aboca a determinar la
expresion analitica demorando bastante en abstraerla y en aceptar que no es
una funcién simétrica respecto a uno de los ejes. Luego de extender
numéricamente la tabla sin observarse en él dificultades para hacerlo hacia la
izquierda, problema que se presentara en la discusion anterior con los dos
estudiantes, Luis regresa hacia el ambiente Cabri y construye geométricamente
mas puntos para comprobar sus exploraciones, confirmandolas luego al trazar,
mediante “aplicar una expresion”, la curva logaritmica involucrada.
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Se observa en este estudiante una mayor libertad para pasar de uno a otro
modelo propuesto en la actividad, alterando repetidamente el orden
implicitamente esbozado en la actividad (geométrico, numérico, algebraico)
lo cual se esperaba con el fin de observar que cada estudiante construye su
propia red de modelos.

5.4. Caso 4: Las producciones de Berta

Al resolver la primera actividad y construir la curva, Berta se interesa por
analizar la relacion que existe entre los triangulos que determinan los puntos
construidos. Para ello, construye los triangulos, los colorea para distinguirlos y
observa que para construir un nuevo punto de la curva necesita un triangulo mas
grande cuyo cateto vertical deberia estar en x = 10, para respetar el patron de las
abscisas. Se centra luego en las ordenadas y declara que: “para el punto L,
la diferencia es 0.5; para M dos “saltos” de 1, para N tres saltos de 1.5, y para Q
cuatro saltos de 2 unidades” (Ver Figura 12a).

Predice entonces que el siguiente punto debera realizar un salto de 2.5y
repetirlo 5 veces, por lo que determina numéricamente la construccién del
punto que llama R. Construye este punto utilizando la herramienta “nimero”
y “transferencia de medidas”.

Finalmente traza, mediante la herramienta “cénica” la curva y comprueba
visualmente que su construccion es correcta ya que la curva pasa por ese punto.

a0 208 T
ectmen | | | /g@

(@) (b)
Figura 12. Evolucidén de argumentos.

A la siguiente sesion, nos presenta un interesante argumento para sustentar
geométricamente que el punto R pertenece a la construccion. Lo hace mediante
el trazo de circunferencias, descubriendo que las semirrectas puestas en juego en
la determinacion de los puntos de la curva mantienen la misma distancia, por
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tanto, “se puede utilizar las Gltimas dos semirrectas para determinar la siguiente
Yy no se necesita contar los saltos anteriores” (Ver Figura 12b). Entre sus
conclusiones, escribe en su informe:

“Como observamos esta curva se comporta muy bonita y al tener
varios puntos de la curva nos surgié la inquietud de saber con que curva
estabamos tratando... Por el comportamiento que segui supusimos que se
trataba de una parabola, pero lo constatamos usando un comando de cabri
llamado “cdnica”, puesto que si resultaba cierta nuestra hipotesis en base
a los elementos que teniamos resultaria determinar la ecuacion de dicha
curva....”

Para determinar la expresion algebraica, consulta un libro de geometria
analitica y trabaja con foco y directriz, por tanto con la expresion general:

“Y asi sucedi6, la curva con la que estdbamos tratando era la parabola,
después calculamos su ecuacidn, se facilita por que tiene su vértice en el
origen, tiene como eje un eje coordenado (el eje y en nuestro caso) y
ademas contabamos con varios puntos de la misma.”

El uso de la herramienta “conica” la lleva a refugiarse en la geometria
analitica, elemento que no habiamos previsto ya que supusimos que el trabajo
numérico los llevaria a pensar en variaciones y funciones cuadraticas
trasladandolos a determinar la expresion analitica mediante la resolucion de un
sistema de ecuaciones para determinar los parametros de la misma.

Sin embargo, Berta nos da ejemplo de la necesidad de convencerse de
lo que Cabri propone, explorando en primera instancia la parte numérica de la
construccidn para determinar un punto fuera del tridngulo inicial para continuar
con una exploracién geométrica sustentada por la construccién de circulos
pasando luego a la busqueda de la expresion analitica. Genera asi, su propia red
de modelos, un rico &mbito para argumentar y robustecer su acercamiento a las
funciones cuadréticas.

Vemos entonces que esta alumna desarrolla varios argumentos para
describir la funcion cuadratica al explorarla geométrica, numérica Yy
algebraicamente. Al incursionar en la segunda actividad, intenta repetir
aquellos argumentos que le fueron dtiles en la actividad anterior, como por
ejemplo el caso de las circunferencias ya que su primera impresion, al igual que
la de todos los alumnos, fue que se trataba de una parabola acostada (Ver Figura
13a). Réapido percibe que no se comporta como una parébola, los circulos le
permiten determinar el proximo punto de la curva directamente, muy diferente a
la construccion anterior.

Numéricamente abstrae la covariacidn existente, reconoce que debe ser una
logaritmo, pero declara no recordar como determinar eso, o cémo calcularlo
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por lo que recurre a Internet para informarse sobre ellos. Su nueva construccion,
le permite contestar sin problemas que “el punto B no pertenece a la curva, ya
que el eje y es su asintota” (Ver Figura 13b). En este caso, no intenta unir
los puntos con la herramienta “conica” como la mayoria de sus compafieros
realizan, ya que desde la determinacién de las coordenadas percibe que se trata
de otro tipo de funcion.

(@) (b)
Figura 13. Argumentos sobre la curva logaritmica.

Finalmente, opta utilizar las herramientas “expresion” y “aplicar una
expresion” que para utilizarlas se requiere la expresion algebraica de la
curva que se desea trazar. Para ello, logra determinar que x = 2’ y que al aplicar
funcion inversa se trata de la funcion y=1log,x. Se preocupa un poco al

observar que Cabri sélo acepta, como las calculadoras, el logaritmo decimal y
el natural, y regresa a Internet a leer sobre logaritmos. Su busqueda tiene una
intencion muy clara, hallar una manera de cambiar base y logra reescribir su

., . log x
expresion algebraica como y = &

10g2'

Observamos, en estos dos Ultimos casos (Luis y Berta), que en la
exploracion de la funcién cuadratica ambos muchachos mostraron una
interesante soltura en la construccion de su propia red de modelos, pero que
ante este nuevo desafio se sintieron maniatados. Sélo lograron construir su red
de modelos luego de leer sobre los logaritmos, y por haber sufrido el revés de
que los argumentos que les fueron muy utiles en la actividad anterior no les
daban gran apoyo lo que los obligé a buscar otras posibilidades, y por tanto,
aceptar la diferente naturaleza de esta funcion.

La exploracién numérica que involucra una progresion geométrica (en
las abscisas) y una aritmética (en las ordenadas) les dio la pista para percibir la
covariacién subyacente en ellas que gobierna a la curva y que la aleja de
las funciones polinomiales dandole su propio espacio en la estructura
matematica.
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5.5. Caso 5: Una red de modelos

Un equipo de trabajo conformado por dos muchachas y un muchacho (Nadia,
Nélida y Juan) generan una produccién interesante alrededor de la funcién
logaritmo. Los tres habian trabajado en la primera actividad en equipos de dos,
pero ante la ausencia de sus compafieros, se retnen en la clase para explorar la
segunda actividad.

Recordemos que Nadia habia compartido el trabajo anterior con Luis, por
tanto trae la frescura de la interaccion con su compafiero que reportaramos en
el caso 2. Nélida, en cambio, habia trabajado con otra muchacha priorizando el
ambito geométrico en la exploracion de las funciones cuadraticas, no habiendo
jugado un papel importante los otros modelos propuestos, el numérico y el
algebraico. En su informe, aparece un interesante argumento sobre una
proporcionalidad especial que se da en la curva que se esta construyendo.
Observan que el triangulo OPQ es proporcional al triangulo OAX y que ademas,
la hipotenusa del primero es el punto medio de la altura del triangulo OAB (Ver
Figura 14). Perciben que esto se cumple en todos los tridngulos que se
construyen dentro del triangulo inicial y que puede ser extendido hacia
fuera para construir mas puntos de la curva. Efectivamente, trazan por OB una
semirrecta para determinar S en la vertical que pase por un punto (que llaman R)
tal que A sea punto medio de OR. Si esto se cumple, abstraen que S debe ser el
punto medio del cateto vertical del tridngulo buscado para determinar el punto
de la curva. Repiten su argumento para varios puntos y luego trazan la curva
mediante “conica”, confirmando sus sospechas, se trata de una cuadrética.

Fr

Figura 14. Argumento de Nélida para cuadréticas.

Juan por su parte, habia formado equipo con José, con el cual habian
estudiado con mucho cuidado las longitudes de los segmentos que unen los
puntos construidos siguiendo las instrucciones de la actividad y las areas que
aparecian en los triangulos respectivos. Observan varias regularidades, pero no
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logran descifrar el papel que juega en la funcién cuadratica que habian
determinado, abandonando la busqueda y reportando los datos que Cabri les
proporcionaba sin mayor exploracion.

Vemos entonces, que los tres conforman un nuevo equipo de trabajo, en el
cual logran potenciar su creatividad ya que cada uno aporta una visién distinta
sobre como explorar y discutir la curva que se les propone en la segunda
actividad. Réapido perciben que se trata de una logaritmica pero no pueden
dilucidar como determinarla para lo cual se apoyan en una pagina de Internet
sobre esta nocion. Asi, entre la construccién geométrica, su tabla de valores y
una exploracién numérica de la misma, determinan la expresion analitica (Ver
Figura 15).

Este grupo, logra explicar la construccion de puntos geométricamente,
trazando horizontales y semirrectas; numéricamente repitiendo el patrén de
multiplicar por 2 al anterior para las abscisas y sumar 1 para las ordenadas; pero
también declara en su informe que: “Para encontrar otros puntos escribimos la
expresion antes encontrada y seleccionamos la opcion aplicar expresion, y de
esta forma encontramos otros puntos.”

F ap=1

E ar=2=2(1)=2(2% = 2as — 2 as

B ax=4=2(2)= 2(2Y) — 2 a; = 2(2ag) = 4 ag
a3 = 8= 2(4) = 2(2%) — 2 az = 2(4a0) = 8 ap

S R'[E 00; 3,00} as =16 = 2(8) = 2(2%) — 2 a3 = 2(8ag) = 16 ag

= o zom as = 32 = 2(16) = 2(2%) — 2 au= 2(16a0) = 32 ao

A

{2 00, 1,00 .
i ! an = 2(271 = 2" — 2(2"Yag =2"a0

Por lo tanto: x = 27
log x = log (27)
leg x = y log 2

y =logx /log 2

p
oo aany

1,00
(]

Figura 15. Vinculacién de modelos.

Este equipo, sigue explorando y decide reportar sobre la construccion de
curvas logaritmicas en otras bases hallando argumentos interesantes como
los que expresan en su informe: “Realizamos la construccién de logaritmo en
base tres siguiendo la construccion dada en clase, en donde tomamos
un triangulo de base % y altura uno”. (Ver Figura 16a).

Vemos que algunos de los grupos de trabajo aceptan el desafio de explorar
y sobrepasan las expectativas que inicialmente habiamos previsto en
nuestro analisis a priori, tal como lo demuestra este trio de muchachos al
avocarse a analizar el papel que juega el triangulo inicial de la construccion
geométrica concluyendo que les permite manipular la base de sus logaritmos.
Esto no les basta, y también reportan sobre lo que pasaria si la construccion se
extiende hacia la izquierda, invadiendo los X < 0.
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En esta exploracion, se apoyan con Derive pues habian descubierto que
reconoce las expresiones algebraicas escritas libremente, tales como x=2"
ya que “distingue” la variable dependiente (y) y la independiente (x) en tanto que

Cabri so6lo acepta expresiones del tipo 2* para trazar su grafica, argumento
gue aparece en su informe final (Ver Figura 16b).

x=2"y

5,00, 2,00}
W
500100

PH a0 00 2 4 6
(0.00,-0,500 lnaixlog(3)
(0,23.-1.000

0.17,-2,0m

(@) (b)
Figura 16. Apoyo en distintos medios.
Esto los lleva a reportar su red de modelos que crean para describir la curva
que han construido y que sintetizamos en un esquema (ver Figura 17).
Es interesante observar como manipulan las propiedades de los logaritmos
donde “log-1" aparece varias veces sin pudor, sin ningun rigor, para llegar al

resultado que deseaban obtener para trazar la curva en Derive y luego comprobar
la integracion de sus ideas.

Lo geométrico

=
2
g
5
g a, = -12n} =
o] « a,=-lia,-1) = 2nay o A
x=-1(2) - x|
En  donde observamos que los  puntos . “\q
coinciden con los de cabri, ahora, fendremos SR
gue expresar x = -1{2), en términes de y, o
ENIONCES TENSmas
x=-1(2 —
logx =log (-1 (2} =2y =
logx=log-1=log : 4 :’2
logx—log-1=log =
logx =log =
- o
logx =y Eog_‘ i - 2
(% i 2
. 105|_ =1
Lo algebraico 7 leg2 . . S

Figura 17. Una red de modelos.

A varios de sus compafieros, se les preguntd qué pensaban de esta
resolucion y encontramos que algunos expresan: “No es una respuesta correcta,
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ya que la propiedad que usa log,(xy) = log, x +log, v, S0lo se cumple cuando x

y y son positivos y ellos en su ejemplo toman x=-1 y x=-2"y esto no se
puede hacer”. Ademas agrega: “creo que Cabri toma a los paréntesis como valor
absoluto, es decir, y =log,|x "

Otro comparfiero en cambio, establece que: “Al revisar el analisis que la
compariera realiz6 de esta actividad, no observé algin error ya que en su
desarrollo muestra la figura ala cual hace mencidn, y su respectiva ecuacion
la cual es correcta ya que al graficarla con el programa Cabri utilizando la
expresion que ella muestra (yzlog(—%g@) resulta la misma gréafica. La cual

indica que la exploracion que ella realizé mediante la tabla y los procedimientos
gue muestra son correctos. No s6lo porque el resultado es correcto, sino que
también verifiqué los pasos que realizd y las propiedades que utilizé de los
logaritmos para concluir con la expresion”.

“Bueno, respecto a la forma de la gréfica se observa que todos los valores
que toma X estan entre (-«,0), los cuales son negativos... [Trabaja con la

expresion]... y al final lo que estamos obtenido es el cociente de logaritmos
positivos lo cual esta bien definido y por tanto el programa Cabri no tiene
dificultad para trazar esta expresion ya que toma so6lo valores de X para los
cuales la expresion tiene sentido.”

Vemos entonces gque algunos de los estudiantes exigen mayor rigor en la
manipulacién de las expresiones, en tanto que otros aceptan como transparente
el dominio de la funcién que estd en juego. La mayoria, le otorga a una
herramienta técnica la capacidad de decidir, “...Cabri toma a los paréntesis
como valor absoluto”... o “Cabri no tiene dificultad para trazar esta expresion ya
que toma so6lo valores de X para los cuales la expresion tiene sentido”... esa
frase: “Cabri dice” se encuentra con mas frecuencia de la que se desearia
escuchar, evidenciando el debilitado espiritu critico que los muchachos
desarrollan en la aulas.

Por otro lado, un argumento que es interesante discutir con los alumnos es
el que surgi6 en este reporte, al explorar el efecto que hace manipular el
triangulo inicial de construccion. Nadia, lo realiza en la primera actividad,
arrastrando el triangulo de inicio para trazar funciones cuadraticas y determina
que el efecto es “trasladar la curva a través del eje x’. Sin embargo, en su
exploracion se observa que s6lo mueve el tridngulo (como se evidencia en la
Figura 18) anclando los puntos origen de las semirrectas que se deben trazar en
el eje y por tanto no traslada la construccion.
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Figura 18. Desplazamiento de triangulo inicial.

Concluye entonces que: “Observamos que nos da 2(2) y 3(2)
respectivamente, cuando el tridngulo se desplaza una coordenada, pero notemos
que, en valor que nos da el dos y el tres que multiplica a 2*, no los da el lado de
tridngulo que estd méas lejos del origen. Entonces tenemos que cuando se

desplaza n-1 coordenadas, nos da x =n(2")”.

Sin embargo, no puede aclararles a sus compafieros qué esta ocurriendo en
realidad. S6lo menciona que “recorrer el triangulo, hace que la curva se recorra”
dandonos a entender que considera que se traslada por el eje x al igual que en la
actividad anterior de las cuadréticas, por tanto no se percata que el efecto en
realidad es una traslacion vertical.

Como vemos, proponer a los alumnos explorar ciertas funciones en este
ambiente gque la geometria dindmica produce, se ve potenciado por la creatividad
de los muchachos. Nos sorprenden con sus busquedas, con sus conclusiones que
nos permiten observar como van construyendo lentamente su capacidad de
criticar sus propias opiniones, haciéndose cargo de sus decisiones.

Se observa ademas cémo comienzan a percibir la covariacién en estas
curvas y la no extension de los argumentos que funcionaron en la curva anterior.
Ademas, comienzan a construir sus propias redes de modelos, donde se percibe
que cada uno de los entrevistados se desenvuelve con mayor soltura en el
modelo que prefieren, algunos el algebraico; otros el numérico, y no falta el que
intenta resolver todo en el geométrico, pero ninguno deja de involucrar los tres
modelos en algn momento de su resolucion.
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6. A MODO DE CONCLUSION

En este articulo, hemos reportado una investigacion que desarrollamos en torno
a la apropiacion de la nocion de funcién, particularmente la funcién logaritmo,
tal que en nuestra perspectiva teérica se convierte en la busqueda de lo
logaritmico, como una construccién de una red de modelos, imbuida de
practicas y de representaciones sociales.

Este estudio, sustentado por la socioepistemologia, nos permitié percibir las
practicas sociales que guiaron el desarrollo de los logaritmos, la de facilitar
calculos y la de modelar, ambas cobijadas por la prediccion. El entremezcle
de estas dos préacticas, asi como las practicas de referencia involucradas en
su construccion, sin poder realmente dilucidar si la covariacion logaritmica ha
comandado este desarrollo o ha sido el resultado de muchos esfuerzos por crear
una herramienta matematica tan poderosa, elementos que han inquietado
nuestras exploraciones justamente bajo la idea de que tanto la interaccién sujeto-
practica bajo una luz especial, temporal y situada, como el proceso y evolucién
de herramientas, son elementos inseparables, co-constitutivos de lo logaritmico.

Las reflexiones realizadas desde este estudio socioepistemoldgico, nos
permitié generar dos actividades matematicas entrelazadas, convocando a la
SGD como generador de una ambiente rico y dinamico que facilitara a los
estudiantes el movimiento entre modelos y por ende la construccion de su red.

Analizando la intermitencia de argumentos provenientes de percepciones
covariacionales que implica una compleja abstraccién y otros, evidenciando
cierto alejamiento de esta Ultima, nos permite observar que en general, los
estudiantes que participaron en el estudio tienden a “creer” sin discutir: “Cabri
lo dice”, traspasando la responsabilidad epistemoldgica de las respuestas a una
herramienta técnica lo cual evidencia la necesidad de fomentar una vision critica
y a la argumentacion colectiva e individual.

Ademas, el disefio logra hacerlos reflexionar sobre la naturaleza de las dos
funciones convocadas a esta experiencia, la funcion cuadrética y la logaritmica,
que se evidencia al solicitarles argumentar sus respuestas. Perciben y viven la no
extensién de argumentos entre funciones, es decir, aquellos que fueron valiosos
en la funcion cuadratica no funcionan en la funcién logaritmica... lo que
refuerza la hipétesis que es necesario reconocer la naturaleza de cada funcién
tomandola desde la covariacion.

Analizando comentarios (escritos como orales) y gestos de los estudiantes
al involucrarse en las actividades de aprendizaje disefiadas, observamos un
destello en la complejidad de construir una vision global de ciertas funciones.
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Requerirles abstraerse de la informacién que Cabri les ofrece, y argumentar
sobre cdmo determinar més puntos y describir la curva en juego, les exige por
ejemplo extender la construccion geométrica o apoyarse en el modelo numérico,
0 quizés en éste para determinar el modelo algebraico dandonos la pauta que la
rigueza argumentativa y por ende de sensibilizarse sobre ciertas ideas
covariacionales depende fuertemente de la construccién de su propia red de
modelos.

Iniciar la discusidn, respecto a funciones particulares, con una construccion
geométrica, resquebraja las concepciones escolares sobre graficarlas y conlleva a
explorarlas de manera més integral. Consideramos entonces que la geometria
dinamica nos proporciona un ambiente de discusion que genera argumentos
particulares sobre covariacion cuando se propicia la construccion de una red de
modelos.
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ANEXO

Una curva cuadratica
Para construirla tenemos que seguir los siguientes pasos:
1. Construir el triangulo OAB siendo O y B puntos de la curva.
2. Dividir OA'y AB, en la misma cantidad de partes iguales. Colocar las letras
ay, 8y, as,..., hasta llegar a A,y las letras by, by, bs,... , hasta llegar a B, en
cada una de las divisiones que se determinaron.

3. Trazar el segmento Ob; y hallar el punto M

B trazando una paralela a AB (una recta

r vertical) por a; hasta que corte Ob; (ver
Esquema A).

Vb 4. Repetir este proceso tantas veces como se

¥ > haya dividido OA. Es decir, trazar Ob, y

) é'il' A hallar el punto N trazando una paralela a AB

(una recta vertical) por a, hasta que corte Ob,

Esquema A y asi siguiendo hasta trazar OB que

determina el punto B.

Esquema 3: Construccion geométrica de una funcién cuadratica.

Una curva logaritmica

Para construir esta curva tenemos que seguir los siguientes pasos:

1. Construir el tridngulo rectangulo AOB. A es el
A primer punto de la curva que construimos.

b 2. Trazar una particion regular del eje de
, ]

ordenadas by, b,... .
¢

by 4————

3. Trazar el segmento BA y hallar el punto C

I o~ trazando una paralela a OA (una recta

o A = horizontal) por b; hasta que corte BA (ver
B_ls Esquema A).

Esquema A 4. Trazar ahora el segmento OC y hallar el

punto D trazando una paralela a OA (una
recta horizontal) por b, hasta que corte OC.

5. Repetir este proceso varias veces. Es decir, trazar b;Dy hallar el punto E
trazando una paralela a OA (una recta horizontal) por b hasta que corte
b;D ... y asi siguiendo hasta determinar varios puntos de la curva.

Esquema 4: Construccion geométrica de una funcion logaritmo.
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