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STUDY OF THE EPISTOMOLOGICAL CONCEPT SCHEMAS ASSOCIATED WITH
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RESUMEN. El presente estudio se inscribe en una investigacion que analiza los procesos de
conceptualizacién de la nocién de infinitesimal en estudiantes de la Licenciatura en Ciencias
Matematicas. La investigacion surge del interés por comprender los procesos de enseflanza y
aprendizaje de conceptos claves del Analisis Matematico como limite, numero real y continuidad
entre otros. Desde el punto de vista de la matematica y la cognicidn, estas nociones se reconocen
como complejas, que para su conceptualizacion, se sirven de las ideas intuitivas que poseen los
estudiantes sobre los infinitesimales. En el manuscrito se presenta la descripcion, andlisis y
caracterizacion de los esquemas conceptuales epistemologicos asociados a la evolucion historica
de la nocion de infinitesimal. Localizamos siete esquemas conceptuales epistemologicos: el
infinitesimal visto como una razén, como un indivisible, como una diferencia, como un
incremento, como una razon aritmética, como un simbolo y como una funcién. Asimismo,
las ideas, los métodos, las representaciones y las situaciones problemas que los matematicos
abordaron en un cierto contexto
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histdrica.

ABSTRACT. This study is part of a research project that analyzes the conceptualization
processes of the infinitesimal notion in college students majoring in Mathematics. The
research project originates with the interest of understanding the processes of teaching and
learning key concepts of Mathematical Analysis such as limit, real numbers and continuity among
others. From the mathematical and cognition point of view, these notions are recognized as
complex. In order to conceptualize them, student’s intuition of infinitesimal is needed. In
this paper we describe, analyze, and characterize the epistemological concept schemas associated
with the historical evolution of the infinitesimal notion. We identify seven epistemological concept
schemas: the infinitesimal as a ratio, as an indeterminate, as a difference, as an increment, as an
arithmetic ratio, as a symbol, and as a function. Furthermore, ideas, methods, representations, and
problems that mathematicians use in specific contexts are presented.
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RESUMO. Este estudo é parte de uma investigagdo que analisa os processos de
conceptualizagdo da nogdo de infinitesimal em alunos da Licenciatura em Ciéncias Matematicas.
A investigacdo surge do interesse pela compreensdo dos processos de ensino e aprendizagem
de conceitos chave da Analise Matematica como o de limite, nimero real, continuidade, entre
outros. Do ponto de vista da Matematica e da cognigdo, estas no¢des sdo reconhecidas como
complexas, ja que para a sua conceptualizagdo, se servem das ideias intuitivas dos alunos sobre
os infinitesimais. O artigo apresenta a descri¢do, analise e caracterizacdo dos esquemas
conceptuais epistemologicos associados a evolugdo histérica da nogdo de infinitesimal.
Identificamos sete esquemas conceptuais epistemoldgicos: o infinitesimal visto como uma
razdo, como um indivisivel, como uma diferenga, como um incremento, como uma razao
aritmética, como um simbolo e como uma fun¢do. Além disso, as ideias, os métodos, as
representagdes ¢ as situagdes problema que os matematicos abordaram num certo contexto.

PALAVRAS CHAVE: Infinitesimais, esquemas conceptuais epistemoldgicos, evolugdo historica.

RESUME. Cette étude s’inscrit dans la recherche qui a pour but ’analyse des processus
entrant en jeu dans la conceptualisation de la notion d’infinitésimal chez les étudiants en
Sciences Mathématiques. L’intérét de cette recherche réside dans la compréhension des processus
d’enseignement et d’apprentissage pour les concepts-clés de 1’Analyse Mathématique comme,
entre autres, la limite, le nombre réel et la continuité. D’un point de vue relevant a la fois des
mathématiques et de la cognition, ces notions sont considérées comme complexes. Afin de les
conceptualiser, les étudiants utilisent des idées intuitives relatives aux infinitésimaux. Ce
texte contient la description, l’analyse et la caractérisation des schémas conceptuels
épistémologiques associés a 1’évolution historique de la notion d’infinitésimal. Nous constatons
qu’il existe sept schémas conceptuels épistémologiques : ’infinitésimal interprété comme une
raison, un tout indivisible, une différence, un accroissement, une raison arithmétique, un symbole
et une fonction. De méme, nous mettons en valeur les idées, les méthodes, les représentations et
les situations-problémes que les mathématiciens ont abordées dans un concept particulier.

MOTS CLES : Infinitésimaux, schémas conceptuels épistémologiques, évolution historique.

INTRODUCCION

El estudio que se reporta es parte de una investigacion en Matematica Educativa,
en el que se analizan los procesos de construccion de la nociéon de
infinitesimal en estudiantes de una licenciatura en Ciencias Matematicas y la
asignatura Analisis Matematico. Especialmente se interesa por interpretar,
como los estudiantes construyen una teoria formal asociada con esta nocion,
a partir de los esquemas conceptuales (Tall & Vinner, 1981) o desde la
interaccion entre los esquemas formales e informales (Tall, 2001; Pinto & Tall,
1999); y por describir coémo se podria introducir la teoria formal de tal
manera que en su interaccion con estos esquemas conceptuales, el estudiante
vaya conceptualizando y construyendo un pensamiento coherente.
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La conceptualizacion del infinito matematico y el infinitesimal
(infinitamente pequefio), ha sido objeto de estudio por matematicos en los
ultimos siglos, y en los ultimos tiempos por psicologos, filésofos y didactas. Asi,
encontramos en la literatura un gran debate alrededor de la construccion formal,
intuitiva y logica del infinito, y sobre su ensefianza y aprendizaje. En didactica
son varias investigaciones relacionadas con este tema, desde diferentes
enfoques, puntos de vista y marcos teoricos. Al respecto, Garbin (2005) afirma:

Son muchas las investigaciones realizadas, trabajos que representan interés
histérico, epistemoldgico, psicologico, filoséfico o didactico. D’Amore
(1996, 1997) recoge numerosos titulos (280) del afio 1851 al 1996 y
muestra con éstos la direccion que han tomado las investigaciones. Después
de 1996 siguen apareciendo nuevos trabajos pero mas recientemente la
revista Educational Studies in Mathematics dedica, el tema del infinito, el
volumen nim. 48 (2001) (Garbin 2005, p. 61).

De la cantidad de manuscritos que se comentan en Garbin (2005), solo 56
estudian al infinito matematico en Calculo y Analisis Matematico, y 15
analizan el papel de los infinitesimales en Analisis Matematico desde el punto de
vista epistemoldgico, didactico, matematico y psicologico.

Las preguntas ;Como logran comprender los estudiantes algunos de los
conceptos del Andlisis cuando estan presentes los infinitesimales?, ;Coémo
pueden entender los estudiantes el épsilon (£) y el delta (), los diferenciales

(dv),(dx)?, {Qué imagen formal tiene un estudiante de esos infinitesimales?, y
(Qué significado tienen las expresiones | f (x)—l| <£ O |x—a| <J para un

estudiante que no tiene un esquema conceptual formal de los infinitesimales?,
perfilan el papel de los infinitesimales como infinitamente pequefio en los
conceptos claves del Calculo y por tanto del Analisis Matematico. Recapitulan
ademas, las evidencias que aportan los trabajos de Cornt (1981,1991),
Sierspinska (1985, 1987a, 1987b) y Tall & Vinner (1981) sobre el concepto de
limite.

Aun persiste el interés por el proceso de enseflanza y aprendizaje de los
conceptos de limite, nimero real, continuidad, etc. Nociones matematicamente y
cognitivamente complejas, y que para su conceptualizacion, se sirven de las
ideas intuitivas que poseen los estudiantes sobre los infinitesimales (“una
cantidad variable que se puede hacer tan pequefia como se desee”,
“arbitrariamente pequefio”) (Cornu, 1983, 1991; Sierpinska, 1985, 1987a,
1987b; Tall & Vinner, 1981; Vinner, 1983).

A partir de estas ideas intuitivas y en contacto con la teoria formal del
Analisis Matematico, los esquemas conceptuales de los estudiantes
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evolucionan, los formales e informales interactian de manera coherente o
contradictoria. La meta de describir cdmo se podria introducir la teoria formal de
tal manera que al interactuar estos esquemas conceptuales, el estudiante pueda ir
conceptualizando la nocién de infinitesimal y construyendo un pensamiento
coherente, nos lleva a preguntar: ;Cuales son los esquemas conceptuales
formales e informales asociados a esta nocion de los alumnos de un curso de
Analisis Matematico? ;Coémo evoluciona el esquema conceptual asociado al
infinitesimal del estudiante cuando estd en contacto con la teoria formal del
Analisis Matematico?

La necesidad de tener un marco para el andlisis de las producciones de
los sujetos que participan en la investigacion y poder responder a las preguntas
anteriores, nos induce a otra importante cuestion, ;Cuales son los esquemas
conceptuales epistemologicos asociados a la evolucion historica del
infinitesimal? La respuesta a esta interrogante permite diferenciar las ideas, los
métodos, las representaciones, el contexto y los conceptos asociados a la nocion
de infinitesimal de los matematicos mas representativos en una época historica.
El estudio que se presenta en este articulo pretende responder a esta pregunta.

El proposito de este trabajo es aproximarnos a la identificacion, descripcion y
caracterizacion de los esquemas conceptuales epistemologicos asociados
a la evolucion historica de la nocion de infinitesimal. Se enfoca a determinar la
pluralidad de puntos de vista posibles que le han sido asociados, como:
conceptos, contextos, procedimientos, métodos y representaciones. Estos
esquemas conceptuales epistemoldgicos aportan un conocimiento relevante que
serviran como marco de referencia para interpretar factores determinantes de los
procesos de construccion de los infinitesimales por parte de los sujetos
investigados.

Los fundamentos tedricos se ubican dentro del modelo tedrico Pensamiento
Matematico Avanzado (PMA), teoria cognitiva desarrollada por Tall (1991,
1992, 1995, 2001, 2004, 2005) y Dreyfus (1990, 1991). Esta investigacion
distingue entre esquemas conceptuales cognitivos y epistemoldgicos. Asimismo,
muestra la importancia de estudiar la evolucion historico-epistemologica de un
concepto matematico. La metodologia de la investigacion como proceso,
contribuye al logro del objetivo. En cuanto a la categorizacion y descripcion de
los esquemas conceptuales epistemologicos, se estudian desde la evolucion
historico-epistemologica del concepto.
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1. FUNDAMENTACION TEORICA

1.2 Teoria cognitiva PMA, esquema conceptual y concepcion.

Los conceptos que interesan de esta teoria son: el concept imagen,
evoked concept image y met-before concept image que traducimos como
esquema conceptual, esquema conceptual evocado 'y esquema conceptual previo
respectivamente.

El esquema conceptual que tiene una persona de un concepto
matematico segun Tall y Vinner (1981, p. 151) es la expresion que permite
referirse “a la estructura cognitiva de un individuo asociada a un concepto
matemadtico y que incluye todas las imagenes mentales (imdgenes asociadas
al concepto en su mente, incluyendo cualquier representacion del concepto:
grdfica, numérica, simbolica,...), las propiedades y los procesos asociados al
concepto”. Este constructo como herramienta de investigacion, ha originado
interés en muchos investigadores y se ha ido empleando y matizando a través
de investigaciones empiricas (Tall (2001, 2004, 2005); Pinto & Tall (1999,
2001); Przenioslo (2004, 2005); Chin & Tall (2001, 2000); Chae & Tall (2005);
Watson, Spyrou & Tall (2004), Watson & Tall (2002) y Garbin (2005)).

Por otra parte, segin Tall y Vinner (1981, p. 152, traduccion libre) “la
parte del esquema conceptual que es activado en un tiempo particular es
llamado esquema conceptual evocado. Aparentemente, varias veces pueden ser
evocadas imagenes contradictorias. Solo cuando los aspectos contradictorios
son evocados simultaneamente, tiene que haber un conflicto o una confusion, en
un sentido real.”

En las investigaciones actuales, observamos que se establece una diferencia
entre el esquema conceptual previo, met-before (Chin & Tall, 2001; Tall, 2004;
Tall, 2005) y un esquema conceptual. El met-before se considera asociado a los
conocimientos o experiencia previa y que es evocada para darle sentido a una
situacion. Estos son esenciales en las construcciones de los curriculos
concebidos como secuencias ldogicas. Estas experiencias previas proveen
esquemas conceptuales, construidos desde esas experiencias y con tareas
cognitivas que pueden soportar pruebas formales (Chin & Tall, 2001).

Algunos autores, para aproximarse a los esquemas conceptuales de los
sujetos proponen tipologias, en funcion de coémo se originaron y de
su eficiencia. Distinguen, en primer término, esquema conceptual
formal, esquema conceptual informal, esquema conceptual embodied, met-
before, esquema conceptual independiente. En funcion de la efectividad se
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distinguen esquema conceptual eficiente y esquema conceptual degenerado
(Tall, 2001; Pinto & Tall, 1999, 2001; Przenioslo, 2004; Chin & Tall, 2001;
Watson et al., 2004 y Tall, 2005). En otros, es posible observar como destacan
aspectos particulares de los esquemas conceptuales, como los modelos, las
representaciones y las concepciones. Estos aspectos requieren de la descripcidén
de los esquemas conceptuales del sujeto para su estudio y analisis (Cornti, 1991;
Sierpinska (1987a,1987b); Ruiz, 1998; Robert, 1982; Harel, Selden & Selden,
2006).

Nos interesa rescatar la descripcion particular que hacen Tall y Vinner de la
nocion de esquema conceptual y la proximidad de dicho constructo a la nocion
de concepcion, para introducir la acepcion cognitiva y epistemologica del
esquema conceptual.

La nocion de concepcion se considera importante en Matematica Educativa,
y de ello da cuenta la literatura, que es extensa. En Ruiz (1998) por
ejemplo, se presenta una revision sistematica alrededor de este término,
en la que completa el analisis realizado tanto por Artigue (1989) como por
El Bouaizzaoui (1988). Interesa aqui, resaltar el sentido epistemologico de la
nocion de concepcion y la diferenciacion entre la acepcion cognitiva y
epistemologica.

Respecto de la nocién de concepcion, en el analisis reportado por Ruiz
(1998) se reconocen dos sentidos complementarios para este término. Uno desde
el punto de vista cognitivo, que esta en conexion con los conocimientos y
competencias del sujeto con relacion a un objeto matematico y el otro, desde el
punto de vista epistemoldgico, que se identifica al estudiar tanto la génesis
historica como la evolucion de un concepto. Ruiz sefiala que “para un mismo
concepto matemdtico se han ido sucediendo una diversidad de puntos de vista
sobre el mismo que, en su momento, fueron considerados como correctos y
posteriormente han sido rechazados o revisados” (p.40).

Al considerar en su estudio el uso de la expresion de concepciones
colectivas (El Bouaizzaoui, 1988), Ruiz (1998) diferencia la acepcidon cognitiva,
concepciones del sujeto, con la acepcion epistemologica de esta nocion. La
primera para referirse a los conocimientos del sujeto con relacion a un objeto
originado por el proceso de ensefianza y aprendizaje. La segunda cuando trata la
evolucion historica de los objetos del saber matematico, asi como a los
programas oficiales y libros de texto de los alumnos.

Coincidimos con Ruiz (1998) cuando cita a Artigue para afirmar la
proximidad del constructo esquema conceptual con el de concepcion: “la nocion
de concept image esta muy proxima a la de concepcion del sujeto en su sentido
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mas global” Artigue (1989, p.15). Se asume que aun cuando ambos términos
tienen definiciones diferentes desde dos marcos teodricos distintos, comparten
significados.

Esa proximidad nos permite diferenciar entre la acepcién cognitiva y
epistemologica del término esquema conceptual. Por acepcion cognitiva
del esquema conceptual del sujeto, entendemos a los conocimientos que
este evoca sobre un concepto especifico y que son accesibles a la
investigacion didactica para representar y describir cada concepto que la persona
conoce.

Dado que la nocidon esquema conceptual en su acepcion cognitiva requiere
de tareas, situaciones, problemas que lo hacen emerger, de las representaciones,
contextos, métodos, conceptos asociados a la nocién, y de los procedimientos
que el sujeto usa en la solucidon de dichas situaciones o tareas, caracterizamos en
el esquema conceptual refiriéndonos a:

- Las ideas que el sujeto asocia al concepto;

- Las representaciones asociadas que hacen emerger la nocion y
representaciones propias de la nocion. Ambas son imagenes
(dibujos, graficas, palabras, gestos, simbolos) que el sujeto percibe
del objeto o concepto y que evoca ante una situacion problema o
tarea;

- Los procedimientos (algoritmicos, aritméticos, algebraicos,
geométricos, manipulaciones simbolicas) que el sujeto activa ante
la tarea cognitiva;

- Las ideas mas representativas asociadas al objeto matematico;

- El contexto (geométrico, analitico, algebraico, aritmético o fisico)
que el sujeto asocia ante la situacion, y;

- Los métodos (matematicos) que el sujeto implementa para resolver
el problema.

El esquema conceptual en su cardcter epistemologico, puede referirse a la
evolucion historica de los conceptos matematicos o a los tipos de conocimientos
asociados a la nocién matematica, asi como también a las representaciones, los
procedimientos y métodos que los matematicos usaron para resolver
una situacién en un contexto especifico. Elementos que existieron en un
cierto periodo histdrico y que se aceptaron por la comunidad matematica en ese
periodo de tiempo y en ese escenario particular.

La caracterizacion de la acepcion cognitiva descrita en el parrafo anterior
contribuyé en la descripcion de distintos tipos de esquemas conceptuales
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epistemologicos, que atendieron a las seis caracterizaciones sefaladas
previamente, en un tiempo determinado de la historia.

Interesa sefialar, que si bien esta caracterizacion resulta operativa para una
tarea de analisis, en la pretension de acercarse a los esquemas conceptuales
asociados a una nocién matematica en ambas acepciones, es claro que los
“bordes” son difusos y que hay una delicada dependencia entre ellos. Por
ejemplo, a la vez que se esta representando una situacién matematica, también
puede estar expresandose una idea de un concepto, ¢ iniciando un método, todo
ello en un contexto matematico especifico.

1.2. Importancia del estudio de la evolucion historico-epistemologica de un
concepto matematico

Son varios los investigadores que han sefialado la importancia de los analisis
epistemologicos para el analisis didactico (Bergé y Sessa, 2003). Artigue (1989,
1990, 1992, 1995) distingue sus potencialidades y alcances, y la necesidad que
el didacta tiene de realizar un estudio epistemoldgico. Sierpinska (1985, 1992) y
Brousseau (1983) lo utilizan para identificar concepciones y obstaculos ligados
al desarrollo de una nociéon matematica. Godino, Ruiz, Roa, Pareja y Recio
(2003) lo usan en el analisis de recursos interactivos, empleando algunas
herramientas de la teoria de las funciones semioticas (Godino, 2002a; 2002b).
Bergé y Sessa (2003) identifican tres “modos de uso didactico” del analisis
historico-epistemologico. Afirman que permite recuperar la complejidad de
los objetos estudiados y amplia las concepciones epistemologicas, amplia la
capacidad del investigador para interpretar las conductas y respuestas de los
alumnos y por uUltimo provee insumos para pensar una problematizacion
adaptada al aula.

Un estudio sobre la evolucion historica de la génesis del concepto de
funcién, se presenta en Sastré, Boubée, Rey, Maldonado y Villacampa (2006).
Estos autores identifican las metaforas subyacentes en su desarrollo historico,
que les permitira en un trabajo posterior, analizar el desarrollo de las
explicaciones sobre graficos de funciones, presentadas en los libros de texto.
El proposito es reconocer en ellas la existencia, o no, de expresiones que
hacen referencia a metaforas, y asi poder ulteriormente analizar las producciones
de los alumnos que hayan utilizado determinados textos, a fin de determinar
los efectos que dichas metaforas producen en la compresion evidenciada
por los alumnos.
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El estudio historico epistemologico de Crespo (2006) presenta algunos
problemas clasicos y mno clasicos relacionados con el infinito matematico.
Estos problemas generan reflexiones acerca de las argumentaciones empleadas
por los matematicos en la historia y las dificultades que se podrian presentar
en el aula de clases. Crespo afirma que el estudio de la evolucion historica y
epistemologica de un concepto puede, dar luz de como nace y se desarrolla,
como se plantean y construyen los procedimientos relacionados y qué
limitaciones conceptuales aparecen en el aprendizaje de la nocion.

El estudio de la evolucion histérica de la nocion de infinitesimal ha
sido fundamental en este trabajo, pues permitid diferenciar las ideas,
los métodos, las representaciones, el contexto y los conceptos asociados a la
nocion en una época historica, a partir del trabajo realizado por matematicos
representativos. Asimismo, desde la caracterizacion que se hizo de los
esquemas conceptuales en su acepcion epistemoldgica. Todo ello contribuyo
a aproximarnos a los esquemas conceptuales epistemoldgicos asociados a la
nocion matematica, y evidenciados por las producciones y resultados
matematicos logrados por los matematicos.

2. METODOLOGIA

El estudio es de tipo cualitativo e interpretativo, de caracter descriptivo e
inductivo. En este trabajo asumimos la postura de Rodriguez, Gil y Garcia
(1999), quienes dicen que “La naturaleza de las cuestiones de investigacion guia
y orienta el proceso de indagacion, y por tanto, la eleccion de unos métodos u
otros. Luego los métodos surgen bajo las concepciones y necesidades de los
investigadores que trabajan desde una disciplina del saber, la cual determina en
cierta medida, a su vez, la utilizacion de los métodos concretos y las posibles
cuestiones a tratar” (p. 40). Para nuestro caso, la cuestion de investigacion es de
proceso. Significa que la experiencia y los significados que los matematicos a lo
largo del tiempo le otorgan a los infinitesimales pueden ser considerados en
etapas y fases.

El método acorde con esta cuestion, es el inductivo, “la informacion se
obtiene por etapas en un proceso ciclico. La informacion se analiza, amplia y
modifica para llegar a las descripciones, conclusiones, hallazgos e
implicaciones” (Rodriguez, Gil y Garcia, 1999, p.100). Para estudiar la
evolucidn historico-epistemologica de la nocion de infinitesimal y categorizar
los esquemas conceptuales epistemoldgicos, se inicia con una recoleccion,
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lectura y andlisis de informacion desde diferentes fuentes bibliograficas
(primarias, secundarias y terciarias). La informacion de las fuentes primarias
(Euler, 2000; Cauchy 1821; L’Hospital, 1696) permiten comprender la nocion
en el propio contexto donde emergio y la de las fuentes secundarias (Vallejo,
1819; Stromholm, 1968; Edwards, 1979; Puertas, 1994; Boyer, 2003) y
terciarias (Ruiz, 1998; Cantoral, 2001; Cantoral y Farfan, 2004; Kleiner, 2001)
para contrastar esa interpretacion con la mostrada mas recientemente por
reconocidos investigadores.

La estrategia de recogida de informacion es el andlisis de los materiales
escritos, considerados como instrumentos cuasi-observables, que en cierto modo
reemplazan al observador y al entrevistador en situaciones inaccesibles (Woods,
1987), y el uso de las redes sistémicas (Bliss, Monk & Ogborn, 1983) como
sistema de clasificacion y representacion de los datos cualitativos obtenidos.

2.1. Metodologias especificas de andalisis.

Se desarrollaron cuatro actividades, que fueron la base para la recoleccion
y analisis de la informacion, siguiendo el método propuesto por Rodriguez, Gil y
Garcia (1999). Estas actividades no definieron un proceso lineal de analisis, en
el que se pasa secuencialmente de unas tareas a otras, sino que algunas se
presentaron de manera simultanea. Este proceso no lineal permite hacer una
reconstruccion de la evolucion historica del concepto, a partir de las fuentes
nombradas en el parrafo anterior.

Para poder aproximarse a los esquemas conceptuales epistemologicos
asociados al infinitesimal, se utilizan las actividades de analisis, y las
fuentes, del mismo modo como los cuestionarios, entrevistas y producciones de
los alumnos, permiten acercarse a los esquemas conceptuales en su
acepcion cognitiva. Las fuentes primarias y secundarias, nos acercan a
los elementos caracterizadores de los esquemas conceptuales, mediante los
problemas matematicos, métodos de resolucion, etc., que los matematicos
representativos afrontaron y resolvieron, y que se dejan explicitamente en
evidencia en estos escritos'. Se opta por el uso de las redes sistémicas (Bliss,
Monk y Ogborn, 1983) como sistema de clasificacion y representacion de los
datos cualitativos obtenidos a partir del estudio y analisis de la evolucion
historica. Se elaboran redes sistémicas para los esquemas conceptuales

" De las fuentes secundarias y terciarias, no nos resultan relevantes (salvo para contrastar
la situacion problema), las interpretaciones que hacen los autores, segin sus propios
objetivos de investigacion y/o busquedas historicas y epistemologicas.
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epistemologicos categorizados (Figuras 1-15). Las redes se estructuran en
forma de arbol con ramas que se subdividen en “clases” (se usa como
formalismo la barra (|), que son categorias que se excluyen entre ellas), y en
“aspectos” (se usa la llave ({) para indicar que son categorias no excluyentes).
Con la llave (}) se indica que la nueva categoria incluye las anteriores. Al final
de cada rama aparece el nombre del matematico representativo de cada categoria
y/o subcategoria.

2.2. Actividades de analisis

2.2.1. Fragmentacion de la informacion

La informacion se redujo al hacer una reconstruccion histérica provisoria
de la nocion. Se consideraron siete periodos historicos, por lo que hubo
que separar la informacién en unidades de andlisis (segmentos relevantes y
significativos). Se siguieron para ello, los criterios temporales, tematicos
y sociales. En el temporal, se segmento la informacion, tomando referencias por
siglos y épocas desde la aparicion intuitiva de la nocion en la antigua Grecia
hasta el siglo XIX, época donde se destierran los infinitesimales. En el criterio
tematico se incluyeron las situaciones, las actividades, los procedimientos, los
métodos, los conceptos asociados, las ideas sobresalientes que algunos
matematicos mas representativos de cada época o siglos utilizaron y
desarrollaron (atendiendo a la caracterizacion del esquema conceptual).
Finalmente, el criterio social lo consideramos en el sentido de Rodriguez, Gil y
Garcia (Ob.cit., p. 207) quienes afirman que “cada segmento diferenciado en el
texto que podria corresponderse con informacion relativa a sujetos que
ocupan un mismo rol social”. El criterio anterior se asume como el segmento
del texto que contiene la informaciéon concerniente a los matematicos que
otorgaron un significado a la nociéon o aceptaron acuerdos sobre ésta, bajo
el rol de matematico, fisico, astronomo, filosofo, entre otros.

El estudio histérico en esta primera tarea de analisis, se separd en siete
épocas o periodos desde las ideas de los matematicos representativos y
concepciones aceptadas y/o convenidas por ellos (que se describen
detalladamente en el apartado Los hallazgos). Cada época se identifica con un
titulo caracterizador:
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a) La Grecia antigua (500 arios antes de Cristo): Hacia una busqueda de
medidas de figuras curvilineas

Los matematicos de esta época (Hipdcrates de Chios, Democrito, Eudoxio y
Arquimedes) para buscar areas de figuras curvilineas, inscribieron figuras
rectilineas —area del circulo, una region cerrada de un arco parabdlico, ltnulas,
entre otras— lo que produjo “ideas nacientes” asociadas a la nocidon de
infinitesimal con relacion a los conceptos de razoén y proporcion en contexto
geométrico. Ideas asociadas a los procesos infinitos y a la nocion intuitiva de
limite, 500 afos antes de Cristo.

b) La edad medieval (529- 1436): La cuantificacion de las magnitudes
geométricas y el infinitesimal como un segmento que cuantifica

En estos siglos, las ideas se encuentran representadas en Oresme, quien
junto con otros escolasticos, a partir del concepto aristotélico de movimiento,
otorgaron el significado de indivisibles, a los segmentos verticales o rectangulos
muy estrechos. Cada uno de ellos, representa una velocidad constante que
acta durante un intervalo de tiempo. Al estudiar y representar la distancia
recorrida como el area bajo la curva (velocidad-tiempo), se encuentra un nuevo
significado de la nocion infinitesimal.

¢) Epoca posterior a la renacentista y de avance a la matematica moderna:
Siglos XVI e inicios del XVII con una apertura a las técnicas infinitesimales

El razonamiento proporcionado por los griegos después de Eudoxio, cambia
en esta época. Se logra el cambio, cuando los matematicos representativos
(Stevin, Kepler, Galileo y Cavalieri) usan el concepto de limite. Expresan con
este concepto, que las cantidades relacionadas con el area del circulo y el
area de los poligonos regulares inscritos o circunscritos, son iguales y que por
tanto los poligonos en el limite, exhaustan al circulo. Este descubrimiento
implico el surgimiento de las ideas de los indivisibles como aquello a lo que
tienden los objetos geométricos.

d) Mitad del siglo XVII, época de Fermat, Wallis y Barrow: Hacia una
construccion de la geometria a través de la longitud de los segmentos

Los matematicos trataron de buscar en esta época, un método que estableciese
las relaciones numéricas de los cuerpos geométricos para resolver problemas
de maximos y minimos con rectas tangentes y subtangentes. A partir de esta
inquietud, surgid la aritmetizacion de la geometria de forma rudimental y con
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ello la eliminacion de las cantidades y magnitudes despreciables (el misterioso
“E” de Fermat), en las relaciones de dependencia entre variables matematicas y
geométricas.

e) Segunda mitad del siglo XVII hasta inicios del XVIII, las ideas de Newton,
Leibniz y L Hospital: Hacia una sistematizacion de los infinitesimales como
incrementos (aumentos o disminucion) muy pequeros de una variable

La busqueda de aplicacion de las soluciones encontradas a los problemas de
cuadraturas y tangentes en el siglo XVI y en la primera mitad del siglo XVII,
condujo a la aplicacion de métodos especiales para problemas particulares.
Produjo a su vez, el surgimiento y el uso de la idea de infinitesimal asociada a la
relacion funcional no analitica entre variables geométricas en funcion del
tiempo, y a la relacion entre cantidades geométricas asociadas a una curva. Se
asoci6 un infinitesimal, a un incremento o decremento muy pequefio dado a una
variable.

f) El Siglo XVIII e inicios del XIX. Del calculo diferencial de Newton, Leibniz y
L’Hospital al calculo de funciones de Euler y D’Alembert. Los infinitesimales
como simbolos, como cantidades variables

El estudio de los procesos infinitos que se hicieron implicitos en los
planteamientos dados en los siglos anteriores, derivo en la formulacion del
concepto de funcion y con ello una metodologia que permitié algebrizar
el Calculo y eliminar los infinitesimales. En esta época se observa una
concepcion diferente de modo de trabajo sobre los infinitesimales. Los
infinitesimales fueron considerados como simbolos que representaban
cantidades que son cero.

g) El Calculo acordado de Cauchy y Weierstrass, un Calculo aritmético, y
estdatico para el concepto de limite, sin referencia al movimiento ni a la
geometria: El destierro de los infinitesimales del Calculo

En esta época se construyeron los nimeros reales y con ello se aritmetizo
el Calculo. En consecuencia, no se apeld a la geometria ni al algebra. Se
definidé el concepto de limite desde la aritmética de los ntimeros reales, lo
que permitid dejar atras los procesos infinitos y con ello los infinitesimales como
diferencias, incrementos o decrementos. El paso del algebra a la aritmética en el
Calculo, dejo una manera de concebir las cantidades infinitamente pequefias en
términos de limites y excluy¢ la variabilidad continua. Esto condujo al abandono
de los infinitesimales en el Calculo.
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2.2.2. Los siete periodos encontrados: Identificacion y clasificacion de las
unidades de analisis

Se examina cada unidad de analisis (por periodo historico) para identificar en
ellas, componentes tematicos que contribuyan a su clasificacion en una u otra
categoria temporal, tematica o social. La categorizacion es una herramienta
utilizada en esta tarea de analisis, dado que es posible clasificar conceptualmente
las unidades que son cubiertas por un mismo tépico, en este caso, la nocion
infinitesimal, los matematicos que otorgan significado en esa época y las
nociones, métodos, situaciones, contexto y conceptos asociados otorgados,
siguiendo un procedimiento inductivo. Al examinar cada periodo, se reflexiona
acerca del contenido de los mismos, nos preguntamos por el topico capaz de
cubrir cada uno. Se proponen categorias que en unos primeros momentos son
provisionales, luego modificadas o suprimidas, a partir de la comparacion entre
las informaciones agrupadas bajo una misma categoria en cada periodo o a partir
de la comparacion con la informacion incluida en otros periodos.

2.2.3. Disposicion y organizacion de la informacion

Situamos y transformamos los periodos, en un conjunto organizado de
informacioén, presentandolos en forma de matriz (Tabla I), en la que se
muestran los esquemas conceptuales epistemologicos por periodos. Se usan
como sistema de representacion las redes sistémicas, las cuales se van
modificando segun la dinamica de analisis. Los sistemas de categorias (lo que
hace tnico cada periodo) se caracterizan por su correccion logica, siguiendo los
requisitos de exhaustividad de las categorias, exclusion mutua y el principio
clasificatorio. A partir de las redes sistémicas y el andlisis, se extraen siete
esquemas conceptuales epistemologicos (ECE,)’, dos de ellos met-before
(ECME,).

TABLA1
Esquemas conceptuales epistemologicos por periodo historico (parte 1)
Periodo Historico ECE

Grecia Antigua (ECME)): El infinitesimal asociado a una la
razén

Edad medieval (529-1436) (ECME,): Un infinitesimal asociado a una
unidad indivisible

Siglos X VI ¢ inicios del XVII (ECE)): El infinitesimal como una diferencia

2 . . , . , .
La “n” indica el nimero del esquema conceptual epistemologico
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TABLA I
Esquemas conceptuales epistemologicos por periodo historico (parte 2)
A mitad del siglo XVII (ECE,): El infinitesimal como una razén
aritmética
Segunda mitad del siglo XVII (ECEs5): El infinitesimal asociado a un
hasta inicios del XVIII incremento
El Siglo XVIII e inicios del XIX | (ECE,): El infinitesimal como simbolo
Finales del Siglo XIX (ECEs5): El Infinitesimal como una funcion

2.2.4. Descripcion estructurada: Los hallazgos

La descripcion y los hallazgos se detallan en el apartado tres.

3. HALLAZGOS: DIFERENTES ESQUEMAS CONCEPTUALES EPISTEMOLOGICOS
ASOCIADOS A LA EVOLUCION HISTORICA DEL INFINITESIMAL

El analisis que se hizo de las situaciones problemas, tratados por matematicos en
los diferentes periodos histéricos, dio lugar a una descripcion de las
representaciones, procedimientos y métodos usados por ellos en la solucion
de problemas matematicos, asi como de los conceptos que asociaron y los
contextos en donde abordaron las situaciones. Esto pone de manifiesto los 7
esquemas conceptuales epistemologicos encontrados.

Se presenta en este apartado la descripcion y analisis holistico de cada
esquema conceptual epistemoldgico, la representacion en las redes sistémicas,
las ideas epistemologicas que expresan y su caracterizacion de forma sintética.

3.1. (ECEM,)): El infinitesimal asociado a una razon. (Figuras 1, 2, 3)

El infinitesimales Razon geométrica (RG), (Hipdcrates y Democrito)
asociado a una razén . L ) )
(ECEM)) Razon numérica (RN), (Eudoxio y Arquimedes)

Figura 1
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[Viene aser un
patrén comun
(secciones planas),
patrén como
unidad de medida
y como parte de

un todo
Razoén
geométrica
Se comparan
Es tan magnitudes
pequefia | entre objetos_|
como se | geométricos
quiera — | para calcular
areas

Razon
numeérica

3.1.1. Descripcion del ECEM,

Es menor que cualquier
magnitud prefijada.
(Eudoxio y Arquimedes)

Se llena el solido o
cuerpo geométrico
con secciones qué
tienen espesor
(Demdcrito)

P

Diferencia tan
pequeiia como
se quiera

s

Figura 2

Se establece que:
223/71y22/7

prefijada.

Figura 3
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El volumen de
la piramide
v(P) es la
tercera parte de
un prisma V

Las areas de los dos
poligonos a(P) inscritos
estan a la “misma razén”
que la de los cuadrados de
los radios. Sucede igual
para las areas de los
circulos a(C). (Hipdcrates)

Se incrementa
indefinidamente el
numero de lados del
poligono inscrito y se
exhausta el circulo.
(Hipocrates).

a( C)/ #* estd entre

V - v(P) es menor que una magnitud

El uso de las razones para hallar el area del circulo, hace posible expresar la
razon en términos de unidades geométricas y ulteriormente en numéricas.

Las razén geométrica es expresada en términos geométricos por Hipocrates de
Chios y Demdcrito, ya que en el trabajo de estos matematicos, las razones no
pueden expresarse como numeros, a raiz de la inconmensurabilidad de algunos
segmentos y porque la teoria de la Proporcionalidad estd en proceso de

definicion.
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Utilizando la razon geométrica Hipocrates deduce que: “las dareas de los
dos poligonos inscritos estin a la “misma razon” que la de los cuadrados de
los dos radios de los dos circulos. Sucede igual para las dareas de los circulos.
Asimismo, que la diferencia entre el area del circulo y el poligono inscrito se
puede hacer tan pequeiia como se quiera.”’(Edwards, 1979; p.7). En notacion
moderna las deducciones anteriores las podemos escribir como:
a(Cy)/a(Cy)=ri/ry’ y a(C)-a(P)’ tan pequefia como se quiera. (C; y C, en Fig. 2).

Democrito logra fragmentar o descomponer el sélido (piramides, cilindros)
en partes, al calcular el volumen de un cuerpo geométrico. Con ello infiere
por ejemplo, que el volumen de un cono es la tercera parte de un cilindro.
Las dos visiones descritas, la de Hipdcrates y Democrito, requieren de los
procesos infinitos y probablemente de la idea intuitiva de proporcion.

Sin embargo, para los momentos de los trabajos de estos matematicos, es
dificil llegar a la certeza de la inferencia pues la Teoria de la Proporcionalidad
era incipiente.

Anos posteriores a Hipocrito y Demdcrito, Eudoxio proporciona un salto
epistemologico que recoge la esencia del pensamiento griego. Define a la razon
numérica con su Teoria de la Proporcionalidad. Eudoxio deduce, que el area del
circulo y el poligono inscrito era menor que cualquier otra magnitud prefijada de
antemano (Puertas, 1994). En simbologia actual podemos expresarlo como
sigue, a(C)-a(P) < e. Se toma la magnitud € como patrén comin o como una
magnitud de medida entre objetos.

La Teoria de la Proporcionalidad incluye la magnitud de los segmentos
inconmensurables (orden entre las razones). La definicién que recoge la idea de
Eudoxio, es escrita por Euclides (1994) en el Libro V*. Asi, la proporcion
a:b::c:d, significa —apelando a la simbologia moderna— que, para todo par
de numeros naturales m,n, si ma < nb entonces mc< nd, o si ma=nb entonces
mc = nd. Andlogamente para ma> nb.

Pasar de una razén que se puede hacer tan pequefla como se quiera (como
idea intuitiva), a una menor que cualquiera prefijada producto de la definicion
anterior, implica el surgimiento de las “ideas nacientes” de un infinitesimal en

3 En la expresion a(Cy)/a(Cy) = ri*/r* y a(C)-a(P), llamamos a los simbolos a(C), r y
a(P), area y radio del circulo respectivamente y por a(P), area del poligono regular.

* Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda que
una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimultiplos de la primera y la
tercera excedan a la par, sean iguales a la par o resulten inferiores a la par, que
cualquiera equimultiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en orden
correspondiente (Def. V.5 de Euclides).
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contexto geométrico. Podemos decir, que las representaciones no estan
asociadas a la nocion propiamente, sino que son imagenes que permiten que
emerja. Esas representaciones estan ligadas a una razon geométrica o numérica y
a la idea central pitagorica “todo es nimero” por ser estos, los conceptos
prevalecientes en que se movian los matematicos. Sin embargo surgen indicios o
“ideas nacientes” (en términos de Newton) asociados a la nocion de
infinitesimal.

3.1.2. Caracterizacion del ECEM,;

Ideas: Larazon asociada a las “ideas nacientes” de la nocion infinitesimal.

Representaciones asociadas al concepto que lo hacen emerger: a) Graficas de
poligonos inscritos en figuras curvilineas; cuerpos geométricos descompuestos
en partes indivisibles; divisiones indefinidas de segmentos y lados de poligonos.

Contexto: Geométrico

Procedimientos: a) Geométricos: comparar magnitudes e inscribir y
circunscribir poligonos, encontrar razones geométricas; fragmentar o
descomponer un sélido en partes y b) Aritmético: encontrar la razon numérica.

Conceptos asociados: Teoria de la Proporcionalidad entre razones de
magnitudes de diferentes y del mismo tipo (numeros, longitudes, areas y
volimenes), razon geométrica y numérica.

Métodos: 1) Método de exhauscion de Eudoxio y 2) “El método” de
Arquimedes.

Matematicos representativos: Hipocrates de Chios, Democrito, Eudoxio y
Arquimedes.

Momento historico: Desde siglo V al afio 212 antes de Cristo.

3.1. (ECEM,): Un infinitesimal asociado a un indivisible. (Figuras 4, 5, 6, 7)

El indivisible es considerado como una unidad

El infinitesimal geométrica. (Oresme y Stevin)

oS gsqc.lado aun __| Elindivisible es visto como un infinito pequeiio
indivisible (Kepler y Galileo)

(ECEM,)

El indivisible viene a ser una parte menor del
todo. (Cavalieri)

Figura 4
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El indivisible
es considerado
como una
unidad
geométrica

El indivisible
es visto como
un infinito
pequefio

Es aquello a lo
que tienden los
cuerpos
geométricos

La unidad
geométrica es el
segmento/latitud
o paralelogramo
que esta
asociado a un
infinitesimal

El area del
trapezoide esta
constituida por
infinitos
segmentos
verticales

(ordenadas PQ) o

<

&
\

Figura 6
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indivisibles
(Oresme)

A mayor
numero de
paralelogramos
inscritos, menor
sera la diferencia
entre las figuras
inscritas y el
triangulo.
(Stevin)

El solido (esfera) esta
compuesto de una
cantidad infinita de
elementos de
volumen
infinitesimalmente
pequeiios. (Kepler)

El area del circulo
esta formada por
triangulos
infinitamente
pequefios
(indivisibles), con las
alturas “casi iguales”
al radio del circulo
(indivisibles)
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Los triangulos ABR y ABG
son iguales por la

correspondencia uno a uno
Es menor que

El indivisible lqui entre los indivisibles
es considerado | S auer geométricos C,V, y F.M,,
— magnitud = —
una parte . CM,y F\M,,...de los
prefijada

triangulos. El area del
paralelogramo es la suma de
los indivisibles en los dos
triangulos. (Cavalieri)

menor del todo

Figura 7

3.2.1. Descripcion del ECEM,

La representacion grafica de la cantidad de una cualidad (cambio, variacion,
velocidad), y la aplicacion del principio fisico de los momentos para determinar
centros de gravedad permite asociar un infinitesimal a un indivisible a través
del wuso del segmento como una unidad de medida. Con esto se otorga
(Oresme) el significado de indivisibles, a los segmentos verticales o rectangulos
muy estrechos. “Cada segmento representa una velocidad constante que actua
durante un intervalo de tiempo” (Stevin, 1583, citado en Cantoral y Farfan,
2004). Luego, el infinitesimal es asociado a un indivisible siendo éste concebido
como un momento de tiempo.

Se puede decir, que a partir de las ideas de Oresme y Stevin queda atras la
comparacion entre las magnitudes, tal como lo expresan Cantoral y Farfan
(2004, p.165): “A4 partir de aqui, ya no se hablaba de que la diferencia entre dos
cantidades se podia hacer menor que cualquier cantidad prefijada, sino
que tales cantidades jeran iguales!”. Esta idea produjo un razonamiento que
trastoca la definicion de proporcionalidad griega.

Los matematicos (Kepler y Galileo) para aplicar los infinitesimales en la
astronomia y en la fisica lo usan como “infinito pequefio” (concepto usado por
Galileo, 1638, citado en Kleiner, 2001, p.168) con la operacion del paso al
limite. Identifican una curva con la suma de segmentos infinitamente cortos y
su area (cuando la curva es cerrada) con la suma de rectangulos infinitamente
numerosos e infinitamente pequenos. Asimismo, Galileo considerd a la variable,
en un sentido como constante, al expresar: puede suceder que un movil recorra
espacios iguales en determinados tiempos iguales, mientras que distancias
recorridas en fracciones de tiempo mas pequerias puedan no ser iguales, aunque
lo sean dichos intervalos mds pequerios (Galileo, 1638, citado en Cantoral,
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2001, p.14). Consideran (Kepler y Galileo) a los indivisibles como aquello a lo
que tienden los cuerpos, areas o lineas cuando se hacen infinitamente pequefios
y como un incremento de tiempo que es infinitamente pequefio.

Sin embargo, Cavalieri, al colocar en correspondencia, una a una las piezas
indivisibles de dos figuras, evita el proceso de suma que usaron los anteriores
matematicos. Esas piezas tienen una dimensiéon menor que el objeto al que
pertenecen. Las piezas de Cavalieri, permiten extraer las caracteristicas del
cuerpo geométrico. Esto es, los indivisibles de las curvas son los puntos, de las
areas son los segmentos de recta y de los volimenes son las areas. (Cavalieri,
1635, citado en Cantoral, 2001).

En esta categoria, la idea del infinitesimal (ECEM,) esta asociada a un
indivisible. En este momento, el esquema conceptual previo asociado al
infinitesimal podriamos decir, que estd relacionado a los conocimientos o
experiencias previas que le dan sentido a la nociéon de infinitesimal. Las
representaciones siguen no estando vinculadas a la nocioén propiamente, sino que
son imagenes que permiten que ella emerja.

Pasar de una “idea naciente” de un infinitesimal asociado a una razén
a una idea relacionada a un indivisible, implico el surgimiento de un esquema
conceptual previo vinculado a la nocion de infinitesimal en contexto geométrico,
fisico y astronémico.

3.2.2. Caracterizacion del ECEM,

Ideas: El indivisible e infinito pequefio.

Representaciones que hacen emerger al concepto: a) Grafica de figuras que
representan los movimientos, b) Graficas de relaciones causa/efecto, de
poligonos regulares y de solidos y ¢) Grafica de figuras diformes y uniformes.

Contexto: Geométrico y fisico-astronomico.

Procedimientos a) Aritmético: sumar indivisibles, b) Geométricos: fragmentar
un cuerpo en indivisibles; c¢) Algebraico: comparar los indivisibles con
correspondencia uno a uno.

Conceptos asociados: Razdn, proporcion racional, aceleracion uniforme,
velocidad, movimiento uniforme, mediana, ley de la palanca, nocidén intuitiva
de limite, centro de masa, correspondencia uno a uno.

Meétodos: De calculo rudimentario (Oresme y Galileo). De los momentos en la
Fisica (Stevin). Método de correspondencia biunivoca (Cavalieri).
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Matematicos representativos: Oresme, Galileo, Stevin, Kepler y Cavalieri.
Momento Historico. Siglo XIV, XV, XVI y principios del siglo XVIL

3.3. (ECE)): Un infinitesimal asociado a una diferencia. (Figura 8).

3.3.1. Descripcion del ECE,;

La resolucion de problemas de maximos y minimos de una funcion (Fermat
y Barrow) condujo a la busqueda de un método que estableciera las relaciones
numéricas de los cuerpos geométricos a través del uso de rectas tangentes y
subtangentes.

Utilizando el algebra, Fermat (Fermat, 1635, citado en Stromholm, 1968),
logra calcular la pendiente de una recta tangente a una curva, cuando compara el
valor de f{x) en un cierto punto con el valor f{x + E) en un punto préximo.
Cambia el valor de la variable para considerar valores proximos a uno
dado. Concibe £ menor que 1, y luego lo “elimina” de la expresion. Llama
a “E” imperceptible o cantidad “evanescente” y asocia la idea de diferencia
imperceptible con la nocion de un infinitesimal en contexto algebraico.

Barrow a diferencia de Fermat, asocia la nocion de infinitesimal a la idea de
diferencia indivisible en contexto geométrico y numérico.

Trabajando en contexto geométrico, Barrow (Barrow, 1670, citado en
Edwards, 1979) toma de una curva un arco CM infinitamente pequefio.
Incrementa las dos variables x e y con valores muy pequefios, e ignora la
distincién entre este arco y el segmento de linea recta CM® (hipotenusa
del tridngulo CMV). Considera a la linea formada por indivisibles. Compara el
tiempo con una linea y dota al tiempo y a la diferencia geométrica de la idea de
indivisible.

Al trabajar en contexto numérico, Barrow indica que la diferencia
geométrica entre el tridngulo rectangulo y el tridngulo curvo es cero. Usa la idea
de limite con nociones netamente geométricas y con concepciones cinematicas,
para llegar a estos resultados.

Algunas de las representaciones estan asociadas a la nocion propiamente.
Estas representaciones dan ideas de un infinitesimal. Ideas ligadas a cantidades

> El segmento CM tiene como extremos los puntos C(x, y) y M(x + e, y + a) de una

curva. Donde “e” y “a” son los incrementos muy pequeiios de la variable “x” y “y
respectivamente (Figura 8).
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evanescentes ¢ imperceptibles y que hacen identificar la nocion con ellas. Otras
representaciones son imagenes que permiten que emerja el infinitesimal.

Pasar de una idea previa de infinitesimal como razén a una diferencia
imperceptible e indivisible, implicé el surgimiento de un esquema conceptual
epistemologico (ECE;) asociado a la nocidén de infinitesimal en contextos
algebraico, geométrico y numérico.

1 n Las areas de los
Imperceptible | ' dos rectangulos
La diferencia es| algebraico y Jt X lt-lx-fﬁ (1) y (2) “son
imperceptible. | numérico __| iguales” al agregar
(El I —— “E” a la longitud
imperceptible X b e de 12? base del
“E”) rectangglo (1) para
— construir el (2).
La diferencia
Imperceptible A Vol entrexyx + E,
El infinitesimal geométrico —| 77 B entre fix) y fix+E)
como una y analitico. ' ¥ __| es imperceptible.

. . » | Escero.Y por
diferencia. —] e L tanto f(x) =
(ECE)) — fix+E). (Fermat).

. | La pendiente de
arco dz curva nfnitamente pequenc | Ja recta Tangente
Indivisible en C es y/t=ale.
La diferencia | aritmético (@ | y+3 1P El arco
es indivisible | ye) y y —! infinitamente
geométrico — . —{ pequefio CM “es
(arco de I igual” al
segmento
curva) hipotenusa del
triangulo CMV.
(Barrow)
Figura 8

3.3.2. Caracterizacion del ECE,

Ideas: El imperceptible E, el indivisible e, a, el arco de una curva y el segmento
hipotenusa de un triangulo asociados a la nocion de infinitesimal.

Representaciones que hacen emerger la nocion: Graficas de relaciones entre
variables dependientes e independientes. Curvas con rectangulos inscritos como
indivisibles. Graficas con rectas tangentes a una curva, graficas
velocidad/tiempo.
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€6 _ 99 w69 &k

Representaciones propias de la nocion: "E”, “e”, “a”, “arco de una curva”.

Procedimientos: a) Analitico: aplicar los infinitesimales a problemas
algebraicos, geométricos y cinemadticas, b) Algebraico: dar incremento muy
pequefio a una variable: cantidades despreciables o evanescentes, ¢) Geométrico
calcular distancia de un punto con el método de la tangente.

Conceptos asociados: Razén, valores maximos y minimos, nocién intuitiva de
limite, variable, recta tangente, recta subtangente, tiempo, recta tangente como
posicion limite y movimiento de un punto en una curva.

Métodos: 1) Pseudo igualdad de Fermat y 2) De rectas tangentes y subtangentes
(Barrow)

3.4. (ECE,): Un infinitesimal asociado a una razén aritmética. (Figura 9)

La razén de la suma de los
cuadrados de los dos
indivisibles en los dos
triangulos, es:

0+ 1 1+1,yaquela
P’+1> 2 3 6

A cada indivisible
(Covo, F0M0> ClMls
FiMj, ...) se le asigna

ECE2 — indivisible

CoVo

Figura 9

un namero. . AT
La razon longitud del indivisible
aritmética es C,V,yF.M, es cero, la de
asociada a CiM; y FiM; es uno y asi
un ] B sucesivamente.

Paran + 1 indivisible, la
razon es

0’ +1*+..(n=1)"+n’ i

n*+n’+..n°+n’ 3 o6n

Y por ser n infinito, la razén
es 1/3 ya que 1/6n se
convierte en cero. (Wallis)

3.4.1. Descripcion del ECE,

Wallis retoma los indivisibles de Cavalieri y le asigna valores numéricos a los
infinitos indivisibles de las figuras que utiliza Cavalieri para la demostracion que
asegura el calculo del area de un paralelogramo.
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Wallis (Wallis, 1655, citado en Boyer, 2003) indica que si se quieren
comparar, por ejemplo, los cuadrados de los indivisibles en un triangulo con
los cuadrados indivisibles en un paralelogramo, se puede tomar la longitud
del primer indivisible en el triAngulo como cero, la del segundo como uno, la del
tercero como dos, y asi sucesivamente hasta el tltimo, de longitud n-1, si hay
en total de » indivisibles. Este tratamiento (la aritmetizacion del infinito) para las
razones, deja de lado la razéon geométrica que habia dominado el pensamiento
griego.

Pasar de una idea de infinitesimal asociada a una diferencia (%, ¢, a), a una
idea como razon aritmética, implicé el surgimiento de un infinitesimal en
contexto aritmético.

En esta categoria, la concepcion del infinitesimal (ECE,) esta asociada a
una razén aritmética cuando se considera la Teoria de las Proporciones,
reducible a conceptos aritméticos. Este hecho, marca la pauta para casi todas las
concepciones proximas de los matematicos, en cuanto a los infinitesimales.

Las representaciones que estan asociadas a la nocidén estan ligadas a la
razéon numérica y hacen identificar la nocion con ellas. Otras representaciones
son imagenes que permiten que ella emerja.

3.4.2. Caracterizacion del ECE,

Ideas: Las razones aritméticas asociadas a un infinitesimal.

Representaciones asociadas a la nocion: Una razén numérica a/b como la suma
de los cuadrados de los indivisibles.

Representaciones que hacen emerger la nocion: Las graficas que muestren el
calculo de areas o volumenes al estilo de los indivisibles de Cavalieri.

Contexto: a) Aritmético y b) Geométrico.

Procedimientos: a) Aritmético: asignar valores numéricos a los infinitos
indivisibles de la figura; b) Geométrico: graficar las relaciones geométricas y
aritméticas

Conceptos asociados: Indivisible, razon aritmética.

Meétodo: Aritmetizacion de la geometria, método de interpolacion y
aproximacion.

Matematico representativo: Wallis.
Momento historico: Siglo XVII
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3.5. (ECEy): Un infinitesimal asociado a incremento. (Figuras 10,11, 12, 13)

El infinitesimal
es asociado a
un incremento.
(ECEy)

El incremento de una variable es un “momento”. Es “0”.
(Newton)

El incremento de una variable es “dx” o “ds” (Leibniz)

El incremento (o decremento) de una variable es

un objeto matematico (L’Hospital)

Figura 10
El incremento El momento "‘0” €sun . Q(x +ox,y + oy)
de una intervalo de tiempo N e es un punto en
variable es un 1nﬁp1tamente corto dg la , PI”*:I/ j Qv y = oy) la curva
“momento”. | yarla.ble'(perlodo de tiempo — / I ! 7 infinitesimalme
Es “0”. 1nﬁn1te51mzf11) de un punto c nte cerca de
(Newton) P(x,y) moviéndose en una P(x,y).
curva. magnitud infinitezimal
Figura 11
( L R A N T SR
Es“dx?en |7 3 3 T T 51T W 31230 s | Eltridngulo
términos armonico permite
numericos. | Cada término que no esta en la primera fila, | representar el “dx”,
es la diferencia de los dos términos, el que al buscar la .
—| estd encima de €l y encima de él a su —| diferencia numérica
Bl derecha. Cada elemento es la suma de todos | €ntre dos vdal(l)res
. los términos en la linea inferior a él y a la sucestvos ce fa
incremento variable “x
derecha. o
de una 11 11 11 (Leibniz)
variable es e R G, B e B
“O o “ds” 1 2 23 34
(Leibniz) Asigua WlE+L1FLNHLE = 1
. -1 | Eltriangulo caracteristico
Es “ds” en o | permite representar el “ds” (el
términos infinitesimal) ya que el
2eométricos| segmento hipotenusa del
triangulo es el arco ds la curva
\ fx). (Leibniz)
Figura 12
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Es una diferencia

entre dos Sic=2,001y ' .

numeros. Esa V=2, se puede La diferencia
El incremento | diferencia como i ygar - emtrecyve
(0 decremento) | Una cantidad indistintamente mﬁmt?meme
de una variable | infinitamente cov. pequeiia.
es un objeto | Pequefia.

matematico

(L’Hospital).
Un arco de una curva

B / esta compuesto por una
L Y . .
[S un arco v ﬁ v infinidad de segmentos
m ¥ - . . ~
infinitesimal. c \ infinitamente pequefios.

(L'Hospital).

Figura 13

3.5.1. Descripcion del ECE;

La aplicacion a las soluciones encontradas hasta el siglo XVI de los problemas
de cuadraturas y tangentes, produjo (Newton, Leibniz, L "Hospital) la idea de
infinitesimal asociada a la relacion funcional pero no analitica entre variables
geométricas en funcion del tiempo y a la relacion entre cantidades geométricas
asociadas a una curva.

Al trabajar Newton con un incremento muy pequefio dado a una variable
(fluente) geométrica en el célculo de areas y velocidad de los movimientos,
asocia un infinitesimal con un rectangulo de base infinitesimal, con el arco
de una curva o con un momento’ (las diferenciales actuales). Newton en
1704, expresa “las fluxiones son, los mas cercano posible, como aumentos
producidos en iguales particulas pequeriisimas de tiempo y para hablar con
exactitud, estan en la primera razon de los aumentos nacientes,..”(Newton,
1704, citado en Cantoral, 2001, p. 21)

Newton compone de movimientos horizontales y verticales, el movimiento
de un punto (x, ¥) en una curva. Estas ideas se describen en términos
geométricos pero en contexto fisico (dindmico temporal).

S Asi, (x +x0, y+ y0) es un punto en la curva infinitesimalmente cerca del punto (x, y). Y como
. .

0” es infinitamente pequeflo, los desecha en la ecuacion f{x, y) = 0. Luego “o” representa los
momentos de las cantidades.
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Leibniz (Leibniz, 1714, citado en Kleiner, 2001) asocia la idea de un
incremento muy pequefio dado a una variable, como objeto geométrico. Busca
las diferencias entre los incrementos de las variables, calcula la suma de todas
esas diferencias y extrapola ese resultado a las variables asociadas a graficas de
ecuaciones. En simbologia moderna segiin Edwards (1979), se puede llamar al
incremento dx o diferencial. De manera similar a Barrow, indica que el tridngulo
curvo es indistinguible del triangulo rectangulo.

Por su parte, L’Hospital, no trabaja las variables con cantidades que
recorren una sucesion de valores infinitamente proximos, sino con
cantidades que crecen o decrecen de manera continua. Las “diferencias” son las
partes infinitamente pequefias en que aumenta o disminuye una variable tanto en
contexto geométrico como algebraico (L’Hospital, 1715, citado en Cantoral,
2001). “Pedimos a esas variables disminuir o aumentar continuamente”
L'Hospital (1696, p.1, traduccion libre) y para Vallejo (1819, p. 313-314)
“se llama cantidad constante la que en una misma cuestion no puede tener mas
de un solo valor; y cantidad variable, la que en una misma cuestion puede tener
los valores que se quiera”.

Pasar de un infinitesimal como razoén aritmética a un infinitesimal como
un incremento de variable geométrica y algebraica implico la idea de un
infinitesimal, desde una concepcion (ECE;).

Las representaciones que estin asociadas a la nocion estan ligadas a
los incrementos. Imagenes ligadas a cantidades desechables, a los momentos y
a las diferenciales. Otras representaciones son imagenes que permiten que
emerja el infinitesimal.

3.5.2. Caracterizacion del ECE;

Ideas: Los momentos, las diferencias muy pequefas entre dos valores sucesivos
de una variable y los incrementos.

Representaciones asociados a la nocion: “o0”, “dx”.

Representaciones que lo hacen emerger: a) Graficas que muestran el calculo
de areas o volimenes al estilo de Oresme, Fermat y Wallis; b) Graficas que
representen puntos moviéndose en una curva; c¢) Graficas que representen
las rectas tangentes a una curva; d) Graficas con una infinidad de arcos.

Procedimientos: a) Aritméticos: asignar valores numéricos a las diferencias
entre  los valores sucesivos de una  variable, despreciar las
diferencias (incrementos o decrementos); b) Geométricos: inscribir rectangulos
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de base infinitesimal bajo una curva. Calcular el area como la suma de
esos infinitos rectangulos y despreciar el tridngulo caracteristico (el tridngulo
curvo es indistinguible del triangulo rectangulo) y d) Intuitivos: uso de la nocion
de limite y de funcion.

Conceptos asociados: Nocion de limite, velocidad, tiempo, formula, ecuacion,
funcion (no analitica), diferencia y suma infinita.

Contexto: Geomeétrico, fisico y algebraico.

Métodos: 1) Fluxion y de las primeras y ultimas razones; 2) De las diferencias o
triangulo caracteristico y 3) Regla de L"Hospital.

Matematicos representativos: Newton, Leibniz y L "Hospital.
Momento histérico: Finales del siglo XVII ¢ inicios del siglo X VIII.

3.6. (ECE,): El infinitesimal asociado a un simbolo. (Figura 14)

El simbolo dy/dx como
una razon pero no de

El simbolo diferenciales o

compuesto fluxiones. El

dyldx (D’ Alembert) incremento
El infinitesimal de _razones
visto como un permite
simbolo. ] — — estudiar la
(ECEy W es un namero derivada.

infinitamente pequefio que
El simbolo W | Sirve para obtener las
series de las bases a y e de
los logaritmos y
exponenciales. (Euler)

Figura 14

3.6.1. Descripcion del ECE,

El estudio de los procesos infinitos que se hacen implicitos en los
planteamientos de algunos matematicos en los siglos XIV; XV, XVI y XVII,
produjo (Euler y D’Alembert) la formulacion del concepto de funcion y con
ella una metodologia que permite algebrizar el calculo y el surgimiento de una
simbologia funcional.
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Euler (2000) introduce la teoria formal de funciones y con ello evade y
rechaza los argumentos geométricos para el Calculo Infinitesimal. Trabaja
las funciones exponencial y logaritmica como series, a partir del desarrollo
de las cantidades exponenciales y logaritmicas de un conjunto de numeros
reales. Euler obtiene la serie infinita para el nimero a> 1, a partir de la relacion
a" =1+ y, donde el simbolo w, es un nimero infinitamente pequefio y a partir
de esa serie obtiene la serie para el nimero e.

D’Alembert estudia la derivada como el incremento de razones ¢ interpreta
la razén dy/dx como un simbolo compuesto y no como una razon de
diferenciales o fluxiones. Llama a una cantidad, el limite de una segunda
cantidad variable, si la segunda puede aproximarse a la primera hasta diferir de
ella en menos que cualquier cantidad dada (sin llegar nunca a coincidir con ella).
En ambos casos se usa el concepto de limite pero de forma algebraica, otorgando
al infinitesimal el significado simbodlico que el algebra le asigna.

En esta época se observa una concepcion diferente para trabajar los
infinitesimales. Pasar de un infinitesimal como incremento a un infinitesimal
como simbolo, implica el surgimiento de un infinitesimal en contexto
algebraico, desde una concepcion (ECEy).

Las representaciones que estan asociadas a la nocion son simbolos. Otras
representaciones son imagenes que permiten que emerja el infinitesimal.

3.6.2. Caracterizacion del ECE4

El infinitesimal visto como un simbolo, es un esquema conceptual particular
que esta demarcado por el estudio de las derivadas, los logaritmos y los
exponenciales.

Idea: Un simbolo como un nimero real infinitamente pequefio.
Representaciones asociadas a la nocion: “w”, “dy/dx”

Representaciones que la hacen emerger. a) Las ecuaciones y féormulas asociadas

9

a funciones, b) Las series infinitas para “a”y “e”.
Contexto: Algebraico y analitico.

Procedimientos: a) Algebraico: encontrar la serie logaritmica y sustituir a y e
por una serie infinita.

Conceptos asociados: Derivada de una funcion, variables, funcion, series
infinitas.

Meétodo: Algebrizar el Célculo.
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Matematicos representativos: Euler y D’ Alember.
Momento histérico: Siglo XVIIIL.

3.7. (ECEs): El infinitesimal asociado a una funcion. (Figura 15)

Un infinitesimal o la
El fox+0) _f()f) es cantidad
infinitesimal | 0@ cantidad infinitamente
€cOmo una 1nﬁn1tz~1mente pequefia es una
cantidad | Pcduena, ~| variable con el cero
variable o siempre que la como su limite. o es
variable o lo un infinitesimal.
El infinitesimal sea. (Cauchy)
cOmo una
funcién
(ECEs)
El
infinitesimal | &Y S,S(.m valores Dado &> 0 existe
como un numericos en la un namero 5>0 tal
valor | definicién ] que | o -L |<e
numérico aritmeética de sio< lx-a | <5
limite. (Weierstrass)
Figura 15

3.7.1. Descripcion del ECEs

El estudio de las series infinitas que habia dominado el pensamiento de los
matematicos en diferentes siglos (XIV, XV, XVI, XVII y XVIII), hizo posible
definir los numeros reales (Cauchy, Dedekin y Weierstrass) con su aritmética
propia que permitiese reducir el andlisis a la aritmética. Todo, producto del
abordaje de la unificacion de los aspectos continuos y discretos de la matematica
bajo el concepto de grupo. La definicion de los niimeros reales se desliga de las
magnitudes intuitivas heredadas de la geometria euclidea.

En su definicion de limite, Cauchy prescinde tanto de la geometria como de
los infinitésimos y de las velocidades de cambio. Define limite en los siguientes
términos: “Cuando los sucesivos valores que toma una variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir de él en tan
poco como queramos, este ultimo valor se llama el limite de todos los demas”
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(Cauchy, 1821, p.4, traduccion libre). Otorga una nueva definicion para un
infinitésimo, diferente a los matematicos predecesores para quienes el
infinitésimo era considerado un nimero constante muy pequefio’.

Weierstrass al dar la definicion de limite la fundamenta unicamente con el
concepto de numero. Para ello, define irracional de manera independiente
del concepto de limite. Identifica la sucesion convergente con el namero
limite. Elimina las expresiones “valores sucesivos”, “aproximarse
indefinidamente” o “tan pequefio como se quiera” del concepto de limite dado
por Cauchy®.

Al limite, Weierstrass lo define en los siguientes términos: Si, dado
cualquier ¢, existe un 7], tal que para 0<77<7],, la diferencia f (xo£ 7 ) — L es

menor en valor absoluto que ¢, entonces se dice que L es el limite de f'(x) para
x = xp (Boyer, 2003; Vallejo, 1819). Con esta definicion se aritmetiza el Calculo.
Podriamos decir que a partir de esta definicion, solo se trabaja con niimeros
reales, y con las operaciones de sumar y restar entre dichos nimeros. También
se usa, la relacion “menor que” entre numeros reales. Actualmente la letra 77 ha

sido reemplazada en notacion moderna por la letra griega & °.

En este momento (finales del siglo XIX), se observa una concepcion
diferente para los infinitesimales. Son cantidades variables y valores reales de
esas variables, lo que hace otorgarle una categorizacion de funcion al esquema
conceptual.

El infinitesimal es visto como una funcion, ya que para Cauchy es una
cantidad variable y para Weierstrass es el valor numérico de una funcion, es el
numero real delta para la diferencia x — xy y en el caso de f{x) - L, es épsilon.
Esas diferencias como valor absoluto.

7 Cauchy lo define con toda claridad como una variable: On dira qu'un montant variable est

infiniment petit lorsque sa valeur numérique diminue indéfiniment afin que converge vers le
bord...Un accroissement infiniment petit "o" de la variable x, conduit toujours a une augmentation
infiniment petit septies fix + a) -f (x) de la méme fonction (Cauchy, 1821; p. 5).

¥ Bolzano desarrolla una teoria de nimeros reales como limites de sucesiones de niimeros
racionales deja un intento de demostracion de que una sucesion de que converge en si misma;
es decir, una S, tal que S,,., difiere de S,, (para m suficientemente grande y p cualquier nimero
natural) en menos que cualquier magnitud ¢ dada de antemano, también converge en el sentido de
su relacion externa con un numero real S, el limite de la sucesion cero.

° La definicion de limite en notacion moderna, V& >0 I>0 / si |x— x,)|< O entonces

|/ -L]<e

Relime, Vol. 11(3), Noviembre de 2008



ESTUDIO DE LOS ESQUEMAS CONCEPTUALES EPISTEMOLOGICOS ~ 445

Pasar de un infinitesimal asociado a un simbolo, a un infinitesimal asociado
a una variable y a un numero real, implica el surgimiento de un infinitesimal
visto como funcidn, en contexto aritmético, desde una concepcion (ECEs) que
esta demarcado por el lenguaje expresado en la definicion de limite.

Las representaciones que estan asociadas a la nocion son los niimeros reales
y las variables. Otras representaciones son imagenes que permiten que emerja el
infinitesimal.

3.7.2. Caracterizacion del ECEjs

Idea: El nimero real, los valores numéricos de las variables.
Representaciones asociadas a la nocion: “1n 7, “¢”, “O 7 “floyn, x” L,
“a”, “fix + a)—fx)", |x-x0| < 8, | fix)-L|<e

Representaciones que la hacen emerger: a) El lenguaje natural y simbolico
usado para la definicion de limite y b) Las manipulaciones simbolicas en la
definicion estatica de limite.

Contexto: Aritmético y analitico.

Procedimientos: a) Aritmético: encontrar el valor 77,, sumar y restar los valores
Xox7n yf(xoxtn)—L, comparar 77, y 77 asi como también f(xy £7 ) — L con &
encontrar el valor de “o.”, f(x+ a), flx+ a)- f(x).

Conceptos asociados: Limite de una funcion, valor numérico de una funcion,
variable, nimeros reales, sucesiones convergentes, continuidad, valor absoluto.

Método: Epsilon-Delta.
Matematicos representativos: Cauchy y Weierstrass

Momento historico: Finales del siglo XIX.

4. A MODO DE CONCLUSION

El analisis y caracterizacion de los esquemas conceptuales epistemoldgicos
permitié comprender la existencia de una pluralidad de puntos de vista, ideas,
representaciones, etc., asociados a la nocion de infinitesimal. Las experiencias y
significados que los matematicos otorgaron a esta nocion a lo largo de
la historia no se mantuvo, mas bien evoluciond6 y se enriquecio, asi
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como sucedid con los esquemas conceptuales asociados a la nocion de
infinitesimal de los matematicos, tal como lo muestran los hallazgos
encontrados producto de la descripcion estructurada de la actividad de analisis.
Esto permitio tener una vision retrospectiva de los diferentes “momentos” (en
términos de Newton) por los cuales ha pasado.

El analisis reporta que en un primer “momento” los infinitesimales son
“vistos” como “ideas nacientes” asociadas a una razébn como conocimiento
previo, manteniéndose este esquema conceptual hasta inicios del siglo XIV. En
un segundo “momento”, las ideas evolucionan sobre la base de las experiencias
de los matematicos en el campo de la Fisica y la Astronomia; se concibe el
infinitesimal asociado a un indivisible. En el siglo XVII, acontece un salto
epistemolodgico con el surgimiento de ideas ligadas a la nocién que nos permite
asociarlas a ellas. En este “momento”, el infinitesimal es ‘“visto” como
imperceptible e indivisible y como una razon aritmética. Para finales del
siglo XVII e inicios del XVIII, el infinitesimal se representa con los simbolos:
dx, dy, o, w, ox, oy, ds, dy/dx. Finalmente, podemos decir que la definicion de
los nimeros reales en el siglo XIX, hizo posible otorgar una definicion para un
infinitésimo. El infinitesimal es una variable y es un valor numérico real J o ¢
de esa variable, lo que permite otorgarle una caracterizacion de funcion al
esquema conceptual epistemologico.

A partir de la proximidad que existe entre la nocion de esquema conceptual
y la de concepcion, hemos diferenciado dos acepciones en la nocion de esquema
conceptual: la cognitiva y la epistemologica. En este estudio el interés prevalece
particularmente por la epistemologica.

El esquema conceptual en su caricter epistemologico, se refiere a la
evolucion historica de los conceptos matematicos o a los tipos de conocimientos
asociados a la nocién matematica, asi como también a las representaciones, los
procedimientos y métodos que los matematicos usaron para resolver una
situacion en un cierto contexto y momento historico.

Esta acepcion, y el estudio de la evolucion historico-epistemologica
realizado, han permitido acercarnos a la identificacion, descripcion y
caracterizacion de siete esquemas conceptuales epistemologicos asociados
a la evolucion historica de la nocion de infinitesimal. Cinco esquemas estan
asociados a una diferencia, a una razon aritmética, a un incremento, a
un simbolo y a una funcion. Dos son identificados como esquemas
epistemologicos previos (met-before), consideramos como “ideas nacientes” o
experiencias previas que le dan sentido a la nocion de infinitesimal. Estas ideas
nacientes estan asociadas a una razon y a un indivisible.
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Este trabajo y en especial las caracterizaciones realizadas de los esquemas
conceptuales epistemoldgicos, aporta un conocimiento relevante que servira
como marco de referencia para interpretar factores determinantes de los procesos
de conceptualizacion de los infinitesimales por parte de los alumnos. En
particular amplia nuestra capacidad como investigadoras, para interpretar las
conductas, las respuestas y las practicas explicitas desarrolladas por los sujetos
que seran investigados en el proceso de resolucion de una situacion matematica.

Asimismo, la categorizacion realizada no solo provee de insumos para la
interpretacion o andlisis posteriores, sino también para pensar en el disefio de
cuestionarios, evaluaciones y entrevistas en las que se pongan de manifiesto una
muestra de tareas adaptadas a los tipos de elementos que caracterizan los
diferentes esquemas conceptuales.
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