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MODELOS MATEMATICOS A TRAVES DE PROYECTOS

MATHEMATICAL MODELS THROUGH PROJECTS

RESUMEN. Esta investigacion analiza la produccién matematica de un grupo de estudiantes de
secundaria cuando se enfrentan al trabajo de proyectos basado en la modelizacion de situaciones.
La elaboracién e implementacion de la propuesta didactica tomd en cuenta a diversos estudios que
muestran la conveniencia de incorporar este tipo de trabajo al aula, tanto para superar obstaculos y
dificultades como para el desarrollo de habilidades matematicas. Para el andlisis de las
producciones de los alumnos —objeto de estudio de caso— se disefiaron categorias que permitieron
valorar esta metodologia. A nivel de resultados, hay un desarrollo manifiesto de capacidades
cognitivas, metacognitivas y de formacion transversal, asi como un desempefio eficiente en el uso
de conceptos y procesos matematicos.

PALABRAS CLAVE: Modelos matematicos, procesos de modelizacion, modelos y proyectos,
educacion secundaria.

ABSTRACT. In this research we analyze the mathematical production of a group of secondary
students when faced with the task of projects based on the modelization of situations. In the
development and implementation of the didactic proposal several studies were considered that
illustrated the benefits of introducing this type of work into the classroom as much to overcome
obstacles and difficulties as to develop mathematical skills. In order to analyze students’
production, the object of this case study, categories were designed to enable the evaluation of this
methodology. On a results level, there is a manifest development of cognitive and metacognitive
capacities and of transversal formation, in addition to an efficient performance in the utilization of
concepts and mathematical processes.

KEY WORDS: Mathematical models, modelization processes, models and projects, secondary
education

RESUMO. Nesta investigacdo se analisa a producdo matematica de um grupo de estudantes da
escola secundéria, quando se propde um trabalho de projetos baseado na modelagem de situagdes.
Na elaboracdo e implementacdo da proposta didatica, se consideraram diversos estudos que
mostram a conveniéncia de se incorporar em sala de aula este tipo de trabalho, tanto para superar
obstaculos e dificuldades como para o desenvolvimento de habilidades matematicas. Para a analise
das producgdes dos alunos, objeto do estudo, se desenharam categorias que permitiram aplicar esta
metodologia. A nivel de resultados a um manifesto de capacidades cognitivas, metacognitivas e de
formacédo transversal, como também, um desempenho eficiente na utilizagdo de conceitos e
processos matematicos.
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educacdo secundaria.

RESUME. Cette recherche analyse la production mathématique d’un groupe d’étudiants du
College, lorsqu’ils réalisent des projets portant sur la modélisation des situations. Pour
I’élaboration et I’implémentation du choix didactique, on a considéré diverses études montrant la
pertinence d’incorporer ce type de travail dans la salle de classe. En effet, cela permet de
surmonter des obstacles et des difficultés et de développer des habilités mathématiques.
Pour I’analyse des productions des éléves, I’objet de cette étude, on a congu des catégories mettant
en valeur cette méthodologie. Au niveau des résultats, on remarque un développement manifeste
des capacités cognitives, métacognitives, de formation transversale et une pratique efficace dans
I’utilisation des concepts et des processus mathématiques.

MOTS CLES: Modéles mathématiques, processus de modélisation, modeles et projets, éducation
niveau collége

1. ANTECEDENTES

La formacion matematica que se ensefia en los establecimientos municipalizados
de la educacion secundaria chilena, salvo excepciones, esta sustentada en un
trabajo que no considera la resolucion de problemas. La bibliografia
revisada apunta que una de las dificultades es la forma como se articula el
contenido en el aula, el cual se orienta preferentemente hacia el &mbito
puramente matematico, basado en la ejercitacion y el manejo de algoritmos,
pero ofrece escasa vinculacidn con problemas del mundo real y de las ciencias.
Esto trae como consecuencia que los estudiantes no conciban la utilidad de la
matematica en su proceso de formacién (Aravena, 2002).

Los resultados de los diagnosticos efectuados en Chile, durante los tltimos
afios, dieron cuenta del estado de la educacion media. En los analisis de
dichos diagnosticos se pone de manifiesto que en el aprendizaje de la
matematica se entrega una vision artificial del conocimiento, la cual no
comunica bien el saber cientifico, no ofrece un acercamiento auténtico al
proceso investigativo y solo da un acceso esquematico y restringido a una
imagen, no siempre contemporanea, del mundo fisico y humano. Las préacticas
de evaluacién tampoco contribuyen a desarrollar capacidades de alto nivel,
pues se basan en pruebas escritas descontextualizadas que privilegian la
memorizacion, los algoritmos y la parcelacion del conocimiento, dejando
de lado las aplicaciones en contextos auténticos.
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Se reconoce ademas que la Regidén del Maule, donde se ha realizado
esta investigacion, es histéricamente una de las éareas geograficas con los
rendimientos méas deficientes en las mediciones nacionales. Los resultados del
SIMCE (2004) muestran bajos niveles de logro en matematicas a escala basica
y media; ademas, se puede apreciar que estas diferencias son mayores en
los establecimientos municipalizados que atienden a sectores de nivel
socioeconémico medio bajo y, ain mas en los sectores rural y marginal, en los
gue se manifiesta la diversidad en forma clara.

De igual modo, la formacion educativa en la Regién del Maule es poco
coherente con las necesidades locales, ya que no se entrega una formacion
con vision de futuro; la ciencia, las materias y los temas escolares no satisfacen
las demandas del entorno ni responden a los desafios actuales y proximos. En la
asignatura de matematica, por lo general la ensefianza se limita al analisis de
los temas mas faciles o utiliza versiones muy simplificadas de los temas tratados.
Con ello, se renuncia facilmente a que la mayoria de los alumnos realice
aprendizajes significativos (Aravena, 2002).

Respecto a los temas matematicos, salvo contadas excepciones, la
ensefianza no contempla la integracion con otras areas del conocimiento ni entre
la propia matemaética, lo cual impide a los alumnos dar significado a las ideas,
conceptos matematicos y no matematicos. Lo anterior coincide con
investigaciones que ratifican tal situacion, y recomiendan que la ensefianza debe
plantear diversas aproximaciones —con el uso de diversas perspectivas— para
mostrar a los estudiantes sus conexiones con las diferentes areas del
conocimiento (Hitt, 1998; Sierpinska, 1996).

Por su parte, los reportes a nivel internacional presentan numerosas
propuestas que han permitido romper con la atomizacion del curriculum
tradicional de matematica. Dentro de ellas se encuentra el modelaje de
situaciones matematicas y el trabajo de proyectos, que explicita claramente
que la incorporacion de este tipo de experiencias al curriculum adquiere real
importancia en la formacion matematica actual, ya que propicia la adquisicion
de competencias y capacidades para desenvolverse satisfactoriamente en el
mundo actual; de igual manera, coloca a disposicion de los estudiantes un
conjunto de recursos que les permite entender en forma mas amplia la
aplicabilidad de los conceptos y procesos matematicos (Gémez, 1998; Aravena,
2001). En diferentes paises y condiciones, el trabajo de proyectos que se basa
en la modelizacion ha preparado a los alumnos para una mejor insercion en
una sociedad donde se necesita no solo enfrentar y resolver problemas, tomar
decisiones o hacer estimaciones, sino también plantear nuevos problemas
(Griffiths & Howson, 1974; Gémez, 1998; Aravena, 2001).
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Destacamos una serie de factores que justifican la inclusion del modelaje de
situaciones mediante proyectos, Entre las mas importantes, tenemos: desarrollo
tanto de la capacidad para resolver problemas como de la capacidad critica
de la matematica en la sociedad (Niss, 1989); ayuda a comprender conceptos y
métodos matematicos, puesto que modelar permite analizar el comportamiento
de numerosos fenémenos en forma aproximada (Niss, 1989); favorece la
creatividad y curiosidad matematica en descubrimientos, lo cual motiva a que
los estudiantes perciban las necesidades reales de los contenidos (Alsina, 1998;
Gomez, 1998). Se reconoce que modelar experiencias tiene relevancia en el
sentido de participacion y control en la solucion de procesos, ya que ayuda a
descubrir las dinamicas inherentes a muchas situaciones problematicas y, al
mismo tiempo, sirve como medio para introducir nuevos conceptos (Swetz &
Hartzler, 1996).

1.1. Aplicaciones e integracion en matematica a través del modelaje de
situaciones

La importancia de las aplicaciones ha sido sefialada por numerosos autores,
quienes han justificado las razones fundamentales para incluirla en las
actividades matematicas. Entre las mas importantes presentamos las siguientes:

- Las aplicaciones como motivacién. Aquellos alumnos que no
manifiestan un interés por la matematica pueden ser persuadidos a
aprender matematicas por las aplicaciones, de ahi que sean
vistas como una herramienta para solucionar problemas préacticos
(Griffiths & Howson, 1974).

- Las aplicaciones como elementos culturales. Algunas aplicaciones
de matematica forman parte de una herencia cultural de la
sociedad; dicho factor justificaria por si mismo la inclusion de las
aplicaciones (Griffiths & Howson, 1974).

- Las aplicaciones como forma de evitar aprendizajes incorrectos.
La forma como la matematica es utilizada a veces en las clases
muestra que hay la posibilidad de que los alumnos adquieran
nociones groseras e incorrectas, como una tendencia a memorizar
férmulas que no son comprendidas (Griffiths & Howson, 1974).

Ahora bien, si las aplicaciones se integran a través del modelaje, entonces
cobran importancia en la ensefianza de numerosos temas matematicos. Dentro de
los argumentos presentados sobresalen los siguientes (Matos et al, 1996; Gomez,
2000; Aravena, 2001):
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- Como argumento formativo. Las aplicaciones y el modelaje
pueden ser trabajados como dos medios adecuados para desarrollar
competencias en los alumnos. De este modo se estimula su
interés por el descubrimiento, la creatividad y la confianza en sus
actividades y recursos.

- Como argumento de competencia critica. La sociedad esta cada
vez mas matematizada con el empleo de modelos matematicos en
todas las esferas de actividades. Por ello, es necesario desarrollar
en los alumnos la competencia critica (entendida como capacidad
de reconocer, comprender, analizar y evaluar ejemplos actuales
a través de la disciplina) que les permita intervenir en la
sociedad como ciudadanos activos, y puedan contribuir a la
resolucién de problemas relevantes.

- Como argumento de una vision integrada. Las aplicaciones y el
modelaje en matematicas ayudan a que los estudiantes adquieran
destrezas e interioricen conceptos y métodos matematicos.
Ademas, los motiva en el estudio de situaciones interesantes que
pueden ser exploradas. Desde el punto de vista del aprendizaje,
algunos temas muestran tendencia a lograr mayor consistencia
cuando son ensefiados en contextos de aplicacion.

- Como argumento de utilidad. Tiene como objetivo de ensefianza
preparar a los alumnos en el uso de las matematicas para
resolver problemas de la vida real y de otras Aéreas
(Abrantes,1994).

1.2. Modelizacidn a través de proyectos para el desarrollo de capacidades

El trabajo de proyectos se ha convertido en una via prometedora para elevar los
aprendizajes matematicos de los estudiantes. Desde esta perspectiva, se reconoce
su importancia como estrategia metodolégica pertinente para el desarrollo
de capacidades y habilidades necesarias en el mundo actual, potencidndose aln
mas si se trabaja con la modelizacidn de situaciones reales (Abrantes, 1994). Por
lo tanto, ofrecer situaciones concretas permite organizar e interpretar
informacién y datos; describir relaciones matematicas; enfrentar problemas con
soluciones multiples; entender la aplicabilidad de los conceptos y procesos;
analizar e interpretar problemas a través de la matemaética; entender
nuevas ideas; incorporar conocimientos; asimilar informacion, y adaptarse a los
cambios tecnoldgicos y cientificos. Segun el enfoque metacognitivo, desarrolla
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la creatividad y el interés por el descubrimiento; el transversal, que propicia el
desarrollo de habilidades comunicativas orales y escritas (Alsina, 1998;
Aravena, 2001) y la comprension del rol que asumen las matematicas en una
sociedad moderna y postmoderna (Niss, 1992; Keitel, 1993; Abrantes, 1994; De
Lange, 1996; William & Ahmed, 1997; Alsina, 1998; Aravena, 2001; Gomez,
2002).

Asimismo, trabajar problemas a través de proyectos se considera una
estrategia potente para la formacion del pensamiento globalizado, que se
concibe como el proceso de busqueda de las relaciones que pueden
establecerse o encontrarse en torno a un tema. Tal aspecto es muy importante
en la formacion de los alumnos, ya que se pretende desarrollar un sentido, una
vision en la forma de relacionarse con la nueva informacién que haga que su
aprendizaje vaya siendo relacional y comprensivo (Alsina, 1998; Aravena,
2001). También se considera que esta metodologia de trabajo favorece el
empleo creativo de la informacion porque permite relacionar el conocimiento y
su campo de aplicacion, vincular ideas de otras areas para lograr nuevos
conceptos, asociar necesidades y recursos, asi como resolver problemas sobre la
base del conocimiento disponible (Letelier, Loépez y Martinez, 1994; Aravena,
2001).

Otra de las bondades que justifica los proyectos es que ayuda a desarrollar
la creatividad, en el sentido que este tipo de trabajo requiere de la flexibilidad
para asumir determinadas tareas, como imaginacién, capacidad de riesgo,
autonomia en la toma de decisiones, capacidad de sintesis y coherencia en la
organizacion del pensamiento reflexivo frente a situaciones nuevas (Abrantes,
1994; Letelier, Lopez & Martinez, 1994). Promueve, ademas, la proyeccion del
pensamiento estratégico; es uno de los componentes esenciales para desarrollar
el espiritu critico, abierto a aceptar la resolucién de problemas, la formulacion de
nuevos problemas y soluciones; da pie a la autonomia porque el alumno toma
sus propias decisiones, al ir adquiriendo una libertad de pensar en la solucion de
problemas. Con este tipo de trabajo se crean las condiciones para que los
estudiantes puedan elaborar y estructurar ideas; renovar tareas; desarrollar
el ingenio, curiosidad y agilidad para asociar ideas; hacer adaptaciones a la
realidad; propiciar la fluidez verbal, y generar la independencia del pensamiento,
de tal forma que digan lo que piensan con conviccion, argumenten y expongan
sus ideas (Abrantes, 1994; (Letelier, Lopez y Martinez, 1994; Aravena,2001;
Aravena y Giménez, 2002.).

La tendencia en la sociedad actual es la basqueda de formas participativas
de trabajo; por ello, las relaciones interpersonales e intrapersonales se convierten
en factor clave para el trabajo de proyectos. Resulta imprescindible la
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interaccién entre los estudiantes para construir el conocimiento mediante
la discusion con sus pares y el trabajo en equipo (Cordero, 1995; Dubinsky,
1996). Los argumentos descritos en las investigaciones se transforman en un
aspecto fundamental para este estudio, en especial si se quiere incidir en la
estructura cognitiva y en buscar formas de trabajo mas eficientes con el fin de
desarrollar las capacidades de los estudiantes (Aravena, 2001).

1.3. Problematica

A partir de la situacién descrita en la seccién anterior, nos damos cuenta que
tanto en Chile como en numerosos paises hay una problematica que no ha sido
resuelta. En este marco, nos interesamos por la ensefianza de manera integrada y
pensamos que, en este proceso de integracién y construccion, la apropiacion
de conceptos y objetos matematicos por parte de los estudiantes necesita ser
contextualizada en un ambiente de resolucién de problemas (Gémez, 1998),
a través de la regulacion continua de los aprendizajes (Giménez, 1997). Aqui, la
planificacion sobre el desarrollo del trabajo en proyectos tiene que
contemplar una ensefianza investigativa, ciclica y cooperativa (Dubinsky, 1996),
al igual que unas bases para su ensefianza (Leontiev, 1993; Jorba y Casellas,
1997; Davydov, 1998, citado en Sepulveda, 2000).

Dicho énfasis en la integracion, que se basa en establecer una relacion
estrecha de lo algebraico con lo geométrico y analitico, aboga por una forma de
trabajo mas eficiente, sustentado en la modelizacion y proyectos. Justificamos
gue un tratamiento con tales caracteristicas permite una mejor compresion de la
matematica, puesto que histéricamente muchos problemas analiticos no
resultaron claros hasta que fueron abordados por métodos algebraicos;
asimismo, en la actualidad hay problemas cuya solucién obliga a resultados
numéricos que son factibles después de su algebrizacion (Farfan, 1995). Al
mismo tiempo, numerosas investigaciones confirman la importancia de la
visualizacién y la intuiciébn geométrica en la comprensién y tratamiento de
problemas matematicos (Zimmermann & Cunningham, 1991; Caamafio, 2001).

Entre las investigaciones hechas en Chile, no se localizan estudios en la
educacion secundaria acerca de como desarrollar un proceso de modelizacion
con el trabajo de proyectos para tratar el contenido matematico. No hay un
trabajo que apunte a modelizar situaciones, ni se destaca en los tipos de
aplicaciones la integracion con diferentes areas del conocimiento (Aravena,
2001; Aravena y Caamafio, 2007). Los ambitos que se articularon en esta
investigacion corresponden a modelizacion, proyectos y evaluacion, donde
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mostramos el interés especifico del trabajo con base en tres ejes fundamentales:
integracion algebra—andlisis, inclusion de trabajos de proyectos mediante la
modelizacion y disefio de instrumentos de evaluacion para regular este tipo de
tarea.

Lo anterior nos situé en la tematica de trabajo, que se justifica con los
siguientes puntos:

Interés por una tematica integradora. En los cursos de matematica hay un
planteamiento tradicional de los temas, el cual carece de una vision moderna de
ensefianza que responda a los requerimientos actuales. El tratamiento de los
temas se hace dejando de lado las aplicaciones, por lo que no se relacionan con
las distintas &reas del saber. Se hace necesaria una formacion matemaética en la
que los estudiantes puedan entender nuevas ideas, incorporar conocimientos,
asimilar informacidn y adaptarse a los cambios tecnoldgicos y cientificos.

Necesidad de introducir el modelaje. Con todo ello hemos mostrado que
existe en Chile —asi como en otros paises— una desatencion al tratamiento
modelizador de la matematica, que deberia contribuir a una mejor educacion en
los &mbitos cognitivos, metacognitivos y de formacion transversal. Se reconoce
ademas como herramienta potente para formar el pensamiento globalizado y
expresar ideas como lenguaje de comunicacion creadora de modelos.

Necesidad de trabajo en resolucién de problemas y proyectos. La funcion
proyectiva tiene que desarrollarse e incluirse en el trabajo cotidiano que atafie a
la formacion matematica. Asimismo, la resolucion de problemas va a permitir
el reconocimiento de los contenidos matematicos, de forma que se haga
consciente su aplicabilidad (Schoenfeld, 1992; Aravenay Giménez, 2002). En
este marco se destaca la importancia de las aplicaciones porque enriquecen
los recursos para solucionar problemas, impulsan el uso de herramientas
tecnolégicas, facilitan el insight a aplicaciones matematicas, propician el
desarrollo de un andlisis critico de la informacién y suscitan una aproximacion
investigativa en la ensefianza y aprendizaje (Alsina, 1998).

Necesidad de un nuevo planteamiento de evaluacion. Los sistemas evaluativos
en Chile se han manejado por afios en la linea tradicional; predominan
fuertemente las pruebas de papel y lapiz. En la actualidad, los sistemas
demandan reorientaciones con nuevas formas de ensefianza mas activas y
eficaces, donde lo mas importante es ensefiar a los alumnos a construir su propio
conocimiento. Una vision moderna de la matematica no sélo debe atender a una
formacion tedrica, que se justifica por si misma, sino también a una de indole
critico y comunicativo-social mediante la regulacion continua (Aravena, 2001).

Por estarazén, nos planteamos realizar un estudio con el siguiente
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problema: ;Cuél es el potencial de un trabajo de modelizacion matematica en la
educacion secundaria, de forma que los estudiantes desarrollen un proyecto en
grupo?

2. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

El enfoque de la investigacion fue de corte cualitativo. Se disefié una propuesta
de trabajo que incorporé como central al trabajo de proyectos y se llevé a cabo
un estudio de caso que permitid reconocer el progreso del grupo. Aqui se
efectuaron dos analisis:

a) Una interpretacion del contenido, para el cual se establecieron
categorias a priori que se consolidaron tras haber revisado el
material. Las categorias y subcategorias  fueron validadas
mediante una triangulacién de jueces expertos, de acuerdo con lo
que se debe evaluar en un proceso de modelizacion.

b) Para ahondar en el trabajo de proyectos en forma grupal, se
recogieron datos de cada uno de los grupos de estudio en diferentes
momentos de la secuencia. Esto permitié contrastar los resultados
obtenidos en distintos momentos con el objetivo de detectar
cambios y evoluciones que ha experimentado el grupo de
trabajo con el proceso de estudio.

A continuacion, se refieren y justifican las distintas etapas de la
investigacion, asi como de la construccion de los instrumentos de analisis.

2.1. Disefio de la propuesta global. El lugar de los proyectos

Debido a la relevancia que tiene la matematica en el mundo actual, hemos
considerado de vital importancia que haya una complementariedad del
pensamiento algebraico con el geométrico y el analitico, lo cual hara que los
estudiantes desarrollen esquemas de razonamiento cada vez mas abstractos a
partir de objetos matematicos concretos (Hitt, 1998; Caamafio, 2001). A partir
de tal reconocimiento, se disefidé una propuesta didactica en el tema de las
funciones que se apoyd en la modelizacion a través de proyectos en grupo.
La propuesta considerd un acercamiento con las distintas areas del saber e
incorporo otros supuestos que hacen hincapié en la importancia del trabajo con
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funciones, ya que permite a los estudiantes observar el fenémeno desde distintas
perspectivas al transitar por los diferentes sistemas de representacion (Janvier,
1987; Font, 2001a). Dichos acercamientos no se pueden entender en forma
aislada para el estudio del objeto, sino considerando que “las representaciones
dentro de un sistema estan relacionadas de manera rica unas con otras” (Goldin
& Stheingold, 2001, p.2).

Mostramos a continuacion el lugar de los proyectos en el aula, donde se
refleja que para incorporar dicha metodologia es necesario organizar una
secuencia de trabajo de aula coherente con el trabajo de proyectos. Por ello, en
la sala se implementaron talleres grupales con problemas de modelizacion sobre
diferentes situaciones de lavida real y de las ciencias, a fin de incorporarlos
a procesos de modelizacion. Para la regulacion continua y evaluacion de cada
una de las tareas se disefid un conjunto de pautas que incluy6 a los siguientes
elementos reguladores:

a) Patrones de los aspectos que se quiere evaluar, conocidos por los
estudiantes.

b) Los aspectos cognitivos (qué materia).

c) Los aspectos metacognitivos (a quién formamos).
d) Los aspectos transversales (personal-afectivo).

e) Elementos de adaptacion y desempefio.

2.1.1. La planificacion de los proyectos

El trabajo de proyectos tiene como punto de partida la seleccion de una situacion
real que esté en estrecha relacién con la tematica de estudio y sea susceptible su
formulacion en términos de una funcién polindmica (lineal, cuadratica, lineal
por tramos). Consiste en resolver un problema real a través del proceso de
modelizar una situacién que involucre una investigacion en terreno, a fin
de que los estudiantes puedan asociar los conceptos y procesos matematicos con
otras areas del saber. Los proyectos de trabajo se desarrollan durante cuatro
meses y comprenden las siguientes etapas:

1. Etapa inicial. Corresponde a la presentacién del trabajo por parte del profesor,
la formacidn de los grupos y la busqueda y seleccion del tema de trabajo que sea
de interés para el grupo.

2. Etapa de elaboracion. Atafie a los estados de avance o la organizacion
que tienen las etapas para elaborar el proyecto. La figura 1 muestra la etapa |
de elaboracion, donde se recopila la informacion, se analiza, se hace el resumen
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tedrico y se prepara el primer avance. La etapa Il instaura las modificaciones
dadas en el primer avance, organiza el disefio metodologico y realiza el
trabajo de campo donde se recopilan los datos. Ademas, inicia el trabajo
matematico, que comprende la organizacién y analisis de datos, construccion
de graficos, busqueda y formulacion del modelo y preparacion preliminar del
informe y segundo avance. Se debe considerar que esta etapa es una de las mas
complejas en el trabajo de proyectos.

ETAPAI
DE

ELABORACION

« Anélisis de la
Recopilacion informacion
de informacion Resumen primer avance
Teorico

*Preparacion

D
ETAPAII
DE
ELABORACION

-

I 1
«Disefio «Andlisis de datos
Metodoldgico *Preparacion

Modificaciones

. *Trabajo de campo Preliminar informe
al primer avance I L
*Recopilacion de *Preparacion al
datos Segundo avance

Figura 1. Secuencia metodoldgica de las etapas de elaboracién del proyecto.

Justificamos los estados de avance porque el trayecto que recorre un
proyecto de trabajo es demasiado complejo. Por eso fue necesario contar
con dos estados de avance, en los que los estudiantes se presentaron a
entrevistas planificadas cuyo objetivo era detectar cambios Yy evoluciones,
dificultades y progreso, ya que se trataba de un trabajo dilatado fuera del aula,
que requeria de tiempo y esfuerzo (Aravena, 2001; Aravena y Giménez, 2002).

En cuanto ala elaboracion del informe, varios autores (Abrantes, 1994;
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Giménez, 1997; Alsina, 1998; Gémez, 1998; Aravena, 2001) plantean Ila
conveniencia de trabajar con los estudiantes en la redaccion de informes
escritos, pues en ellos muestran lo que han sido capaces de hacer en una
tarea, especialmente cuando se trata de proyectos. EI informe escrito
demanda la integracion de los siguientes elementos: (1) fundamentacion; (2)
objetivos del estudio e hipdtesis; (3) metodologia utilizada y planificacion;
(4) resultados, anélisis y modelo matematico; (5) conclusiones, sugerencias y
recomendaciones; (6) presentacion de bibliografia y anexos.

3. Fase final. La exposicion oral. El trabajo de proyectos finaliza con una
presentacién oral, en la que los estudiantes deben exponer los puntos que
desarrollaron en el informe: (1) antecedentes que justifiquen la realizacion del
proyecto; (2) justificacion del problema y descripcion de los objetivos; (3)
metodologia utilizada; (4) resultados y andlisis; (5) conclusiones y proyecciones.

Dicha etapa es la mas importante porque expresar procesos
matematicos en forma oral adquiere suma relevancia en un trabajo de la
disciplina, particularmente en un proyecto que ofrece numerosas ventajas para
la ensefianza de los aprendizajes matematicos; por eso, se destaca que
facilita el aprendizaje de matices en lo que se desea transmitir y que es dificil
percibirlo de otra manera. Asimismo, hay descubrimientos que se producen al
comunicar oralmente lo que los estudiantes saben: explicacion de un proceso,
justificaciones de célculos, sintesis de sus conocimientos o propuesta de
procedimientos (Burton, 1999; Aravena, 2001).

2.2. Métodos e instrumentos de analisis

Referimos a continuacién los métodos e instrumentos utilizados para el analisis,
al igual que la muestra de estudio, de acuerdo con la metodologia de trabajo.

2.2.1. Muestra

El trabajo de proyectos se aplicd a tres cursos de tercer afio de ensefianza
media en liceos municipalizados que estuvieron de acuerdo en participar de
la experiencia, tanto los profesores como los alumnos. Los 98 alumnos
participantes se distribuyeron en grupos de trabajo que tenian 4 4 5 integrantes.

Para la implementacion de los proyectos se generaron alrededor de 16
grupos de trabajo, de donde se eligi6 al azar 4 grupos para el estudio de caso.
En este reporte se analiza la produccion del grupo que trabajo el tema Consumo
de marihuana en la juventud. Una de las caracteristicas que nos hizo saber el
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grupo era que a ninguno le gustaba ni le interesaba la matematica, por lo que no
estudiarian nada que se relacionara con esta materia.

2.2.2. Métodos de analisis e instrumentos

Se realiz6 un andlisis interpretativo del contenido que permitié reconocer
las capacidades en cada uno de los episodios, atendiendo a las propias
producciones registradas por el grupo. Para ello, se disefiaron categorias de
andlisis que tomaron como referencia las investigaciones descritas en los
apartados anteriores. La categorizacion quedd establecida en funcion de la
tematica respectiva, haciendo énfasis en su contenido e interpretacion. El
contenido de cada categoria se abordd mediante un esquema de trabajo de
reduccion (Miles & Huberman, 1994), que se cifi6 a fragmentos y citas de
diferentes diagramas o representaciones graficas sobre las relaciones entre los
conceptos.

En lo tocante a los instrumentos de analisis, la secuencia de documentos
que conformaba el trabajo de proyectos consider6 momentos clave en su
desarrollo con el proposito de verificar los cambios, evoluciones y
capacidades que se desplegaron durante el experimento. De acuerdo a esto,
los documentos elegidos para el analisis corresponden a las entrevistas de los
estados de avance 1y 2, el informe escrito y la grabacion en video de la
exposicion oral.

2.2.3. Confiabilidad y validez

Para la confiabilidad y validacion del trabajo de proyectos se recurrié a una
triangulacion metodoldgica en dos sentidos. Por un lado, se utiliz6 el mismo
método de andlisis en ocasiones diferentes; esto es, se hizo con los relatos
(momentos de proyectos). Por otro, aplicamos distintos métodos de andlisis para
el mismo material a través de la triangulacion de sujetos; es decir, se estudiaron
las transcripciones de acuerdo con el modelo de la actividad (Jorba y Casellas,
1997).

Se distinguen cuatro fases, que son: 1) de exploracidén; 2) introduccion
de conocimientos; 3, estructuracién; 4: aplicacion). En conjunto, ponen de
manifiesto la integracion del contenido matematico. Ahora bien, para cada
una de las fases se buscan: capacidades desarrolladas, que refieren el
progreso de los estudiantes, y desempefio en el trabajo de proyectos, que
concierne a la gestion en los diferentes momentos.



62 MARIA ARAVENA ET AL.

2.2.4. Categorias de analisis

A continuacion se muestra la variable de estudio con sus respectivas categorias
y subcategorias de analisis para responder al siguiente objetivo: Describir y
analizar las capacidades desarrolladas en el trabajo de proyectos a través de la
modelizacion de situaciones.

Variable: capacidades desarrolladas en el trabajo de proyectos

Categoria 1. Aspectos cognitivos

Aluden a la evaluacion de capacidades cognitivas de los estudiantes. Se resalta
la importancia de valorar dichos elementos en la propuesta, pues miden la
adquisicion de los conocimientos; este factor no puede dejar de presentarse
en ningun nivel de ensefianza. En la adquisicion de conocimientos se distinguen
las siguientes subcategorias: elementos conceptuales, procedimentales,
autorreguladores y comunicacion matematica.

Subcategorias:

S1.1. Elementos cognitivos conceptuales (CC)

Son los dos elementos que atafien a los contenidos incorporados al trabajo de
modelizacion: comprensién de los sistemas de representaciones vy
conceptualizacion, que abarca reconocimiento de conceptos, interpretacion
de los conceptos, propiedades y caracteristicas de los objetos matematicos
asociados.

S1.2. Elementos cognitivos procedimentales (CP)

De los cognitivos procedimentales se incorporan: 1) la organizacion e
interpretacion de la informacion; 2) la matematizacion, donde se da énfasis a las
descripciones matematicas que interpretan el proceso y la formulacion del
modelo; 3) las habilidades y destrezas que los estudiantes han utilizado para
enfrentar la solucion de los diferentes problemas, asi como técnicas
matematicas, célculos realizados y determinacion de parametros.

S1.3. Elementos autorreguladores y aplicacién (AUT)

Se analiza el significado con el que dotan a los conceptos y su utilidad, las
estrategias que siguen para resolver problemas y el nivel de estructuracién y
regulacion.

S1.4. Comunicacion matematica (COM)

Hace hincapié en la comunicacion de métodos y procesos utilizados;
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explicaciones en las que los alumnos demuestren que entienden lo que han
hecho; discusiones en torno al problema, argumentos, sistematizacion vy
explicitacion de resultados; representaciones diversas (uso de tablas, gréficas,
mapas, planos, esquemas) para manifestar lo que han hecho, al igual que
notaciones precisas.

Categoria 2. Aspectos metacognitivos

Los aspectos metacognitivos son considerados como el autoanalisis de la
persona sobre sus propios procesos. De ellos, se consideré importante constatar
la creatividad, tratando de verificar lo que planteaban los investigadores
acerca de que la modelizacién de situaciones desarrolla la creatividad; es decir,
el conocimiento que el grupo tiene de sus procesos y resultados cognitivos.

Subcategorias:

S2.1. Creatividad (CR)

En el didlogo de los alumnos constataremos la forma como se enfrentan a los
problemas, el aporte de nuevas ideas en su resolucion y el analisis de
situaciones.

S2.2. Pensamiento estratégico (PE)

Abarca la vision de futuro, el espiritu critico, la busqueda en la solucién de
situaciones y la forma de enfrentarse a un problema desde diversas perspectivas.
Categoria 3. Aspectos de formacion transversal

Se necesita formar a los estudiantes como agentes del desarrollo que puedan
trabajar en equipo, valorar su propio progreso, ser responsables frente al trabajo
y los compromisos, al igual que comprender los diferentes fendmenos sociales.
Para ello, se debe desarrollar una visién integrada de las matematicas que
les permita a los estudiantes entender y valorar la utilidad de los conceptos y
procesos.

Subcategorias:

S3.1 Actitud matematica (TAM)

Incluye la manera en que los alumnos valoran el uso que le dan a los
conceptos, la tendencia a comprobar pasos, el reconocimiento a la utilidad de
las nociones y los procesos para resolver problemas.

S3.2 Autonomia (TAT)
Aqui se comprende la responsabilidad frente al trabajo de aulay tareas, la
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adaptacion al contexto, la forma de enfrentarse a las dificultades, asi
como asumir errores, respetar ideas, escuchar, seguir instrucciones y la toma de
decisiones.

S3.3. Autovaloracion

En este elemento cobra interés la valoracién que hace el estudiante a la calidad
del trabajo, donde se toman en cuenta a las relaciones interpersonales (RIN) y
las intrapersonales (RTR).

3. RESULTADOS Y ANALISIS DEL TRABAJO DE PROYECTOS

El presente capitulo describe la experiencia hecha con el grupo que sirvid
como estudio de caso. Aqui presentamos un analisis pormenorizado del discurso
que permitié detectar las capacidades que se fueron desarrollando durante el
trabajo. Consideramos los estados de avance 1y 2y la exposicion oral para
enfatizar en el trabajo matemaético; de manera especifica, quisimos mostrar
como los alumnos interrelacionaban los aspectos matematicos y la
problematica de estudio. Los aspectos matematicos se constituyeron en la base
de ejemplificaciébn mediante esquemas de resumen sobre las capacidades
cognitivas; los aspectos metacognitivos y transversales también los
analizamos con detalle, sobre todo los transversales, ya que se manifestaron en
alto grado por la dindmica del proceso en proyectos. Finalmente, damos a
conocer un analisis del trabajo de acuerdo con lo que necesita darse en un
proceso de modelizacion.

3.1. Resultados y analisis del proceso en proyectos

Referiremos a continuacion los diferentes episodios que ocurrieron en los ciclos
de aprendizaje, los cuales fueron extraidos de la codificacion, seguin el plan de
andlisis. Ademas, se describird como aparecieron las ideas mas importantes en el
dialogo de las entrevistas de avance y en la exposicion oral.

3.1.1. Primer ciclo de aprendizaje: estado de avance 1

Este primer encuentro resulta muy importante en el trabajo de esta indole.
Por ello, tiene que ponerse especial atencion al disefio del guién y los puntos a
tratar en la entrevista, ya que un guion claro ofrece la oportunidad de captar
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el significado de lo que se Dbusca (Ruiz, 1997). Nosotros la hemos
considerado como una conversacion profesional que implica siempre un proceso
de comunicacién, en cuyo transcurso entrevistador y entrevistado pueden
influirse mutuamente (Rodriguez, Gil y Garcia, 1996).

A continuacidn, presentamos los diferentes episodios en los que se ilustra la
forma como los estudiantes se van apropiando de los conceptos y procesos
matematicos.

Fase 1.Exploracion del problema. En la primera fase se analiza la manera de
explorar el problema. ElI entrevistador solicita a los alumnos que le aclaren
sobre qué tematica estan trabajando, a fin de conocer como la enfrentan.

Entrevistador:  Bueno. Veamos, ;qué tipo de trabajo estan realizando?, ;de qué se
trata?

Patricio:  Es un proyecto para poder llevar las reflexiones hacia la vida cotidiana;
poder realizar un modelo matematico que nos ayude a representar, en
este caso, el consumo de la marihuana en la juventud; poder determinar
al afio como va a ir aumentando o puede ir disminuyendo... Lo
tenemos que investigar nosotros, o sea, cdmo aplicar las funciones en
la vida cotidiana.

Entrevistador:  Muy bien, ¢qué significa aplicar las funciones en la vida cotidiana?

Patricio:  Poder saber como se comporta el consumo de marihuana en diferentes
afios.

Entrevistador: ¢ Qué significa eso?
Pancha:  Poder graficar la informacion para ver el aumento o disminucion.
Vania:  Poder predecir.
Entrevistador:  Poder predecir qué cosa.
Vania:  El comportamiento en diferentes afios.

Se detecta en el episodio que los alumnos muestran un reconocimiento
global de lo que quieren realizar. Ellos se ubican en la tematica e identifican el
problema que han planteado desde sus propios puntos de vista. Existe una
claridad sobre el producto esperado y reconocen que la representacion grafica
podria ayudarles a ver como se comporta el fendmeno. Se destacan las variables
matematicas afio versus consumo, que permitirian modelar la situacion;
asimismo, se afirma que el modelo puede predecir fendmenos.

Organizacion e interpretacion de la informacion. En esta etapa se destacan los
estudios teoricos y el trabajo de campo, con miras a recopilar los datos. El
siguiente episodio presenta la manera en que los alumnos han llevado a cabo
el trabajo:

Entrevistador:  ¢Cudl es la informacion que han utilizado hasta ahora?
Vania:  Detodo... Bueno, la idea es ordenar la informacion para completar el
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marco tedrico sobre qué es la marihuana, los dafios que causa y eso...
toda la informacion teérica que hemos buscado.

Pancha: La informacion del Consejo Nacional para el Control de
Estupefacientes (Conace) ... Nosotros fuimos al Conace y solicitamos
unos libros donde ellos habian realizado unos estudio. Entonces, ahi
aparecia todo lo que tiene que ver con el consumo de drogas.

Patricio:  Ellos nos facilitaron estudios... Se han realizado cinco estudios a nivel
general y nos facilitaron el quinto estudio; buscamos los otros a
través de internet y aparecieron a nivel general, regional y comunal.
Nosotros decidimos tomar a nivel comunal o a nivel regional.

Pancha:  Si, también consultamos internet para sacar informacion de qué era la
marihuana, en lo que consistia basicamente y los dafios.

Patricio:  (...) Lo que pasa que al principio ibamos a preguntar, pero en relacién
con el alcohol. EI Conace nos informd que el consumo de alcohol se
empez6 a tomar en cuenta en el quinto estudio; entonces, no se habian
hecho trabajos anteriores. Teniamos ahi la duda, porque si teniamos el
estudio s6lo de un afio no podiamos realizar un modelo.

Pancha:  Si, la informacion no era la suficiente para buscar el modelo...
Decidimos estudiar la marihuana.

Se destaca la organizacion en la planificacion y disefio, ya que el grupo
hace una presentacion de la informacién recopilada y muestra los diversos
estudios que han conseguido respecto al consumo de marihuana. Aunque no hay
una idea clara de la forma en que organizaran la informacidn, si tienen
claridad de la problematica que investigaran. Se explicita la delimitacion de la
muestra que consideraran para el estudio y se presentan los objetivos, donde
plantean los subproblemas que trabajaran a nivel regional, comunal y de su
liceo.

La figura 2, que resume los elementos esenciales de la entrevista,
refiere la forma en que los alumnos exploran el problema de estudio.

La organizacion del discurso permitié identificar cuatro ideas centrales que
se ilustran en la figura 2:

1. Proyectar a futuro, reconociendo que el problema se puede modelizar a
través de las funciones.

2. Necesidad de representar el fendmeno real en términos matematicos,
pero se requiere de informacion.

3. Necesidad de seleccionar la idea mas conveniente.
Necesidad de tener datos.
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———> Proyectar a futuro

Reconocen que el problema se puede modelizar
Necesitan las funciones
Identificacion de las variables matematicas

Representar el fenémeno real en términos matematicos

Busqueda de informacion

Seleccion de la idea mas conveniente

<« Necesidad de datos

Figura 2. ldeas que introducen los alumnos cuando exploran
el problema de estudio.

Fase 2. Nuevos conocimientos que introduce el grupo. Aqui se puso atencion a
los nuevos conocimientos o procedimientos que habian puesto en juego los
alumnos. Los siguientes episodios permiten deducir las ideas centrales.

Vania:  Decidimos estudiar la marihuana, un tema que era relevante para
nosotros y sobre el cual teniamos informacion.

Pancha:  Que es como la realidad mas cercana a nosotros y, a pesar de ser una
droga, es superfacil conseguirla, entonces... Y mas si estabamos
experimentando cosas, tenia importancia para nosotros.

Entrevistador:  Entonces, ¢esta claro el problema que quieren resolver? ;Cual es?

Pancha:  Analizar el consumo de drogas como la marihuana para ver si ha ido en
aumento o disminucidn.

Patricio:  (...) La Unica duda que teniamos era con los datos, porque en algunos
afios aumentaba, en otros disminuia. También el problema se debia a
que era nivel de curso (...) a eso le estabamos dando vueltas. Entonces,
yo creo que aqui no se da tanto el consumo; tendriamos que realizarlo a
nivel de liceo, como que aqui en el curso no lo podriamos tener.

Vania:  No nos daria estadisticas confiables.

Pancha: Lo que también habiamos pensado era consultar el censo, porque el
afio pasado se hizo aqui en censo en el liceo, donde en las preguntas
estaba lo relacionado con la marihuana y la frecuencia. Esos datos son
importantes...

Entrevistador:  ¢O sea, podrian utilizar esos datos para el estudio?

Pancha:  Entonces pensdbamos de qué... Lo que llamé la atencién de esas
encuestas es que habia ido en aumento en relacidn, o sea que es muy
alto el porcentaje que se dio en cuanto al consumo.
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Asimismo, notamos la necesidad del grupo por dar respuesta a un problema
social, como es el consumo de marihuana en la juventud. No obstante, s6lo
ofrecen ideas generales de lo que quieren realizar, identifican el problema de
estudio, mas no hay claridad en los conceptos que necesitan. La idea central esta
referida a la necesidad de datos y la delimitacion de la muestra, donde se ubican
los analisis sobre las diferentes posibilidades para delimitar el estudio.

Fase 3. Estructuracién de conceptos y procesos: de los datos al modelo. Sobre
la forma en que los alumnos estructuran los conceptos y procesos para
modelizar, podemos deducir de los didlogos que el modo como organizan el
trabajo es haciendo énfasis en la necesidad de datos para modelizar y poder
predecir a futuro.

Entrevistador:  ¢Necesitan tener algunos datos para solucionarlo? ¢Ya los tienen?
¢Qué piensan hacer con ellos?

Patricio:  Necesitamos datos para ver el consumo en los afios posteriores.

Pancha:  Poder predecir el consumo para poder evitar también...

Entrevistador:  Entonces, ;qué les interesa modelar? ;Han pensado qué elementos
matematicos van a utilizar?

Patricio: Yo creo que podriamos determinar, por ejemplo, el consumo de cuanto
aumentaria o disminuiria el consumo de marihuana. Se puede
establecer incluso una comparacion de lo que ha pasado en el
colegio con los datos, si aumentan y cuanto.

Se clarifican los conceptos matematicos y técnicos de manera global que se
visualizan como importantes, entre los que destacan crecimiento, decrecimiento
e idea de prediccion. Los alumnos tienen una visién clara sobre la proyeccién
de los datos, que permitiria conocer lo que sucedera a futuro.

Fase 4. Aplicacion con base en la proyeccidon de datos. En esta fase, los alumnos
han elaborado algunas ideas y conjeturas sobre lo que estan trabajando,
reconocen la utilidad del proyecto y exponen algunas proyecciones de lo que
pretenden.

Entrevistador: O sea, para ustedes tiene importancia trabajar en este problema.
Pancha:  Si, y presentar nuestro trabajo, porque ellos tienen alla una especie de
biblioteca, que igual es chica, pero manejan harta informacion.
Entonces, les podria servir nuestro trabajo.
Vania: Yo creo que si, porque uno igual prende la tele y siempre dicen ‘eh, no
a la droga’ y todo eso. Lo mismo ocurre con la violencia que estamos
viendo ahora: todos sabemos que existe, pero no le tomamos el real
peso.
Entrevistador:  Es relevante la idea que tienen. Entonces, ¢hacia dénde quieren apuntar
con el modelo?
Patricio: A ver el consumo en los afios posteriores.
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Pancha:  Para poder predecir... para poder evitar también.

Patricio:  Darlo a conocer para que se tomen medidas antes de que lleguemos a
ese resultado. Podriamos informar a las autoridades, proporcionar
nuestra informacion...

Entrevistador:  Bien. Entonces, ¢tienen algin cronograma de las actividades que les
quedan para terminar este proyecto?

Patricio:  Tenemos claro lo que hay que seguir haciendo.

Entrevistador: ~ Tienen que hacer un cronograma de lo que van a ir haciendo semana a
semana y el tiempo que requiere, ¢de acuerdo?
Todos:  Si.

El grupo insiste tanto en la necesidad de proyectar los datos a futuro como
en analizar el comportamiento del fenémeno por diferentes afios. EI concepto de
prediccién es clave en la modelizacion de situaciones, ya que permite proyectar
los datos. Los alumnos reconocen ademas que su proyecto es importante y
viable porque se podria dar a conocer. En esta fase no hay un alto nivel
de andlisis, pues se muestra claramente que los alumnos todavia estan débiles en
los contenidos necesarios para modelar. Esto se considera natural, debido a que
se encuentran en la etapa inicial del proyecto.

3.1.2. Resultados del analisis respecto a las capacidades desarrolladas. Primer
ciclo de aprendizaje

1. Elementos cognitivos: Destacan en este primer ciclo las capacidades
cognitivas conceptuales, especificamente los elementos autorreguladores vy
de aplicacion. Esto ofrece una idea del modelo mateméatico como predictor de
fendmenos; ademas, se reconoce la utilidad de las funciones para
representar fendmenos de la vida cotidiana. Nace la idea de variables
matematicas cuando los alumnos manifiestan la determinacion de los afios, y
gueda destacada en forma explicita la variable tiempo y el aumento o
disminucién. Se puede observar en el episodio una idea clara de modelizacion
porque representa el problema real en términos matematicos; es decir, hay una
capacidad de tipo conceptual de interpretacion, al reconocer que el problema se
puede matematizar.

Dicho aspecto adquiere relevancia en la modelizacion, puesto que una de
sus etapas importantes es la descripcion de relaciones matematicas para
interpretar el proceso. Ahora bien, dentro de los conceptos matematicos que
los alumnos ponen en juego destacan: crecimiento, decrecimiento, variable,
prediccidn, ajuste y modelo matematico. Respecto a las capacidades cognitivas
procedimentales, que conciernen a organizar y analizar la informacion, los
alumnos han hecho una seleccion de datos, pero tienen conflictos al construir el
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marco tedrico. Aunque colocan en el discurso el interés para conocer las causas,
no han decidido qué aspectos consideraran en su organizacion.

Un aspecto interesante es que en ningin momento se alejan del problema
real y lo relacionan con el problema matematico al plantear que necesitan datos
para buscar el modelo. Hay un elemento conceptual de autorregulacion
importante, cuando manifiestan que la escasez de datos no les permitiria modelar
y nace una idea clave de procedimiento, como es la idea de muestra y la
necesidad de varios datos para describir el modelo. Se destaca capacidades
comunicativas al explicitar los métodos para enfrentarse a los datos,
reconociendo la forma de cémo podria comportarse el fenémeno mediante una
proyeccion de ideas.

2. Elementos metacognitivos: También en el episodio hay elementos
metacognitivos estratégicos y de creatividad, lo cual se nota con el aporte de
nuevas ideas para enfrentar el problema. De igual manera, se lleva a cabo un
analisis de los datos disponibles, ya que se manifiesta la necesidad de considerar
maés datos para “analizar la realidad y que éstos sean confiables”. Si bien la idea
de prediccion y proyeccion esta presente en todo momento (“cémo va a ir
aumentando o disminuyendo”), la mas relevante es conocer como se comporta el
fendmeno (“poder saber cdmo se comporta el consumo de marihuana en
diferentes afios”). Como idea central sobresale un pensamiento estratégico, ya
que los alumnos en todo momento estan proyectando a futuro y la forma de
saber hacia dénde dirigir su tarea.

3. Elementos transversales: En el episodio se pueden distinguir
capacidades transversales comunicativas y de autonomia. Esto se nota porgue los
alumnos explicitan, por un lado, los diferentes lugares que han visitado, por otro,
muestran que la toma de decisiones es acorde con los datos que pueden obtener;
ademas, plantean la blsqueda de caminos para enfrentar el problema,
refiriéndolo a la seleccion de la muestra. Esto cobra relevancia en el trabajo
de proyectos, ya que una de las bondades descrita en las investigaciones
(Abrantes, 1994; Aravena, 2001) alude al contacto con el medio externoy a
las dificultades que deben superarse, potenciando fuertemente las capacidades
comunicativas y de organizacién. Los alumnos mantienen una actitud dialogante
y critica para enfrentarse a la tarea, valoran el tema trabajado y plantean la
viabilidad de su proyecto.

Del andlisis de este primer ciclo de aprendizaje se rescatan dos aspectos
importantes. EI primero se refiere a la idea de modelizacion que subyace,
pues en el proceso de modelizaciéon los alumnos plantean la necesidad de
tener datos para poder establecer una dependencia entre las variables vy, asi,
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describir la funcién matematica, lo que permitiria proyectar y predecir. El
segundo concierne a que los alumnos establecen conjeturas sobre los resultados
que podrian alcanzar.

Resumen de las capacidades cognitivas detectadas en el anélisis

La tabla | presenta un resumen de las capacidades que han manifestado los
alumnos en cada una de las fases que integran el primer ciclo de aprendizaje,
de acuerdo con las categorias definidas: conceptuales (CC), procedimentales
(CP), de autorregulacion (AUT) y de comunicacion matemética (COM).

TABLA |

Capacidades cognitivas en el primer ciclo de aprendizaje (parte 1)
Fase 1 Fase 2 Fase 3 Fase 4
(1) Idea vaga de (1) Idea de crecimiento y Q)
modelizacion y de decrecimiento de acuerdo Identificacion de
matematizacion con las variables las variables
(2) Ideas de variable (2) Idea de porcentaje y para el estudio
independiente y aumento (2) Presentacion
dependiente de conceptos
(3) Aspectos tedricos y técnicos
técnicos del tema
(1) Recopilacion de la Organizacion e Prediccion
informacion tedrica. interpretacion de la através de
Estrategias informacion los datos

(2) Reconocimiento a
la necesidad de varios
datos para modelizar.

(1) Presentan e interpretan
la informacion que han
recopilado
Matematizacion

(2) Necesidad de establecer
relaciones matematicas para
describir el fenémeno

Utilidad y aplicacion
de conceptos

(1) Idea de modelo
matematico para
representar el
fendmeno

(2) Idea de que las
funciones pueden
representar un
fendmeno

(3) Reconocimiento de
la necesidad de los
datos para modelizar la
situacion
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TABLA |
Capacidades cognitivas en el primer ciclo de aprendizaje (parte 2)
Fase 1 Fase 2 Fase 3 Fase 4
Organizan y | Comunican
C explicitan la
o diferentes importan-
M procedimientos cia de

para enfrentarse | predecir a
a los datos y a | través del
las tareas | modelo

pendientes

3.1.3. Segundo ciclo de aprendizaje: estado del avance 2

Fase 1. Exploracién en cuanto a lo que se quiere alcanzar. En esta fase destaca
la relacion entre la informacion del primer avance y las transformaciones del
proyecto, de acuerdo con las sugerencias del primer avance. Se pide que se
puntualicen las transformaciones y los arreglos.

Entrevistador:

Pancha:
Vania:
Pancha:
Vania:

Hola, revisé el informe preliminar que me dieron... estd bien.
¢Coémo va el trabajo? ¢Han realizado alguna transformacion en el
proyecto desde que empezaron hasta ahora?

Algunos puntos los tuvimos que transformar y otros los continuamos.
Dependi6 de la informacién que ibamos obteniendo.

Y de acuerdo a lo que nos faltaba.

Y los que nos convenia.

Se explicitan preguntas de progreso y modificaciones. Los alumnos refieren
las transformaciones del proyecto, de acuerdo con la planificacion y la
informacion recopilada.

Entrevistador:
Todos:
Entrevistador:

Patricio:

Vania:

Entrevistador:
Todos:

¢Aceptaron las sugerencias del primer avance?

Si.

¢En qué cosas aceptaron las sugerencias? ¢En la organizaciéon o en
qué?

El primer avance fue cuando usted nos entregd esa hojita. Las
aceptamos porque arreglamos la fundamentacion, la informacion
tedrica de las cosas que nos faltaban, referidas a las causas del porqué
las personas...

Que después, cuando lo plante6 usted, lo encontramos como
importante. Cuando usted nos mostré la hoja encontramos que era
relevante incluir eso.

Entonces, ;tienen claridad de lo que estan haciendo?

Si.
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En cuanto a la generacion de transformaciones, de acuerdo con las
sugerencias del primer avance, los alumnos proporcionan informacion sobre
los arreglos que hicieron a la organizacion del informe. Aceptaron las criticas y
mejoras al primer avance, hicieron adaptaciones debido a los cambios y tuvieron
conciencia de la necesidad de completar su informacién tedrica. De igual
modo, puntualizan ideas del trabajo con base en lo que estan haciendo, con lo
cual presentan una adaptabilidad a los cambios. Esto denota elementos
transversales importantes porque los alumnos se acoplan a las condiciones del
medio, reconocen su progreso Yy aceptan las transformaciones sugeridas en
el primer avance.

Fase 2. Introduccién de conceptos o procedimientos. En este segundo avance,
los alumnos exponen el trabajo matematico y las relaciones entre los datos y la
gréfica.

Entrevistador: A ver, ¢por qué creen que tiene claridad de lo que estan haciendo?
Vania:  Porque nos hemos interesado en el tema y através de los datos, de
los graficos y todo eso vamos entendiendo lo que hacemos...
describiendo la relacion.
Patricio: Y llegamos finalmente a la funcion, que era lo que nosotros
esperabamos.
Entrevistador:  ¢En qué parte del proyecto se encuentran ya analizando datos?
Pancha:  En la dltima.
Patricio:  En lo altimo, estableciendo las conclusiones, encontrando el modelo y
las conclusiones.

El entrevistador les solicita a los alumnos que clarifiquen los conceptos o
procesos. Ellos plantean que han graficado los datos, lo cual les ha
permitido entender lo que estdn haciendo en la descripcion del modelo, donde
han descrito relaciones matematicas. Se destaca el uso de representaciones,
donde los alumnos recurren a la representacion grafica para describir el
modelo y para explicar lo que estan proyectando. Dicho aspecto es primordial
porque las investigaciones sefialan que en el trabajo con problemas, en particular
con las funciones, se vuelve central el transito por diferentes representaciones
(Janvier, 1987; Font, 2001a; Font, 2001b). Aunque se reconoce que resulta
dificil de lograr, “la conversion de representaciones es un problema crucial en el
aprendizaje de las matematicas” (Duval, 2002, p. 318).

El entrevistador vuelve a retomar la pregunta sobre los aspectos
matematicos para centrar la conversacion. Se requiere que los alumnos
puntualicen los conceptos y procesos trabajados.

Entrevistador:  Ahora, ¢tienen claridad de los conceptos matematicos que estan en
juego? ;Qué conceptos matematicos han considerado relevantes?
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Entrevistador:
Pancha:
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Las funciones lineales, por tramo.

Expliquen claramente los conceptos utilizados en el trabajo.

El ajuste de datos se ajusta a una lineal, observando la gréfica es como
el mejor ajuste.

También la interpolacion, para los datos que nos faltan.

Los alumnos ponen en evidencia que han transitado por distintas
representaciones, desde los datos a la gréfica y desde la gréafica al modelo y
viceversa, cuando plantean que han efectuado un ajuste lineal y han vuelto a la
grafica. Reconocen al lineal como mejor ajuste para describir el modelo;
identifican el tipo de funcion que logra dar respuesta al problema; muestran
conciencia del enfrentamiento con la funcién matematica, a partir del ajuste de
datos y de la gréafica, y aportan un concepto mateméaticamente potente, la
interpolacidn, el cual no es tratado en los programas de estudio vigentes en

Chile.

Entrevistador:
Pancha:

Patricio:

Entrevistador:

Todos:

Qué bien. ¢Qué dificultades han tenido en este trabajo?

Encontrar la informacién méas antigua, desde el 2000 hacia aca,
porque...

Eso también, porque nosotros al principio deciamos que era dificil
predecir; después nos dimos cuenta que no era tan dificil.

Bien. ¢Hicieron un esquema para ver qué les quedaba pendiente y
cdmo iban a seguir?

Si.

La figura 3 ofrece un resumen organizado de los elementos presentes en esta

fase.

Conciencia de enfrentamiento
con los datos en la bisqueda
\l/ del modelo.

Planificacion de los datos

Representacion grafica de datos
Conceptos matematicos

\L Funciones lineales
Ajuste, interpolacion

Busqueda de la funcion que se ajusta a los datos

\L Preocupacién por la

- o]¥ da del model
Modelo matematico tsqueda def modelo

Figura 3. Conceptos y procedimientos introducidos en la segunda fase.

La figura ilustra cinco ideas centrales que surgieron de la entrevista:
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1) organizacion de los datos; 2) representacién grafica, que conduce a; 3) los
conceptos matematicos que los alumnos han puesto en juego —como
las funciones linealesy por tramo—; 4) la necesidad de realizar un ajuste
que permita la busqueda de la funcién de mejor ajuste para describir el modelo;
(5) preocupacion por hallar el modelo y de interpolar para datos que faltan.

Fase 3. Estructuracién de los conceptos matematicos. De los datos al modelo.
El siguiente episodio revela la forma en que los estudiantes los conceptos y
procesos que les han permitido modelar la situacion.

Entrevistador:  ¢Cémo han tomado la decision de una funcién lineal?

Pancha:  Ajuste.

Vania: Interpolacion.

Patricio:  Interpolacion lineal.

Pancha:  La funcién es por tramo.

Entrevistador:  Funcién por tramo, ¢por qué? ¢Tienen claridad de lo que tienen que
modelar o no?
Todos:  Si.

Pancha:  El consumo de marihuana a nivel comunal.

Patricio:  Comuna y regional lo tenemos ahi.

Pancha:  Hemos aplicado todo lo que hemos estado trabajando en clases. Para el
problema que estamos trabajando en el proyecto utilizamos los
conceptos que vamos pasando.

Patricio: Lo hemos aplicado en el proyecto, estudiando cémo va la grafica y con
el ajuste lineal se acerca a los datos, pero hasta cierta parte... después
cambia.

Entrevistador:  ¢Cdémo se acerca?

Patricio:  Se acerca a los datos que tenemos, los reales.

Vania:  También hicimos un ajuste cuadratico por ver qué pasaba... y se aleja.

Los alumnos insisten en que la funcion lineal sirve como un buen ajuste
para el tratamiento de los datos. Cuando presentan un analisis sobre las
diferentes graficas que tienen elaboradas para mostrar su comportamiento,
argumentan que dicha funcion es el mejor ajuste porque no se aleja de los datos
reales; de igual manera, justifican porqué decidieron considerar un modelo lineal
por tramo.

Uno de los aspectos mas importantes en este fragmento ocurre cuando los
alumnos reconocen el concepto de funcion al plantear: “con el ajuste se acerca a
los datos, pero hasta cierta parte... después cambia”. La idea que esta explicita
en este relato pone en evidencia su dominio para identificar las condiciones y
restricciones del problema a partir de los datos reales.

Fase 4. Aplicacién con respecto a los conceptos y la interpretacion de
resultados. En esta fase, los alumnos explican algunos resultados desde el
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punto de vista matematico, con lo que muestran claramente una proyeccion de
los datos.

Entrevistador:  ;Podrian explicar algunos resultados matematicos? ¢Tienen alguna
idea mas o menos de las conclusiones a que estarian llegando?
Vania:  Disminuye.

Pancha:  Ah, que va aumentando.

Patricio: Es que a nivel regional nosotros nos dimos cuenta de que va
disminuyendo el consumo de marihuana, pero a nivel comunal pasa
diferente... iba aumentando.

Entrevistador:  Ya. A ver, ¢va disminuyendo el consumo de marihuana a nivel
regional?

Patricio:  Si, porque el primer grafico, que podria ser como una parabola, es
a nivel regional, y el segundo gréfico a nivel comunal... se refiere a la
comuna de Talca.

Pancha: Y ese es el que va aumentando.

Entrevistador: ¢ Dijiste una parabola? ;Cémo, si decian que era lineal, por tramos?

Patricio:  Pero con el ajuste es mas lineal. Hicimos el ajuste cuadratico y se
alejaba... Era dificil ajustar y predecir todo eso. Después nos
dimos cuenta que no era tan dificil porque fue algo diferente salir de la
rutina de matematicas de las clases, de los ejercicios. Hemos hecho
cosas diferentes.

Respecto a la forma en que los alumnos han utilizado los conceptos
matematicos para establecer proyecciones, explican el comportamiento de
los datos a partir de la interpretacion grafica y del modelo que han elaborado y
refinado. Presentan la idea de proyeccion ocupando la grafica y los datos, donde
ponen en evidencia la idea de crecimiento y decrecimiento mediante la
interpretacion de las variables del estudio y el establecimiento de relaciones.
Afirman que tuvieron dificultades iniciales y reconocen sus limitaciones y
progreso para entender el ajuste y la prediccion, si bien durante el trabajo han
podido ir aclarando tales conceptos.

3.1.4. Resultados del anélisis respecto a las capacidades desarrolladas en el
segundo ciclo de aprendizaje

El segundo ciclo permite apreciar de manera clara las capacidades de tipo
cognitivas en un grado mayor al del primer avance, ya que los alumnos han
podido trabajar los datos con miras a formular el modelo matematico de mejor
ajuste.

Capacidades cognitivas. Se destacan capacidades conceptuales, al haber un
reconocimiento explicito del tipo de funcién que permite modelizar la situacion.
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Los alumnos reconocen los conceptos que estan en juego a partir del ajuste de
datos, como la funcién lineal y por tramos, lo cual hace que den respuesta al
problema real. Defienden esta idea apoyandose en la representacion gréfica y en
los datos de la tabla.

Asimismo, hay un elemento importante que nace del dialogo, cuando los
alumnos refieren el ajuste de datos a una lineal es bueno porque no se aleja
de los datos reales; consideran relevante el concepto de interpolacion lineal, ya
que les ha permitido buscar los datos que les faltaban, Su objetivo central es la
busqueda de un modelo para proyectar y predecir, sin perder de vista en ningln
momento el problema real, especificamente cuando plantean que su modelo se
ajusta bien a datos reales. Los conceptos que han puesto en juego e identifican
como esenciales para resolver el problema real son: ajuste de datos lineal y
cuadratico, funciones lineales, idea de dominio, idea de interpolacion para
encontrar datos, funcién por tramos e idea de crecimiento y decrecimiento.

Respecto de los elementos procedimentales, destaca que los alumnos usan
tablas de valores y la representacion gréafica de los datos. Ocupan como
estrategia el ajuste a partir de los datos y la grafica, lo cual les ha
permitido llegar a la funcién de mejor ajuste a los datos del problema,
reconociendo también el dominio y recorrido de la funcién. Tal aspecto resalta
en este nivel de ensefianza, puesto que las investigaciones muestran que los
alumnos no comprenden dicho concepto cuando llegan a primer afio de
universidad, y presentan obstaculos en el transito por diferentes representaciones
(Aravena, 2002). Aqui coincidimos con la investigacion de Cantoral y Farfan
(1998) cuando plantean la importancia de transitar por diferentes
representaciones, principalmente porque la tendencia a estudiar este concepto en
secundaria es eminentemente algoritmica.

En el caso de que se logren incorporar elementos visuales como parte de la
actividad matematica al enfrentar problemas, entonces se suele manejar la
funcion no sélo como objeto, lo que ya es un gran logro, sino que ademas
pueden transitar entre los contextos algebraico, geométrico, numérico,
iconico y verbal con cierta versatilidad (Cantoral y Farfan, 1998, p.356).

Sobre los elementos autorreguladores, hay algunas ideas clave del proceso
de modelizacion. Entre las que se explicitan estan el reconocimiento y la
necesidad de ajustar los datos reales para encontrar la funcién matematica mas
aproximada a la situacion; aqui se evidencia una conciencia clara de
enfrentamiento con la funcién matematica a partir de la gréfica. Estos elementos
potencian la capacidad matematica de los estudiantes; las investigaciones
sefialan que el transito por diferentes representaciones, asociadas al concepto
de funcién, coloca en funcionamiento diferentes procesos cognitivos que
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permiten comprender el concepto desde diferentes perspectivas (Janvier, 1987;
Romberg, T.; Carpenter, T. & Fennema, E.; (1994); Schwartz & Dreyfus, 1995;
Font, 2001b). Respecto de la idea de ajuste y prediccion, ha sido puesta en
escena como un elemento central en la modelizacidon de situaciones reales, y
sobresale dentro del trabajo matematico en secundaria porque conduce a una
comprension mas profunda “hacia la nocion matematica de lo analitico”
(Cantoral y Farfan, 1998, p.368).

Comunicacion matematica: Los elementos comunicativos aparecen en todo
el ciclo de aprendizaje y ponen en juego los siguientes aspectos: describen e
interpretan resultados; clarifican resultados a partir de gréficas; explican
procesos matematicos en la busqueda y descripcion del modelo, y
explicitan resultados alcanzados en los andlisis. Los alumnos manifiestan
dificultades iniciales al explicar el concepto de interpolacion cuadratica,
ajuste y prediccién. ElI desarrollo de dichos aspectos tiene gran valoracion
en este trabajo, ya que la comunicacion de ideas matematicas es la menos
trabajada en la ensefianza de las matematicas (Alsina, 1998; Aravena, 2001).

Elementos metacognitivos: En este ciclo se distingue la interrelacion entre
los contenidos trabajados y la probleméatica de estudio, ya que hay
diferentes caminos para enfrentarse a la solucion. Los alumnos muestran
una plena conciencia tanto de lo que tienen que modelar como de la idea de
proyeccion y prediccion de los datos, que se encuentra en todo el discurso.

Elementos transversales: Los alumnos revelan en el ciclo de aprendizaje
los siguientes elementos: asumen reconocen sus aciertos y limitaciones,
especificamente en la idea de prediccién al identificar dificultades iniciales;
tienen conciencia de su progreso y responsabilidad en los compromisos
adquiridos, como la transformacion y aceptacion de las sugerencias que les hizo
el profesor; se plantean las dificultades en el trabajo de campo, de manera
particular en la busqueda de datos; muestran autonomia en la toma de decisiones,
al adaptarse a los cambios de acuerdo con la informacién que iban obteniendo,
y asumen las limitaciones en los aspectos tedricos y técnicos de lo que les faltaba
en el proyecto. Ademas, se distingue una actitud positiva hacia la matematica,
al reconocer su utilidad para resolver problemas reales.

En la tabla Il mostramos un resumen de las capacidades de indole
cognitiva conceptual (CC), procedimental (CP), de autorregulacion (AUT) y de
comunicacién matematica (COM) que manifestaron los estudiantes en cada una
de las fases de la entrevista.
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TABLA II.
Capacidades cognitivas en el segundo ciclo de aprendizaje (parte 1)
Fase 1 Fase 2 Fase 3 Fase 4

C Sistemas de Organizacion de Interpretacion de

Cc representacion conceptos conceptos
(1) Utilizacion de (1) Idea de ajuste para | (2) Interpretacion de la
sistemas de el tratamiento de los variables del estudio.
representacion. datos. (3) Interpreta idea de
Reconocimiento de (2) Idea de crecimiento.
conceptos. interpolacion para Representacion.
(2) Reconocen el tipo datos que faltan. (5) Reconocimiento de
de funcion que permite | (3) Identifica funcion la importancia de
modelizar la situacion. por tramos. representacion grafica.
(3) Reconocen los (4) Identifican la Reconocimiento de
conceptos en juego que | variable dependientey | conceptos
les permite resolver el lo que quieren (6) Reconocen que es
problema. modelar. posible hacer un ajuste
Conceptualizacion cuadrético.
(4) Idea clara de
funcion lineal y por
tramos.
(5) Idea clara de ajuste
de datos.
(6) Reconocen el
significado de
interpolacion.

C | Estrategias Organizacion e Organizacion e Estrategias

P | utilizadas interpretacion de la interpretacion (1) Utilizacion como

Transforma- | informacion (1) Idea clara de la estrategia de analisis la
cion del (1) Representacion representacion grafica | representacion grafica.

proyecto de
acuerdo a las
necesidades
detectadas
para el
analisis.

grafica de los datos del
problema.

(2) Lecturae
interpretacion de
graficas.

Utilizacién de métodos
(3) Se reconoce la
necesidad de realizar un
ajuste de datos.

de la situacion.
Matematizacion.

(2) Se buscan
relaciones
matematicas.

(3) Realizacion de
interpolacion lineal
para datos que faltan.
Ajuste de datos.
Estrategias utilizadas.
(4) Utilizacién como
estrategia de andlisis la
representacion

grafica.

(5) Idea de proyeccion
de los datos a través de
la gréfica.

(6) Relacion entre los
datos y la gréfica.

(2) Idea de proyeccion
de los datos a través de
la gréfica.

(3) Relacion entre los
datos y la gréfica.

(4) Idea de creciente y
decreciente.
Matematizacion.

(5) Se trabajan los
conceptos matematicos
algoritmos y
propiedades.
Interpretacion.

(6) Integracion de
conocimientos mediante
la lectura de graficos.




80

MARIA ARAVENA ET AL.

TABLAII.
Capacidades cognitivas en el segundo ciclo de aprendizaje (parte 2)
Fase 1 Fase 2 Fase 3 Fase 4

A Utilidad y aplicabilidad | Utilidad y

U de los conceptos aplicabilidad de los

T (1) Conciencia de conceptos
enfrentamiento con la (1) Reconocen el
funcién matematica a ajuste para encontrar la
partir de la grafica. funcion.
(2) Reconocimiento de (2) Relacion entre los
la necesidad de ajustar conceptos trabajados
los datos reales. en clases y los
Estructuracion de los utilizados en el
conceptos. proyecto.
(3) Conciencia del (3) Reconocen que
enfrentamiento con los aplican los conceptos
datos en la busqueda del | estudiados en clase
modelo.

C Explicitacion de Métodos y procesos Explicitacion de

o métodos Explicitan qué saben procesos y resultados

M Explicitacion del sobre lo que van a Explicitacion de
proceso seguido: datos, | modelar resultados alcanzados en
graficos y funcién. los analisis.
(2) Se explicita el (2) Se explicita el
proceso en la busqueda proceso seguido en el
del modelo matematico. trabajo con gréficos y
Explicitacién de datos.
resultados
(3) Explicitan qué
buscan en el modelo.

3.1. 5. Exposicion oral

Esta etapa es considerada como una de las mas importantes en el trabajo de
proyectos debido a que los alumnos efectGan un resumen del informe escrito
que refiere su labor durante todo el proceso. Se presenta cada una de las fases
de acuerdo con el modelo.

Fase 1. Exploracion del problema. Presentacion global de la investigacion. Los
estudiantes hacen una exposicion del problema investigado.

Pancha:  Bueno, ahora les vamos a presentar nuestro proyecto, que se trata del
consumo de la marihuana en la juventud. Ordenamos nuestro trabajo
en los siguientes puntos: fundamentacién, objetivos y andlisis de los

datos y conclusiones.

En la comunicacion del tema de trabajo explican la forma que seguiran en
su exposicion.
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Fase 2. Introduccion de conceptos y procedimientos. Lenguaje técnico

Pancha:

La preparacion de la marihuana es a base de hoja seca, flores y también
de una planta llamada cannabis, que es de la familia del cafiamo.
Actualmente, la marihuana es prensada con kerosene y bencina, que la
hace mucho mas perjudicial para la salud.

Bueno, dependiendo de la clase de la marihuana y del estado animico
de la persona, los efectos son mareo (...), confusién, miedo y ansiedad
(...). Otra cosa importante es que las personas que generalmente
tienden a consumir marihuana son jévenes de riesgo social y que tienen
problemas familiares, como la soledad, y también el maltrato.

Se interpreta la informacion tedrica del problema, asi como se manejan
conceptos que atafien a la temética del estudio. Los alumnos los interpretan y los
relacionan con la problematica social y los dafios que causa, lo cual muestra que
han seleccionado y analizado la informacidn recopilada.

Vania:

Todos los factores antes mencionados son los que crean la cultura
de cada persona. Si son manipulados en forma inapropiada el joven
puede caer en el consumo de drogas (...). Ahora, el consumo de drogas
en los jovenes ha aumentado considerablemente y eso se debe
principalmente... Un factor importante es que los jovenes estdn como
descuidados emocionalmente por sus familias, y se siente la gente
mas pobre discriminada porque no tiene las oportunidades
socioculturales de otras personas y las consecuencias se ven,
generalmente, en su rendimiento escolar porque disminuye y se crean
eh... jovenes socialmente aislados.

Los alumnos asumen una critica respecto a las escasas oportunidades
que tienen los jovenes en la Region del Maule y de la problemética
social que se presenta en los méas pobres. Ademas, regresan a la exploracion del

problema.
Vania:

Los objetivos de nuestro proyecto son: 1) conocer la magnitud del
consumo de drogas en la poblacion escolar; 2) utilizar las matemaéticas
en este experimento a nivel del liceo; 3) ocupar las funciones para
apreciar el consumo de los siguientes afios. También se busca: 4)
emplear el proyecto como forma de prevenir el consumo de drogas
en los jovenes escolares; 5) reconocer la utilidad y la importancia del
estudio matematico en el andlisis del consumo de drogas en el liceo, en
la comunay la region.

Aqui, hacen una exposicion detallada de los objetivos del estudio —tanto los
matematicos como los no matematicos— y dan a conocer a la audiencia lo que se
pretende con el proyecto y el impacto que tendra si se divulga. Muestran una
valoracion de las matematicas para resolver problemas y reconocen que, a
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través de sus conceptos, como las funciones, pueden modelizar la situacion y
proyectar, con lo cual perfilan una vision estratégica de futuro.

Fase 3. Apropiacion de la estructura. Presentacion de datos, graficos y
explicitacion y formulacion del modelo

En esta fase, los alumnos presentan los datos y graficos que elaboraron para
abordar la prevalencia del consumo de marihuana en la poblacion escolar en
la VII Region del Maule.

Patricio:  El primer grafico que nosotros hicimos fue el de la prevalencia del
consumo de marihuana en la poblacidn escolar en la VII Region. Aqui
podemos ver que entre los afios 1999 y 2001 tuvo un aumento el
consumo. El porcentaje de personas que consumen marihuana va de un
8.7 a un 8.8, ya eso tuvo una elevacion; entre los afios 2001 y 2003
disminuyé deun 8.8aun8.1yaun7.8(...).

Tabla de datos
Prevalenciadel consumo de

ano X y(%) marihuana en la poblacion escolar-
1999 1 87 Regién del Maule
2000 2 8,75 14
2001 3 8,85 g 12
2002 4| 811 3 '] ——— .
2003 5 7,77 g 6 * Seriel
2004 6 7,42 ; g,

0 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7afos

Figura 4. Representacion gréafica a partir de los datos de la tabla.

Patricio:  Bueno, la prevalencia del consumo de marihuana en la comuna de
Talca. Aqui podemos ver que entre los afios 1999 y 2001 tuvo un alza
de un 8.7 a un 9.40% de consumidores, mientras que entre los afios
2001 y 2003 el alza fue de un 9.40% de consumidores a un 10.4%.
Como podemos ver en la comuna de Talca, la recta va ascendente, esto
quiere decir que el porcentaje de alumnos que consumen marihuana
aumenta a medida que transcurre el tiempo.

En la interpretacion que realizan a partir de los datos y el apoyo de la
grafica, se nota la descripcion del proceso de modelizacion, no perdiendo de
vista el problema real. Realizan comparaciones de los datos en los diferentes
tramos de la curva, estableciendo una idea de proyeccion de los datos.
Comunican resultados de acuerdo al comportamiento de éstos y establecen
relacion entre los conceptos matematicos y el problema de estudio.
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Explicacion y formulacion del modelo: Los alumnos describen el proceso que
llevaron a cabo para obtener los modelos matematicos; asimismo, explican los
conceptos matematicos que emplearon y los procesos y métodos seguidos al
formularlos.

Pancha: Bueno, a través de los gréaficos que ‘Pato’ presentd anteriormente,
pudimos obtener dos modelos matematicos. EIl primero, que se nota
aca, es el que obtuvimos para la VII Regi6n: como la recta era una
ascendente y una descendente, sacamos dos tramos. Es asi que para el
tramo entre 0 y menor o igual a 3 nos dio f (x) =0,05X +8,65,Y en el
tramo que es menor a 3, es decir que el afio 2001... 2003 perdén,
mayor que 3... 2001 en adelante nos dio: f(x) =-0,345X +9,49.

En cuanto a la prevalencia del consumo en la comuna de Talca, como
vieron la recta, era ascendente, donde pudimos nosotros realizar el
ajuste lineal. A partir de esto nos dio la funcién f(x) =0,5X +8,9.

Bueno, estos datos nos permitieron decir el porcentaje del consumo de
afios desconocidos, como lo eran el 2000 y el 2002, y poder predecir el
consumo de afios posteriores.

Dentro de los aspectos méas importantes que surgen en el didlogo
sobresalen: 1) utilizacion del sistema de representaciones; 2) explicitacion de las
variables matematicas en la organizacion de los datos, en las gréficas y la
relacién de dependencia entre ellas; 3) analisis y descripcion de la informacion, a
partir del comportamiento de los datos y la grafica, donde los alumnos van
mostrando como llegaron a modelizar la situacion; 4) comunicacion de
resultados sobre el consumo en diferentes afios, donde los alumnos explican
claramente el comportamiento de la grafica en su aumento y disminucién por
intervalos de tiempo. Destacan nociones como pendiente, porcentaje, idea de
proyeccion, variables, funciones por tramos, ajuste lineal y proyeccion de datos.
Una idea que destaca en la exposicion alude al reconocimiento de la idea de
interpolacion lineal, donde los alumnos evidencian la comprension del
significado y su utilizacion practica, ya que les permite solucionar el problema
de los datos que faltan.

Fase 4. Aplicacién. Del modelo a las conclusiones. Interpretacién de resultados
y su relacion con el problema de estudio

A continuacion, los alumnos informan sobre las conclusiones y establecen
comparaciones tanto a nivel comunal como regional; de igual modo, organizan
la informacién que da respuesta a uno de los objetivos.

Vania:  Con los datos recopilados a nivel comunal y regional se puede apreciar
y concluir que el consumo de marihuana en la juventud va en aumento
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en nuestra comuna a medida que transcurre el tiempo (...) En cambio,
en la regién, al analizar los datos sucede todo lo contrario. Como puede
verse en la funcién por tramos, que tiene como objetivo principal
predecir el consumo de marihuana en la juventud para afios posteriores,
y ademas encontrar los datos desconocidos, como son los afios 2000 y
2002. A partir de esto, se puede predecir una lenta disminucién en el
consumo a nivel regional, siempre y cuando las condiciones de la
region se encuentren en forma similar.

Dentro de las conclusiones, los alumnos revelan una idea clave sobre el
proceso de modelizacion matematica, al plantear que el modelo sirve para
predecir si las condiciones se mantienen. Establecen una relacion entre uno de
los objetivos y el modelo matematico; asimismo, explicitan una proyeccién de
los datos. La figura 5 ilustra un esquema que organiza los elementos que los
alumnos han manejado al presentar los resultados, al igual que muestra la
estructuracion que le han dado a los conceptos y procesos y a la formulacion del
modelo.

—‘ Problema real }

Interpretacion del problema

Representacion de datos y graficos
Presentacion de condiciones
Anélisis de las representaciones gréficas
\l/ Variables mateméticas
Ajuste de datos  Descripcion de funciones por tramo F) = 006x+8.7, six<3
Ajuste linal M= 03sx190, six>3
Funciones lineales ' Y

Idea de crecimiento y decrecimiento
Idea de pendiente
Interpolacion lineal

Descripcion y formulacion del modelo

Explicacion en la formalizacion del modelo
de acuerdo a los subproblemas

Proyeccion de datos (y validacion) ~—— >

Figura 5. Elementos descritos en la presentacion de resultados
y formulacién del modelo

En la figura se muestran los elementos centrales que han puesto en
juego los alumnos, entre los que destacan: 1) interpretacion del problema real y
sus condiciones iniciales, pues aparecen los datos del problema y sus
representaciones gréficas, que dan cuenta como se comporta el fenémeno; 2)
analisis de las representaciones graficas y descripcion de las variables
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matematicas; 3) ajuste de datos a una funcion por tramos, pues se describen el
ajuste lineal, las funciones lineales que responden el problema matematico y
la interpolacion lineal para los datos que faltan; 4) descripcion y formulacion
del modelo, donde los alumnos manejan una explicacion de acuerdo con los
subproblemas; 5) proyeccidn de datos y validacidn, lo cual lleva a dar respuesta
al problema real.

3.1.6. Resultados del andlisis. Capacidades desarrolladas en la exposicién oral

En esta etapa hemos constatado que un trabajo de proyectos que se basa en la
modelizacion ayuda a que los estudiantes desarrollen una serie de capacidades,
las cuales no so6lo les permiten apreciar la utilidad de la matematica, sino
también desarrollar capacidades de orden superior.

Capacidades cognitivas: Las capacidades cognitivas mas relevantes de los
estudiantes fueron las siguientes:

1. Dotan de significado a los conceptos y procesos matematicos, al
relacionarlos con la problematica real, con lo cual formulan el
modelo que da respuesta a la situacion.

2. A través de la obtencion de su modelo, han podido conjeturar lo
que pasara con el tiempo si se mantienen las mismas condiciones.
Este hecho resulta relevante en un trabajo matematico porque
permite la proyeccion del conocimiento a través del lenguaje
algebraico.

3. Desde el punto de vista de la resolucion de problemas de
modelaje, lograron aislar las variables que necesitaban para poder
formular el modelo y dar respuesta a su problema de estudio. Este
es un cambio importante en el aprendizaje porque ha permitido
una adquisicion del lenguaje algebraico para representar
situaciones reales.

4. Respecto al problema de estudio, los alumnos adquieren un
dominio del lenguaje técnico y algebraico que fue incrementando
sus ideas iniciales. Con ello, desarrollan un trabajo matematico
preciso y coherente, tanto del lenguaje algebraico como de las
propiedades y procesos algoritmicos.

5. Dan sentido a las relaciones funcionales que habian determinado
mediante el proceso de evaluacién de datos en el modelo, y
verifican y establecen proyeccion a futuro.
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6. Las representaciones estan siempre presentes en el trabajo. Al
apoyarse en ellas, los alumnos interpretan los datos y establecen
comparaciones, pasando de una representacion a otra.

7. Hacen generalizaciones y exponen como modelo una funcién por
tramos que definieron muy bien matematicamente, que da
respuesta al problema. Esto es primordial para quienes se inician
en un trabajo matematico, incluyendo a los de secundaria.

8. Seleccionan y manejan la informacion, pues se pudo constatar que
eligieron los datos mas relevantes. Ademas, muestran un
desarrollo organizado al identificar un problema concreto para el
estudio, asi como para la basqueda y seleccion de la informacion;
planifican las tareas a realizar; estructuran los conceptos
matematicos en juego, y formulan el problema en términos
matematicos y la solucion al problema real.

Capacidades metacognitivas: Los alumnos pusieron de manifiesto un desarrollo
del pensamiento estratégico, en el que detectamos:

a) Vision de futuro. El grupo posee una capacidad visionaria para
solucionar su problema. Desde la generacion de la idea, que se
noto6 en las entrevistas, tenian claro hacia dénde iban a dirigir sus
esfuerzos. Su exposicién oral dejé constancia de que se
encontraban en un nivel distinto al de la generacion de la idea

b) Analisis critico de la informacion. Este es un aspecto esencial en
la modelizacién, pues el aprendizaje a través de la modelizacién
desarrolla un analisis critico de ella (Alsina, 1998, Aravena,
2001). EI grupo clasificé y selecciond la informacién disponible,
asi como efectu6 la busqueda de datos, seleccidn, andlisis y
relacién entre las variables que les condujo a la formulacion del
modelo matematico. Con ello, el grupo pudo resolver el problema
desde la base del conocimiento disponible, lo cual coincide con
investigaciones que refieren que la modelizacién provoca una
aproximacion investigativa de la problematica estudiada (Alsina,
1998).

Aspectos transversales. Hubo un desarrollo manifiesto de la autonomia. En tal
aspecto coincidimos con investigaciones que ponen en evidencia que, a través de
los proyectos, los estudiantes despliegan sus propias opiniones, argumentan sus
decisiones e incrementan su actitud critica y dialogante (Abrantes, 1994;
Aravena, 2001). En los analisis que hemos realizado pudimos constatar dichas
manifestaciones en los alumnos. Ademd&s, desarrollaron capacidades
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interpersonales e intrapersonales al enfrentar el trabajo con responsabilidad,
asumieron las tareas y compromisos, y superaron las dificultades, fracasos y
situaciones que se le presentaron en la basqueda de la informacion y datos para
elaborar su trabajo. Podemos asegurar que el trabajo matematico a través de la
modelizacion de situaciones inculca claramente en los estudiantes una actitud
positiva hacia la matematica. Destacamos la valoracion que el grupo hizo de la
modelizacion como proceso matematico Util para resolver problemas reales
(Alsina, 1998).

3.1.7. Dificultades en el trabajo de proyectos

En los analisis descritos se pudo apreciar que los alumnos tuvieron algunas
dificultades iniciales para llevar adelante la tarea. En el primer avance, sus
mayores conflictos fueron organizar tanto la informacion disponible como el
marco tedrico que sustentaba el problema, al igual que la obtencion de datos.
Tuvieron que superar una serie de obstaculos al enfrentarse al medio externo (lo
cual suele generar desmotivacion y pérdida de tiempo), no estaban claros los
aspectos matematicos; aunque sabian hacia donde dirigir los esfuerzos, no
habian determinado lo que querian modelar. Fue necesario que los alumnos
acudieran a un segundo encuentro con el profesor para que los centrara en el
trabajo y los guiara hacia lo principal, que era la formulacion del modelo para
solucionar el problema.

3.1.8. La actividad matematica en procesos de modelizacién

En la linea de lo que significa trabajar con modelos matematicos y procesos de
modelizacion, resalta la forma en que el grupo pasé por las diferentes etapas:

1) Interpretacion de datos y condiciones del problema: Mediante
problemas concretos, los estudiantes identificaron las restricciones
y condiciones del problema. Utilizaron diferentes sistemas de
representacion para describir el fenémeno, con lo que pudieron
transitar de una representacion a otra.

2) Matematizacion: Los estudiantes describieron  relaciones
matematicas que interpretaban el problema, desarrollaron
algoritmos y propiedades, asi como formularon el modelo
matematico que daba repuesta a la situacion.

3) Validacion vy verificaciéon del modelo: Los alumnos fueron
capaces de establecer una relacion entre los datos y el problema
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real, evaluando datos del dominio; ademads, instauraron
predicciones mediante la evaluacion de nuevos datos, adecuandose
a las condiciones del problema. En un proceso de modelizacion tal
aspecto es importante porque permite validar el modelo que
explique nuevos datos, ya sea de manera exacta 0 muy
aproximada.

4) Comunicacion matematica: En todo momento los alumnos
presentaron argumentos de los conceptos utilizados y de los
procesos desarrollados; asimismo, dieron interpretaciones técnicas
y matematicas de datos y las soluciones, y explicitaron en detalle
los conceptos y procesos que les permitieron dar respuesta al
problema real (Aravena y Caamafio, 2007).

4. CONCLUSIONES E IMPLICACIONES DIDACTICAS

Los resultados y andlisis han permitido corroborar que un trabajo sustentado en
la modelizacion prepara a los estudiantes para que tengan una participacion
activa en el ambito social y cultural. Esta forma de trabajo permite que
adquieran una visién integrada de la matematica, reconozcan su utilidad para
resolver problemas del medio, ademas de que comprendan y valoran la utilidad
de los conceptos y procesos. Dicho aspecto cobra relevancia porque una de las
dificultades en el aprendizaje de la matematica radica en la comprension y la
utilidad de los conceptos cuando se presentan fuera de contexto.

También este tipo de trabajo fomenta la expresion de ideas, permite acceder
a la informacién y adquirir elementos de juicio para opinar criticamente sobre
los acontecimientos que se exponen. En tal sentido, trabajar proyectos a través
de la modelizacion ha sido positivo para el grupo, ya que les ha ofrecido la
posibilidad de desarrollar sus potencialidades al enfrentarse a un problema real,
cercano a su entorno, y utilizar el conocimiento matematico disponible.

Dentro de las implicaciones didacticas, podemos sefialar que un trabajo de
este tipo:

1) Ofrece una vision integrada de las matemaéticas que permite
comprender y valorar la utilidad de los conceptos y procesos en un
mundo cada vez mas matematizado.

2) Hace que se entiendan los fendmenos mediante la descripcion de
relaciones cientificas (formulas, proyeccion, ajuste, interpolacion).
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3) Dasignificado a los conceptos y métodos matematicos, apreciando
la aplicabilidad de los conceptos, la utilidad de las
representaciones graficas y de la manipulacion algebraica en la
descripcion matematica del fenémeno en estudio.

4) Realza el aspecto formativo de la matematica, estimulando el
interés por el descubrimiento.

5) Fortalece el trabajo en equipo y la discusion.

6) Prepara a los alumnos para enfrentar y superar dificultades en el
medio externo.

Por ultimo, destacamos que esta experiencia no permite establecer
generalizaciones; sin embargo, la categorizacién que se ha utilizado en los
analisis, a partir de las investigaciones descritas, consiste en un punto de partida
para disefiar propuestas enmarcadas en proyectos, de tal manera que se puedan
validar los resultados en condiciones similares. Pensamos que un trabajo en esta
linea resulta prometedor para superar las deficiencias que tiene la educacién
secundaria en la Region del Maule y el pais de Chile.
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