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ALCANCES DE LA TEORIA DE VERGNAUD EN LA
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SCOPE OF VERGNAUD’S THEORY IN THE REPRESENTATION OF A COMPLEX
ENGINEERING PROBLEM

RESUMEN. Con el propésito de implementar tareas que apoyen a un grupo de estudiantes a
construir el significado de la convergencia de la serie de Fourier, en esta investigacion se estudia
su vinculacién con un problema relativo a situaciones que describen un fenémeno de transferencia
de masa hasta alcanzar el estado de equilibrio.

En la realizacion de las tareas, se lleva a cabo un analisis de las representaciones del grupo sobre
coémo entiende y soluciona problemas tocantes a este objeto matematico, retomando aspectos que
plantea Vergnaud en estudios de operaciones bésicas en la educacion primaria. Los resultados
destacan concepciones aisladas de ambos contextos y dificultades en el conocimiento de las
ecuaciones diferenciales que rigen al fendmeno, asi como la implicacion de la serie de Fourier.

PALABRAS CLAVE: Convergencia, serie de Fourier, transferencia de masa, representaciones.

ABSTRACT. With the aim of implementing tasks to help a group of students to construct the
meaning of the convergence of the Fourier series, this research studies its relationship with a
problem concerning situations that describe a mass transfer phenomenon until equilibrium is
reached.

As they performed the tasks, an analysis was made of the group’s representations on how they
understand and solve problems which touch on this mathematical object, recalling aspects
mentioned by Vergnaud in studies on basic operations in primary education. The results bring to
light isolated conceptions in both contexts and difficulties in knowledge of differential equations
which govern the phenomenon, as well as the consequence of the Fourier series.

KEY WORDS: convergence, Fourier series, mass transfer, representations.

RESUMO. Com o proposito de implementar tarefas que aponham um grupo de estudantes a
construir o significado da convergéncia da série de Fourier, a presente pesquisa se estuda sua
vinculagdo com um problema referente a situa¢fes que descrevem um fendmeno de transferéncia
de massa até alcancar o estado de equilibrio.

Na realizacdo das tarefas, é realizada uma analise das representagfes do grupo sobre como se
entende e soluciona problemas relacionados a esse objeto matemético retomando aspectos
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apresentados por Vergnaud, em estudos em torno de operacfes basicas no ensino fundamental. Os
resultados desatacam concepgdes isoladas de ambos contextos e dificuldades no conhecimento das
equagdes diferenciais que regem o fendmeno, assim como a implicacéo da série de Fourier.

PALAVRAS CHAVE: Convergéncia, série de Fourier, transferéncia de massa, representacao.

RESUME. Dans I’objectif d'implémenter des tches pour soutenir un groupe d’étudiants dans la
construction de la signification de la convergence de la série de Fourier, cette recherche étudie le
rapport de cette signification avec un probléme portant sur des situations qui décrivent un
phénomene de transfert de masse jusqu’a arriver a I’état d’équilibre.

Dans la réalisation des taches, est développée une analyse de représentations du groupe, portant
sur : Comment comprendre et résoudre des problémes abordant cet objet mathématique, en
considérant des aspects exposés par Vergnaud en études sur les opérations élémentaires a I’école
élémentaire. Les résultats soulignent des conceptions isolées de deux contextes et des difficultés
par rapport aux connaissances des équations différentielles qui régissent ce phénomene et
I’implication de la série de Fourier.

MOTS CLES: Convergence, série de Fourier, transfert de masse, représentations

1. INTRODUCCION

El estudio de la serie de Fourier en situaciones caracteristicas de un fenémeno de
transferencia de masa puede ser una alternativa para abordar la ensefianza de
este concepto en el area de ingenieria quimica, estableciendo las relaciones entre
ambos tipos de contextos. Un bosquejo de la vinculacién que guarda la serie con
el proceso es la convergencia y equilibrio que alcanza el fenémeno, lo cual
justifica la determinacion de situaciones en las que ambos conceptos se pueden
ver apoyados por el nexo biunivoco que conservan.

Dentro de las matematicas, la serie de Fourier es un concepto basico en los
cursos avanzados en ingenieria, y abarca elementos que caracterizan su
complejidad tanto en su ensefianza como en su aprendizaje. Algunos de los mas
importantes son la suma infinita de las funciones trigonométricas que la
constituyen, la periodicidad de sus funciones y su convergencia. Este Gltimo
concepto concierne a la evaluacién de la serie en un punto, que se puede apreciar
en el comportamiento gréafico de la suma, cuando las componentes o funciones
sinusoidales se aproximan a una funcion; el limite de la serie corresponde a esa
funcidn en todos sus puntos de continuidad.

La transferencia de masa es un fenédmeno que se presenta en diversas
operaciones unitarias del tipo difusionales, tipicas dentro de la ingenieria, y su
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base tedrica comdn plantea que se transfiere masa de una fase fluida a otra a
través de una interfase. ElI fendmeno descrito se encuentra asociado a la
emigracion de las moléculas de un lugar a otro por la diferencia de
concentracién; tal contraste provoca la tendencia a salir de una regién y
establecerse en una zona distinta. EI proceso de transferencia de masa visto a
través de la emigracion de las moléculas tiene un limite para un tiempo que es
tedricamente infinito; ahora bien, el equilibrio que alcanza el fenbmeno con el
tiempo es referido al estado estable del proceso, donde los cambios producidos
en una propiedad transferente con respecto al tiempo ya no son significativos.
Por tanto, el movimiento de moléculas en el estado estable se debe Unicamente
al espacio de emigracion.

Bajo tales circunstancias, matematicamente existe la representacion de una
funcién que caracteriza el proceso de transferencia en el tiempo y su condicién
de equilibrio cuando el tiempo es infinito. Dicha funcion se halla intimamente
ligada con la convergencia de la serie de Fourier precisamente cuando converge
a esa funcion.

El concepto de la convergencia de la serie de Fourier se puede encontrar
desde su origen en la teoria analitica del calor, establecida por Fourier (Farfan,
1995). Esta teoria da un aporte importante, tanto para la ingenieria como para el
analisis matematico, que consiste en un estudio cualitativo y empirico del
fendmeno fisico del calor, que conduce al anélisis de la convergencia de una
serie infinita ligada a la naturaleza del fendmeno de la conduccion. Para llegar a
dicho analisis, Fourier planted la ecuacion del estado inestable y estable que
representaba al sistema estudiado. De esta forma hallé que la solucion de las
ecuaciones para ambos estados era una serie trigonométrica infinita, que ahora
se conoce como serie de Fourier.

Asi, el planteamiento de la teoria analitica del calor rige los fendmenos de
transferencia y, por tanto, constituye la base para el anélisis de un sistema donde
se transfiere masa. Esto permite que se establezcan similitudes entre el
mecanismo de estos dos tipos de transporte molecular, con el fin de identificar y
fijar los elementos que determinan el concepto en la difusion de masa, asi como
las relaciones que surgen entre la serie y su convergencia.

Entre las investigaciones en matematica educativa que han retomado la obra
de Fourier podemos citar las de Ulin (1984) y Farfan (1995), donde se realiza un
andlisis histdrico-critico sobre la conduccion del calor y la relacién entre las
temperaturas finales que alcanza un cuerpo en la etapa estable de la difusién;
asimismo, sefialan la implicacion de la convergencia de la serie Fourier en este
estado. Ambos trabajos resaltan el estado estacionario del fenémeno ligado al
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estudio de la convergencia de una serie trigonométrica infinita, y sintetizan tal
concepto en la relacion que tiene encontrar el estado estacionario a la
verificacion de la convergencia. En el estudio realizado por Farfan se analiza el
ambiente en que surge esta teoria y se disefian secuencias didacticas acerca de la
convergencia de series infinitas, atendiendo a cuestiones del planteamiento de
Fourier, con el fin de presentar una vision sobre las percepciones matematicas
del profesor en relacién con el fendmeno.

Respecto a los estudios que han dejado al descubierto las carencias del
significado de la serie de Fourier en problemas de la ingenieria, estan los de
Camarena (1993) y Muro (2000). Su propuesta consiste en destacar la
importancia de ensefiar la serie de Fourier en vinculacion con problemas
caracteristicos del area de ingenieria para facilitar su aprendizaje, de ahi que
sugieran la creacion de situaciones en un ambiente adecuado, donde el
estudiante pueda construir el significado de la serie de Fourier en temas propios
de su actividad (Muro, 2004). Por ejemplo, Muro (2000) presenta el desarrollo
de una situacion relativa a la transferencia de agua a través de un solido cuando
se hace pasar aire caliente para su secado. EI comportamiento de dicho proceso
se obtiene mediante una serie de Fourier, y las representaciones formales que lo
describen a través de la relacion reciproca entre los aspectos matematicos y los
aspectos que confluyen en la situacion o situaciones donde ocurre el proceso de
transferencia de masa. El producto de la investigacién deriva tanto del
significado que atafie al problema como del conjunto de conceptos y situaciones
gue entran en juego para ese contexto (Muro, 2004).

En correspondencia a los estudios sobre las representaciones de problemas
matematicos, Vergnaud ha enmarcado trabajos donde se enfatiza en el papel de
las diferentes relaciones en situaciones que contienen estructuras aditivas,
multiplicativas y relaciones nimero-espacio, entre otros, como los de Vergnaud
y Duran (1976), Vargas y Lopez (1988), Guerrero (1997), Vergnaud (1997),
Nunes y Bryant (1998). Dichas investigaciones han analizado los
procedimientos que los nifios emplean para resolver problemas y destacan el
estudio de los procedimientos informales —no algoritmicos— que ocupan para
llegar a soluciones correctas. Asimismo, han brindado informacién sobre la
complejidad de la jerarquia entre problemas de tal indole, asi como la diferencia
en los procedimientos de su solucién, dependiendo del grado escolar y las
demandas conceptuales que se estudian.

Las investigaciones de Vergnaud acerca de las estructuras aditivas muestran
el conjunto de conceptos y teoremas que permiten ahondar en los problemas
como tareas matematicas, bajo factores establecidos a partir de la actividad del
nifio en diversos cuestionamientos. Por tanto, el conocimiento que resulta de la
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actividad del nifio es visto como pragmético y se establece mediante la
identificacion de sus invariantes operatorias. Vergnaud (1990, 1996, 1997 y
2000) apunta que las invariantes operatorias son proposiciones que el sujeto
sostiene como verdaderas en un cierto rango de situaciones, y como categorias
que posibilitan contar con elementos para obtener informacion adecuada al
problema.

En esta linea, Flores (2003) sefiala el interés por comprender diversas
transformaciones y transiciones en el conocimiento matematico, centrandose en
estructuras aditivas que aparecen en el transito de una resolucion no-candnica
hacia una canonica y algoritmica. Por un lado, considera las caracteristicas de
los esquemas y sus componentes —propositos, reglas de accion, inferencias,
teoremas y conceptos en acto— que forman la representacion de un problema
elaborado por un individuo en el proceso de su resolucion. Por otro, las formas
de simbolizacién que también integran las resoluciones que hacen los nifios.
Ambos aspectos son el eje del planteamiento conceptual de Vergnaud.

Nunes y Bryant (1998), a partir de un analisis a varios trabajos relacionados
con lo que expone Vergnaud, afirman que las dificultades que encuentra un nifio
en la solucién de diferentes problemas se deben tanto al problema como a las
invariantes que plantea y la familiaridad con el contexto en que se inserta.
También dicen que el entendimiento de un problema depende de la vinculacion
que los nifios hacen entre invariantes y simbolizaciones; por ello, estipulan que
el desarrollo del conocimiento implica el dominio gradual de un conjunto de
conceptos y principios matematicos que derivan, a su vez, del significado de una
diversidad de problemas.

En tal sentido, las investigaciones de Vergnaud y las que toman como
referencia su marco para explicar la evolucién en el conocimiento del nifio
corresponden, en su mayoria, a trabajos efectuados dentro del nivel de educacion
primaria, con la intencién de explicar el conocimiento ante situaciones que se
generan por las operaciones aritméticas. Bonilla, Block y Waldegg (1993)
plantean que en México las investigaciones relacionadas con los planteamientos
de Vergnaud son un esfuerzo importante, pero adn incipiente, que intenta no
solo describir, sino también llegar a revelar los procesos involucrados en el
aprendizaje de los contenidos matematicos de la educacion bésica.

Referente al nivel medio superior y superior, en México se han encontrado
trabajos que se rigen por algunos aspectos que marca Vergnaud, como los de
Mufioz (1997, 2000) y Muro (2004). La investigacion de Mufioz aborda la
problematica de separacion entre lo conceptual y algoritmico en la ensefianza del
célculo integral, mostrando elementos que propician el enlace de ambos aspectos
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a través del andlisis y clasificacion de diversas situaciones problema, con lo cual
hace que el concepto de la integracion en el célculo pueda pensarse desde el
punto de vista del estudio del movimiento de un cuerpo en el nivel medio
superior. Esto es, mediante la perspectiva de la estructura relacional que tiene
lugar en esta clase de problemas, tratando de mostrar procedimientos de solucién
algoritmicos y no algoritmicos. Por su parte, Muro identifica situaciones
problema acerca de la serie de Fourier en contexto, a fin de analizar la actividad
conceptual del estudiante en términos de las invariantes operatorias que se
identifican en su esquema de conocimiento sobre dicha nocion, retomando
aspectos de la teoria de Vergnaud.

Si se repara en la problematica de la ensefianza en un nivel superior, hay que
prestar atencion a los resultados de las investigaciones de Muro (2000, 2004)
porque revelan un interés de identificar las representaciones formales de un
problema complejo como lo es el fenémeno de transferencia de masa, que
implica la aplicacion de la serie de Fourier y, con base en ello, ahonda en la
actividad cognitiva de un grupo de sujetos a través de sus representaciones en la
situacion problema.

De esta manera, las concepciones que alcanzan los sujetos en situaciones del
area de la ingenieria se pueden categorizar de acuerdo con el marco de referencia
de Vergnaud sobre las estructuras aditivas dentro de la educacién basica.

2. ANALISIS CONCEPTUAL DE LA SITUACION
PROBLEMA Y DEL PROCESO DE SOLUCION

Dentro de la diversidad de situaciones que acoge la ensefianza de la serie de
Fourier en la ingenieria, se establece su representacién en un problema sobre el
fendmeno de transferencia de masa en el contexto de la ingenieria quimica. Esto
permite identificar las representaciones de un grupo de estudiantes mediante el
analisis de los esquemas que tienen lugar en el entendimiento y solucién del
problema.

La modelacion matematica de la transferencia de masa en el proceso de
secado de un material toma como referencia una Iamina plana con dimensiones
Yy, Z, con espesor X. Por las caracteristicas de la Iamina, se supone que el area
superficial en las dos caras es mucho mas grande que el area a lo largo del
espesor; de ahi que la transferencia de masa principalmente se lleve a cabo a lo
largo del espesor. Bajo este argumento, la transferencia del agua en el secado del
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material se describe en una sola direccion ( X ), segun los términos del cambio en
una propiedad transferente, como puede ser el cambio en la humedad del
material (T), lo cual se refleja cuando las moléculas emigran en tal direccién en
funcidn del tiempo t vy del recorrido en X.

El cambio se representa por una ecuacion diferencial parcial lineal, que
Ilamaremos (1), dada en siguiente expresion:

oT _ar
“ o T at
Aqui, k; es el coeficiente de difusividad de masa de la sustancia que se

transfiere.

Ahora bien, la solucién de esta ecuacion debe ser una funcién en dos
variables T(X,t) que describa el cambio de la propiedad transferente, segin las

condiciones limitantes del fenémeno. Para determinar la solucién de la ecuacion
diferencial que conduzca a la representar la funciéon T(X,t) en términos del

problema, hay que establecer esas condiciones de frontera.

3. ASPECTOS A CONSIDERAR PARA EL ANALISIS DE LAS
REPRESENTACIONES DE LA SITUACION PROBLEMA

Frente al manejo de la informacidn, en el proceso de hallar la solucién de un
problema el estudiante se enfrenta a dos tareas: ¢donde colocar la informacién?
y ¢qué informacion colocar en qué lugar? Su ejecucion se percibe en las
representaciones que conciernen al proceso de solucién del problema (Vergnaud,
1987), por lo que su andlisis permite obtener varios esquemas, sobresaliendo los
que dan lugar al entendimiento y los que dan lugar a la solucién (Flores, 2003).

El entendimiento del problema tiene como propésito atribuirle un
significado; mediante reglas de accion e inferencias se identifica de qué
problema se trata y cuales son las variables conocidas y desconocidas; tal
esquema da lugar al que conduce a su solucidn. La descripcion de la accién del
estudiante en términos de aquellas que dan significado al problema y las que
tienen lugar para llegar a una solucion constituye el estudio de sus
representaciones, las cuales son categorizadas por estas dos clases de esquemas.
Ambos estados se caracterizan por invariantes operacionales especificos.

De acuerdo con Flores (2003), se identifican dos tipos de representaciones
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en los esquemas de entendimiento y solucion de un problema:

a) Entendimiento canonico. Integrado por los propdsitos, reglas de
accion, inferencias e invariantes operacionales que corresponden
a una comprension del problema, la cual pudiera alcanzar un
esquema de solucion, dirigido a una solucion verdadera.

b) Entendimiento no candnico. Son los propositos, reglas de accion,
inferencias e invariantes que conciernen a una comprension del
problema segin un significado no candnico, dirigido a una
solucidn falsa.

Los esquemas de solucion describen comportamientos, razonamientos,
adaptaciones y modificaciones en el planteamiento del problema, por lo que se
clasifican en esquemas algoritmicos, que implican la simbolizacién y el
procedimiento convencional del mecanismo a seguir para darle solucién y los
esquemas no algoritmicos, que ocupan simbolizacién espontanea, no
algoritmica, para obtener su solucion.

Ahora bien, la simbolizacion alude a los simbolos y signos que sirven como
herramientas en el proceso del pensamiento, al igual que en la comunicacion de
la experiencia y los conocimientos conceptuales. En la simbolizacion se
identifican dos formas: la espontanea, donde las invariantes operacionales se
representan por simbolos genéricos (dibujos, trazos, objetos materiales) y la
convencional, donde las invariantes operacionales son simbolizadas mediante
notaciones convencionales de un algoritmo.

El marco de andlisis esquematico en el entendimiento y solucion de un
problema que expone Vergnaud, asi como las categorizaciones que propone
Flores, son aspectos que rigen esta investigacion, cuyo proposito es explicar las
representaciones de un grupo de estudiantes sobre un problema referente al
significado que la serie de Fourier atribuye al fendmeno de la transferencia de
masa por el secado de un material.

Independientemente de cuales sean los resultados obtenidos, en el analisis
conceptual de los estudiantes sobre la serie de Fourier en un problema de
transferencia de masa, el estudio se justifica desde el hecho de proporcionar
argumentos para abordar la ensefianza de este concepto matematico. La fortaleza
del analisis y los resultados la establece Vergnaud, al mostrar que el proceso de
solucién de un problema cuyo significado deriva de una situacion es un medio y
un criterio para la adquisicion de contenidos rigurosos. Por ello, las soluciones y
los errores que ocurren en el proceso de solucion es un aspecto pedagdgico
esencial para que el investigador determine las relaciones que intervienen en el
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planteamiento del problema y las que se deben tener presentes para hallar su
solucion e interpretacion, acorde con la situacion que se estudia.

4. METODO

El método para establecer las representaciones del estudiante sobre la serie de
Fourier en el contexto de la transferencia de masa es el siguiente:

1. Mediante la representacién formal del problema, el establecimiento
de tareas a realizar por el estudiante con el proposito de analizar
sus representaciones.

2. Andlisis de la variacién en las representaciones que genera el
estudiante al interactuar con este problema.

3. ldentificar las invariantes operatorias en el analisis de la variacion
de sus representaciones.

La organizacién de las tareas para el problema o situacién implica un
analisis de los elementos matematicos que entran en juego, correspondientes a la
estructura de la serie de Fourier y al concepto de la transferencia de masa, bajo
la perspectiva de una situacion tocante al proceso de secado de un material.

El andlisis de la forma en que el alumno interactGa con el problema se basa
en un estudio de las variaciones de sus representaciones a través de la medicion
cualitativa de las invariantes operatorias, las cuales se organizan conforme al
tipo de representaciones.

La recoleccion de datos se lleva a cabo con la observacion y sesiones en
profundidad o grupo de enfoque, en las que interviene la direccion andamiada
del investigador.

5. RESULTADOS Y DISCUSION

La formalidad del problema de transferencia de masa del tipo difusional en el
secado de un material atafie a una situacion donde se establece que, bajo ciertas
condiciones, la transferencia de masa se debe al movimiento de moléculas de
una region de mayor concentracion a otra menor. EI movimiento disminuye a
través del tiempo y el poco espacio que tienen las moléculas para desplazarse.
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Ahora bien, la transferencia de masa del agua por el secado se nota en los
cambios que posee una propiedad transferente con el tiempo. En este caso,
corresponde a la humedad del material representada por T, y su variacion con el
tiempo de transferencia t, mediante la funcién T(t), cuando el cambio en la

humedad con el tiempo alcanza una condicion de equilibrio. Tal condicion
representa la finalizacién de un estado inestable en el proceso (variacion de la
propiedad transferente con el tiempo) y el inicio del estado estable en la
transferencia 0 movimiento molecular que ain ocurre en el fenémeno (no hay
variacion de la propiedad transferente con el tiempo). El comportamiento del
secado se relaciona matematicamente al limite de la funcién T(t) .

De esta forma, el cambio de la humedad del material en el estado estable
obedece a un movimiento molecular Unicamente por acomodo espacial, debido a
gue la zona de transferencia tiene poco espacio. La funcién que representa dicho
estado se establece en relacion con el cambio en T con la posicién X en el
espesor del material, representado por T(X). Esta funciéon también tendrd un

limite cuando el espacio del movimiento molecular tienda a ser cero, indicando
la finalizacion del proceso.

La representacion matematica asociada a la descripcion de ambos cambios
de manera conjunta estd dada por la ecuacion (1), la cual representa
concretamente el planteamiento del problema de secado, cuya solucién debe dar
como resultado la funcién T(x,t) que describa el comportamiento de la

variacion de la humedad del material en términos del espacio recorrido y del
tiempo de secado. Para hallarla, se considera que la ecuacion diferencial
contiene variables separables y se pueden representar como el producto de dos
funciones, una de X y otrade t, de acuerdo con lo representado en (2):

T(x,t) =Z()R({E)  (2)

Bajo este argumento, la solucidn de la ecuacion (1) se representa mediante la
expresion dada en (3), donde se puede localizar el producto de las dos funciones
Z(X)R(t), asociadas inicialmente con el problema.

~ (2n +1)27r2kgt

40? )

T(x,t) = i B, [cos%} exp
n=0

Ahora bien, el segundo miembro de (3) corresponde al desarrollo de una
serie de Fourier, la cual converge a la funcion que describe el comportamiento
del fendbmeno en términos del cambio de la transferencia de masa en espacio y
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tiempo. El coeficiente B, varia segin las condiciones limitantes del fenémeno,
que caracteriza la situacion del secado de un material contenido en una charola
rectangular (espacio delimitado), y se da en un tiempo teéricamente infinito.

Las condiciones que caracterizan al problema en dicha situacion precisan
que el fendbmeno se desarrolla en el tiempo, como una operacion de evolucion
que toma el estado inicial T(x,0). Ahora bien, la condicion inicial se plantea
para un tiempo de transferencia cero y una posicién en el espesor dada por X,y
se lleva a otra condicién, a la que le corresponde el estado T(X,t), cuya
descripcion se representa mediante una serie de Fourier. De esta manera, el
resultado de B, se inserta en la expresion (3), con lo cual se obtiene la

representacion de la solucion particular del problema en la situacion
correspondiente mediante la expresion (4):

2 12 Zk
Rk Z(é 131){ (Zn;zl)ﬂx}ex" @

La serie de Fourier que conforma a la expresion (4) predice el
comportamiento en el equilibrio, debido al cambio de la propiedad de humedad
por la transferencia de masa del agua contenida en el material. Dicho
comportamiento lo establece una suma de funciones que integran la serie de
Fourier, y siguen un patrdn sinusoidal que se atenda gradualmente hasta que el
cambio es uniforme en todo el espacio. La suma da como resultado la funcién
f(t)=T(x,t) en un intervalo —/<Xx</¢, que corresponde al espesor
completo del material a secar y al espacio total donde tiene lugar la
transferencia.

Bajo este planteamiento, las representaciones formales que genera el
problema ofrecen a los alumnos un conjunto de elementos que constituyen las
siguientes invariantes operacionales, presentes en la situacion problema.

a) Una serie de Fourier determina el cambio en la transferencia de
masa que se sufre con el tiempo T(t) en la Gltima etapa del
proceso.

b) El cambio en la transferencia de masa debido a la posicion muestra
una funcién T(X) en la Gltima etapa del proceso, que se encuentra

determinada mediante una funcidn periddica generada por una serie
de Fourier.
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d)
e)

A continuacion, se muestra una de las situaciones problema aplicadas en la
investigacion, que enmarca la situacion del significado de la serie de Fourier en
el secado de un material. De igual manera, se presenta un conjunto de
situaciones que la integran para realizar el analisis de las representaciones

CLAUDIA ROSARIO MURO ET AL.

La funcién periodica sigue un patron sinusoidal que se atenla
gradualmente hasta que la transferencia de masa es uniforme en
todo el sistema, determinando asi el contenido de esta propiedad en
equilibrio.

La serie de Fourier se conforma por una suma infinita de funciones.

La suma de la serie de Fourier converge a la funcidn que representa
al fenémeno en su Gltima etapa.

obtenidas de la actuacion de los estudiantes.

Situacion problema: significado de la serie de Fourier en el cambio de humedad

en un material, en un instante t y una posicién X:

El desglose de las situaciones que la integran es el siguiente:

1.

Determinar la ecuacion diferencial que representa el cambio de
humedad en el material, en términos de la posicion del liquido X
que se transfiere a través del espesor ¢ del material en un tiempo
de secado t.

Precisar la funcion general que representa la humedad del material
en una posicion X del espesor ¢ del sélido para un instante t.

Establecer la funcion particular que representa la humedad del
material para una posicion X en el espesor ¢ del sélido y del
tiempo de secado t.

Construir el significado de la funcion hallada en la situacion 3, con
relacién al cambio de humedad que se produce en el material en
funcién de estas dos variables y determinar el equilibrio en el
proceso.

Construir la gréafica de la funcion particular, dejando fija la posicion
X en el espesor de la muestra y variando el tiempo t. Determinar el
limite de la funcion.

Construir la gréfica de la funcion particular, dejando fijo el tiempo
t yvariando la posicion X en el espesor del material. Hallar el
limite de la funcion.
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Construir el significado de estos resultados en relacién con el
cambio de humedad que se produce en el material, en un tiempo t
y una posicién X.
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Las situaciones establecidas contienen tareas que remiten a la actuacion de
los alumnos en anteriores situaciones, pues buscan el reconocimiento del vinculo
entre la serie de Fourier y el cambio de humedad en un material. La resolucion
de las actividades requiere desde conocimientos en ecuaciones diferenciales
parciales hasta conocimientos sobre la serie de Fourier como representacion de
la funcion que satisface a dicha ecuacion. Para llegar a ello, es necesario
establecer el comportamiento del proceso en los estados inestable y estable, asi
como identificar el equilibrio del proceso con el concepto matematico.

El conjunto de tareas a desarrollar para las situaciones anteriores son las
siguientes:

1.

9.

Segun el comportamiento de la curva que representa la cantidad de
humedad del material en un tiempo t, dada por T(t), proponer la
expresion matematica que corresponde a dicha funcion.

Vincular el cambio de humedad que se presenta en el secado para
un intervalo de tiempo mediante decrementos de humedad e
incrementos de tiempo.

Expresar mateméaticamente la relacion anterior.
Relacionar la constante fisica kg , especifica del agua que contiene

el material, con la expresion que se ha escrito en el punto 3.

Expresar la ecuacion diferencial que representa el comportamiento
del cambio de humedad del material, en funcion del tiempo en que
es sometido al proceso de secado.

Identificar el tipo de ecuacion diferencial.
Encontrar la funcién general que satisface a la ecuacion diferencial.

Hallar la funcién particular que satisface la ecuacion diferencial,
utilizando el dato de la cantidad de humedad inicial del coloide en
la muestra antes de someterse a secado.

Graficar la funcion particular y describir sus caracteristicas.

10. Comparar la gréafica con la curva obtenida experimentalmente de

T(t) .
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11. A partir de la funcion particular obtenida en 8, encontrar el
contenido de humedad en equilibrio y comparar el valor logrado
experimentalmente y el que resulta de la curva de T(t).

12. A partir de la funcién particular obtenida en 8, hallar el limite en el
contenido de humedad en equilibrio.

Los resultados que arrojan en forma general las representaciones de los
estudiantes se pueden categorizar de la siguiente manera:

a) Representaciones canbnicas no algoritmicas, asociadas al
entendimiento de la serie de Fourier en relacion con el fendmeno.
Los estudiantes muestran conocimiento acerca de que la relacién
entre la serie y el fenémeno existe, pero no saben como expresarla
matematicamente.

b) Representaciones no canonicas, que atafien al entendimiento de la
serie de Fourier en relacion con el fendmeno y su variacion con la
posicién. Los estudiantes no comprenden el vinculo de la serie de
Fourier con el fendmeno en el estado estable, pues conciben que el
proceso de secado termina cuando ya no hay registro de cambio de
humedad en el material al terminar el estado inestable y, por ende,
hay carencia de asociacion con la serie.

Los detalles de la evolucion en las representaciones se explican a continuacion:

1. Representacion candnica no algoritmica

Esquema de entendimiento candnico: Muestra la comprension de que existe una
relacion que describe el cambio en la transferencia de masa con el tiempo y la
posicién, lo cual se ilustra en la Figura 1. El propdsito es encontrar una
expresion matematica que represente el cambio de T en términos de dos
variables t, X,y su solucién.

Esquema de solucién no algoritmico: El grupo relaciona el cambiode T ent y
el de T en X mediante una figura que trata de asociar ambos cambios, dando
una posicion y un tiempo en que el fendémeno alcanza el equilibrio; sin embargo,
no proporciona la ecuacion diferencial correspondiente y no establece la
solucion del problema que se formula en la tarea.

Invariantes: Relacién del cambio que se define con respecto a dos variables en la

ecuacién diferencial parcial; de esa manera hay que encontrar la funcion T en
términos de X y de t.
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2. Representacion no candnica-algoritmica

Esquema de entendimiento no canénico: Refleja la intencion de obtener la
ecuacion diferencial que relaciona el comportamiento del fendémeno con las
variables descritas. Las ecuaciones que propone son lineales. El objetivo es
obtener la ecuacion diferencial parcial de segundo orden que representa el
cambio de la funcién T(x,t)en el equilibrio.

Esquema de solucion algoritmico: Se plantean ecuaciones diferenciales lineales
de primer orden para cada variable, y se trata de hacer operaciones con ellas a
fin de establecer la expresion buscada (ver Figura 2).

Invariantes: Relacion del cambio que se define con respecto a dos variables en la
ecuacion diferencial parcial; de esa forma hay que encontrar la funcion T en
términos de X y de t.
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Figura 1. Representacion candnica no Figura 2. Representacion no canoénica
algoritmica. algoritmica.

3. Representacion canonica-algoritmica

Esquema de entendimiento canonico: Expresa la obtencion de diferentes series a

través del desarrollo de una sumatoria para obtener T(t)y la representacion
gréfica de dichas series, que aparece en la Figura 3. El propdsito es obtener
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series y su representacion grafica para identificar a la funcion T(t) en funcién
del tiempo t.

Esquema de solucién algoritmico: El grupo sustituye valores de X para
encontrar T(t) a través de la conformacion de la serie, cuyos términos resultan al
desarrollar la sumatoria con valores de n=0 hasta n=25. De esa manera se
tiene que hallar su suma, considerando que es aproximadamente igual o igual
cuando n vade O hasta «.

Invariantes: Desarrollo de una sumatoria, conformaciéon de una serie de
funciones, suma de funciones, grafica de una suma de funciones y obtencion de
una suma infinita de funciones.

4. Representacién canonica asociada a la serie de Fourier

Esquema de entendimiento canonico: El grupo muestra un entendimiento
candnico al representar la serie como una suma de funciones, cuyo resultado es
una gréafica que corresponde a una cierta porcion de la curva T(t), lo cual se
nota en la Figura 4. El propdsito es obtener la suma de la serie, su gréaficay la
relacion que atafie a la curva T(t).

Esquema de solucion no algoritmico: Se presenta cuando el grupo no asocia la
convergencia de la serie con su suma, aunque es congruente con el esquema de
entendimiento candnico.

Invariantes. Suma de una serie de funciones y su convergencia.

5. Representacion canonica de la serie de Fourier asociada al fendmeno de
transferencia de masa

Esquema de entendimiento candnico: El grupo atribuye el comportamiento de la
suma de la serie al fenémeno, al representar a T(t) en la Gltima etapa de secado,

en la que se llega al equilibrio. El objetivo es identificar la suma de la serie en la
ultima etapa del proceso correspondiente al equilibrio.

Esquema de solucion no algoritmico. Aparece cuando el grupo no asocia la
convergencia de la serie con el equilibrio del fendmeno, Si bien es congruente
con el esquema de entendimiento en el comportamiento del proceso en dicha
etapa, desconoce el término matematico y su relacion con el contexto.

Invariantes: Suma de una serie de funciones, equilibrio en el proceso de secado.
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A lo largo de las sesiones, el desempefio de los alumnos estuvo limitado a
entender el cambio de la humedad con respecto a la posicion X. En la mayoria
de las preguntas que abordaban esta relacion, los estudiantes mostraron
entendimientos no canénicos. Cuando se hablaba de este tipo de cambio eran
capaces de referirse a las curvas de perfil de transferencia de masa, pero no
pudieron relacionar dicho perfil con una funcién T(X), representada por una

serie de Fourier.
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6. CONCLUSION

En el seguimiento a la actuacion del grupo se identifica que hay un
entendimiento sobre el concepto de la serie de Fourier, atribuido al
comportamiento del fendmeno, sin que se haya reconocido que se trata de este
concepto matematico ni los aspectos que lo definen. Tal es el caso del
reconocimiento que ocurre acerca de la suma de funciones que proviene de la
serie y converge a T(t). En suma, el grupo refleja un entendimiento sobre una

serie, mas no identifica que es la serie de Fourier.
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Acerca del fenémeno, el grupo tiene conocimiento sobre el equilibrio del
proceso como el limite del estado inestable del fenémeno. Sin embargo, no
reconoce que el estado estable se define por el movimiento molecular
Unicamente en el espacio o lugar de transferencia. Entonces, la vinculacion y el
significado que la serie de Fourier provee al fendmeno de transporte de masa en
una situacion de secado no se logra construir. Por tanto, es necesario determinar
nuevas situaciones y tareas que apoyen a los estudiantes a construir el
significado del concepto de la convergencia de la serie de Fourier en tal
contexto.

Finalmente, se precisa el alcance del planteamiento de Vergnaud, al
enmarcar el conocimiento matematico del nifio para resolver situaciones de
adicion y sustraccion hacia la descripcion de un entendimiento también
matematico, pero que concierne a un grupo de estudiantes del nivel superior en
el area de ingenieria, acerca de conceptos cuyo significado deriva de situaciones
que ofrece un problema complejo ligado con su realidad.

En este sentido, los resultados obtenidos en los trabajos de Verghaud han
contribuido a vislumbrar el conocimiento de un nifio de educacion primaria en
situaciones propias de su nivel de ensefianza. Ahora bien, los resultados de este
trabajo pueden ser Utiles para identificar la jerarquia en el nivel de dificultad al
asociar el significado de la convergencia de la serie de Fourier en las situaciones
descritas; analizar el tipo de errores que se cometen en la soluciéon de los
problemas relacionados con tal concepto, asi como para identificar los
procedimientos formales y pragmaticos que los estudiantes utilizan, precisando
cuales recursos formales determinan el acceso a una solucién canonica
algoritmica.
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