GERMAN TORREGROSA y HUMBERTO QUESADA

COORDINACION DE PROCESOS COGNITIVOS EN GEOMETRIA

COORDINATION OF GONITIVE PROCESSES IN GEOMETRY

RESUMEN. Este estudio tiene como objetivo caracterizar procesos cognitivos que intervienen en la
resoluciéon de problemas de geometria y generar un modelo tedrico que ayude a interpretar las
interacciones de dichos procesos. Particularmente se centra en la caracterizacion de la coordinacion
de los procesos de visualizacion y los procesos de razonamiento que han sido propuestos por Duval
(1998). El modelo teorico que se propone es resultado del analisis de las respuestas producidas por
estudiantes para profesores a una coleccion de problemas de geometria.

PALABRAS CLAVE: Visualizacion, razonamiento, formacion de profesores.

ABSTRACT. This study has as its objective to characterize the cognitive processes which intervene
in the solution of geometrical problems and generate a theoretical model which helps to interpret the
interactions of said processes. It centers particularly on the characterization of the coordination of
visualization and reasoning processes proposed by Duval (1998). The theoretical model which is
proposed results from the analysis of the answers given by students teachers to a collection of
geometrical problems.
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RESUMO. Este estudo tem como objetivo caracterizar processos cognitivos que intervém na
resolug@o de problemas de Geometria e gerar um modelo tedrico que ajude a interpretar as interagdes
destes processos. Particularmente se centra na caracterizagdo da coordenacdo dos processos de
visualizag@o e dos processos do raciocinio que foram propostos por Duval (1998). O modelo tedrico
que se propde ¢ resultado da andlise das respostas produzidas por estudantes para professores
primarios a uma colegdo de problemas de geometria.
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RESUME. Cette étude a pour objectif de caractériser les processus cognitifs qui interviennent dans la
résolution des problémes de géométrie ainsi que de générer un modele théorique pour interpréter
leurs interactions. Ce modé¢le est particulierement centré dans la caractérisation de la coordination
des processus de visualisation et des processus de raisonnement proposée par Duval (1998). Celui ci
est le résultat de 1’analyse des réponses données par des futurs enseignants a un ensemble de
problémes de géométrie.
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1. INTRODUCCION

Durante los ultimos afios, en el campo de la Didactica de las Matematicas han
aparecido teorias cognitivas cuyos conceptos basicos no tienen el mismo
significado, a pesar de que utilizan terminologia parecida; esto sucede con
nociones como Visualizacidon, capacidad espacial, razonamiento geométrico,
pensamiento espacial o vision espacial. Este articulo pretende definir algunos
conceptos empleados para caracterizar los procesos cognitivos que intervienen y
se desarrollan cuando se resuelven problemas de geometria, tomando como base
fundamental al modelo tedrico propuesto por Duval (1998).

Asi, nuestra investigacion estd ligada al andlisis y estudio de lo que
genéricamente podriamos llamar capacidades geométricas; particularmente, a los
procesos cognitivos que evidencia el alumno al resolver un problema de
geometria. El conocimiento de dichos procesos y sus relaciones va a servir para
diagnosticar al estudiante y dirigir el desarrollo de las nociones y conceptos
geométricos asociados; de igual manera, entender su desarrollo, evolucion,
tratamiento e integracion en el curriculo escolar puede ayudarnos a conocer el
mapa cognitivo de los alumnos, facilitando el aprendizaje. Segun Gutiérrez,
“la principal dificultad esta en la necesidad que tenemos de conocer lo que pasa
por la cabeza de los estudiantes cuando estan envueltos en una actividad
matematica, cuales son sus procesos de razonamiento, cémo analizan y
transforman la informacién que les llega del exterior, cuando y cémo toman
decisiones, etc. Todo ello para tratar de mejorar los procesos de ensefianza y
aprendizaje” (2005, p. 28).

Por tal motivo, saber la caracterizacion de estos procesos es fundamental para
el profesorado, que debe constantemente interpretar las producciones de los
estudiantes y ofertar algunas pautas de actuaciébn en aras de mejorar sus
capacidades geométricas. Si somos capaces de aproximarnos a una interpretacion
sobre los procesos de resolucion de los problemas geométricos, podemos
intervenir mucho mas eficazmente en el aprendizaje geométrico de los alumnos, y
por ende en el matematico, pues contaremos con una mayor comprension de
sus respuestas, lo cual nos ayudara a establecer métodos de ensefianza ajustados a
sus necesidades.

El caso de la geometria ha sido estudiado por varios autores. Una diversidad
de modelos tedricos han servido para avanzar en esta linea de investigacion,
basada en el estudio de los procesos cognitivos que intervienen en el desarrollo de
las capacidades geométricas; por ejemplo, los de Krutetskii (1976), donde se
identifican distintas habilidades en la resolucion de problemas. De manera general,
los modelos de Fishbein, Presmeg y Dorfler se han centrado en dar una
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clasificacion sobre las distintas imagenes mentales, atribuyéndoles ciertas acciones
cognitivas; en concreto, Presmeg (1986a, 1986b) muestra una clasificacion de
imagenes mentales y un modelo visual y analitico en ejes ortogonales, mientras
que Fishbein (1993) presenta la teoria de los conceptos figurales. Bishop (1983,
1989) distingue dos acciones cognitivas que han servido a otros autores para
organizar un modelo integrador de imagenes mentales, representaciones externas,
procesos y habilidades (Gutiérrez, 1996), en tanto que Zazkis et al. (1996)
exponen el modelo analizador/visualizador. En este trabajo, a partir de la teoria
cognitiva de Duval, proponemos un modelo para caracterizar las interacciones
entre los procesos de visualizacion y razonamiento que intervienen en la
resolucion de problemas de geometria.

La definicion y caracterizacion de los procesos de visualizacion y
razonamiento es un avance en esta linea de conocimiento, ya que separa la accion
cognitiva (proceso) de las distintas representaciones e imagenes mentales. En
particular, consideramos que la caracterizacion de los procesos de visualizacion y
razonamiento, al igual que el estudio de su coordinaciéon como puerta de entrada
hacia el razonamiento deductivo, resulta de gran importancia para resolver los
problemas geométricos (Duval, 1998). Como consecuencia, la visualizacion no
queda relegada a un simple papel ilustrativo de las afirmaciones geométricas.
Segun Arcavi (1999), la visualizacion no estd solamente relacionada con la
ilustraciéon, sino también es reconocida como una componente clave del
razonamiento (profundamente unida a lo conceptual y no meramente a lo
perceptivo), a la resolucion de problemas e incluso a la prueba. Por ello vemos a
los procesos de visualizacidén y de razonamiento, junto con su coordinacién, como
elementos esenciales de un modelo conceptual que nos permite conocer
la actividad de los alumnos; en la linea abierta por Bishop (1983), para conocer en
la medida de lo posible el interfaz de la actividad matematica cuando se enfrentan
a la resolucion de problemas en geometria.

En este trabajo hemos adoptado la orientacion de la investigacion de Duval
(1993, 1995, 1998, 1999a), la cual atiende a los procesos que intervienen en el
aprendizaje de la geometria, manifestando su desacuerdo con la jerarquizacion de
los procesos cognitivos (1998). Las hipotesis de las que partimos, surgidas por
adaptaciones al marco de analisis propuesto por Duval (1998) cuando habla del
problema basico de la ensefianza de la geometria, son:

- La actividad geométrica involucra tres clases de procesos cognitivos: la
visualizacion, el razonamiento y la construccion.

- Las tres clases de procesos deben ser desarrollados separadamente.
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- Es necesario realizar durante el curriculo escolar un trabajo que
reconozca los diferentes procesos de visualizacion y de
razonamiento, pues no solo hay varias formas de ver una figura, sino
también de razonamiento.

- La coordinacion entre visualizacion y razonamiento sélo puede
ocurrir realmente tras este trabajo de diferenciacion.

La diferencia entre dibujo y figura ha sido considerada en distintas
caracterizaciones del proceso de visualizacion (Bishop, 1983; Fischbein, 1987;
Hershkowitz, 1990, Hershkowitz et al., 1996, Alsina et al., 1997). Cuando
estudiamos los procesos cognitivos involucrados en el estudio de la geometria
debemos tener en cuenta la diferencia entre los conceptos de dibujo y figura,
puesto que hay que distinguir el contenido de una representacion y lo que
representa (Duval, 1995). Si se habla de figura, entendemos la imagen mental de
un objeto fisico; el dibujo es la representacion grafica de una figura en sentido
amplio, ya sea sobre un papel, el ordenador o un modelo fisico. Sin embargo, en
este articulo hemos numerado tradicionalmente las ilustraciones, como Figura n.

2. VISUALIZACION

Zazkis et al. (1996) describen a la visualizacion como “el acto por el cual un
individuo establece una fuerte conexion entre una construccion interna y algo cuyo
acceso es adquirido a través de los sentidos” (p. 441). Un ejemplo lo ofrece
Plasencia (2000): Imaginemos un paseo por la playa. Este paseo puede
ser realizado o no, es decir, podemos construirlo mentalmente o recordar un paseo
realizado. Imaginando el paseo, podemos:

- Sentir la arena en nuestros pies, el frescor del aire en la cara (sentido
del tacto).

- Oir el sonido del mar (sentido auditivo).

Oler una violeta (sentido del olfato).
- Ver la playa, las montafias, el paisaje (sentido visual).

- Saborear el pescado de un determinado bar (sentido del gusto).

O el sabor y el olor de la imagen visual de una comida sabrosa
(combinacidon de las anteriores).
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Desde este punto de vista, la definicion que plantean Zazkis et al. (1996) es
mas general que la utilizada por nosotros en este articulo, ya que puede
considerarse como visualizacion a la conexion sugerida por un olor (de una tarta
de chocolate recién hecha) o por un sonido (el avion al sobrevolarnos).

Por otra parte, Hershkowitz et al. (1996) indican: “entendemos por
visualizacion la transferencia de objetos, conceptos, fendémenos, procesos y sus
representaciones a algun tipo de representacion visual y viceversa. Esto incluye
también la transferencia de un tipo de representacion visual a otra” (p. 163). En
este sentido, se denomina visualizacion en el estudio de la geometria al proceso o
accion de transferencia de un dibujo a una imagen mental o viceversa.

El significado que atribuimos a la visualizacion en este estudio se refiere a la
transferencia que ocurre entre dibujo y figura, en la linea de Hershkowitz et al.
(1996). Asimismo, debemos resaltar que si visualizamos un dibujo podemos
obtener un objeto mental que no tiene por qué ser el mismo para todos los
observadores, ya que el dibujo estd unido a unas afirmaciones matematicas
(definiciones, propiedades o relaciones) que la figura no posee, sino le son
atribuidas por el observador.

Asi, una figura (imagen mental de un objeto fisico) se puede representar
mediante una configuracion geométrica —dibujo— y se compone de otras figuras
mostradas por subconfiguraciones geométricas mas simples, de dimension
geométrica menor o igual que la original, las cuales también estan vinculadas a
afirmaciones matematicas.

2.1. Aprehension

Para llevar a cabo nuestro estudio sobre el papel del proceso de visualizacion en la
resolucion de problemas de geometria, es conveniente restringir el significado de
visualizacion, distinguiendo las acepciones vinculadas a las caracteristicas de la
accion hecha por el sujeto sobre una configuracion. De ahi que introduzcamos el
término aprehension, cuya definicion, segun el Diccionario de la Real Academia
Espafiola (2001), es “concebir las especies de las cosas sin hacer juicio de ellas o
sin afirmar ni negar”, mientras que la aprehension simple se describe como “la que
capta las formas de las cosas sin hacer juicio de ellas o sin afirmar ni negar”. De
este modo tratamos de hacer operativa, para su estudio, la accion de transferencia
de la descripcion de visualizacion formulada por Hershkowitz et al. (1996), ya que
al introducir caracteristicas de dicha transferencia obtenemos formas de
aprehender (de ver la figura matematicamente). En palabras de Duval (1998):
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Lo que un dibujo nos deja ver es una o varias figuras 1D/2D (de dimension 1
representada en 2 dimensiones) o 2D/2D (lineas rectas o curvas, la frontera cerrada
de un triangulo, de un cuadrilatero, etc.) o bien figuras 3D/2D (cubos, esferas, etc.).
La identificacion visual de estas figuras se basa en leyes de organizacion
perceptiva, y estas figuras se pueden usar para representar objetos reales u objetos
matematicos. (p. 39)

Por ejemplo, si vemos los siguientes dibujos:

h LS T

NI

Figura 1

Podrian ser identificados, en virtud de las leyes de organizacion perceptiva,
como silla (1), mesa (2), segmento (3), triangulo (4), linea curva (5) y dibujo de
cuatro segmentos (6). Todos, salvo el numero 5, estdn constituidos por lineas
rectas, que pueden representar figuras 1D/2D; el 1 y el 2 se pueden ver como
figuras 3D/2D, y el 4 puede representar una figura 2D/2D; el 5 seria como la
representacion de una figura 1D/2D y esta formada por una linea curva. El 6 puede
verse como una figura 2D/2D (trapecio) unida con una figura 1D/2D (segmento
que prolonga un lado), pero también puede verse como una configuracion (unidon
de cuatro segmentos de una manera imprecisa).

También es claro que los dibujos 1, 2 y 4 pueden representar a figuras hechas
por configuraciones que guardan alguna relacion que las caracteriza como silla,
mesa y tridngulo, respectivamente. Por ultimo, la configuracion (dibujo) nimero 4
puede vincularse a una afirmacion (la definicién de tridngulo), que fija algunas
propiedades de la figura representada (triangulo), y esto da paso a la entrada de las
matematicas en la figura.

De acuerdo con el modelo de Duval (1998), se pueden distinguir tres tipos de
aprehension, que caracterizamos de la siguiente manera:



COORDINACION DE PROCESOS COGNITIVOS 281

2.2. Aprehensidn perceptiva

La aprehension perceptiva se caracteriza como la identificacion simple de una
configuracion. Es la primera en ser usada a lo largo de toda la etapa educativa y
también la primera que aparece en el desarrollo cognitivo del alumno.

Figura 2

Por ejemplo, la Figura 2 puede ser vista como el tejado de una casa, la parte
superior de una mesa, cuatro rayas dibujadas en el papel o la representacion
(dibujo) de una figura geométrica (objeto mental). Cada una de estas respuestas
puede ser entendida como el resultado de una aprehension perceptiva, al ser el
proceso mas intuitivo.

2.3. Aprehensién discursiva

Llamamos aprehension discursiva a la accion cognitiva que produce una
asociacion de la configuracion identificada con afirmaciones matematicas
(definiciones, teoremas, axiomas). Tal vinculo puede realizarse de dos maneras,
segun las direcciones de la transferencia realizada, a la que se le denomina cambio
de anclaje:

a) Del anclaje visual al anclaje discursivo

Esto sucede por ejemplo, cuando al dibujo de la Figura 3 se le asocia la
afirmacion: “ABC es un tridngulo rectangulo”, sefialando sus vértices con las letras
A, B y C. Para efectuar esta asociacion con sentido, el observador debe haber
identificado en el dibujo lo que caracteriza a un tridngulo rectangulo; es decir,
relacionar las caracteristicas de una de las definiciones relativas al tridngulo y al
triangulo rectangulo.
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C
"ABC es un triangulo
& rectangulo”
A B

Figura 3

b) Del anclaje discursivo al anclaje visual

Por ejemplo, ante la afirmacion “ABC es un triangulo rectangulo”, el estudiante
tiene la capacidad para realizar el dibujo de un poligono que cumpla las
caracteristicas de ser triangulo y rectangulo. Esta configuracion no tiene por qué
ser la misma para todos los alumnos, al igual que las afirmaciones matematicas
asociadas a las distintas configuraciones no han de coincidir necesariamente
(como se da en el caso de la equivalencia de caracterizaciones-definiciones).

C
"ABC es un trifngulo .
rectangulo"
A B

Figura 4

Veamos el siguiente ejemplo: Un albafiil apoya una escalera de 5 metros
contra un muro vertical. El pie de la escalera esta a 2 metros del muro. Calcula la
altura a la que se encuentra la parte superior de la escalera (Figura 5).

Figura 5

El cambio del enunciado del problema (texto) al dibujo de la escalera apoyada
en el muro no implica la asociaciéon con ninguna afirmacién matematica. Sin
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embargo, identificar dicha situacion con un tridngulo rectangulo y asociar el
Teorema de Pitagoras con la configuracion es lo que llamamos aprehension
discursiva. En este caso, el sentido de la transferencia va de un anclaje visual a
uno discursivo.

Figura 6

2.4. Aprehensién operativa

La aprehension operativa se produce cuando el sujeto lleva a cabo alguna
modificacion a la configuracion inicial para resolver un problema geométrico. Este
cambio puede ser de dos tipos:

2.4.1 Aprehension operativa de cambio figural

Cuando a la configuracion inicial se le afiaden (quitan) nuevos elementos
geométricos (nuevas subconfiguraciones).

Ejemplo: En el dibujo de la Figura 7, AD=EB y AB EE, probar que B=D .

A E

Figura 7

Una posible solucion consiste en introducir un nuevo elemento geométrico en

la configuracion inicial: el segmento AE (Figura 8):
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Figura 8

Al introducir el segmento AE s posible razonar utilizando el criterio de
A A
congruencia de triangulos LLL (sean ABE y EDA dos tridngulos que tienen los

A A
lados correspondientes congruentes; entonces, ABE = EDA), y deducir la
congruencia de angulos.

Al proceso de introducir un segmento, en este caso en la configuracion inicial, lo
llamamos aprehension operativa de cambio figural.

2.4.2  Aprehension operativa de reconfiguracion

Cuando las subconfiguraciones iniciales se manipulan como las piezas de un
puzzle.

La Figura 9 ilustra una prueba del Teorema de Pitagoras, realizada por Bhaskara
en el siglo XII: en un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los

catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa (a® +b* =c*). Aqui, se ponen de
manifiesto la aprehension operativa de cambio figural y la aprehension operativa
de reconfiguracion.

Figura 9. Tomada de Nelsen, R. (1993). Proofs without words: Exercises invisual
thinking. Washington, USA: The Mathematical Association of America,
p. 4.
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En las modificaciones hechas, el triangulo rectangulo inicial se incluye en una
configuracion mas amplia, un cuadrado de lado c, con lo que hay una aprehension
operativa de cambio figural. Una vez identificadas las subconfiguraciones
formadas por los triangulos, sus lados y el cuadrado situado entre ellos, podemos
cambiar la configuracion moviéndolos como piezas de un puzzle para obtener otra
figura, que da pie a la aprehension operativa de reconfiguracion. Dicha accién
esta precedida de otras, en las que a cada subconfiguracion le asociamos
afirmaciones matematicas, es decir, realizamos distintas aprehensiones discursivas
con cambio de anclaje visual a discursivo. Por ejemplo, que el lado del cuadrado
central mide b-a y que el lado del cuadrado grande mide c.

Si analizamos los pasos descritos en la Figura 9, podemos generar el discurso
¢’ =2ab+(b- a)2 , que desarrollado algebraicamente resulta:

¢’ =2ab+b*+a*-2ab=a’+b?

En esta descripcion debemos resaltar el proceso de identificacion de
subconfiguraciones de dimension diferente a la de la configuracion inicial, lo cual
se nota, por ejemplo, en los lados del cuadrado grande y del cuadrado central. Tal
identificacion surge como consecuencia del cambio dimensional.

3. INTERACCION ENTRE LOS DISTINTOS TIPOS DE APREHENSION

El cambio dimensional, al que definimos como el proceso de identificacion de
configuraciones de dimension diferente a la inicial, es fundamental en el desarrollo
de las capacidades geométricas. Asimismo, en el curriculo la aprehension
perceptiva debe ser desarrollada en relaciéon con el cambio dimensional, ya que
este concepto debe ser observado y diferenciado por el alumno desde sus primeras
etapas educativas. Ademas, hay que considerar que la mayor parte de la
informacioén ofrecida por los problemas de geometria es bidimensional, y el
cambio dimensional se hace necesario para poder analizar la informacion desde
una perspectiva unidimensional o tridimensional.

Pensemos en una fotografia de algiin paisaje cuya percepcion es, en lineas
generales, tridimensional, como identificamos la realidad. Sin embargo, como
dicha informacion se transmite en dos dimensiones (sobre el papel o la pantalla del
ordenador), puede ser complicado identificar algunos elementos. Veamos la
Figura 10.
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Figura 10

(Se distingue la silueta del bebé? Reconocer esta silueta supone un esfuerzo a
la hora de ver la Figura 10 porque estamos acostumbrados a visualizar fotografias,
que tienen perspectiva bidimensional y hay que cambiar a la tridimensional para
apreciar la silueta del bebé. Esto ocurre en los problemas de geometria donde
suelen identificarse elementos bidimensionales porque la informacion es dada en
papel o la pantalla del ordenador, y supone un mayor esfuerzo distinguir objetos
geométricos unidimensionales o tridimensionales.

Hay tres tipos de cambios asociados a los procesos de visualizacion: el cambio
dimensional, el cambio de anclaje y el cambio configural. El cambio configural,
como ha quedado establecido consiste en modificar la configuracion inicial, pero
no debemos confundir el cambio dimensional con el cambio de anclaje. Al
primero no le concierne la asociacion de afirmaciones matematicas; el segundo es
propio de una aprehension discursiva y tiene una fuerte relacion con la manera de
entender el dibujo (la configuracién), a través de las propiedades matematicas
de la figura. El cambio dimensional puede darse en cualquier tipo de aprehension.

En cuanto a los tipos de aprehension, la perceptiva esta conectada con la
discursiva y la operativa. La Figura 11 muestra que la aprehension perceptiva es la
base para el desenvolvimiento de las otras. A medida que se desarrollan
la aprehension operativa y la discursiva, queda mas atenuada la accion en la que
subyace la aprehension perceptiva como mero nexo entre ellas. Desde este punto
de vista, la aprehension perceptiva y el cambio dimensional se consideran basicos
para el aprendizaje de la geometria.
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Figura 11. Importancia de la aprehension perceptiva.

4. APREHENSION Y REPRESENTACION

La caracterizacion de las distintas aprehensiones —perceptiva, discursiva y
operativa— puede facilitar, por un lado, el analisis de las respuestas a los problemas
de geometria; por otro, a mostrar los cambios que manifieste el alumno. Por
ejemplo, una aprehension discursiva estd caracterizada por el uso que hace el
alumno de un cambio de anclaje, y una aprehension operativa por el cambio
configural (ya sea de reconfiguracion o de cambio figural). Sin embargo, un
cambio dimensional no define a una aprehension perceptiva.

Destacamos que el cambio de anclaje es de gran importancia para coordinar
los distintos modos de representacion al solucionar problemas geométricos. Con
respecto a los modos de representacion se puede seialar que, debido a las
caracteristicas del contenido geométrico, gran cantidad de tareas vienen dadas en
el modo figurativo y demandan traslaciones al modo numérico/simbolico y
viceversa (Escudero, 2003). Asimismo, es necesario describir cudl es la aportacion
de la figura en la resolucion de las tareas (Mesquita, 1989).

Creemos que es pertinente ahondar en los trabajos que estudian el problema de
las representaciones semidticas y en como se pueden coordinar los distintos
registros de representacion en geometria (Duval, 1995, 1998). Si la formacion de
conceptos implica una coordinacion de sistemas de representacion, entonces es
importante en el aprendizaje de las matemaéticas no solo la automatizacion de
ciertas técnicas operatorias (calculo) sino también aprender la coordinacion de los
diferentes sistemas de representacion (Penalva y Torregrosa 2001).

El significado dado a la palabra coordinaciéon es “acto o efecto de concertar
medios, esfuerzos, etc. para una accion comun” (Real Academia Espaiiola, 2001).
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En este trabajo, la coordinacion atafie al efecto de concertar medios y la
interaccion entre distintos procesos —entendida como concertar medios— a fin de
resolver un problema. Como consecuencia, se deriva la gran importancia de la
coordinacion entre los distintos procesos de visualizacion y los cambios de
representacion en la actividad matematica y, particularmente, en la resolucion
de problemas de geometria.

5. RAZONAMIENTO

Casi todas las investigaciones de corte psicoldgico estan interesadas en observar
los procesos de razonamiento (Gutiérrez, 1998; Presmeg, 2006). Ahora bien,
debido al creciente interés en las ideas geométricas es importante aclarar los
aspectos sobre la naturaleza del razonamiento [...] y como se desarrolla (Jones,
1998). Los procesos de razonamiento son considerados hoy dia como una variedad
de acciones que toman los alumnos para comunicarse y explicar a otros, tanto
como a ellos mismos, lo que ven, descubren, piensan y concluyen (Hershkowitz,
1998). En este articulo entendemos por razonamiento a cualquier procedimiento
que nos permita desprender nueva informacion de informaciones previas, ya sean
aportadas por el problema o derivadas del conocimiento anterior.

Se pueden diferenciar al menos tres tipos de razonamiento en relacion con los
procesos discursivos desarrollados (Duval, 1998, p. 45): el proceso configural, que
se identifica con la aprehension operativa; el proceso discursivo natural, que es
espontaneamente realizado en el acto de la comunicacion ordinaria a través de la
descripcion, explicacion y argumentacion, y el proceso discursivo tedrico, que se
caracteriza por un desarrollo del discurso mediante la deduccion y puede ser hecho
en un registro estrictamente simbolico o en el del lenguaje natural.

Estos tipos de razonamiento los tomamos en cuenta para este estudio, que ha
tratado de identificar sus caracteristicas, infiriéndolas de los analisis sobre los
registros escritos de las respuestas que elaboran los alumnos cuando se enfrentan a
tarcas donde se resuelven problemas de geometria. A continuacion,
caracterizaremos el razonamiento proceso configural, mostrando cémo los
procesos de resolucion de los estudiantes algunas veces dan evidencias de
interaccion —coordinacion— entre las aprehensiones discursiva y operativa.
Distinguiremos los casos en que dicha coordinacion lleva al sujeto a resolver el
problema de aquellos en que no lo logra al entrar en un bucle sin salida aparente.
Posteriormente, describiremos los razonamientos discursivo natural y discursivo
tedrico.
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5.1. El razonamiento como un proceso configural: coordinacién de la
aprehensidn discursiva y operativa

Cuando se plantea un problema de geometria, en algunos casos el enunciado viene
acompanado de un dibujo que representa la situacion geométrica inicial; en otros,
el estudiante tiene que representarla. En ambas situaciones, el alumno lleva a cabo
una aprehension discursiva para asociar una o varias afirmaciones matematicas
del enunciado, a la configuracion de puntos que lo acompafia o se construye. A
continuacién, analiza la informacién y, con cierta frecuencia, le hace
modificaciones a la configuracion inicial; es decir, realiza una aprehension
operativa. Como consecuencia, se pueden necesitar nuevas asociaciones que, a su
vez, pueden implicar nuevos cambios, repitiéndose el ciclo aprehension
discursiva/aprehension operativa de manera coordinada, hasta que se alcanza la
solucion o se abandona la estrategia seguida.

Entendemos el proceso configural como el desarrollo de la accion coordinada
aprehension discursiva/aprehension operativa que efectta el estudiante, cuando
resuelve un problema de geometria, lo cual genera una interaccion entre la
configuracion inicial y sus posibles modificaciones con las afirmaciones
matematicas adecuadas. Para representar graficamente tal interaccion, usamos el
grafico de la Figura 12.

Aprehension Aprehension
discursiva operativa

Figura 12. Coordinacion de la aprehension discursiva y operativa
en la resolucion de problemas de geometria.

La coordinacion entre la aprehension operativa y la discursiva (proceso
configural) puede desembocar en dos situaciones:

1. La coordinacion da una solucion al problema. Aqui distinguimos dos clases de
procesos:

- Truncamiento: Cuando la coordinacion proporciona la “idea” para resolver
deductivamente el problema. Es decir, el proceso configural permite
conjeturar afirmaciones que se prueban a través de la deduccion.

- Conjetura sin demostracion: El proceso configural permite resolver el
problema aceptando las conjeturas mediante percepcion simple.
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2. La coordinacion no consigue ninguna solucion. En este caso, denominamos al
proceso bucle:

- Un bucle es el proceso configural en el que se ha llegado a una
situacion de bloqueo que no permite el avance hacia la solucion y, por
tanto, hay un estancamiento del razonamiento producido.

Ejemplo de truncamiento

La Figura 13 incluye la trascripciéon de un fragmento de la respuesta de un
estudiante para maestro al siguiente problema de geometria, donde se identifica la
caracteristica especifica del truncamiento:

Problema 1. En un plano, la recta L es mediatriz de Q_T Sea P un punto del
mismo semiplano, de recta borde L, que Q. La recta PT corta a L en el punto R.

Probar que mPT =m PR +m@.

@
"‘“LE

i

B e ral::l_._ B, )
£
1
2] La mediatriz L &= perpendicular a QT (farma angules rectos)

3) Hay que demostrar que |3 distancia B e la misma que lade BT .

L )
4) Determino los triangules QRX v TR v tengo:

LR
:-_",Lra-——"T—"';".'}'- b —1

g) congruencia LAL

E) Lado FZ 72 R (lado comin)

71 angule RXQ ’?R'.;CT (La mediatiiz ez perpendicular y forma angulos redos: RXQ =ore
RXT =00

2) Lado Q7T (la mediatriz divide alsegmento en partes iguales, es perpendicular v pasa por el
purto medio).

9] La distancia de R *RT

Figura 13. Fragmento de la trascripcion de una solucion.
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Observamos que en el punto 1) hay un cambio de representacion del texto
discursivo hacia una configuracion inicial (aprehension discursiva que indica un
cambio de anclaje discursivo a visual). El texto en el punto 2) denota otra
aprehension discursiva, ya que el estudiante asocia la definicion de mediatriz a la
configuracion y afiade las marcas de angulo recto; modifica la configuracion
inicial. En el punto 3) identifica la igualdad a demostrar (aprehension discursiva
que proporciona la “idea” que lleva a la solucién), mientras que en el punto 4)

A A
extrae de la configuracion inicial los dos tridngulos QRX y TRX (aprehension
operativa de reconfiguracion). Conjetura que puede aplicarse la congruencia LAL
en el punto5), lo cual aparentemente es una aprehension discursiva; en los puntos
6), 7) y 8) verifica las hipotesis de esta congruencia, obteniendo la tesis de la
afirmacion en el punto 9), con lo que realiza un discurso tedrico.

Parece claro que el alumno hizo en varias ocasiones el ciclo aprehension
discursiva/aprehension operativa hasta que encontrdé la “idea” que resolvia el
problema. Una vez obtenida esta idea el proceso configural se trunca; no es
necesario seguirlo porque se tienen las nociones que permiten desarrollar
el proceso deductivo.

En principio, no consideramos el orden de actuacion de las aprehensiones. Es
decir, ;piensa el alumno que los dos tridangulos, que surgieron por la modificacion
a la configuracion inicial —aprehension operativa—, son consecuencia de haber
asociado la situacion geométrica con el criterio LAL (aprehension discursiva), o el
cambio de la configuracion inicial lleva a la asociacién? Lo que distinguimos
como importante, en relacion con el proceso de razonamiento, es la accion de
desarrollar la coordinacidon entre ambos tipos de aprehension mediante el ciclo
aprehensién discursiva/aprehension operativa. Por otra parte, no es posible
asegurar el orden seguido por el estudiante con base en el analisis de sus
respuestas escritas.

Ejemplo de conjetura sin demostracion

Problema 2. Sea el cuadrado ACDF, que tiene de area 1 m’. B y E son puntos

medios de AC y ﬁ, respectivamente. Calcula el area del paralelogramo BCEF.

A F
B E
C D

Figura 14
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Solucién:
A F A F A F
B E — B E__.B E
C D c D c D

Figura 15
Este problema puede resolverse de manera perceptiva a través de una
aprehension operativa de cambio figural. Se afiade a la configuracion inicial algiin

elemento geométrico (en este caso, el segmento BE de la configuracion de la
izquierda) y se manipula la configuracion central como las piezas de un puzzle
(aprehension operativa de reconfiguracion) para obtener una configuracion (a la
derecha), donde se note que el area del paralelogramo es la mitad del area del
cuadrado. En este caso las distintas conjeturas (por ejemplo, considerar que los
cuatros triangulos son semejantes) no son probadas, sino admitidas visualmente,
mediante la percepcion simple de la configuracion.

También en este ejemplo se puede distinguir la realizacion del ciclo
aprehension discursiva/aprehension operativa, si bien en este caso las asociaciones
realizadas (por ejemplo, las dos mitades ABEF y BCDE tienen areas iguales) no
sean estrictamente con afirmaciones matematicas. Igualmente aqui la “idea” que
resuelve el problema es aceptar por simple percepcion la igualdad de las areas de
ABEF y BCDE.

Ejemplo de bucle

Para ilustrar el concepto de bucle, en la Figura 16 transcribimos la solucién dada
por otro estudiante para maestro al Problema 1.

Hbemestear 5] Por lo tanto de dusimes que R 2RT
mPT=mPR + mPQ) €] Para demastiar PR 2RT 7 PRUZRST
= L 711 B RS
+J 2121 3T ?PU x lades opuestes a angulos congruzres.

= (-3 93 PX‘LT ’»TYS

G\ ; 10) LAL, por lo que PﬁU ?RéT 2 PR-RET
r 11] Por laque BT 7RO

a;il:r?i ’I-‘QSU'L; “raque al estar cortada porla mediana, 1a corta endos 12) PT=PR+RT

Figura 16
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En el punto 1), el alumno identifica la tesis que debe demostrarse, cometiendo
un error. En el punto 2) construye la representacion de la situacion geométrica
planteada en el enunciado; aqui, en la configuracién inicial introduce algunos

elementos geométricos “nuevos”, como los segmentos QR y PU , ademas de los

A AN

angulos X, Y, con lo que efect@ia una aprehension operativa de cambio figural.
En el punto 4) usa la definicién de mediatriz, aunque la nombra mediana; con ello
realiza una aprehension discursiva para deducir impropiamente en el punto 5) que

QR=RT.
En los puntos anteriores, dejando aparte las inexactitudes o errores,

observamos una coordinacion entre la aprehension discursiva y la aprehension
operativa (lo cual hemos llamado proceso configural). Asimismo, en el punto 6) se

A A
conjetura que para demostrar PR=RT hay que realizar PRU =RST
(congruencia LAL). Sin embargo, dicha congruencia no tiene interés para la
resolucion del problema, ya que puede ser cierta en este caso particular por
la forma que ha tomado la configuracion, pero no en el caso general que demanda
el problema. Logicamente, la verificacion de hipotesis no es posible al ser una
conjetura indemostrable, con lo que de aqui en adelante se entra en una situacion
de bloqueo que no permite el avance hacia la solucion y, por tanto, ocurre un
estancamiento del razonamiento producido.

En este caso, el alumno maquilla su bloqueo para dar una apariencia de
solucion simbolica, mas no demuestra las conjeturas realizadas ni cumple con las
condiciones del razonamiento deductivo. La situacidon de bucle, donde el
estudiante entra durante el proceso de resolucion, pero sin encontrar una salida
viable, podria ejemplificarse con la Figura 12, ya que el alumno se mueve en un
plano paralelo a la base del cono truncado y cuando la coordinacion acaba en
solucion, asciende en espiral por dicho cono.

5.2. El razonamiento como un proceso discursivo natural

El proceso discursivo natural se lleva a cabo de manera espontanea en el lenguaje
natural a través de descripciones, explicaciones o argumentaciones'. Para poder

" En nuestro campo de estudio, la designacién de objetos, el hecho de expresar alguna caracteristica
de la configuracion —enunciar una propiedad—, de tal forma que tenga un valor epistémico (las
propiedades estan relacionadas con la manera en que se ha interpretado la configuracion) y generar
propiedades a partir de otras conocidas son, respectivamente, distintas expresiones del discurso



294 GERMAN TORREGROSA y HUMBERTO QUESADA

identificarlo es necesario distinguir las operaciones discursivas basicas, como los
conectores “y”, “0”, ademas de los simbolos verbales abreviados ( significa
“produce”; “-” indica “quitar de”) que puedan aparecer en la descripcion, la
explicaciéon o la argumentacion utilizada en la resolucion de problemas de

geometria.

__9

Un proceso configural no solo permite distinguir todas las posibles
configuraciones, sino también identificar las que son relevantes en el contexto del
problema. Pero esto puede no ser suficiente para resolver el problema, de ahi que
sea necesario distinguir operaciones de otra naturaleza (las discursivas bésicas y
simbolos verbales abreviados).

En ocasiones podemos encontrar un proceso discursivo natural que contiene
un proceso configural. Por ejemplo:

Problema 3. Comprueba que los paralelogramos de la figura tienen la misma area.

Figura 17
Posible solucion:

Figura 18

En la solucién de la Figura 18 debemos darle sentido a los conectores
(1a flecha, los signos “igual” y “suma”) y describir las manipulaciones hechas a la
configuracion inicial. La superficie del paralelogramo es la misma que la suma de
la superficie del trapecio rectangulo y el triangulo; por ello, dividimos la
configuracion inicial en dos subconfiguraciones que visualmente pueden
reorganizarse para formar el rectangulo. Los conectores (signos “igual” y “suma”,
asi como la flecha) dan sentido a la reorganizacion como proceso discursivo.

natural, y hay un salto estructural entre la descripcion, la explicacion y la argumentacion con el
proceso de deduccion (Duval, 1999b).
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Resulta evidente que se pueden manejar otros argumentos para este problema,
pero estaremos hablando del mismo tipo de razonamiento.

5.3. El razonamiento como un proceso discursivo tedrico

El proceso discursivo teodrico utiliza sélo teoremas, axiomas o definiciones para
llegar a la conclusion, esta estructurado deductivamente y ocurre en un registro
estrictamente simbdlico o en lenguaje natural. Presentamos un problema cuya
solucién nos permite identificar las caracteristicas del proceso discursivo tedrico vy,
al mismo tiempo, ofrece un nuevo ejemplo donde se ven las posibles relaciones
que puede tener el proceso configural, como la coordinacion entre la aprehension
discursiva y la aprehension operativa con el proceso discursivo teorico.

Problema 4. En la figura se tiene que AB, BC, CD y DA son tangentes a la
circunferencia. Probar que AB + CD = BC + DA.

D, H

]

A

Figura 19. Tomada del libro Geometria practica y agrimensura (1952).
Segundo grado. Zaragoza, Espaiia: Ed. Luis Vives, p. 50.

Una forma de resolver el problema es identificar o cambiar la configuracion
inicial por la siguiente subconfiguracion:

D H

Figura 20

Una vez que se identifica la subconfiguracion, la prueba se puede realizar
mediante un cambio de anclaje (de visual a discursivo), asociando a la
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subconfiguracion la siguiente proposicion: Dada una circunferencia y un punto
exterior a ella, los segmentos tangentes a la circunferencia que pasan por dicho
punto son congruentes. Con ello podemos identificar 8 segmentos, iguales dos a
dos: DE=DH, AE=AF,BF =BG, y CG=CH . Finalmente, al sumar

adecuadamente las igualdades, llegamos a la igualdad pedida.

Tal razonamiento atafie a un proceso configural que da pie a un razonamiento
tedrico. El proceso configural provoca la “idea” que resuelve el problema, cuando
se identifica la subconfiguracion de la Figura 20 (aprehension operativa) y se
asocia la proposicion enunciada (aprehension discursiva con cambio de anclaje de
visual a discursivo). Aqui se acaba el proceso configural y empieza el proceso
discursivo tedrico —lo que hemos llamado truncamiento—; ya no tenemos
necesidad del dibujo mas que para organizar nuestro discurso. La solucion ocupa
afirmaciones matematicas, adopta una estructura deductiva y, en este caso, se
expresa en lenguaje natural:

Los segmentos AB, BC, CD y DA son tangentes a la circunferencia dada.

Los segmentos tangentes a una circunferencia por un punto exterior a
ella son congruentes.

- Luego, DE = DH, AE = AF, BF = BG, y CG = CH.

- Al sumar ordenadamente estas igualdades demostramos la igualdad
pedida.

6. CONSIDERACIONES SOBRE LA COORDINACION
DE LOS PROCESOS DE VISUALIZACION Y RAZONAMIENTO

El proceso configural, entendido como la coordinacion entre la aprehension
operativa y la aprehension discursiva en la resolucion de problemas de geometria,
es un proceso de razonamiento derivado de la interaccion entre dos procesos de
visualizacion que el alumno genera con frecuencia para resolver y transmitir la
solucion de un problema.

Dicho proceso suele organizar la respuesta del alumno, es decir, puede
encontrarse inmerso en un discurso natural que lo explique o dé la “idea” para
organizar un proceso discursivo teoérico. Esto parece indicar que constituye el
punto de apoyo solido desde el cual el estudiante puede enfrentar la resolucion de
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problemas en muchas situaciones geométricas. Consideramos que el proceso
configural, en particular su manifestacion a través del truncamiento, permite
explicar la conducta de los estudiantes al solucionar problemas de geometria,
siendo un posible nexo entre la visualizacion y el razonamiento. Si aceptamos la
relevancia del proceso configural, entonces podemos entender el papel importante
que desempenia el desarrollo de los procesos de visualizacion en los estudiantes.

Cambio de anclaje:

A B . . .
de visual a discursivo
D=BCyDC=AB
D C

de discursivo a visual

Figura 21

En este articulo presentamos un modelo para caracterizar el comportamiento
durante la resoluciéon de problemas de geometria, que se basa en los distintos
procesos de visualizacion y de razonamiento, con el fin de exponer los elementos
de una estructura general sobre los procesos cognitivos que intervienen en la
resolucion de problemas de geometria. El modelo trata de integrar términos
diferentes, adoptando significados amplios, para seguir la linea descrita en la
introduccioén de este trabajo.

Asimismo, el modelo ofrece una aproximacion de la coordinacion entre los
procesos visuales y de razonamiento, caracterizada mediante instantaneas o fotos
fijas del proceso cognitivo que siguen teéricamente los alumnos desde que solo
hacen un uso intuitivo de la visualizacion hasta que son capaces de coordinar
con habilidad la visualizacion y su razonamiento. Dentro del modelo es destacable
el “momento” que representa lo que hemos llamado razonamiento configural, al
ser una evidencia de que se ha alcanzado o al menos iniciado la coordinacion que
pretendemos caracterizar.

Durante el estudio realizado para esta investigacion se constatdé que hay
alumnos que logran desarrollar aceptablemente esa coordinacion, lo cual parece
confirmar la hipotesis de que la coordinacion se puede conseguir tras el trabajo
de diferenciacion de los procesos durante el desarrollo curricular. Quizas ahora
lo interesante seria averiguar las causas por las que no todos los estudiantes
consiguen dar este paso. Parece obvio indicar que esta linea de investigacion
necesita seguir desarrollandose para confirmar o reafirmar la validez del modelo
presentado.
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