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PROOF SCHEMES FOR PROPOSITIONS OF LINEAR ALGEBRA

WITH LoGIicaL VALUE TRUE

RESUMEN

El presente trabajo se propone analizar esquemas de
demostracion en producciones de alumnos en la asignatura
universitaria de Algebra Lineal. Concretamente, estudiamos las
representaciones de tres estudiantes, y sus transformaciones,
en tareas que involucran proposiciones de Algebra Lineal con
valor ldgico verdad, procurando acceder a su razonamiento
matematico. Las conclusiones del estudio indican que el nivel
de rendimiento académico en Matematicas de un alumno puede
no traducir el nivel de rendimiento académico de ese alumno
en la construccion de demostraciones. Sugieren también una
posible conexion entre los contenidos, y la experiencia, asociados
al primer contacto de los alumnos con la demostracion y
las representaciones por ecllos utilizadas en los esquemas
de demostracion. Por altimo, las conclusiones aclaran
los significados atribuidos por los alumnos a esquemas de
demostracion no deductivos. En un sentido lato, los resultados
muestran la necesidad de intervenciones en clase, basadas en
investigacion, para generar soluciones para los desafios
de la enseflanza y del aprendizaje de la demostracion en la
Ensefianza Superior.

ABSTRACT

The purpose of the present work is to analyse proof schemes
instudents’ productions ina curricular unit of Linear Algebrain
Higher Education. Concretely, we study the representations of
three students, and their transformations, in tasks that contain
propositions of Linear Algebra with logical value true, trying
to access their mathematical reasoning. The conclusions of the
study indicate that the level of performance in Mathematics
of a student may not translate the level of performance of that
student in the construction of proofs. They also suggest a
possible connection between the contents, and the experience,
associated to the first contact of the students with proof and
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the representations used by them in the proof schemes. Last
but not least, the conclusions shed light on the meanings for
the students of proof schemes which are not deductive. In a
broad sense, the findings show the need for research-based
interventions in the classroom to address the challenges of the
teaching and the learning of proof in Higher Education.

RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo analisar esquemas de
demonstrag¢do em producdes de alunos numa unidade curricular
de Algebra Linear do Ensino Superior. Concretamente, estudamos
as representacdes de trés alunos, e suas transformagdes, em
tarefas que envolvem proposi¢des de Algebra Linear com valor
l6gico verdade, procurando aceder ao seu raciocinio matematico.
As conclusdes do estudo indicam que o nivel de desempenho em
Matematica de um aluno pode ndo traduzir o nivel de
desempenho desse aluno na elaboragdo de demonstragdes.
Sugerem também uma possivel ligag@o entre os conteudos, e
a experiéncia, associados ao primeiro contacto dos alunos com a
demonstragdo e as representagdes por eles utilizadas nos
esquemas de demonstragdo. As conclusdes apontam ainda
para os significados atribuidos pelos alunos a esquemas de
demonstragdo ndo dedutivos. Em sentido lato, os resultados
mostram a necessidade de intervenc¢des na sala de aula, com
base em investigacdo, de modo a gerar solugdes para os desafios
do ensino-aprendizagem da demonstragio no Ensino Superior.

RESUME

Le présent travail vise a analyser les schémas de démonstration
dans les productions de étudiants dans une unité curriculaire
d’Algebre Linéaire de I’Enseignement Supérieur. Plus
spécifiquement, nous étudions les représentations de trois
étudiants, et leurs transformations, dans les taches qui impliquent
des propositions d’Algebre Linéaire avec une valeur logique
vraie, cherchant a accéder a leur raisonnement mathématique.
Les conclusions de 1’étude indiquent que le niveau de
performance dans les mathématiques d’un étudiant peut étre
ne peut pas traduire le niveau de performance de cet étudiant
dans I’élaboration de démonstrations. Ils suggerent aussi un lien
possible entre le contenu, et I’expérience, associée au premier
contact avec la démonstration et les représentations utilisées
dans les schémas de démonstration. Les conclusions indiquent
également les significations attribuées par les étudiants aux
schémas de démonstration non déductives. Dans un sens large,
les résultats montrent la nécessité d’interventions en classe,
basées sur la recherche, afin de générer des solutions aux
défis du enseignement-apprentissage de la démonstration dans
I’Enseignement Supérieur.
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1. INTRODUCAO

O cerne da Matematica como ciéncia em permanente construcdo sdo as
demonstragdes, envolvendo raciocinio para “convencer-se a si proprio, convencer
um amigo, convencer um inimigo” (Mason, Burton, & Stacey, 1982, p. 106).
Essenciais para compreender, estabelecer ¢ comunicar o conhecimento matematico,
no ensino as demonstragdes permitem convencer os alunos “com base na razao,
em vez da autoridade” (Lima, 1999, p. 5).

Apesar da sua relevancia, uma tarefa cuja resolugdo passe por uma
demonstracdo é, para muitos alunos, algo dificil “com letras”. Ainda que as
mais recentes orientagdes curriculares portuguesas em Bivar et al. (2013, 2014)
tenham vindo refor¢ar a importancia da demonstrag@o nos curriculos do Ensino
Basico e do Ensino Secundario, da nossa experiéncia, os seus reflexos ainda
ndo sdo notdrios no Ensino Superior.

No Ensino Superior portugués ndo ha um documento condutor tinico, sendo
os docentes das unidades curriculares da area cientifica de Matematica, na sua
institui¢cdo, intervenientes na definicido dos programas das mesmas. No que diz
respeito a demonstragdo, em muitos casos, os docentes tém alguma liberdade,
0 que ndo significa que ndo estejam sujeitos a pressdes, no sentido da menorizagio
da demonstra¢ao, nos cursos que ndo formam futuros matematicos.

Mesmo nos casos de unidades curriculares em que a demonstracdo ¢
considerada, tal pode ndo conduzir a perce¢do dos processos associados ao
raciocinio matematico dos alunos ou a criacdo de esquemas de demonstragdo por
estes. Com efeito, fazer muitas demonstragdes nio significa que a demonstragio
seja trabalhada (Costa & Tadeu, 2006). E também dificil desenvolver a nogdo de
demonstrag¢do quando o professor se limita a reproduzi-las.

Acresce o facto de ser escassa, pelo menos em Portugal, a investigacdo com
alunos do Ensino Superior e, em particular, no ambito da demonstrag¢ao. Do nosso
conhecimento, os estudos relativos a (esquemas de) demonstragdo reportam-se
aos Ensinos Basico, como o de Rodrigues (2012), e Secundario, como o de Neto,
Breda e Godino (2011). Também nao abundam em Portugal os estudos cuja pratica
letiva passe pela aprendizagem pelos pares (Beites & Serddio, 2015).

A aprendizagem pelos pares encontra fundamento na obra de Dewey, que
enfatizou a importancia da construc@o colaborativa do conhecimento. No registo
pragmatista em que se move, Dewey concebe a importancia das comunidades de
aprendizagem enquanto possibilidades de acesso a varias perspetivas e a busca
colaborativa de solu¢des. Por induzir a reorganiza¢do dos argumentos de alunos
que tentam convencer os seus pares em discussdes, escolhemos este método de
ensino-aprendizagem.
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O presente estudo tem por objetivo analisar os esquemas de demonstracao nas
producdes de trés alunos, em tarefas de demonstragio para proposicdes de Algebra
Linear com valor légico verdade. Procuramos compreender o raciocinio matematico
dos alunos nessas producdes, tentando aceder ao mesmo através das representagdes e
suas transformacdes. Nos esquemas de demonstragio ndo dedutivos, tentamos ainda
compreender os significados associados que os alunos lhes atribuem.

Tendo em vista os objetivos descritos, procuramos responder as seguintes
questdes de investigagdo: Que esquemas de demonstragdo sdo elaborados pelos
alunos para demonstrar proposi¢des de Algebra Linear com valor 1ogico verdade?;
que representagdes e suas transformagdes sdo utilizadas pelos alunos nessas
produg¢des?; quais os significados atribuidos pelos alunos aos esquemas de
demonstrag¢ao ndo dedutivos?.

2. ENQUADRAMENTO TEORICO

O lugar da demonstrac¢do no curriculo matematico ¢ um topico central de discusso
desde a década de 90 do século passado (Gabel & Dreyfus, 2017; Stylianides &
Stylianides, 2017; Stylianides, Stylianides, & Weber, 2017). Efetivamente, o papel
da demonstrag@o no ensino da Matematica esta longe de ser consensual, assim
como ndo retne unanimidade o critério do que torna uma demonstragéo aceitavel
ou ndo. Insistir na importancia da demonstracdo, no ambito do conhecimento
matematico, implica entender a Matematica como ciéncia que privilegia,
simultaneamente, a abordagem heuristica e indutiva e a abordagem dedutiva,
contestando a percecdo, partilhada por varios educadores, que privilegia o
desenvolvimento de competéncias investigativas e de resolu¢do de problemas,
considerando que estas permitem tornar a Matematica mais atraente e proxima
da realidade dos alunos (Hanna, 2000; Stylianides & Stylianides, 2008).

2.1. Demonstragdo e suas Fun¢oes

Hanna (2000) pronuncia-se a favor da centralidade da demonstragéo no curriculo
matematico, realgcando a importancia de discutir quer a sua relevancia, quer as suas
limitagdes, com os alunos. De Villiers (2001) realga, a este proposito, que anecessidade
de demonstragdo nio é facilmente compreendida pelos alunos, devendo-se esta
incompreensdo menos a problemas de desenvolvimento cognitivo, mas sobretudo
a sua motivagdo para a abordagem as mesmas, pelo que se torna imperativo tornar as
demonstragdes significativas para aqueles, explorando algumas das suas fungdes.
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Mais do que o rigor, enfatizado pelo movimento da matematica moderna,
nos anos 50/60 do século passado, Hanna (2000) realga a sua importancia enquanto
caminho para uma “efetiva compreensdo matematica” (p. 7). Significa isto que a
demonstragdo ndo serve, apenas, fins de justificagdo, mas, sobretudo, de um
conhecimento mais aprofundado, pois, como referido pela autora, “a melhor
demonstrac@o ndo € apenas que aquilo é verdadeiro, mas também porque ¢ que aquilo
¢ verdadeiro” (p. 8). Deste modo, e em contexto de sala de aula, o grande
desafio ao ensino da demonstragio consiste na sua propria justificacdo, o que acaba
por conceder prioridade a fungio de explicacdo da mesma.

E importante que os alunos compreendam que s6 através da demonstragio é
possivel obter uma explicagdo cabal, isto ¢, verificar uma conjetura (De Villiers,
2001). Associada a confirmacio, a demonstracio ¢ efetivamente a tinica forma
de verificagdo de uma proposicdo. Embora mediante a exploracdo com casos
particulares possamos alcangar um elevado grau de convicgo acerca da validade
de uma conjetura (De Villiers, 2001; Hanna, 2000), “a validade dos resultados
matematicos depende, em ultima instancia, da demonstracdo” (Hanna, 2000,
p. 12) e ¢ mediante esta que o conhecimento matematico adquire o grau de certeza
que o caracteriza, devendo esta ideia ser incorporada pelos alunos.

Refor¢ando esta linha de pensamento, ha que referir que ha muito do
raciocinio dedutivo, base da demonstragao, na propria exploragdo matematica e
que, em ultima andlise, apesar de atividades separadas, a exploragdo ¢ a
prova completam-se e reforcam-se no desenvolvimento do conhecimento ¢ na
aprendizagem da matematica. A complementaridade entre argumentos heuristicos
e demonstragdes corretas justifica uma outra funcdo da demonstragéo, que pode ser
utilizada em sala de aula, que é a funcdo do desafio intelectual. Apds um primeiro
momento de exploracdo heuristica, o professor pode e deve motivar os alunos
no sentido de tentar elaborar uma demonstragao ou, pelo menos, acompanhar
o desenvolvimento de uma (Hanna, 2000). Despertar nos alunos a necessidade da
demonstrac¢do, apds uma exploracdo mais empirica, pode ser uma boa forma de os
envolver neste processo (Stylianides & Stylianides, 2008) e um poderoso estimulo
para aquisi¢do de habitos de pensamento, na medida em que o aluno € conduzido a
demonstragdo a partir da experi€ncia de um problema (Dewey, 1997).

Uma outra func¢do especialmente significativa em sala de aula ¢ a da
demonstragdo como forma de comunicagao, associada a sua dimensao social
(Rodrigues, 2009). Efetivamente, a demonstrag@o corresponde “a um argumento
matematico, uma sequéncia de asser¢des relacionadas, a favor ou contra uma
proposi¢cao” (Stylianides & Stylianides, 2008, p. 107), implicando, por conseguinte,
uma aceitacdo consensual, por parte de uma determinada comunidade de
aprendizagem e/ou cientifica, em torno do conjunto de fundamentos de partida
(definigdes, lemas,...), consenso que se deve estender aos modos de argumentagio
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(como se desenvolve) e formas de representacdo (como se expressa) utilizadas,
bem como a demonstragdo como um todo. Deste modo, a demonstracdo em si
mesma pode surgir como potenciadora e como momento real de concretizagcdo de uma
aprendizagem pelos pares, cuja base, recordamos, consiste em convencer os pares
com bons argumentos, o que nos remete para uma outra fung¢do da demonstrago
que ¢ a do convencimento, traduzida no estabelecer a verdade de uma conjetura
(De Villiers, 2001), neste caso através de um trabalho colaborativo.

Também Harel e Sowder (1998, 2007) usam o termo demonstracéo, ndo no
sentido matematico estrito do mesmo, mas como aquilo que estabelece a verdade
de uma proposi¢do para um individuo ou comunidade. Esta defini¢do evidencia
a subjetividade da perspetiva dos autores, ao deixar claro que o que para um
individuo ou comunidade pode ser considerado demonstracdo pode nfo o ser
para outros e, até para os mesmos individuos, pode modificar-se ao longo do
tempo. O mesmo acontece com o conceito de esquema de demonstragdo, o qual
¢ detalhado na proxima secgdo. E sabido que os alunos constroem conhecimento
novo apoiado no que ja tém (Piaget, 1952), o que também no contexto da
demonstrag@o implica que o aluno ird refinar gradualmente o seu conhecimento e
capacidade de demonstrar. Fica também claro que o ensino e a aprendizagem da
demonstrag@o se adequa a qualquer nivel de escolaridade.

2.2. Esquemas de Demonstragdo

A perspetiva de Harel e Sowder (1998, 2007) apoia-se no conceito de esquema
de demonstra¢io, que ¢ definido como o que constitui autoconvencimento
e persuasio para um individuo ou comunidade. Dada uma afirmagao, esta pode
ser considerada uma conjetura ou um facto por um individuo, dependendo
da sua certeza sobre a veracidade da mesma. Portanto, uma conjetura passa
a facto para um determinado individuo logo que este a considere verdadeira.
Ao processo usado pelo individuo (ou comunidade) para eliminar as duvidas
sobre a verdade da afirmac¢@o chamam processo de demonstragdo. Este admite
dois subprocessos, um de autoconvencimento (relacionado com a eliminagdo das
préprias dividas sobre a veracidade da afirmag¢do) e outro de persuasido
(usado por esse individuo ou comunidade para eliminar as dividas de outros
sobre a verdade da afirmagdo), como referem Harel e Sowder (1998, 2007).

A observacgdo das ac¢des de alunos no seu processo de demonstragdo
efetuadas por Harel e Sowder (1998) permitiram-lhes estabelecer as categorias
dos esquemas de demonstragdo, as quais representam niveis cognitivos diferentes do
desenvolvimento matematico dos alunos. As categorias que recordamos na
Tabela I, cuja descri¢do foi adaptada de Kanellos, Nardi e Biza (2018),
ndo sdo mutuamente exclusivas, pois 0 mesmo individuo pode manter mais do
que um esquema de demonstracdo. A ideia de combinagdes de esquemas de
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demonstragao surge no estudo de Kanellos, Nardi e Biza (2018), que refinou a
perspetiva de Harel e Sowder (1998, 2007). No contexto do ensino néo superior,
os primeiros autores depararam-se com oito combinac¢des dos esquemas de
demonstrag@o propostos por Harel e Sowder (1998, 2007).

TABELA 1
Classificag@o dos esquemas de demonstracdo (ED) segundo Harel e Sowder
(1998, p. 245)

Categorias Subcategorias

Descricdo

ED de convic¢do
externa

As conjeturas sdo validadas por recurso
a fatores externos, como:

Autoritario
Ritual
Simbolico ndo
referencial

a autoridade de outro (pessoa ou material)
o ritual da argumentagéo apresentada

a forma de escrita simbdlica da
argumentagao

ED empiricos

As conjeturas sao validadas com recurso
a experiéncia.

Indutivo

Percetual

A argumentacdo baseia-se num ou mais
exemplos, em medig¢des diretas, em
concretizagdes de variaveis, etc.

A argumentagdo baseia-se em percegdes
(entendimento sensorial)

ED dedutivos

As conjeturas sdo validadas para todos os
casos (generalidade). A argumentagdo é
organizada em etapas apropriadas para
alcancar o objetivo final (pensamento
operacional) e é baseada em regras
logicas (inferéncia logica)

Transformativo

Axiomatico

A argumentacdo envolve as caracteristicas
de generalidade, pensamento operacional
e inferéncia 16gica (atras referidas)

Acrescenta a anterior o reconhecimento
da fundamentagdo axiomatica da teoria
matematica correspondente

Varios estudos mostram que os esquemas de demonstragdo empiricos sdo
os mais utilizados pelos alunos dos diferentes niveis de ensino (Chazan & Lueke,
2009; Healy & Hoyles, 2000; Recio & Godino, 2001; Rodrigues, 2009), ficando
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convencidos que com um ou alguns exemplos demonstram a validade de certa
afirmacédo e, em contrapartida, apresentam grandes dificuldades na compreensao
da prova através de um contraexemplo. Recio e Godino (2001) concluiram que alunos
universitarios espanhdis evidenciaram limitagdes no uso espontaneo de esquemas
de demonstragdo dedutivos para demonstrar proposi¢cdes matematicas elementares.

Lee (2016), por considerar que os estudos existentes ndo estudaram com
profundidade a demonstragdo da falsidade de proposi¢des e por entender que faltava
perceber certas nuances cognitivas manifestadas pelos alunos nas demonstragdes
que apresentavam, desenvolveu um estudo que lhe permitiu estabelecer categorias
mais finas para os esquemas de demonstracéo dos alunos. Esta categoriza¢io mais
fina de Lee (2016) complementa a estabelecida por Harel e Sowder (1998, 2007).

No que respeita a construcio de esquemas de demonstragdo dedutivos este
autor classificou-os em sete niveis (de 0 a 6 por ordem crescente) que traduzem
uma progressao através de quatro fases, a saber: tentativas que falham ao relacionar
antecedente e consequente (nivel 0); demonstracdes baseadas em exemplos
ou erros de raciocinio légico (niveis 1 e 2); demonstracdes baseadas em
inferéncias dedutivas incompletas (niveis 3 e 4); demonstracdes baseadas
em inferéncias dedutivas coerentes (niveis 5 ¢ 6).

TABELA 11
Classificacdo dos esquemas de demonstragdo dedutivos (EDD) (Lee, 2016, p. 33)

Nivel  Caracteristicas Descrigdo
0 Tentativas irrelevantes ~ Nao sabe como provar ou apela a convic¢do em
ou minimais em fontes de conhecimento externas
inferéncias

Incapaz de relacionar o antecedente e o
consequente com exemplos

1 Utiliza¢ao novata Conclui que a implicacdo ¢ verdadeira (ou
de exemplos ou falsa incorretamente) recorrendo a um ou mais
raciocinio 16gico exemplos, ou a um exemplo incorreto, ou a um
contraexemplo

Falsifica a implicagdo “se P entdo Q” através de

raciocinio 16gico incorreto, isto é, “’se ndo P entdo
nio Q”

Obtém uma propriedade matematica que nao esta
relacionada com a implicacdo
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Utilizagao estratégica
de exemplos
para raciocinar

Gera exemplos ao acaso ou por amostragem
baseada em casos, ou casos extremos

Utiliza propriedades matematicas inferidas a partir
de exemplos gerados para obter conclusdes

Utilizagdo de
inferéncias dedutivas
com falhas graves na
coeréncia logica e

na validade

Deduz propriedades matematicas relevantes mas
faltando uma ou duas inferéncias dedutivas para
provar a implica¢do

Deduz que a implicagdo ¢ verdadeira para alguns
casos do antecedente mas omite outros casos

Utilizagdo de
inferéncias dedutivas
com falhas menores na
coeréncia légica e

na validade

Gera uma cadeia de inferéncias dedutivas para
justificar conclusdes, mas uma ou duas inferéncias
podem ser interpretadas como indutivas,

devido a insuficiente fundamentagéo,

ou como erros de escrita

Apresenta desorganizacdo na cadeia de
inferéncias dedutivas

Construgio de
demonstragdes
dedutivas informais

Gera uma cadeia de inferéncias dedutivas
para justificar a implica¢@o utilizando
justifica¢des informais

Construgdo de
demonstragdes
dedutivas utilizando
representagdes formais

Gera uma cadeia de inferéncias dedutivas
para justificar a implica¢@o utilizando
representacdes formais

Quanto a construgdo de esquemas de demonstragdo por construgdo de

contraexemplo, Lee (2016) estabeleceu seis niveis, de 0 a 5 por ordem crescente,
também estes traduzidos em quatro fases de progressao similares as anteriores.
Mais detalhes podem ser consultados na referéncia citada.

2.3. Representagdo e significagdo em processos de raciocinio matemdtico

Mata-Pereira e Ponte (2011, 2013) apresentam um quadro conceptual para o
estudo do raciocinio matematico que envolve os processos de representacio e
significacdo (sense making), o qual esta sintetizado no esquema da Fig. 1 e cujas
componentes, e suas relacdes, passamos a detalhar.
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Significar
(“Sense making”)

(Formular conjeturas)

especificas
Formular questoes . Testar Justificar
e Generalizar
- Especificas e usar - Informalmentes
- Gerais propriedades - Formalmente

N matematicas
(Formular conjeturas)

gerais
Inducédo <
Abducao Deducao
Representar

Linguagem natural, pictdrica, algébrica, geométrica, estatistica...

Figura 1. Quadro conceptual para o estudo do raciocinio matematico
(Mata-Pereira & Ponte, 2013, p. 20)

De acordo com Mata-Pereira e Ponte (2013), a defini¢do de raciocinio
matematico ndo ¢ consensual entre os educadores matematicos. No estudo agora
apresentado adota-se a definicdo mais lata, considerando o raciocinio matematico
como o processo de usar informagao conhecida para obter informacgao nova,
o qual pode ser de tipo dedutivo, indutivo e abdutivo (Mata-Pereira & Ponte, 2013).
Raciocinar matematicamente envolve formular e enunciar questdes, formular e
testar conjeturas (incluindo generalizagdes) e produzir justificagdes. A formulagio
de conjeturas gerais a partir de casos particulares envolve, primordialmente,
o raciocinio indutivo, mas também o raciocinio abdutivo pode ser, e €, usado para
estabelecer hipoteses explicativas de factos observados. Por sua vez, o raciocinio
dedutivo é usado na testagem das conjeturas e na construgdo das justificagdes.
As justificagdes tém niveis de complexidade diferentes, a saber: (i) ndo justificar;
(i1) apelar a autoridade externa; (iii) utilizar evidéncia empirica; (iv) utilizar um
exemplo genérico; e (v) justificar dedutivamente (Lannin, 2005). Os estudos que
levaram ao estabelecimento destes niveis basearam-se em estudos empiricos com
alunos do Ensino Basico.

O facto de os conceitos matematicos serem abstratos implica que, quer
para pensar neles, quer para os comunicar, se tem de recorrer a representacdes.
Seguimos a defini¢do de representagdo matematica de Goldin (2008): configuragio
que pode substituir uma entidade de qualquer forma. As representagdes mais
usadas s2o as palavras (linguagem verbal), os simbolos numéricos e algébricos
(linguagem simbolica, também designada algébrica) e imagens, tabelas, graficos e
esquemas (linguagem visual, também designada pictorica), as quais serdo as
consideradas neste estudo. Outros autores, como Mata-Pereira e Ponte (2011,
2013), discriminam mais os tipos de representagdes explicitando, entre outras,
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a linguagem geométrica e a linguagem estatistica. Todas estas representagdes
pertencem a sistemas de linguagem diferentes, com cddigos e regras proprios.

De acordo com Duval (2006a, 2006b) ha dois tipos de transformacgao de
representacdes, estreitamente ligadas com o raciocinio matematico: tratamentos e
conversdes. Tratamentos sdo transformacdes de representacdes dentro do mesmo
sistema de linguagem e conversdes sdo transformagdes de uma representagao,
num dado sistema de linguagem, noutra representagdo equivalente, mas noutro
sistema de linguagem. Segundo Duval (2006b) e Presmeg (2006) as conversdes
entre representagdes suportam e promovem a abstragdo matematica e o raciocinio
matematico. No entanto, os mesmos autores e outros, como Callejo e Zapatera
(2014), consideram que a conversdo entre representacdes ¢ a atividade cognitiva
menos espontanea e a mais dificil.

Esta interligacdo de componentes s6 funciona se estiver embebida num
processo de significacdo, no sentido de que o desenvolvimento da compreensdo
da situag@o, contexto ou conceito em estudo seja conseguido efetuando conexdes
com o conhecimento prévio do aluno (NCTM, 2009). Para tal ¢ essencial conhecer o
background do aluno, o nivel de desenvolvimento e experiéncia matematica em
que se encontra. As representagdes e transformagdes de representagdes sdo a
forma visivel do raciocinio matematico e, portanto, é através delas que o professor
e o investigador em educagdo matematica pode aceder e analisar o raciocinio do
aluno. Em geral, estas caracteristicas variam de aluno para aluno numa mesma
turma o que dificulta o papel do professor. Ozkan, Tepedeldiren e Unal (2011)
defendem que uma forma de contornar esta dificuldade é recorrer a multiplas
representacdes na abordagem de um mesmo conceito.

3. METODOLOGIA

3.1. Opg¢des metodologicas

A abordagem seguida foi qualitativa e interpretativa, por um lado, por pretendermos
estudar um fenomeno no seu ambiente natural e em toda a sua complexidade
(Bogdan & Bilken, 2010) e, por outro lado, por considerarmos que os objetos
e os acontecimentos ndo tém significado so por si. Como refere Yin (2009),
os significados dos objetos e dos acontecimentos, geralmente ndo diretamente
observaveis nem facilmente perceptiveis, sdo conferidos pelos individuos.

O design de investigagdo escolhido foi o estudo multicasos. O estudo de caso
caracteriza-se pela compreensao aprofundada de um fendmeno contemporaneo,
proporcionando os estudos multicasos a comparagio entre casos diferentes (Baxter
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& Jack, 2008). Saliente-se ainda que “as evidéncias obtidas com casos multiplos sdo
frequentemente consideradas mais convincentes e, globalmente, o estudo ¢ olhado
como sendo mais robusto” (Herriot & Firestone, como citados em Yin, 2009, p. 53).

Selecionamos trés alunos para garantir diversidade entre estes. A selegdo
dos alunos caso foi feita de entre os alunos de uma unidade curricular de Algebra
Linear, do 1.° ano de uma licenciatura do ensino superior, que tiveram a primeira
autora como professora no ano letivo a que se refere o estudo e no ano letivo
precedente. Os nomes empregues para referenciar os alunos caso, Alice, Maria e
Pedro, sao ficticios de modo a garantir questdes de ordem ética.

Os trés alunos estavam a repetir a unidade curricular por terem reprovado
no ano letivo anterior com classificagdes finais entre 7 e 8 numa escala de 0 a 20
valores. No final da primeira aula do ano letivo do estudo, os trés alunos referiram
a professora que queriam esforcar-se. Também mencionaram, tal como outros
alunos, ter gostado do método de ensino-aprendizagem, exemplificado nessa aula,
diferente do ano letivo anterior (aulas tradicionais).

Da conversa informal, a professora ficou a saber que os trés alunos tinham
tido algum contacto com demonstragdes no ensino secundario. Essencialmente,
ostrésassociavam essas experiénciasaalgo feitopelo professor, emboraemdistintos
conteudos. A experiéncia e os conteudos associados ao primeiro contacto com a
demonstragdo, e o nivel de desempenho em matematica, no ensino secundario
foram os critérios de selecdo diferenciadores considerados (ver Tabela I11).

TABELA III
Critérios diferenciadores dos alunos caso

Alice Maria Pedro
Nivel de desempenho ~ Médio Suficiente Bom
em matematica no
ensino secundario classificagdes classificagdes classificagdes

entre 12 e 14 entre 10 e 12 maioritariamente
(de 0 a 20 valores) iguais ou

superiores a 15

Conteudo(s) que Geometria Fungdes e Algebra Probabilidades
associa ao contacto
com a demonstracao Numeros Complexos

no ensino secundario

Experiéncia que subdividir uma mostrar que a area de demonstrar

associa ao contacto figura geométrica  uma figura geométrica  propriedades

com a demonstra¢io noutras figuras ¢ dada por uma fungdo  em tarefas de

no ensino secundario  geométricas para definida por f(x) Probabilidades e de
mostrar algo geral Numeros Complexos
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A recolha dos dados foi feita com recurso a: analise documental, observacéo
participante e entrevista. No ambito da primeira, analisaram-se produgdes da
Alice, da Maria e do Pedro em tarefas propostas nas aulas, em testes escritos e em
trabalhos de casa, estes ultimos com resolucdo escrita a mao e digitalizagdo da
mesma recolhida via plataforma Moodle. Fruto da observacdo participante, foram
tomadas notas de campo pela investigadora relativamente a prestagéio dos alunos caso.

Para além da conversa informal j4 referida, foi realizada uma entrevista
semiestruturada no final do semestre a cada aluno caso, orientada por un guifo,
gravada em audio e depois transcrita, em que as producdes nas tarefas selecionadas
para o presente trabalho foram objeto de discussdo. Na entrevista procurou-
se aceder aos processos de raciocinio dos alunos, tentando clarificar aspetos
ambiguos e motivos inerentes aos esquemas de demonstragdo nas produgdes, sua
representacéo e sua significacéo.

Em complemento a descrig¢do dos factos, através de ciclos de observagao,
reflexdo e interpretagdo, procedemos a interpretagio dos factos com base no
enquadramento teorico. Apos a analise de cada aluno caso separadamente, com
vista a elaboragio de uma sintese e a enunciac¢do de proposi¢des interpretativas,
levamos a cabo a confrontacdo dos trés alunos caso para destacar elementos, por
um lado, de homogeneidade e, por outro lado, de heterogeneidade.

Uma base para a analise dos dados ¢ constituida pelas categorizagdes de
esquemas de demonstragdo de Harel e Sowder (1998, 2007) e, de forma mais fina,
de Lee (2016). Em particular, atendendo a que as tarefas cujas produgdes
analisamos envolvem proposi¢des que, pelo enunciado, tém assumidamente valor
logico verdade, seguimos as categorias para esquemas de demonstragdo dedutivos
e as suas descricdes.

Tendo em conta a no¢ao de representagdo matematica de Goldin (2008) e o
quadro conceptual de representacdo e significagdo de Mata-Pereira e Ponte (2013),
analisamos as representacdes utilizadas e os significados atribuidos pelos alunos
caso nos esquemas de demonstracdo das suas produgdes. Com os modos de
representacdo de Duval (2006a, 2006b), procuramos ainda a presenga de processos
de tratamento e de conversdo entre representagdes.

3.2. Caracteristicas das aulas

Nas aulas foram usadas as linguagens natural, simbdlica e visual, por a unidade
curricular incluir Algebra Linear e alguns topicos de Geometria Analitica, mas,
sobretudo, para proporcionar o contacto dos alunos com varias representagdes.
Apesar de se pretenderem producdes com esquemas de demonstragao dedutivos, a
ordem dos contetdos de Algebra Linear seguiu uma abordagem calculo-abstragio
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(Harel, 1987). Comecar com matrizes e sistemas de equagdes lineares permite
uma aprendizagem gradual no sistema de linguagem da Algebra, preparando
a compreensdo de nog¢des tradicionalmente dificeis para os alunos — espagos
vetoriais e aplicag¢des lineares.

As aulas foram norteadas pela aprendizagem pelos pares (Crouch & Mazur,
2001; Beites & Romano, 2014), método de ensino-aprendizagem que remete para
a constitui¢do de comunidades de aprendizagem, que sdo, desde ha varios anos,
encorajadas por educadores matematicos construtivistas. Pretendemos assim dar
importanciaao conhecimento informal dos alunos e dos seus conceitos espontaneos,
bem como ao trabalho de colaboracdo dos alunos com os seus pares em tarefas
matematicas, no sentido de encorajar o questionamento individual e em grupo,
a comunicacdo de ideias matematicas e a exploragdo conjunta (Kennedy, 2012).

Visamos também a apropriacdo das tarefas, o despoletamento do dialogo ¢
a articulagdo dos esfor¢os de compreensao (Bruce & Bloch, 2013), com o intuito da
criacdo de situacdes de aprendizagem contrarias as propostas pela educacio
tradicional, marcadas pelo papel passivo e recetivo do aluno. Tentou-se, assim,
uma demarcagdo de um ensino baseado na mera transmissdo de contetidos e
centrado no professor (Branco, 2014). Com efeito, a criagdo de comunidades
de aprendizagem amplifica o espaco de aprendizagem, transformando-o “num
espaco no qual todas as pessoas podem ensinar e aprender” (Catela, 2011, p. 37).

Previamente a uma aula, os alunos leram sobre o tdpico a abordar e
resolveram um trabalho de casa associado, como o que consta na Fig. 2.

TPC3: leitura das paginas 39 a 44 de gaalt0.pdf e respostas, escritas a mao,
as trés questdes subsequentes

1. Considere o exemplo 1.13. de gaalt0.pdf. Escreva a forma escalonada
reduzida por linhas da matriz ampliada do sistema de equacdes dado
e, recorrendo as caracteristicas desta ¢ da matriz simples, justifique que
o referido sistema é impossivel.

2. Dado um sistema de equagdes lineares AX = B, car(A) pode ser maior que
car([A[B])?

3. O que achou dificil ou confuso na leitura das paginas indicadas? Se nada
foi dificil ou confuso, entdo diga o que lhe pareceu mais interessante.

Figura 2. Enunciado do trabalho de casa 3 (TPC3)

Apesar de existirem momentos expositivos pelo professor, em geral de curta
durac¢do, na aula houve momentos de votacdo individual com cartdes coloridos,
em que cada um comegou com uma questdo concetual despoletadora de discussao,
como a da Fig. 3.
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Qual das matrizes que se seguem esta na forma escalonada reduzida por linhas?

Figura 3. Enunciado de uma questdo conceptual

A percentagem de respostas corretas guiou a tomada de decisido da professora
quanto ao passo seguinte, frequentemente discussio dos alunos com os seus pares
(Beites & Romano, 2014; Beites & Serddio, 2015; Crouch & Mazur, 2001).

3.3. Caracteristicas das tarefas

Como “um unico tipo de tarefa dificilmente atingira todos os objectivos
curriculares valorizados pelo professor” (Ponte, 2005), as tarefas propostas ao
longo do semestre foram diversificadas. No que se segue, apresentamos as
propostas que envolvem proposi¢des de algebra linear com valor légico verdade e
cujas producdes dos alunos caso sdo analisadas no presente trabalho.

Na tarefa TCAV na Fig. 4, um trabalho de casa, pedia-se uma demonstragéo
matricial da comutatividade da adi¢@o de vetores do espaco (pela terminologia
das aulas, R%). Uma resolucio passa pela representagio algébrica dos vetores com
matrizes coluna, ou linha, e pela comutatividade da adigdo de matrizes
demonstrada, no ambito das propriedades da algebra matricial, numa aula anterior.
Alternativamente, pode-se invocar a comutatividade da adi¢do de ntimeros reais
nas entradas das matrizes soma resultantes.

Demonstre, recorrendo a uma representagdo matricial adequada, que a adigdo de
vetores do espago ¢ comutativa.

Figura 4. Enunciado da tarefa da comutatividade da adi¢ao de vetores do espago (TCAV)
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A tarefa TSPI na Fig. 5, de um teste de avaliag@o, € inspirada num resultado
classico de classificagdo de sistemas de equagdes lineares com incdgnitas reais.
Uma demonstragdo compreende as seguintes partes: para cada 1 € R, X; ¢
solu¢do de DX = E; se Ay # A, entdo X;, # X, ; a classificagdo indeterminado
por R ter um niimero infinito de elementos. O mencionado resultado, na Fig. 6,
e uma demonstragdo constavam das paginas para leitura no TPC3, preparatério
para uma das aulas.

Sejam D € M, (R), E € M1 (R). Suponha que o sistema de equagdes lineares
DX = E, com X matriz de incognitas reais, possui duas solu¢des distintas X ¢ Xj.
Mostre que, para cada A € R,

¢ solu¢do de DX = E. Como se classifica DX = E quanto ao nimero de solug¢des?

Figura 5. Enunciado da tarefa da classificacdo em sistema possivel e indeterminado (TSPI)

As dificuldades reportadas por muitos alunos no TPC3 e na exploracdo da
demonstragdo na aula, com propriedades da dlgebra matricial abordadas, levaram
a professora a pedi-la de outra forma (Fig. 5) no teste. Concretamente, foi dada a
expressdo das solugdes de DX = E em fungdo de duas solugdes distintas Xy e X3,
a qual s6 aparecia na demonstracéo associada ao enunciado do resultado na Fig. 6.
A necessidade de justificar que se 4; # 1, entdo X; # X; , por redugdo ao
absurdo ou por contrareciproco, manteve-se sem pedido explicito.

Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz m X 1. Se o sistema linear AX = B
possui duas solugdes distintas X, e X4, entdo ele tem infinitas solugdes.

Figura 6. Enunciado da Proposi¢do 1.3 em Santos (2010, p. 43)

Na tarefa TAPL na Fig. 7, um trabalho de casa, pedia-se uma demonstragao
para uma férmula da area de um paralelogramo, definido por dois vetores
(ndo paralelos) u e v de R3, que envolve o produto vetorial desses vetores. Para além
do conceito de produto vetorial de vetores do espacgo, a resolugdo passa pela
aplicagdo de uma razdo trigonométrica conveniente. Concretamente, ha que
relacionar a altura do paralelogramo com um dos seus lados e com o angulo
formado pelos vetores u e v.

Mostre que a area de um paralelogramo definido por dois vetores (ndo paralelos) ue v
do espago ¢ igual a norma do produto vetorial dos referidos vetores.

Figura 7. Enunciado da tarefa da area de um paralelogramo (TAPL)
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4. APRESENTACAO DE RESULTADOS

4.1. Alice

Na produgdo da Fig. 8 para a tarefa TCAV, a Alice comega por escrever o que
¢ pedido em linguagem verbal. Pode observar-se, depois, a conversio para
linguagem algébrica com a igualdade u + v = v + u, que salienta com recurso
a linguagem visual e complementa com a explicitagdo “para quaisquer u e v”.
Em nenhuma das linguagens a Alice menciona que os vetores sdo do espago,
mas, apos o tratamento em notag¢ao matricial com matrizes coluna de tipo 3 X 1,
nota-se que assim os considera.

A aJ*%ﬂi oAe V‘?—‘dkm & cb""‘""l‘\l'\..rc,\ i-S“I'o -
s

e PG""‘Q. T-*:»is v
Goev demose Do 1

Mg,ivir..io.‘me.w"%'-
_ e vy A ® ] ] _Twi s Viswd
w = = W = = =
[‘:1} LY ]:;’LJ v [“2}*[&] [J.n. +Va Vo ruz
I 3 s Vs AL3 ¢v3 V3 w3

Figura 8. Primeira parte da resposta da Alice a tarefa TCAV

Efetua a adicao das matrizes que utilizou para representar u e v, obtendo as
entradas da matriz soma de u e v. Na ultima igualdade na Fig. 8, para i € {1,2,3},
a Alice substitui u; + v; por v; + u; mas nio escreve, por palavras, que utiliza a
comutatividade da adi¢cdo de niumeros reais. Deste modo, obtém as entradas da
matriz soma de v e u sem escrever a expressdo v + u. Apresenta assim deducdo
coerente num esquema de demonstragdo dedutivo, transformativo, com nivel 5
pela informalidade.

A Alice indica, na entrevista, a propriedade comutativa da adigdo de
matrizes com entradas reais para justificar a terceira igualdade apds u + v. Diz
“se nods tivermos a soma de uma matriz com outra ¢ nos fizermos o inverso,
acontece 0 mesmo”, onde inverso significa “Trocar a ordem das matrizes”. Refere
que ndo fez o tratamento para v + u por escrever “logo o resultado”, mas nao
¢ um esquema de demonstragao de convicgdo externa, autoritario, com nivel 0,
por ndo apelar a conhecimento externo.

Produz ainda o exemplo na Fig. 9, onde, como diz na entrevista, v€ os vetores
do plano como “vetores do espago com zero na terceira coordenada que ndo
¢ preciso escrever”, o que ilustra um tratamento. Mas no conclui dai o que
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pretendia, excluindo um esquema de demonstragao empirico, indutivo. Também
ndo ha evidéncias de utilizagdo novata de exemplos ou raciocinio 16gico (nivel 1)
ou de utilizagdo estratégica de exemplos para raciocinar (nivel 2).

Smnolo .»L—L:(AJ.S) e V= (5,8)

A 5
A4 = _
Morv o= ! fs.‘- 4*5:51-4 | 6
3 8 3+8 8 +1 _‘14

Figura 9. Segunda parte da resposta da Alice a tarefa TCAV

Nao parece ter claro até onde deve chegar o esquema para demonstrar,
mas na entrevista clarifica que “a demonstragdo seria so esta parte” (Fig. 8). A
Alice refere ainda que o exemplo serve “para confirmar que aquilo que disse
anteriormente estava bem”, pois “por letras torna-se mais complicado”. Assim,
tem-se uma combinagdo de esquema de demonstracdo dedutivo, transformativo,
com nivel 5, com um exemplo, este para confirmar o que fez em linguagem
simbolica no primeiro.

A Alice escreveu o que apresentamos na Fig. 10 em resposta a tarefa 3 do
TPC 3 (Fig. 2), indicando, sem especificar, o que nio fora claro no estudo pré-aula.
Na entrevista recorda-se que teve dividas nessa demonstragdo, posteriormente
solicitada na forma da tarefa TSPI do Teste 1 (Fig. 5).

O C[LA_ o.c]»e.i rmals confuse Yol & ‘J""_""""'}""‘f‘—‘"’ o P""rﬁ‘““‘- 4u.

Figura 10. Resposta da Alice a tarefa 3 do TPC3

Na aula em que a demonstra¢ao foi explorada, a Alice fez poucas intervengdes
ao longo da mesma mas reagiu a questdo preparatoria colocada pela professora.
Perante como justificar, sem resolver, que 2 € solugdo da equagdo 3x = 6, a
Alice respondeu dizendo que havia que substituir x por 2 e ver que se obtém
uma proposi¢do verdadeira.

Na producédo da Fig. 11 para a tarefa TSPI, a Alice comega por transcrever
alguns dados do enunciado em linguagem algébrica, nomeadamente, DX = E
e X; =(1—A)X,+ AX;. Escreve ainda X = [;‘1’], tentativa de conversdo da
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linguagem verbal para a linguagem algébrica que torna incorretamente X, ¢ X;
matrizes de tipo n X 1 que sdo solugdes de DX = E, em entradas de X —que passa
a ser uma matriz de matrizes.

2

Xa= (4-2)Ko « 24

1-x Xo o J’c&lﬂ s w— 5l5.,_g,m j"’le.w
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=4 VW X=O
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Figura 11. Resposta da Alice a tarefa TSPI, com anotag¢des da professora

Na entrevista, perante a questdo de como escrever simbolicamente que X ¢
solu¢do de DX = E, a Alice realiza a conversdo em linguagem verbal: “o DX, ...
laser o meu E. E 0 DX ia ser também o meu E.”. Apesar da escrita precedente de
X, a Alice parece saber testar se um elemento do conjunto em que esté a trabalhar
¢ solug¢do de uma equacdo no mesmo.

Contudo, quanto a X, e a X;, refere: “pensei mal”, “tinha duas solugdes
distintas”, “‘eu associei que sO poderiam ser mesmo essas”. Para além de solugdes,
atendendo a escrita [' ;* 3] ] %], a Alice parece considerar X, ¢ X; como
componentes de uma soluc;ﬁo. Refere que Xy e X4 “Sao nimeros.”, ndo atribuindo

um significado apropriado a X, e a X;. O mesmo ocorre noutras situacdes da Fig. 11.

Relime, Vol. 23 (1), Marzo de 2020  {[(cc) XA



56 P. D. BEITES, M. L. BRANCO, C. COSTA

A referida igualdade matricial, acompanhada da consideragdo “isto se for
um sistema linear homogéneo”, conversdo da linguagem algébrica para a linguagem
verbal, ¢ clarificada na entrevista. A aluna diz estar a considerar DX = 0, onde 0
¢ a matriz nula de tipo adequado, e refere ter pensado num caso mais simples para
tentar chegar as solug¢des, mas estas ja estavam no enunciado (Fig. 5).

A entrevista ajuda a comprovar a combinagdo de esquemas de demonstragao:
simbolico, ndo referencial, com nivel 0; de convic¢do externa, autoritario e ritual,
com nivel 0. O apelo a fontes de conhecimento externas pode ser apreciado por
a demonstracio ter sido explorada nas aulas: “neste contexto, sei que... iriam
ser infinitas solu¢des”, num esquema com o significado de facto conhecido.

A manipulagdo simbolica, que a Alice ndo ¢ capaz de esclarecer e atribuir
significagdo na entrevista, leva a aluna a escrever depois que A =1V A1 = 0.
Segundo a Alice, atendendo a infinitude patente no enunciado e por ter feito “um
exercicio (...) que era dentro do mesmo género”, como um rito, conclui que o
conjunto-solugdo € R\ {0,1}. Assim, deixa subentendido que esta a pensar em
numeros reais.

Na entrevista, no seguimento da escrita DX, = E ¢ DX; = E que representa
simbolicamente que X, e X; sdo solugdes de DX = E, a Alice refere que teria de
multiplicar D por X, e mostrar que d& E. Acaba por chegar a esta matriz recorrendo
a propriedades da 4algebra matricial, embora tenha pensado utilizar D~1E que
deduz a partirde DX = E.

A dedugio precedente é feita apesar de D ser uma matriz retangular, voltando
a utilizar os simbolos sem referéncia a sua fun¢do e ao significado associado.
Confrontada com os tipos das matrizes, diz que s6 poderia usar D~1se m = n.
Mesmo que pudesse escrever D™1E, a Alice ndo tem em conta que em DX ja
nio tem onde substituir X por D~1E.

Na produgdo da Fig. 12 para a tarefa TAPL, a Alice usa linguagem visual para
representar um paralelogramo definido por dois vetores ndo paralelos. No esbogo
destaca, em linguagem algébrica, o angulo por estes formado, as suas normas
e a altura h do paralelogramo. O tratamento do triangulo retdngulo destacado,
para obter um retangulo assinalado a sombreado e com uma seta, sugerindo uma
translacdo do triangulo retangulo, ¢ feito em linguagem visual.

Em linguagem algébrica, escreve a norma do produto vetorial dos vetores
em func¢do das suas normas e do seno do angulo por eles formado. Substitui
depois este por uma expressdo obtida por conversdo da linguagem visual para a
linguagem algébrica. Apds alguns tratamentos em linguagem algébrica, chega
a uma expressdo que converte para linguagem verbal: “Area do paralelogramo”.
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Figura 12. Resposta da Alice a tarefa TAPL

Pelas deducdes logicas, através de inferéncias dedutivas coerentes, mas
com informalidade, o esquema de demonstrac@o na producéo da Fig. 12 ¢, pelo
exposto, dedutivo, transformativo, com nivel 5.

4.2. Maria

Na producao para a tarefa TCAV da Fig. 13, um esquema de demonstracao
dedutivo, transformativo com nivel 5, a Maria usa a linguagem algébrica para
escrever o que parecem ser dois vetores arbitrarios do espago com notagéo
matricial. Na entrevista alude ao enunciado da tarefa, onde consta que sdo vetores
do espacgo, para justificar a omissdo do conjunto a que pertencem as matrizes
coluna escritas. Ainda assim, a respeito da producéo, salienta que a informagio
relativa as entradas “devia ca estar mas ndo esta”, “Pertencem ao conjunto R.”.

"y Uy
\,'——'[ vl] ' \) = [\)z
N3 s
Nty = W W V4 + 4 M+ A M Vq
A/ I A RS B A U Vet Nz |l=| v +["z = U+V
V3 U3 Ny U3 U3 + Ny J3 va |©

Figura 13. Resposta da Maria a tarefa TCAV

Apesar da igualdade central e dos tratamentos dos vetores em linguagem
algébrica, a Maria ndo invoca a comutatividade da adi¢do de nimeros reais em
linguagem verbal. Na entrevista refere a propriedade apo6s exemplificar: “Adicionar,
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por exemplo, 0 2 com o 3 (...) d& 5, ha-de ser a mesma coisa que adicionar o 3
com o0 2.”, pois “A ordem na soma ndo interessa”. A investigadora pergunta-lhe,
entdo, se poderia ter resolvido a tarefa s6 com niimeros especificos, mas ela ¢
peremptoria ao afirmar que no, por se tratar do “caso geral” a demonstrar.

A Maria nao apresentou duvidas na resposta a tarefa 3 do TPC 3 (Fig. 2),
escrevendo o que apresentamos na Fig. 14. Nas aulas, ela respondeu as varias
perguntas que a professora foi colocando como forma de construir os varios passos
da demonstracdo, que mais tarde seria pedida na tarefa TSPI do Teste 1 (Fig. 5).

3. rode I8 SR\ ov compWeado . A porie R grietemorte € a efanac® &

(o - &:rdzn '
Figura 14. Resposta da Maria a 3 do TPC3

Na produ¢@o em linguagem algébrica para a tarefa TSPI na Fig. 15, a Maria
escreve as conversdes DX, = C e DX, = C da hipdtese (X, e X; s@o solugdes de
DX = C). A entrevista permite-nos confirmar que ela aplica, sem ter escrito em
linguagem verbal, a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adi¢do
de matrizes no desenvolvimento de DXj.

A Maria realca na entrevista que 1 ¢ 1 — 4 sdo nimeros reais, o que
permite escrever a terceira igualdade no desenvolvimento de DX;. Refere-se a
propriedade da algebra matricial nos casos em que a aplicou através de
uma representacdo informal em linguagem verbal. Por exemplo, diz “posso
passar para o lado esquerdo” para a permutade De 1 — A.

Para fundamentar as ultimas igualdades, menciona que “ja tinha visto
anteriormente que DX, era igual a C” e “substituia ¢ fazia o mesmo para o DX;”.
Numa conversdo da linguagem algébrica para a linguagem verbal, com a
designagio distributividade da multiplicagdo de matrizes em relagdo a adigdo de
escalares, justifica o passo seguinte na entrevista.

Refere depois que “tinha que atribuir varios valores para A, para ver... as
solugdes”, “Se fossem todas diferentes, pronto, infinitas solugdes...”, “Ele era
possivel e indeterminado.”. Acrescenta: “Se eu obtivesse sempre a mesma solugio,
seria possivel e determinado.”, o que, apesar da demonstragio feita nas aulas,
exclui um esquema de demonstragdo de convicgdo externa.

A investigadora vinca a questdo de como saber se as solugdes sdo distintas.
Quanto a X, e Xy, a Maria refere que estava no enunciado. Questiona-a depois
sobre se X, ¢ distinta de X, ¢ de X, e, perante a afirmacdo “E.”, como ver. A
Maria diz “substituindo valores... Por exemplo, se o X, for 2 e o X; for 3”, ndo
atribuindo, nesse momento, um signficado apropriado aos simbolos matematicos,
mas depois exclama “Eram matrizes coluna!”.
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Apos a digressdo da Maria com casos particulares de matrizes coluna para
ver que X, ¢ diferente de X e de X;, a investigadora pergunta se poderia escrever
todas as solugdes X; e possibilidades para as matrizes a analisar. Ela diz que “Véao
dar todos diferentes.”, atribuindo um significado de demonstrag¢ao implicada por
regularidade observada e regularidade esperada ao esquema, mas reconhece a
impossibilidade da listagem pela infinitude de niumeros reais.

2. Dx=¢C
on = Ce/
Dxﬂ = C&

Xrz= (4= M) Xo + A Xa
DX = o[(4-A)Xo + Axa]

= D(1-2A)Xo + DA x4
=(1-A)DXo + A Dxa

=(A-2)ecx x ¢
=(a-x4))C
-
Poro. /\'-0,
XD-" (1-0) % + 0x1 = *D
b A= 4, R Tt o
X4=H'—41>Lo+4x4=@
P(h’c-.):.‘.’,J
Xa= (4-2) Xo +-U4==
L
ExPsten TafPnl +as solcges . ;‘T@Lq '

Este sfsterma € possivel e Tndetore® cado .

Figura 15. Resposta da Maria a tarefa TSPI, com anotacdes da professora

A produg@o na Fig. 15 reune assim, em simultaneo, caracteristicas de esquema
de demonstragdo dedutivo, transformativo, com nivel 5, na parte que se refere
a que, para cada 4, X; ¢é solugdo de DX = C, e de esquema de demonstracio
empirico, indutivo, com nivel 1, na parte relativa ao nimero de solugdes.
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A investigadora, na entrevista, elabora uma reducdo ao absurdo para
fundamentar que Xy ¢ X, s@o distintas: de X, = X, chega a X, = X;, uma
contradicio. E a propria Maria a referir que X, = X; “E falso”, pois “No enunciado
ja diz.”. A investigadora sugere entdo que a Maria considere dois numeros reais
arbitrarios e distintos, 4; e A,, para a estratégia geral.

Em dialogo com a investigadora, explicando os passos em linguagem verbal,
a Maria deduz, em linguagem algébrica, X, = X; a partir de X; = X3,. Depois de
escrever X, = X; e “X Falso”, hesita perante (4, — 41)X, = (4, — 11)X; quando
a investigadora lhe pergunta se A, — A; é distinto de zero para simplificar, mas
recorda que 44 e A, sdo diferentes.

A reducdo ao absurdo gera, no entanto, alguma confusdo quando a Maria
¢ interpelada para enunciar a conclus@o do que fez e que, posteriormente,
a investigadora tenta clarificar. Apresentamos o extrato transcrito da evidéncia da
incompreensdo do principio da ndo contradigdo subjacente ao método de redugéo
ao absurdo:

ot

Tivemos [sic] a fazer uma data de passos e... chegdmos a conclusio que isso implica
que o X, ¢ igual a X;. Isso é verdade?

X, ser igual a X;? E.

O que ¢ que nds sabemos do enunciado?

Nao, sabemos que eles sao distintos. Entdo isto ¢ falso! Pois nao...
... (risos)

Isto € falso.

Isto ¢ falso.

X,... Exato.

Entdo, o que é que isto significara?

Significa que, para qualquer que seja [sic] 0 1; € 0 4,...

SnE-2-2-E=X%

X, e X; serdo sempre distintos.

Na producdo da Fig. 16, a Maria comega por utilizar linguagem verbal
para recordar a area de um paralelogramo em fun¢do da base e da altura deste,
escrevendo a formula em linguagem algébrica. Apresenta, em linguagem visual,
um esbog¢o de um paralelogramo definido por dois vetores u ¢ v ndo paralelos
do espaco (aspeto que ndo refere formalmente). Neste destaca, em linguagem
algébrica, os comprimentos dos vetores, o angulo formado por estes, e a altura
do paralelogramo.
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Figura 16. Resposta da Maria a tarefa TPAL

Apds uma introdug¢do em linguagem verbal, escreve a norma do produto
vetorial dos referidos vetores em linguagem algébrica. Relaciona depois,
numa conversao da linguagem visual para a linguagem algébrica, a altura do
paralelogramo com a norma de um dos vetores e a amplitude do angulo por estes
formado. A Maria realga ainda o motivo, recorrendo essencialmente a linguagem
verbal, para utilizar a razdo trigonométrica seno.

Salienta também, em linguagem algébrica, que a norma do vetor v ¢ igual a
medida da base do paralelogramo. Realiza depois um tratamento em linguagem
algébrica, transformando a primeira formula escrita noutra em que h foi
substituido por uma expressao anteriormente deduzida. No final do esquema de
demonstragao dedutivo, transformativo, com nivel 5, na Fig. 16, a Maria conclui,
em linguagem algébrica, o pretendido.

4.3. Pedro

O Pedro comega por escrever o que parecem ser dois vetores arbitrarios do espago
com notac¢ao de triplos ordenados, o que ele confirma na entrevista em que também
refere que uy, Uy, U3 € Uy, V4, V3 sA0 nimeros reais. Na produgdo da Fig. 17 nota-se
o tratamento da nota¢3o inicial para a matricial, embora sem escrever o conjunto a
que pertencem as coordenadas ¢ as entradas. A referida transformagao, dentro
do sistema de linguagem algébrica, é assinalada em linguagem verbal através da
expressdo “Matricialmente”.

Relime, Vol. 23 (1), Marzo de 2020 ({(cc) FXEEN



62 P. D. BEITES, M. L. BRANCO, C. COSTA

L__zemmm se s Mrcm‘_.__.-._j_-;_._‘____l_"_'_-_ _i__i_

- ,,:, e |‘. - [t I } i - SN (N TS,

_;_:_l_‘_cd__—:i_ (Lm;.mr#a}i & =10 an __J;) bl 0 _!_!-
| = ‘

b

! HEEEEEEEEN NN
HERETN N L | | sege b 40x (2 37 |
;U B ‘u:t ; L \If' % IJ%' ‘ ‘-)! ‘f‘l_n‘t [
|| s I | | ____;____L_L\'L!;EL,_&L |
N | L L S
| L || [ L | L | ‘ |

04y = lysu a IEINIEEEREERENEFN N
| L] | o[ = |4 | = ]2 42 )
T P R e T TR

Figura 17. Resposta do Pedro a tarefa TCAV

Considera, depois, dois vetores concretos do espaco em linguagem algébrica,
com as mesmas transformacao e notagao utilizadas para os vetores arbitrarios,
evidenciando a falta de atribui¢do de um significado apropriado aos simbolos
matematicos. V€ neste caso particular, efetuando a adicdo com notag@o matricial,
que a somando depende da ordem das parcelas na adi¢@o dos vetores considerados.
Assim, o Pedro apresenta um esquema de demonstracdo empirico, indutivo, com
nivel 1. Na entrevista diz que o fez por ser “mais facil” e para a compreenséo dele,
e ainda por ser “mais palpavel”.

Apesar de grande parte da produgdo da Fig. 17 corresponder a uma
argumentacdo baseada num exemplo, o inicio da mesma e as respostas precedentes
levam a investigadora a perguntar-lhe se o que fez ¢ uma demonstragdo. Perante
a pergunta, o Pedro refere que elaborou uma “demonstracido especifica, para
um caso particular”. Na entrevista diz ainda que, para o “caso geral”, teria que
passar pelas igualdades u; + v; = v; + u;. Menciona que a “adi¢do de matrizes
¢ comutativa”, o que vem da comutatividade da adi¢do de “escalares”.

Na entrevista, o Pedro escreve um esquema de demonstragdo dedutivo,
transformativo apos a conversdo das consideragdes em linguagem verbal para
linguagem algébrica. Perante o motivo para ndo o ter apresentado antes, apoia-se
na experiéncia empirica e na autoridade de outros, nomeadamente, em unidades
curriculares distintas da do estudo em que adicionaram vetores: “ja tinha
percebido”; “tinhamos... em varias disciplinas feito”; “Para mim, somar a mais b
ou b mais a iria de [sic] sempre dar o mesmo.”. Apesar de ndo percetivel s6 com a
produc¢@o, complementada com as explicagcdes dadas na entrevista, o esquema de
demonstrago na Fig. 17 também ¢ de convicgdo externa, autoritario, com nivel 0.
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Ainda relativamente ao motivo, o Pedro esclarece que “Fui a internet, vi isto”,
mas ndo escreveu o esquema de demonstragéio dedutivo, pois diz que “ndo sabia se
havia de demonstrar assim”. Acrescenta que “transcrever isto para o papel
seria surreal, porque para mim nfo era, de facto, estar a demonstrar. Para mim
demonstrar era tipo ter um caso particular, ai sim conseguia demonstrar.”. Refere
ainda que “E sempre igual.” quando a investigadora lhe pergunta se a produgio na
Fig. 17 serve para outros vetores, atribuindo um significado de demonstracao
implicada por regularidade esperada ao esquema.

O Pedro escreveu o que apresentamos na Fig. 18 em resposta a questdo 3 do
TPC 3 (Fig. 2), embora sem especificar o que néo tinha compreendido. Uma
demonstragdo foi depois solicitada na forma da tarefa TSPI do Teste 1 (Fig. 5).
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Figura 18. Resposta do Pedro a 3 do TPC3

Na aula em que a demonstragdo foi explorada, o Pedro disse que néo sabia
como comegar e perguntou como € que se pensou em X;, 0 que representava —
evidéncia das dificuldades com a notagdo. Referiu que havia que substituir X por
X; em DX, que teria de dar C, e justificou os passos das inferéncias dedutivas com
propriedades da algebra matricial, mas que ndo conseguiria fazer sem a pista do X.

Na producio para a tarefa TSPI na Fig. 19, o Pedro comega por transcrever um
dado do enunciado em linguagem algébrica: DX = C. Com a mesma linguagem,
apos algumas consideracdes em linguagem verbal que incluem o significado de
ter solucdo, escreve mais abaixo a expressdo, para cada escalar real A, de Xj;.
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Figura 19. Resposta do Pedro a tarefa TSPI, com anotagdes da professora
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Usa linguagem verbal para o tratamento “apresenta duas solugdes distintas
¢ possivel e indeterminado” de “¢ pelo menos possivel”, configurando um esquema
de demonstracido de convic¢do externa, autoritario, com nivel 0. A entrevista
corrobora a hipotese, pois ele diz “A partir do momento que existe mais do que
uma solugdo, temos um sistema indeterminado.”, ndo sentindo necessidade de
demonstrar e atribuindo o significado de facto conhecido ao esquema.

Na entrevista da exemplos de solu¢des atribuindo valores a A, mas
ndo consegue comegar a demonstrar que, para cada A, X; ¢ solucdo de DX = C.
Inicialmente, chega a escrever DX, = C, que se quer provar, como parte da
hipotese. Fruto do didlogo com a investigadora, acaba por elaborar os passos
dessa parte da demonstracdo em linguagem algébrica.

O Pedro néo sente necessidade de provar mais nada, pois se hd um nimero
infinito de nimeros reais, entdo “existem infinitas solu¢des” dadas por Xj;.
Na entrevista, salienta que isso depende do conjunto, o que € correto, mas fala
das distintas solugdes recorrendo a argumentos empiricos em que concretiza alguns
valores de A.

Por fim, explica a produg¢do da Fig. 20 que ndo foi avaliada. O Pedro pensou
na inversa de D, mas depois deu conta que “podemos ndo conseguir tirar uma
inversa”. Explica que tal poderia suceder por a matriz ser retangular ou por ser
quadrada, mas ndo invertivel, pelo que riscou a estratégia de utilizagdo de inversa
para resolver um sistema de equagdes lineares possivel.

Figura 20. Continuagdo da resposta do Pedro a tarefa TSPI
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Na producdo da Fig. 21 para a tarefa TAPL, o Pedro elabora um esquema de
demonstragdo empirico, indutivo, com nivel 1. Com efeito, assinala com a
expressdo “c. q. d.”, em linguagem verbal, que conclui o pretendido a partir de dois
vetores concretos do espago, isto €, valida empiricamente. A escolha recai numa
representagdo bidimensional, em linguagem visual e em linguagem algébrica,
pela particularidade das cotas de v e w serem iguais a zero. Na entrevista, atribui
o significado de demonstrag@o implicada por regularidade esperada ao esquema.

O Pedro faz uma conversao da linguagem visual para a linguagem algébrica
e relaciona, essencialmente em linguagem algébrica, as areas do paralelogramo
definido por v e w com a area de um triangulo, destacado por tratamento em
linguagem visual. Realiza os calculos com v e w em linguagem algébrica, por dois
processos: formula a deduzir na tarefa TAPL, parecendo incorrer em circularidade
logica; semi-produto da base pela altura. Nesta usa alguma linguagem verbal,
com conversdo para a linguagem algébrica, para destacar que estd a calcular a
area de um triangulo.
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Figura 21. Resposta do Pedro a tarefa TAPL
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Nos tratamentos em linguagem algébrica aplicando a féormula cuja dedugdo
era o objetivo final da tarefa TAPL, salienta, em linguagem verbal, o motivo para
multiplicar por % —uma conversdo da linguagem algébrica para a linguagem verbal.
Neste sentido, transforma o enunciado noutro relacionado. Duas incorre¢des
ocorrem em linguagem visual, com a representacdo de v X w, e em linguagem
algébrica, por ndo considerar a referida multiplicag@o nas expressdes anteriores.

4.4. Comparagdo de resultados

A Alice, a Maria e o Pedro tiveram o segundo contacto com a demonstracdo no
Ensino Superior, pelo menos, no semestre relativo a unidade curricular do estudo,
em conteudos de algebra linear e de geometria analitica. Todos os alunos
caso tiveram o primeiro contacto com a demonstragdo no ensino nao superior,
0 que ndo implica que a demonstragao tenha sido ai trabalhada. As diferentes
experiéncias da Alice, da Maria e do Pedro sdo por estes associadas a distintos
contetidos do ensino secundario: geometria; fun¢des e algebra; probabilidades ¢
nameros complexos, respetivamente. Na Tabela [V apresentamos um resumo dos
resultados relativos aos alunos caso, com destaque para os tipos de esquemas de
demonstragao, representagdes e transformacgdes de representacdes.

Embora o nivel de desempenho em matematica no ensino secundario da
Maria seja o mais baixo dos alunos caso, ela consegue aproximar-se mais dos
esquemas de demonstracdo dedutivos para as proposi¢cdes com valor 1l6gico
verdade. Uma explicacdo pode residir no facto desse nivel de desempenho
ndo traduzir, necessariamente, o desempenho particular na elaboracio de
demonstragdes. Também a experiéncia mais algébrica da Maria no primeiro
contacto com a demonstra¢ao no ensino ndo superior, em conteiidos de fungdes e
algebra, pode constituir outra explicagdo. Ainda assim, pela falta de formalidade
nas justificagdes, o nivel maximo alcangado nos seus esquemas € 5.

Nas produgdes da Maria nota-se um menor nimero de transformagodes de
representacdes entre linguagens. Este aspeto ¢ particularmente visivel para as
tarefas TCAV, s6 com linguagem algébrica, e TSPI, em que a linguagem algébrica
domina sobre a pequena presenga da linguagem verbal. A explica¢do podera ser
a ultima do paragrafo anterior, por a Maria recorrer logo a representagcdes em
linguagem algébrica, realizando tratamentos sem precisar de conversdes. Para
a tarefa TSPI, a Alice e, sobretudo, a Maria realizam tratamentos em linguagem
algébrica, mas o Pedro so efetua tratamento em linguagem verbal, num esquema
de demonstracdo de convicgdo externa, autoritario, com nivel 0.
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Num esquema de demonstragdo dedutivo, transformativo, com nivel 5, para a
tarefa TAPL, a Alice faz uma converséo da linguagem algébrica para a linguagem
verbal, s para assinalar que a expressio a que chegou é a pretendida. O Pedro,
apesar de realizar mais conversdes (da linguagem algébrica para a linguagem verbal
e vice-versa), obtém um esquema de demonstragdo empirico, indutivo, com
nivel 1. Nao s6 para a tarefa TAPL mas de um modo geral, a Maria aproxima-
se mais dos esquemas de demonstrag@o dedutivos com poucas conversdes, mas
estas podem ter ocorrido de forma ndo visivel. Com efeito, a investigadora acede
as representagdes nas produgdes, eventualmente com o complemento da entrevista,
mas ndo as que podem ter ocorrido mentalmente, sem registo escrito.

O primeiro contacto da Alice com a demonstragdo no ensino nio superior,
em geometria € com experiéncia associada de subdivisdo de figuras geométricas,
pode também contribuir para explicar o seu esquema de demonstracéo dedutivo,
transformativo, com nivel 5, na produgdo para a tarefa TAPL. Apesar de todos
os alunos caso usarem linguagem visual, o que era expectavel pela tarefa, ¢
conversdo da linguagem visual para a linguagem algébrica, s6 a Alice realiza
o tratamento da figura geométrica inicial que ¢ transformada, por decomposi¢io
e reconstru¢do, num retangulo. Considera depois que os dois poliedros planos,
paralelogramo e retdngulo dele obtido, equidecomponiveis.

Nas produgdes da Alice e do Pedro acentua-se a presenca da linguagem
verbal, o que pode prender-se com a experiéncia ndo algébrica do primeiro
contacto com a demonstragdo, € o numero de conversdes. Contudo, isso nao se
traduziu num maior nimero de esquemas de demonstracido dedutivos, talvez pela
simplicidade dessas conversdes.Por exemplo, para a tarefa TCAV, a Alice executa
uma conversdo do enunciado da linguagem verbal para a linguagem algébrica,
para saber onde tem de chegar. O mesmo faz o Pedro que, em contraste com os
esquemas de demonstracdo dedutivos, transformativos, com nivel 5, da Alice e da
Maria (sem conversdes), apresenta uma combinagio de esquemas ndo dedutivos.

Um dos esquemas do Pedro para a tarefa TCAV ¢ empirico, indutivo, com
nivel 1, num exemplo com o significado, por ele atribuido, de demonstracéo
implicada por regularidade esperada. Esta tendéncia do Pedro volta a emergir na
producdo para a tarefa TAPL e na entrevista sobre a tarefa TSPI, mas ¢ residual
nas produg¢des da Maria. Presencia-se, com o significado de demonstragao
implicada por regularidade observada e regularidade esperada, s6 quando apresenta
exemplos para mostrar que hd um nimero infinito de solu¢des na tarefa TSPI.
Nesta situacao, trata-se de uma combinacdo de esquemas de demonstragao, um
dedutivo, transformativo, nivel 5, com um empirico, indutivo, nivel 1.

Ainda nas produgdes para a tarefa TCAYV, todos os alunos realizam, com
nuances, tratamentos em linguagem algébrica. A Alice e a Maria trabalham com
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vetores arbitrarios, enquanto o Pedro executa os tratamentos, maioritariamente,
com vetores concretos do espaco. Nenhum aluno utiliza a estratégia mais curta
com a sugestdo do enunciado (representacdo matricial adequada) que, sem escrever
entradas, passaria por invocar simplesmente a comutatividade da adi¢do de matrizes,
provada noutras aulas. Na entrevista, a Alice refere esta propriedade, mas ndo
vislumbra o seu alcance para uma produgdo menos extensa no sentido mencionado.

Apesar do Pedro recorrer a vetores concretos do espago, casos particulares, na
producdo para a tarefa TCAV, na entrevista escreve um esquema de demonstracio
dedutivo. Portanto, no sentido do conceito de demonstracdo em Matematica, ele
parece saber fazer uma demonstracdo da comutatividade da adi¢do de vetores
do espago e, em simultdneo, ndo achar relevante fazé-la. De facto, a respeito do
esquema de demonstragdo dedutivo, transformativo, refere que nio sabia se havia de
demonstrar desta forma. Este aspeto remete para o conceito de demonstracdo para
os alunos que, no caso do Pedro, acaba por variar consoante o contexto em que esta.

Também na entrevista, os referidos casos particulares proporcionaram uma
discussdo da investigadora com a Maria, aparentemente facilitada pelo método de
ensino-aprendizagem (aprendizagem pelos pares) das aulas associadas ao estudo.
Como refere Maher (2010), “quando os alunos tentam convencer os outros de
que as suas respostas estdo corretas, eles podem reorganizar e reformular as suas
representacdes de modo a tornar os argumentos convincentes.” (p. 4). A partir da
discussdo e do dialogo com a investigadora sobre a tarefa TSPI, a Maria elaborou ainda
uma reducdo ao absurdo que, das evidéncias obtidas, ndo compreendeu na totalidade.

Salientamos que, para além da exploragdo completa da demonstrag@o associada
numa aula, a reduc¢do ao absurdo ¢ um método de demonstrac¢do previsto no
programa de matematica do ensino secundario. Contudo, tal ndo significa que tenha
sido trabalhado no ensino secundario, incluido nos contetdos de Logica com
presenca transversal noutros conteudos do programa em vigor para os alunos caso
(Silva, Fonseca, Martins, Fonseca, & Lopes, 2001/2002) e inserido no dominio de
conteudo logica e teoria de conjuntos do atual programa (Bivar et al., 2014).
As discussdes com os outros alunos caso ndo chegaram a esse ponto devido as
dificuldades na parte inicial da TSPI.

A necessidade de exemplos ¢ ainda sentida pela Alice na tarefa TCAV, de
forma diferente. Apresenta uma combinacdo de esquema de demonstragao
dedutivo, transformativo, com nivel 5, com um exemplo de significado
confirmagdo. Partilhando o argumento “mais palpavel” com o Pedro quando falam
de exemplos na entrevista, a Alice ndo escolhe simplesmente dois vetores.
A particularidade reside no tratamento dos vetores do espago com terceira
coordenada nula escolhidos, transformados em pares ordenados de nimeros reais.
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A sustentagdo ndo invocada vem do isomorfismo entre os espagos vetoriais reais
R2e {(x,y,0):x,y € R}, munidos das usuais adi¢io e multiplicacio escalar.

A implementagdo da aprendizagem pelos pares visou a promocao das
discussdes entre alunos e ainda com a professora. Nas aulas, algumas foram
despoletadas por questdes conceptuais e outras resultaram das produgdes dos
alunos caso nas tarefas TCAV, TPC3 associado a tarefa TSPI e TAPL. As
fungdes da demonstragio que se pretendiam implicadas eram, essencialmente, as
de explicag¢do, comunica¢do e convencimento. Mas os alunos caso nem sempre
atribuiram esta ultima fun¢do a uma demonstragdo, o que ¢ evidenciado com a
producédo da Alice para a tarefa TCAV — o anteriormente mencionado exemplo
apos um esquema de demonstragio dedutivo, transformativo, com nivel 5.

Observamos ainda o recurso a fatores externos nas produgdes para a tarefa
TSPI da Alice e do Pedro (que ndo sente necessidade de demonstrar), com o
significado, por eles atribuido, de facto conhecido. Este aspeto também surge na
produgdo do Pedro para a tarefa TCAV, com caracteristicas de convicgdo externa,
autoritario, nivel 0. Na produc¢ao da Alice presencia-se, simultaneamente, o ritual
da argumentacgdo pelo apelo a producdes da aluna noutras tarefas. Neste sentido,
numa combinacio de esquemas de demonstragao, emerge a escrita simbodlica ndo
referencial da argumentacdo, em que os simbolos ndo coincidem com o seu
significado, sem conex@o entre representagdo e significagio.

Diversas dificuldades exibidas pelos alunos na elaboragio dos seus esquemas
de demonstragdo resultam, de facto, da nfo atribui¢do de um significado
apropriado aos simbolos matematicos. Este aspeto emerge, também, quando se
pede uma demonstragcdo de que se X; e X, sdo duas solucdes distintas de um
sistema de equagdes lineares, entdo qualquer combinacdo linear convexa destas
¢ também uma solugio. Concretamente, a Alice ¢ a Maria, esta momentaneamente
na entrevista, consideram X; e X, como numeros reais € ndo como n-uplos de
nimeros reais, o que indica que estes estudantes ndo compreenderam o conceito
de solucdo de um sistema de equagdes.

A nio atribui¢do de um significado apropriado aos simbolos matematicos
evidencia-se ainda na produ¢do do Pedro para a tarefa TCAV, uma combinagio
de esquema de demonstracdo empirico, indutivo, nivel 1, com um esquema de
demonstracdo de convic¢do externa, autoritario, nivel 0. Para além de considerar
um exemplo uma demonstragio, utiliza o mesmo simbolo para representar um
vetor arbitrario do espago e um vetor concreto do espaco. A auséncia de significado
apropriado ndo se nota nas produ¢des da Maria, registando-se apenas, na
entrevista, a descrita ocorréncia momentanea. Talvez este seja outro dos motivos
para o maior sucesso da Maria nos esquemas de demonstracéo.
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5. DISCUSSAO E CONCLUSOES

A demonstrac@o no ensino-aprendizagem da matematica tem sido objeto de estudo
de forma ténue em Portugal, mas com consideravel expressividade internacional
nos varios niveis de ensino (Hanna & de Villiers, 2012; Stylianides & Stylianides,
2017). Harel e Sowder (1998, 2007) apresentaram uma perspetiva compreensiva
do ensino-aprendizagem da demonstrag¢do, complementada por Lee (2016), onde
a nogdo de esquema de demonstragdo é central. Recentemente, Stylianides
e Stylianides (2017) concluiram que a literatura existente até ao momento providencia
enquadramentos tedricos de estudo e, ainda, o conhecimento sobre o lugar
reduzido da demonstragdo no ensino e a sua (in)compreensio pelos alunos. Neste
sentido, o ensino ¢ a aprendizagem da demonstra¢o, apesar de promoverem uma
maior compreensdo matematica (Balacheff, 2010; Hanna, 2000), sdo reportados
como dificeis (Hanna & de Villiers, 2012).

O presente trabalho contribui para o campo da educa¢do matematica,
proporcionando elementos teoricos e metodologicos que podem apoiar
investigadores e professores de matematica na compreensao das formas de
pensamento dos estudantes e dos seus esquemas de demonstragdo de resultados
matematicos. Mais concretamente, analisaimos os esquemas de trés alunos caso
em tarefas que visavam a demonstragio de proposi¢des de Algebra Linear
com valor logico verdade. Os resultados evidenciam que as representacdes permitem
0 acesso parcial ao raciocinio, devido a existéncia de elementos associados
ndo percetiveis nas produgdes. Em particular, s6 a entrevista a cada aluno caso
permitiu classificar algumas das produgdes como elementos pertencentes a mais
do que uma classe da categorizag¢do de Harel e Sowder (1998, 2007), ou seja,
como combinag¢des de esquemas de demonstragao.

Trata-se de resultados novos, pois identificamos no ensino superior trés das
oito combinac¢des identificadas por Kanellos, Nardi e Biza (2018) para o ensino
ndo superior. Encontramos combinag¢des dos niveis propostos por Lee (2016) e
uma combinag¢do nova: esquema de demonstragio dedutivo, transformativo, nivel
5, com um exemplo que serve para confirmar. Estes resultados sdo relevantes,
uma vez que a ambiguidade das combinagdes tem, como referem Kanellos, Nardi
e Biza (2018), interesse pedagogico, pois um professor alertado para a presenca
de mais do que um esquema de demonstragdo na mesma producdo de um aluno pode
intervir. Por outras palavras, pode traduzir um olhar construtivo do erro criando,
como sugere Pinto (1998), uma estratégia didatica apos o erro ser observavel para
o0 professor.
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A concretizagdo do referido olhar podera passar por: segunda oportunidade ao
aluno, estratégia de retificagdo e melhoria, apds as observagdes do professor e
precedendo uma reclassificagdo das produgdes (Dias & Santos, 2016; Torre, 1993);
aprendizagem pelos pares, considerando os erros na construgéo e na discussdo de
questdes conceptuais (Beites & Serddio, 2015); sessoes de discussdo de duvidas
norteadas pela analise de erros (Cury, 2007). Em particular, estas propostas poderdo
ajudar a combater as dificuldades, nomeadamente detetadas no presente trabalho,
quando os alunos ndo atribuem um significado apropriado aos simbolos, em que
os simbolos néo coincidem com o seu significado. O sense making (Mata-Pereira
& Ponte, 2013) ¢ um aspeto relevante, pois a articulagdo entre significagdo e
processos de raciocinio, estes sob a forma de representacdes, ¢ fundamental para a
compreensdo da matematica (NCTM, como citado em Mata-Pereira & Ponte, 2013).

Nesta linha, num futuro trabalho de investigacdo, podera ser importante
recolher as argumentacdes dos alunos com os seus pares em sala de aula, em
torno dos esquemas de demonstragdo por eles produzidos e em discussdes de
convencimento mutuo da sua validade. Efetivamente, a implementagdo de um
ambiente pedagdgico dialdgico favorece uma melhoria da compreensdo matematica,
como ilustrado na presente investiga¢@o na entrevista facilitadora do didlogo entre
a investigadora e a aluna Maria, por exemplo. Tendo em conta que a compreensio
dos alunos, como evidenciado no estudo atual, ¢ influenciada pela sua experiéncia
anterior, pelas suas crengas e processos pessoais de verificagdlo, seria interessante
realizar um estudo com base na criagcdo de uma espécie de “espaco filosofico” na
sala de aula de Matematica (Kennedy, 2012), onde se discutissem conceitos (em
particular, o de demonstracio) no sentido de conseguir um entendimento alargado
entre os estudantes.

Independentemente do nivel de desempenho em matematica no ensino
secundario, encontramos representagdes e suas transformagdes (tratamentos ¢
conversdes) em todas as produgdes, mas com diferentes niveis cognitivos (Lee, 2016).
Contrariamente ao expectavel, o aluno caso com o melhor nivel de desempenho
em matematica no ensino secundario ndo foi o que produziu mais esquemas de
demonstra¢do dedutivos. Precisamente o aluno caso com o mais baixo nivel
de desempenho em matematica no ensino secundario ¢ aquele que mais se aproxima
dos esquemas de demonstracdo dedutivos que dariam resposta as tarefas propostas.
Deste modo, constatou-sse, neste estudo, que a historia académica prévia dos
estudantes ndo € necessariamente um indicador do desempenho que um estudante
pode vir a mostrar na constru¢do de esquemas de demonstragdo. Trata-se de um
contributo pedagogico relevante do presente estudo, pois constitui-se como
um alerta ao professor.

ORI Relime, Vol. 23 (1), Marzo de 2020



ESQUEMAS DE DEMONSTRACAO PARA PROPOSICOES DE ALGEBRA LINEAR 73

Outro aspeto que sobressai, do aluno caso com o mais baixo nivel de desempenho
em matematica no ensino secundario, ¢ que um menor nimero de transformacoes
de representa¢gdes numa produc¢do de um aluno, nomeadamente as que
correspondem a passar de um sistema de linguagem para outro — conversoes,
ndo significam necessariamente um nivel mais baixo de abstrag@o. De facto, pela
entrevista realizada a cada aluno caso ¢ a este em particular, parecem ter ocorrido
processos mentais que levaram a escrita numa linguagem e a representagdes mais
diretas para o objetivo pretendido, com eventuais processos mentais de conversdo
nao visiveis nas produgdes. Esta contribui¢@o do presente trabalho ndo contradiz
os estudos que referem que as conversdes, atividade cognitiva considerada menos
espontanea e mais dificil, suportam e promovem o raciocinio e a abstracdo em
Matematica (Duval, 2006b; Presmeg, 2006; Callejo & Zapatera, 2014), mas
acrescenta que sO 0s registos escritos podem ndo permitir averiguar da realizagdo
ou ndo de conversdes.

As tarefas associadas ao estudo foram potencialmente promotoras da
eliminac¢do de descontinuidades entre os ensinos basico-secundario e superior.
Segundo Costa e Catarino (2007), as mesmas surgem por nio se fazerem conexdes
explicitas entre conceitos matematicamente interligados, um obstaculo para
aprender algebra linear devido a falta de ligagdo com o que os alunos ja conhecem
(Dorier, como citado em Costa & Catarino, 2007). Contudo, observamos que se
o enunciado da tarefa é essencialmente um resultado conhecido do aluno, mesmo
que ndo anteriormente demonstrado, a tarefa ndo parece ser a mais apropriada para
mostrar a necessidade de uma demonstragdo, pelo menos ndo de modo isolado.
Com efeito, tais tarefas ndo motivam a abordagem a uma demonstra¢ao, havendo
que explorar algumas das suas fung¢des para as tornar significativas (De Villiers,
2001), e, segundo o presente estudo, parecem facilitar a emergéncia de esquemas
de demonstragdo de convicgdo externa. Trata-se de outro contributo pedagogico
relevante do presente estudo, pois aponta para caracteristicas a considerar numa
tarefa de demonstragéo para que esta promova aprendizagens efetivas.

Elaborar uma demonstracdo em matematica envolve processos mentais
complexos com raciocinio dedutivo (Lannin, 2005), que pode ser precedido por
raciocinio indutivo mediante a formulagdo ¢ o teste de conjeturas, com exemplos ¢
contraexemplos (Beites, 2015). Apesar da sua importancia, o raciocinio indutivo
¢ negativamente apontado como emergente em esquemas de demonstracio de
algebra, parecendo os tipos de tarefas facilitar o surgimento de certos tipos
de esquemas de demonstragio (Kanellos, Nardi, & Biza, 2018). No presente
trabalho encontramos raciocinio indutivo em esquemas de demonstragio empirico
indutivos e, ainda, em combinagdes destes esquemas com outros, mas tal ndo era
expectavel nem deveria suceder. Com efeito, todas as tarefas associadas ao estudo
sdo de demonstragdo para proposi¢des de algebra linear que, assumidamente
pelo enunciado, t€ém valor logico verdade.
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Nos resultados encontramos a utilizagdo, por parte de alunos, de exemplos
ndo constituiram um caminho para conjeturar, o que nos levou a outro aspeto
relevante do presento estudo — a ateng@o dedicada aos significados, atribuidos pelos
alunos, aos esquemas de demonstracdo ndo dedutivos. Um aluno caso apresentou
uma combinagdo de um esquema de demonstra¢do dedutivo, transformativo,
com um exemplo, este com o significado, por ele atribuido, de confirmagao. Os outros
dois alunos caso também construiram exemplos, em esquemas de demonstragio
empirico indutivos e/ou combinag¢des destes com outros esquemas, com
o significado, por eles atribuido, de demonstracido implicada por regularidade
observada e/ou regularidade esperada. Deste modo, nos esquemas de
demonstracdo ndo dedutivos das producdes dos alunos caso, os exemplos serviram
para complementar a insuficiéncia compreensiva da demonstrag@o pelos alunos.

Esta insuficiéncia compreensiva mostra uma conceptualizacdo da
demonstracdo que ndo ¢ consentanea com a nogdo de demonstracdo em matematica.
De facto, ha elementos que devem estar presentes numa demonstragdo (Stylianides
& Stylianides, 2008): fundamentos (definig¢des, lemas,...); argumentagdo (como
se desenvolve; por exemplo, inferindo com modus ponens); representacao (como se
expressa; com linguagem algébrica, verbal ou visual); dimensao social (aceitagdo
na comunidade matematica em que se cria). Para além de exemplos, que um
aluno considera demonstracio, detetamos outras situacdes em que o conceito
imagem de demonstragdo dos alunos ndo coincide com o conceito defini¢do (Tall &
Vinner, 1981) de demonstragdo em matematica. Concretamente, dois alunos caso
produziram esquemas de demonstragdo de convic¢ao externa, autoritario, nivel 0.
O significado, por eles atribuido, € o de facto conhecido, em que se chega a notar
a auséncia da necessidade de demonstrar.

Os resultados evidenciam também que a apresentacdo e a exploragdo
completas de uma demonstragdo para uma proposi¢do matematica, conjuntas com
os alunos numa aula, pode néo levar a compreensdo de todos os elementos
da demonstragdo por parte de cada aluno. Uma possibilidade de melhoria da
compreensdo de uma demonstracdo pelos alunos pode passar pela reorganizacdo
da apresentacdo da mesma pelo professor, e ainda pela reorganizagdo da
exploragdo, havendo que avaliar os efeitos sobre os alunos. A alteragdo da “flow
of the proof” (Gabel & Dreyfus, 2017) pode consistir na énfase de diferentes
ideias, em particular cruciais (Weber & Hemmi, como citados em Gabel & Dreyfus,
2017), e detalhes que ndo sejam claros para os alunos, por vezes até omitidos pelo
professor para ndo diminuir a qualidade pedagogica da demonstracdo (Lai &
Weber, como citados em Gabel & Dreyfus, 2017).
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Deste trabalho, cuja divulgag@o pode dar pistas para a pratica letiva de
outros professores, emergem desafios que se inserem no grande repto de como
ensinar a demonstrar: contrariar a validag@o através da construgdo de exemplos;
incorporar que a validade de um resultado depende da demonstragao; mostrar
que a construcdo de exemplos apos um esquema de demonstragdo dedutivo ¢é
desnecessaria; facilitar o sense-making, tornar clara e efetiva a apresentacdo
e a exploracdo de uma demonstragdo. Deste modo, o futuro passa, como referem
Stylianides e Stylianides (2017) apos reflexdo sobre o estado da arte na area da
demonstracdo em Educacdo Matematica, por intervenc¢des na sala de aula, apoiadas
em investigacao, de modo a gerar solugdes para os desafios do ensino-aprendizagem
da demonstracdo. De facto, “mathematics teachers at all levels, even experienced
mathematicians, lack didactic knowledge regarding strategies for teaching proofs”
(Gabel & Dreyfus, 2017, p. 187).
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