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El calculo en carreras de ingenieria:
un estudio cognitivo

Leopoldo Zufiiga *

RESUMEN

En este articulo se reporta un estudio cognitivo de caracter cualitativo en relacion al
aprendizaje de los conceptos de funcion de dos variables y de derivada parcial, en el
contexto de la ingenieria. Se sostiene que en escenarios didacticos contextualizados
se propicia un aprendizaje con significado para el estudiante, con sentido en el ambito
de su futura area profesional. Esto motivo la investigacion sobre lo que sucede a nivel
cognitivo en los alumnos en este tipo de ambientes didacticos. Se describen los
referentes tedricos para el estudio del funcionamiento cognitivo en un acto mental de
aprendizaje (como el proceso de resolucion de un problema), y se presenta el analisis
sobre los resultados de la puesta en escena del disefio de un escenario didactico con
un grupo de estudiantes de ingenieria.

« PALABRAS CLAVE: Aprendizaje, contexto, funcionamiento cognitivo,
ingenieria.

ABSTRACT

This paper reports a cognitive study of a qualitative character in relation to the learning
of the two variable functions and partial derivative concepts in the engineering context.
It defends the fact that didactic settings in context can be conducive to a logical
meaningful learning for the student with sense in the future professional area. This
motivated us to research what happened at cognitive levels for students in this type of
didactic environment. The theoretical framework is described by the study of cognitive
functioning in a mental act of learning (the process of resolving problem). The analysis
reports the experience which results in the implementation of didactic setting designs

with one group of engineering students.
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RESUMO

Este artigo se reporta a um estudo cognitivo de carater qualitativo em relacao a apren-
dizagem dos conceitos de fung¢do de duas variaveis e de derivada parcial, em um
contexto de engenharia. Fundamenta-se que em cenarios didaticos contextualizados
se propicia uma aprendizagem com significado para o estudante, com sentido no am-
bito de sua futura area profissional. Isso motivou a investigagédo sobre o que sucede a
nivel cognitivo, nos alunos, nesse tipo de ambiente didatico. Descrevem-se os referen-
ciais tedricos para o estudo do funcionamento cognitivo em um ato mental de aprendi-
zagem (como o processo de resolucao de um problema), e se apresenta a analise
sobre os resultados de um local em cena do planejamento de um cenario didatico com

um grupo de estudantes de engenharia.

* PALAVRAS CHAVE: Aprendizagem, contexto, funcionamento cognitivo,
engenharia.

RESUME

Dans cet article on fait le rapport d"une étude cognitif a caractére qualitative en ce qui
concerne |"apprentissage des concepts a propos des fonctions a deux variables et
des dérivées partielles, dans le contexte de I'ingénierie. Il en ressort que dans des
situations didactiques en contexte, |"apprentissage acquiert un signifié, porteur de
sens dans son environnement scolaire. Ceci a déclenché une recherche sur ce qui se
passe chez les étudiants au niveau cognitif dans ce genre de situations didactiques.
On décrit les référents théoriques pour I"étude du fonctionnement cognitif dans un
acte mental d"apprentissage puis on présente les résultats de |'expérience de mise
en oeuvre du design d"une situation didactique avec un groupe d”étudiants d"ingénierie.

+ MOTS CLES: Apprentissage, contexte, fonctionnement cognitif, ingénierie.

INTRODUCCION

En el ambito de la investigacion en di-
dactica de las mateméticas es bastante
conocido que la ensefianza habitual del
calculo se basa en la transmisién de co-
nocimientos con un énfasis muy marca-
do en el desarrollo de habilidades alge-
braicas y se desatiende el discernimiento

intelectual para la comprension de ideas,
nociones y conceptos. Tal situacion ha
sido abordada en diversos trabajos en los
gue se muestran desde argumentaciones
tedricas hasta propuestas para mejorar
la calidad del aprendizaje, las cuales in-
cluyen tanto los conocimientos previos
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gque necesitaria tener un estudiante para
tener éxito en el estudio de calculo, como
la elaboracion de materiales didacticos
(Farfan, 1991 & 1994; Artigue, 1995; Do-
lores, 1999; Salinas et al., 2002).

Por ejemplo, Moreno (2005) indica que:
"La ensefianza de los principios del cél-
culo resulta bastante problemaética, y
aunque seamos capaces de ensefiar a
los estudiantes a resolver de forma mas
0 menos mecanica algunos problemas
estandar, o bien a realizar algunas deri-
vadas o integrales, tales acciones estan
muy lejos de lo que supondria una verda-
dera comprension de los conceptos y mé-
todos de pensamiento de esta parte de
las matematicas". Un problema importan-
te ligado a esta situacién es que el cono-
cimiento generalmente se trata fuera de
contextos apropiados. Asi, cuando se
pretende mostrar a los estudiantes la uti-
lidad de los contenidos que se estudian,
a lo mas que se llega en un curso comudn
de célculo es a resolver los llamados pro-
blemas de aplicacion que se proponen
en los textos, que casi nunca correspon-
den a la realidad.

Esto tiene consecuencias negativas cuan-
do los que aprenden son estudiantes que
en el ejercicio de su profesién requieren
de conocimientos y habilidades que les
permitan resolver problemas de verdad.
Tal es el caso de quienes se preparan en
carreras de ingenieria. Camarena (1990)
menciona que "parte de la problematica
en ingenieria es que la matemética se
encuentra totalmente desvinculada de las
asignaturas de la ingenieria, y la realidad
del ingeniero reclama esta vinculacion que
en materia de educacion esta en tierra
de nadie".

Particularmente, en los programas de
estudio correspondientes a los cursos de
célculo para ingenieria se puede leer, por

ejemplo, que su objetivo consiste en pro-
porcionar al alumno los conocimientos
fundamentales del célculo que seran uti-
lizados en la interpretacion, planteamiento
y resolucion de problemas especificos de
su carrera; sin embargo, ni en dichos pro-
gramas ni en los textos que se sugieren
para los cursos son mencionados o tra-
tados. Y méas todavia: en comunicacio-
nes personales con profesores que im-
parten dichos cursos sefialan que, si bien
tienen alguna idea, no conocen proble-
mas o situaciones especificas de las ca-
rreras profesionales; por tanto, se limitan
a enseiiar, cuando mucho, el tipo de apli-
caciones contenidas en los textos que
llevan los alumnos.

Hay varios reportes en torno a esta situa-
cion de los profesores de matematicas
en el nivel superior de ensefianza. More-
no (2005) hace referencia a una investi-
gacion sobre las creencias de los docen-
tes e indica que algunos maestros de
matematicas de las carreras de biologia
y quimica reconocen su "deficiente for-
macion alejada de los modelos quimicos
y bioldgicos, y la influencia que esto tie-
ne en su ensefanza, pues les impide dar
explicaciones convincentes de algo que
ni dominan ni conocen suficientemente”.

Por otra parte, en entrevistas con profe-
sores que imparten cursos de especiali-
dad en ingenieria, donde se supone que
emplean sus conocimientos de calculo,
afirman que realmente necesitan muy
poco de estos conceptos, debido a que
no se involucran con las deducciones de
métodos o férmulas, sélo las usan. Y
como el tipo de problemas no van mas
alld de los rutinarios —ejercicios tipicos
que se presentan en los libros de texto
de uso comln—, no se necesita mas.

Estas situaciones, producto de la expe-
riencia, creencias y costumbres de los
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profesores, asi como de su inmersién en
el sistema didactico habitual?, repercu-
ten directamente en el aprendizaje de los
estudiantes y crea ideas falsas tanto
sobre lo que se debe (qué y cdmo) apren-
der como sobre la importancia de la ma-
tematica en su formacion.

En diversos trabajos se mencionan las
consecuencias negativas de estas situa-
ciones. Artigue (1995) sefiala:

"Numerosas investigaciones rea-
lizadas muestran, con convergen-
cias sorprendentes, que si bien se
puede ensefiar a los estudiantes
a realizar de forma mas o menos
mecanica algunos calculos de de-
rivadas y primitivas y a resolver
algunos problemas estandar, se
encuentran grandes dificultades
para hacerlos entrar en verdad en
el campo del célculo y para hacer-
los alcanzar una comprension sa-
tisfactoria de los conceptos y mé-
todos de pensamiento que son el
centro de este campo de las ma-
tematicas. Estos estudios tam-
bién muestran de manera clara
que, frente a las dificultades en-
contradas, la ensefianza tradicio-
nal y, en particular, la ensefianza
universitaria, aln si tiene otras am-
biciones, tiende a centrarse en una
practica algoritmica y algebraica
del calculo y a evaluar en esencia
las competencias adquiridas en
este dominio. Este fendmeno se

convierte en un circulo vicioso:
para tener niveles aceptables de
éxito, se evalla aquello que los es-
tudiantes pueden hacer mejor, y
esto es, a su vez, considerado por
los estudiantes como lo esencial,
ya que es lo que se evalua..."

Esta problematica condiciona el ambien-
te en el aula, la disposicién de los estu-
diantes para aprender y su actitud ante
los nuevos conocimientos. Saber mate-
maticas significa, para los alumnos, te-
ner alguna habilidad en la resolucion de
ecuaciones, desarrollar procedimientos,
aplicar féormulas y métodos. Rara vez un
estudiante concibe a las mateméticas
como algo que le pueda ser util méas alla
de eso, y cuando llega a suceder, no es
del todo claro. ¢Qué se puede hacer?
¢ Cémo vincular los contenidos matema-
ticos con las areas que puedan interesar
al estudiante? Al respecto, Camarena
(2000) menciona:

"La matematica en contexto: ayu-
da al estudiante a construir su pro-
pio conocimiento de una matema-
tica con significado, con amarres
firmes y no volatiles; refuerza el de-
sarrollo de habilidades matemati-
cas, mediante el proceso de re-
solver problemas vinculados con
los intereses del alumno..."

De esta manera, atendiendo a la idea de
que los estudiantes de ingenieria seran
en su futura vida profesional usuarios de

2 Se entiende por sistema didactico habitual a aquel en que el profesor tiene el rol principal en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, mientras que los estudiantes asumen una actitud pasiva. El aprendizaje sucede principal-
mente por repeticién, no por descubrimiento, lo cual conduce a un aprendizaje producto del énfasis en la
mecanizacion del saber (esto no significa que el aprendizaje por repeticion sea erréneo o inadecuado, sino que
resulta insuficiente); ademas, la didactica empleada esta determinada por el discurso de los libros de texto. Las
sesiones de clase se disefian para el cumplimiento a los programas de estudio (que, en muchos casos, estan
elaborados en funcién a la estructura de contenidos de los libros de texto). En buena medida, tales situaciones se
deben a que los profesores de matematicas no tienen una capacitacion profesional en docencia (mucho menos
en didactica de las matematicas), lo cual provoca que su trabajo como docentes se guie casi exclusivamente por
las experiencias vividas como estudiantes, su percepcion de lo que significa ser un buen profesor, y lo que dictan

los programas y libros de texto oficiales.
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la matematica, y que requieren en su for-
macion de situaciones que les muestren
la utilidad de los conocimientos matema-
ticos en su area de especialidad, este tra-
bajo se inscribe en la linea de investiga-
cién que aborda la problemética de la
ensefianza de las matematicas en con-
texto. Particularmente, su objetivo con-
siste en dotar de significado a los objetos
y procesos matematicos del calculo, me-
diante el disefio de una situacion-proble-
ma en el contexto de la ingenieria, a fin
de investigar su impacto en el aprendiza-
je de los estudiantes dentro del aspecto
cognitivo.

Cabe sefalar que entre los anteceden-
tes de estudios sobre matematica en
contexto realizados en México se cuenta
con el Disefio de un curso de ecuaciones
diferenciales en el contexto de los circui-
tos eléctricos (Camarena, 1987), el Ana-
lisis de Fourier en el contexto del analisis
de sefales eléctricas y electromagnéti-
cas (Camarena, 1993) y La serie de
Fourier en el contexto de la transferencia
de masa (Muro, 2000), mientras que en
el ambito mudial podemos mencionar a
Riordan & Noyce (2001) y Meyer & Dio-
polus (2002). Incluso se estan desarro-
llando algunos proyectos, como el Core-
Plus Mathematics Project, llevado a cabo
por investigadores de las instituciones
Western Michigan University, University
of Michigan, University of Maryland y Uni-
versity of lowa. Sus productos didacticos
han sido publicados bajo el titulo Contem-
porary mathematics in context: a unified
approach (Hirsch et al., 2003).

Sin embargo, para los fines de este tra-
bajo es elemental considerar que practi-
camente no se han realizado estudios
sobre el célculo en el contexto de la inge-
nieria, atendiendo a las funciones cogni-
tivas que estan involucradas en el apren-
dizaje de los estudiantes. Se entiende por

funciones cognitivas a los prerrequisitos
basicos para que se den en forma satis-
factoria las operaciones mentales y, en
general, el procesamiento de la informa-
cidn en situaciones de aprendizaje, por
ejemplo, al resolver un problema (esto se
describe con mayor detalle en el marco
tedrico del trabajo).

Las investigaciones citadas proponen ar-
gumentos tedricos, estudian el impacto
del disefo y la puesta en escena de si-
tuaciones-problema en contexto y hacen
propuestas didacticas, mas no reportan
un estudio especifico y detallado de lo que
sucede en las funciones cognitivas de
quien aprende. Todo parece indicar en di-
chos trabajos que, cuando el aprendizaje
ocurre en situaciones contextualizadas,
se obtienen mejores resultados; de ma-
nera concreta, por la motivacion que se
provoca en los alumnos y el significado
especifico en el area de interés que, se
supone, adquieren las nociones, ideas y
conceptos matematicos. Pero si esto es
asi, ¢qué sucede en la mente del estu-
diante?, ¢qué elementos de orden cogni-
tivo estan implicados en el aprendizaje?

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Para atender la problematica de la ense-
flanza y el aprendizaje de las matemati-
cas en carreras profesionales de ingenie-
ria es necesario construir propuestas
sobre estructuras didacticas alternativas
que posibiliten un mejor aprendizaje, que
tenga significado en los procesos inge-
nieriles practicos cercanos al interés de
los estudiantes y donde el estudio del
célculo adquiera sentido.

En aras de tal propdsito, resulta indis-
pensable indagar sobre el funcionamien-
to cognitivo de los estudiantes cuando se
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enfrentan a un escenario de aprendizaje
del calculo contextualizado en ingenieria,
para tener elementos que den luz sobre
la forma en que sucede el aprendizaje de
nociones y conceptos matematicos en
ese tipo de escenarios. Se entiende que
el funcionamiento cognitivo en un acto de
aprendizaje que estd determinado tanto
por las operaciones mentales —compara-
ciones, sintesis, andlisis— que posibilitan
la interiorizacién y codificacion de cono-
cimientos, como por las funciones cogni-
tivas —descritas en el marco teérico— que
subyacen en el nivel operativo; es decir,
las funciones que posibilitan la maniobra-
bilidad para transformar y adecuar las re-
presentaciones mentales en juego durante
el acto de aprendizaje.

De tal modo, se definié el problema de
investigacion mediante la pregunta ¢qué
sucede en el aspecto cognitivo en los es-
tudiantes de calculo cuando el proceso
de aprendizaje se realiza en escenarios
contextualizados de la ingenieria? Esto
surgié como respuesta a la necesidad de
estudiar los aspectos cognitivos mencio-
nados en experiencias de aprendizaje,
dentro del contexto de la ingenieria. Ade-
mas, se reconoce que la situacion en la
practica educativa que reclama tal inves-
tigacion estd marcada por un hecho que
revela la experiencia en las aulas, al me-
nos en los primeros niveles de educacion
superior: la creencia generalizada (o al
menos una duda constante) en los estu-
diantes de que las matematicas poco les
seran utiles en su futuro ambito profesio-
nal.

Se sabe que un antecedente directamen-
te ligado a este hecho radica en que el
proceso de aprendizaje que han vivido los
estudiantes en los niveles béasicos esta
caracterizado por las tendencias de en-
sefianza tradicional; en ese sentido, su
experiencia con las matematicas no ha

sido tal vez la mas conveniente. Aqui, se
cree que uno de los factores con influen-
cia decisiva es que tanto los programas
de estudio como las ideas didacticas en
los textos de célculo estan basados en
una estructura que propicia diversos con-
flictos en el aprendizaje, como sefialan
Cantoral & Mir6n (2000): "la ensefianza
habitual del andlisis matematico logra que
los estudiantes deriven, integren, calcu-
len limites elementales sin que sean ca-
paces de asignar un sentido mas amplio
a las nociones involucradas en su com-
prensién. De modo que aun siendo capa-
ces de derivar una funcion, no puedan re-
conocer en un cierto problema la
necesidad de una derivacion”.

Ahora bien, situaciones como ésta pro-
vocan que los estudiantes se formen una
imagen conceptual restringida, y en mu-
chos casos erronea, sobre el estudio y
utilidad de las matematicas. En particu-
lar, parece ser que para ellos el calculo
s6lo es una serie de formulas, reglas o
métodos sin beneficio, lo cual predispo-
ne su funcionamiento cognitivo. La acti-
tud de los estudiantes hacia el aprendi-
zaje de las matematicas no es la misma
cuando no hay motivacién o interés por
estudiar algo que, desde su perspectiva,
no les resulta provechoso ni en su for-
macion profesional ni en su futuro cam-
po laboral.

Entonces, se considera que el aspec-
to cognitivo es fundamental en la investi-
gacién didactica actual, ya que puede
ofrecer informacion respecto a lo que su-
cede en la mente del que aprende. Se
hace pertinente investigar cdmo un su-
jeto obtiene conocimiento cuando se
enfrenta a una situacion problematica nue-
va, en un escenario de su interés, e inte-
ractlia con os recursos de que dispone
en su memoria, tanto de orden cognitivo
funcional y operativo —el estado de sus
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capacidades, en términos de funciones
cognitivas y operaciones mentales— como
los que atafien a sus conocimientos ma-
tematicos previos.

Dado el problema de investigacion en esta
forma, el objetivo de nuestro trabajo fue
analizar las funciones cognitivas® de los
estudiantes de célculo en experiencias de
aprendizaje de sus contenidos en el con-

texto de la ingenieria.

Cabe sefalar que se supone que los es-
tudiantes tienen mejor comprension cuan-
do los contenidos se tratan en contexto
Yy, por consiguiente, se entiende a su vez
gue los estudiantes logran un mejor apren-
dizaje si es significativo (Ausubel et al.,
1978); es decir, si los nuevos conocimien-
tos se tratan en un proceso consistente
en gque los pensamientos, expresados sim-
bolicamente de modo no arbitrario y obje-
tivo, se unen con los conocimientos ya
existentes en el sujeto para producir el
aprendizaje. Por ello, el disefio de expe-
riencias didacticas tiene que permitir una
relacién intencionada (no arbitraria) y sus-
tancial (no al pie de la letra) con los cono-
cimientos e ideas del alumno, pues el
individuo debe desarrollar una serie de es-
trategias que le permitan adquirir un co-
nocimiento, almacenarlo y recuperarlo
cuando sea necesario. La eficacia de este
aprendizaje se encuentra en funcién de su
significatividad, no de las técnicas memo-
risticas, lo cual es acorde con las ideas
sobre la matemética en contexto.

De esta forma, resulta esencial la
investigacion sobre como se logra ese
aprendizaje, en términos de los elemen-
tos cognitivos implicados en el proceso
donde se adquiere el conocimiento. Esto
justifica el interés por abordar el analisis

de las funciones cognitivas que soportan
los procesos de pensamiento y posibi-
litan el nivel de operatividad mental ade-
cuado para que suceda el aprendizaje.

MARCO TEORICO

El propésito de estudiar el aprendizaje en
situaciones contextualizadas oblig6 a rea-
lizar una busqueda de referentes tedricos
que soportaran el analisis de todos los
factores implicados en el desarrollo del
proceso donde se implantan las experien-
cias de aprendizaje del céalculo en con-
texto y, por ende, en el propio proceso de
conceptuacion que concierne a las no-
ciones matemaéticas.

Por tanto, el soporte teérico debia tener
como componente central al analisis de
los aspectos cognitivos que ocurren en
cada etapa del proceso de resolucion de
un problema contextualizado (Camarena,
2000). Estos son: planteamiento del pro-
blema; determinacién de las constantes
y variables del problema; incorporacion de
los temas y conceptos mateméaticos ne-
cesarios para abordar el problema; obten-
cion del modelo matematico del proble-
ma; solucién matematica del modelo
matematico; solucion e interpretacion en
términos del problema. Aqui se incluye
la comprension de la situacion, el proce-
so de resolucion y la emision de la res-
puesta.

Hay teorias que han sido pensadas (al
menos en su origen) para estudiar los pro-
cesos de conceptuacion progresiva de las
estructuras matematicas (Piaget, 1978;
Vergnaud, 1990), lo cual implica un anali-
sis en funcion de las etapas del desarro-

3 De acuerdo a la teoria de funciones cognitivas utilizada en la investigacién, y que se describira en los siguientes

parrafos.
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llo mental, como indica Vergnaud (1990),
cuando explica el objetivo de su teoria:
"Su principal finalidad es la de proporcio-
nar un marco que permita comprender las
filiaciones y las rupturas entre conoci-
mientos, en los nifios y los adolescen-
tes". Y aclara que "las ideas de filiacion
y de ruptura se refieren igualmente a
los aprendizajes del adulto, pero estos
ultimos se efectdan bajo restricciones
que son mas del orden de los habitos y
de sesgos de pensamiento adquiridos
que relativos al desarrollo del aparato
psiquico".

El interés de esta investigacion estuvo
directamente relacionado con esa acla-
racion de Vergnaud; es decir, con lo que
sucede respecto a los efectos, en el ni-
vel cognitivo, de tales habitos y sesgos
de pensamiento en situaciones de apren-
dizaje, sobre todo considerando que el
presente trabajo se hizo con estudiantes
de célculo en carreras de ingenieria, que
se supone han alcanzado la madurez
cognitiva.

De este modo, para atender al objetivo
del trabajo se decidio basar sus estudios
en dos ideas esenciales: (1) incluir as-
pectos del comportamiento psiquico; es
decir, para el analisis del funcionamiento
cognitivo se recurrid a la idea de la ana-
logia entre mente y ordenador como base
cientifica de estudio, pero se incorpora-
ron elementos tedricos que nos dieran
luz sobre los factores internos en que se
basan los procesos mentales y que in-
fluyen en las conductas de aprendizaje

de los estudiantes; (2) implementar una
forma sistematica de analizar lo con-
cerniente a la conceptuacién de nocio-
nes matematicas en una experiencia de
aprendizaje en contexto.

Para la primera consideracion, se tomo
la teoria de las funciones cognitivas, como
la concibe Feuerstein (1977), y para la
segunda tanto el modelo tedrico de la tri-
pleta conceptual fenomenologias-genera-
lizaciones-notaciones, de Godino & Re-
cio (1998), como las nociones de acto
matematico-cognitivo y escenario didac-
tico. Se describen a continuacion estos
recursos teoricos.

Las funciones cognitivas son considera-
das como los prerrequisitos basicos de
la inteligencia, subyacen en las ope-
raciones mentales, ayudan a la interio-
rizacion de la informacion y permiten la
autorregulacion del organismo. La inte-
riorizacion es el pilar basico del aprendi-
zaje y de la adaptacion y, por tanto, de la
inteligencia. "Las funciones cognitivas
como actividades del sistema nervioso
explican, en parte, la capacidad del indi-
viduo para servirse de la experiencia pre-
via en su adaptacion a nuevas situacio-
nes" (Feuerstein, 1979).

Particularmente, este estudio sigue el
eshozo tedrico presentado en un trabajo
anterior (Zufiga, 2004), en el cual se des-
criben las caracteristicas de cada fase
en el procesamiento de la informacién
sobre las funciones cognitivas* de Feuers-
tein, que aparecen en el acto mental de

4 Percepcion clara: conocimiento exacto y preciso de la informacion. La disfuncién cognitiva: percepcién borrosa
consiste en un proceso pobre e impreciso de los datos de la informacion. Exploracién sistematica de una situacion de
aprendizaje: capacidad para organizar y planificar la informacién. La disfuncién de la exploracién sistematica es la
impulsividad ante una situacién de aprendizaje, consistente en una incapacidad para tratar la informacién de manera
sistematica y planificada. Organizacion de la informacién: capacidad para utilizar diferentes fuentes de informacion
a la vez. Percepcion y definicién de un problema: consiste en la habilidad para delimitar qué pide el problema, qué
puntos hay que acotar y cémo averiguarlos. Interiorizacién y representacién mental: capacidad para utilizar simbolos
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aprendizaje implicado en la resolucién de
un problema, y que se presenta a conti-
nuacion:

tica y lo que es propiamente la resolu-
cion del problema. Se pueden tener
dificultades en el desarrollo de la fase
de elaboracion cuando no se define
con precisién el problema en términos
de la meta a la que se quiere llegar.

En la fase de entrada:

e La comprension implica tener una

percepcion clara tanto de los datos que e La busqueda de una via de solucion

se ofrecen en el enunciado como del
estado final o meta a la que se quiere
llegar (los datos proporcionan una des-
cripcion completa del contexto del pro-
blema y de los parametros bajo los
cuales se debe operar).

* A su vez, para el logro de la percep-
cion clara es necesario que las
funciones cognitivas de exploracion
sistematica de una situacion de apren-
dizaje y de organizacion de la infor-
macién aparezcan en forma eficiente.

En la fase de elaboracion:

e La resolucion del problema implica
la basqueda de una via de solucién
(que conecte el estado inicial con el
estado meta), pero antes es necesa-
rio que el sujeto sea capaz de percibir
y definir con precision el problema, lo
cual implica que su funcién cognitiva
de percepcion y definicion de un pro-
blema surja en forma eficiente. Este
es un momento crucial en el proceso
porque constituye el enlace entre la
comprension de la situacion problemé-

implica la planificacion de la conduc-
ta (una funcidn cognitiva que esta pre-
sente en todo el proceso de resolu-
cion), asi como la recuperacion de
esquemas en la memoria a largo pla-
Z0 que involucran conocimientos ma-
teméticos, lo cual a su vez requiere
de una conducta comparativa.

El proceso de pensamiento para el
uso, adecuacién o modificacion de es-
quemas previos en la construccion de
las nuevas ideas, nociones o concep-
tos mateméticos involucra, al menos,
la capacidad de pensamiento hipoté-
tico y la conducta comparativa.

e La construccidon de conocimiento re-

quiere para la codificacién de la infor-
macion correspondiente a las nuevas
ideas, nociones y conceptos de la fun-
cion cognitiva de interiorizacion y re-
presentacion mental, que es una de
las mas importantes. Como sefala
Prieto (1992): "La interiorizacion es el
pilar basico del aprendizaje y de la
adaptacion y, por tanto, de la inte-
ligencia".

internos de representacion. La falta o deficiencia de la interiorizacién se manifiesta en la conducta demasiado
concreta y sin generalizacién apropiada. Planificacién de la conducta: capacidad para prever la meta que se quiere
conseguir utilizando la informacién adquirida previamente. Conducta comparativa: consiste en la capacidad para
realizar todo tipo de comparaciones y relacionar objetos y sucesos anticipandose a la situacién. La deficiencia en la
conducta comparativa consiste en la incapacidad para establecer relaciones de semejanza y diferencia entre objetos
y sucesos. Pensamiento hipotético: capacidad para establecer hipétesis y comprobarlas, aceptando o rechazando la
hipétesis previamente establecida. Comunicacién explicita: consiste en utilizar un lenguaje claro y preciso que
responda al problema formulado en la tarea. Esto supone un cierto nivel de comprensién por parte del sujeto. La
disfuncién es la comunicacién egocéntrica. Precision y exactitud en las respuestas: capacidad para pensar y
expresar la respuesta correcta a un problema o situacién general de aprendizaje. Control de las respuestas: consiste
en la capacidad para reflexionar antes de emitir cualquier tipo de respuesta. El control y la autocorreccién implican
procesos metacognitivos.
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En la fase de salida:

e La respuesta ha de emitirse utilizan-
do un lenguaje claro y preciso en fun-
cion de la meta final del problema for-
mulado; es decir, se debe observar
una comunicacion explicita de tal res-
puesta.

* Se debe observar capacidad para pen-
sar y expresar la respuesta correcta
al problema, asi como para reflexio-
nar antes de comunicarla. Debe ha-
ber precision y exactitud en la respues-
ta y un control en su emision.

Las etapas de la matematica en contex-
to (Camarena, 2000), mencionadas al ini-
cio de esta seccion, estan contempladas
dentro del esbozo tedrico. En la fase de
entrada: planteamiento del problemay de-
terminacion de las constantes y variables.
En la fase de elaboracion: incorporacion
de los temas y conceptos matematicos
necesarios para abordar el problema; ob-
tencion del modelo matemético del pro-
blema, y solucion mateméatica del mode-
lo matematico. En la fase de salida:
solucion e interpretacion de la solucion
en términos del problema.

Ademas, para el analisis del aprendizaje
sobre los conceptos matematicos invo-
lucrados en la experiencia, se empled
como apoyo un modelo tedrico particular
para estudiar las relaciones dialécticas
entre pensamiento, lenguaje matematico
y situaciones-problema, el cual incluye
los elementos concepto, signo/simbolo
y objeto/contexto (Godino & Recio, 1998).
Este modelo tiene las siguientes entida-
des basicas: las fenomenologias, donde
se considera a las situaciones-problema,
las aplicaciones, las tareas especificas
y, en general, a las entidades extensio-
nales que inducen actividades matemati-
cas; las notaciones, que abarcan a todo

tipo de representaciones materiales os-
tensivas que ocupa la actividad matema-
tica (términos, expresiones, simbolos, gra-
ficos, tablas, diagramas, etc.; en general,
a entidades notacionales), y las genera-
lizaciones, como ideas matematicas o
abstracciones (conceptos, proposiciones,
procedimientos, teorias; esto es, entida-
des intencionales).

Cabe sefialar que, si bien este modelo
semiodtico ha sido pensado para el estu-
dio de los procesos de interpretacion y
comunicacion en educacion matematica,
en este trabajo se le hace una interpreta-
cion y adecuacion personal para analizar
los elementos conceptuales sobre los que
debe transitar un estudiante cuando ha
comprendido una nocién matematica; es
decir, si es capaz de reconocer y transi-
tar por las fenomenologias, notaciones y
generalizaciones que lo caracterizan.

Esta investigacion también es acorde con
la idea de que el estudio matematico tan-
to de los fendmenos del mundo real como
del matematico coloca al que aprende
ante situaciones-problema. Asimismo,
que las generalizaciones matematicas en
esas situaciones son producto de los pro-
cesos de generalizacion de las acciones
realizadas; es decir, de la generalizacion
de esquemas o invariantes de sistemas
de acciones, asi como de las condicio-
nes de realizacion y los resultados de
tales acciones, apoyados por el uso de
sistemas de signos. De igual modo, que
las entidades notacionales pueden ser
cadenas de letras o numeros, pero tam-
bién graficos, diagramas o incluso obje-
tos fisicos, y no tienen sélo una valencia
semidtica, sino que a la vez son instru-
mentos ostensivos para la actividad ma-
tematica (Godino & Recio, 1998).

Respecto a las nociones de acto mate-
matico-cognitivo y escenario didactico,
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constituyen recursos tedricos propios que
fue necesario definir en el desarrollo de la
experiencia (esto se comenta mas ade-
lante, en la seccion sobre el disefio y las
actividades en el aula):

El escenario did4ctico estd constituido
por todos los elementos que conforman
el contexto de la situacién problemética,
y es el que determina y da sentido al es-
tudio de las ideas, nociones y conceptos
matematicos necesarios para la resolu-
cion del problema que se plantea en tal
contexto. Esto incluye también los facto-
res extramatematicos y extraescolares
que dan origen al disefio de la situacion-
problema en contexto.

Con acto matemético-cognitivo nos refe-
rimos al hecho concreto del acto mental
en que sucede el aprendizaje de una
idea, nocién o concepto matematico (o
incluso un proceso algoritmico). Se en-
cuentra constituido por al menos un pro-
ceso interpretativo que, a su vez, contie-
ne las tres entidades béasicas del modelo
conceptual de Godino & Recio (1998): fe-
nomenologias, notaciones y generaliza-
ciones.

Un proceso interpretativo es cada elemen-
to simbdlico que interviene en el acto
mental de resolver un problema, y esta
conformado tanto por la notacidon simbé-
lica como por lo que representa en el
ambito de ese problema (interpretacion
personal sobre el término proceso inter-
pretativo, usado por Godino & Recio,
1998).

Por ultimo, es importante precisar la con-
cepcion de problema que se maneja,
pues es un elemento central en el andli-
sis de la investigacion. Un problema re-
presenta un reto o dificultad que no tiene

resolucién inmediata y posibilita la bus-
queda de procedimientos por parte del
alumno a partir de sus conocimientos pre-
vios. Esta concepcion de problema impli-
ca la novedad, tanto en el sentido de una
tarea que tiene elementos nuevos que no
se comprenden, como en la idea de cons-
truir procedimientos o estrategias para su
resolucién.

DESCRIPCION DE
LA EXPERIENCIA

La investigacion se realizd en el ambito
de la carrera de Ingenieria Industrial y de
Sistemas que ofrece el Instituto Tecno-
l6gico y de Estudios Superiores de Mon-
terrey (ITESM), Campus San Luis Poto-
si, México. Se trabajo con un grupo de
12 estudiantes, entre 19 y 21 afios de
edad, que habian cursado y acreditado
dos cursos de célculo, uno de diferencial
y otro de integral, ambos en una variable
real.

La investigacion se efectué de acuerdo
con dos fases: la primera comprendio
un estudio previo de caréacter didactico
sobre las areas de especialidad en inge-
nieria donde se usan conocimientos de
célculo, y la segunda a la puesta en es-
cena del disefio y al propio analisis sobre
las funciones cognitivas.

El estudio de la primera fase se circuns-
cribio al analisis de los textos en que
estan basados los cursos de esas areas,
la consulta a los profesores responsa-
bles y la revision del plan de estudios de
la carrera de Ingenieria Industrial y de
Sistemas (con especial atencién en los
programas analiticos). Los resultados per-
mitieron observar que hay areas de espe-
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cialidad de la ingenieria industrial —como
el andlisis de regresion y el andlisis y dise-
flo de experimentos— donde se ocupan co-
nocimientos de célculo. De manera parti-
cular, se identific6 un conocimiento de
especialidad, el método de minimos cua-
drados para el ajuste de curvas, en el que
aparecen conocimientos de calculo como
las funciones de dos variables independien-
tes, la derivada parcial y el calculo de ex-
tremos de funciones.

La segunda fase comprendi6 las siguien-
tes etapas:

a) Se disefio la situacion-problema en con-
texto que fue presentada a los estudian-
tes y se determinaron las actividades
especificas del proceso a realizar en el
aula.

b) Se realizé la experiencia de aprendiza-
je, mediante la aplicacion de la situa-
cion problematica contextualizada al
grupo de estudiantes ya mencionado,
que llevaba el curso de Matematicas para
Ingenieria lll (calculo multivariable y una
introduccion al calculo vectorial). Fue-
ron conformados equipos para trabajo
colaborativo y se abordo la situacion pro-
blematica.

c) Se llevo a cabo el andlisis cognitivo-
cualitativo en el proceso de implemen-
tacion de la experiencia, desde la pers-
pectiva de Feuerstein, asi como
respecto al modelo tedrico del triangulo
fenomenologias-generalizaciones-nota-
ciones. La recoleccién de datos se hizo
mediante grabaciones en video y de los
materiales que escribieron los alumnos.

Esta Ultima fase se enfoca en el disefio de
una experiencia de aprendizaje en el con-
texto de la Ingenieria Industrial y de Siste-
mas, particularmente en el método de ajuste
de curvas llamado de minimos cuadrados

(resultado de la primera fase), como se
describe a continuacion.

EL DISENO Y LAS ACTIVIDADES
EN EL AULA

En atencion a los objetivos de la investi-
gacion y los resultados del estudio previo
—primera fase—, se decidié aprovechar una
situacion que desde hace afios es un pro-
blema ambiental en ciertas zonas aleda-
flas a la ciudad de San Luis Potosi: la
contaminacion por residuos de sustancias
guimicas que realizan algunas empresas.
De hecho, algunos casos han sido docu-
mentados y dados a conocer a la opinién
publica en medios informativos como la
prensa y la television. Inclusive, cientifi-
cos de la Universidad Autonoma de San
Luis Potosi han efectuado estudios ex-
perimentales (toma de muestras y su ana-
lisis) que han sido tema para estudios de
posgrado.

Esta problemética se dio a conocer y se
discutié con los estudiantes, previo al de-
sarrollo de la experiencia, y constituy6
uno de los factores que dieron sentido al
problema matemético estudiado en el
aula; ademas, situo el escenario didacti-
co global en el contexto especifico de la
ingenieria industrial.

El disefio de la experiencia fue el si-
guiente:

Uno de los problemas mas desa-
fiantes para el control de la conta-
minacion del agua lo presenta la
industria del curtido de pieles. Los
deshechos de esta industria son
guimicamente complejos. Se ca-
racterizan por valores elevados en
la demanda de oxigeno bioquimi-
co, los sélidos volatiles y otras me-
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diciones de contaminacién. Actual-
mente, se tiene un problema serio
con este tipo de contaminacién en
las cercanias de la ciudad de San
Luis Potosi, y se les esta invitan-
do a contribuir en la solucion del
problema. De acuerdo con los es-
tudios realizados, lo que se nece-
sita en estos momentos es deter-
minar un modelo matematico para
el comportamiento de este feno-
meno y poder entonces estimar ele-
mentos en relacion con la conta-
minacion producida.

Considérense los datos experi-
mentales de la tabla (ver Tabla 1),
los cuales se obtuvieron de 33
muestras de desperdicios que se
tratan quimicamente en un es-
tudio realizado en la empresa
potosina Pieles Naturales del Cen-
tro, durante el periodo comprendi-
do entre agosto de 2001 y enero
de 2002. Se presentan las lectu-
ras de la reduccion porcentual del
total de sodlidos (x) y de la reduc-
cion porcentual de demanda de oxi-
geno quimico (y) para esas 33
muestras.

¢ Qué modelo matemético propon-
drian para el comportamiento de es-
tos datos experimentales?

Se organizé al grupo en cuatro equipos
de trabajo, con tres integrantes, mientras
que el trabajo se realiz6 en seis sesio-
nes de 75 minutos cada una.

Es importante mencionar que presenta-
mos a los estudiantes el escenario
disefiado antes de abordar cualquier con-
tenido de célculo diferencial en varias va-
riables, con el objetivo de que la situa-
cion problemética motivara y diera sentido

al estudio de los conocimientos matema-
ticos necesarios para resolverla.

Reduccion|Demanda de

de sélidos,|oxigeno quimi-

x (%) co, y (%)
3 5
7 11
11 21
15 16
18 16
27 28
29 27
30 25
30 35
31 30
31 40
32 32
33 34
33 32
34 34
36 37
36 38
36 34
37 36
38 38
39 37
39 36
39 45
40 39
41 41
42 40
42 44
43 37
44 44
45 46
46 46
47 49
50 51
Tabla 1

La secuencia de actividades para la re-
solucién del problema fue la siguiente:

lera. sesion:

» Presentacion de la situacion proble-
matica (por escrito).

* Los estudiantes leen y discuten sobre
ella (trabajo colaborativo).

» Se pide a los estudiantes que descri-
ban por escrito lo que se solicita, lo
que conoceny lo que desconocen, asi
como el planteamiento de una estra-
tegia de solucion.

* Se les encarga que investiguen en tor-
no a lo que desconocen de la situa-
cién (extra clase).
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2a. sesion:

« Se discute sobre lo investigado y, con
base en ello, se induce a los estu-
diantes a trabajar la idea basica del
método de minimos cuadrados.

* Se deduce en interaccion grupal y por
equipos la expresion matematica (*)°
gue resulta al usar dicha idea.

» Se cuestiona a los estudiantes sobre
qué se debe hacer para continuar el
proceso de resolucion.

» Se discute la naturaleza de la expre-
sion dltima (*).

» Se pide a los estudiantes que reali-
cen un ejercicio particular con sélo
cuatro datos numéricos (extra clase).

3ra. sesion:

» Se discute el trabajo extra clase y la
expresion (*).

» Se dedica la sesion al estudio de fun-
ciones de dos variables.
4a. sesion:
» Se discute acerca de las condiciones
para que ocurra un valor extremo (en
términos de pendientes de rectas y

planos).

» Se estudia el concepto de derivada
parcial y la forma de calcularla.

5a. sesion:

» Se contindia la Ultima actividad de la
sesién anterior.

5 (%) .Zi;[y' —(mx, +b)]*

e Se deduce el criterio para determinar
valores extremos.

e Se solicita a los estudiantes que ana-
licen la expresion (*) ya escrita como
funcion y en términos de todo lo estu-
diado hasta el momento.

6a. sesion:

* Se determina en forma general el sis-
tema de ecuaciones para determinar
la pendiente y la ordenada al origen,
y se resuelve.

e Se pide a los estudiantes que entre-
guen por escrito todo el proceso de
resolucion del problema.

Antes de presentar el desarrollo de la ex-
perienciay el estudio cognitivo correspon-
diente, cabe resaltar un hecho que resul-
t6 fundamental durante el proceso de
implementacion de las actividades dise-
fladas: la necesidad de definir los elemen-
tos tedricos con base en los cuales se
habria de realizar el analisis cognitivo res-
pecto a los actos de aprendizaje en todo
el proceso de resolucion de la situacion-
problema en contexto.

Para el disefio particular en cuestion, era
necesario precisar el papel que jugaban
los actos concretos; por ejemplo, reco-
nocer o interpretar la expresion:

n

Z [yi — (mx; +b)]

i=1
como un ente matematico susceptible de
diferenciacion, las ideas y nociones ma-
tematicas involucradas en la conceptua-
cion de la derivada parcial, y el acto de
aprendizaje del método para calcular un
extremo de una funcién de dos variables.
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Sin embargo, no habia un término, ni en
la teoria de Feuerstein ni en la tripleta con-
ceptual de Godino & Recio (1998), con el
gue se pudieran ubicar en el marco teéri-
co esos actos de aprendizaje. Entonces,
para vertebrar los elementos centrales del
analisis cognitivo (las funciones cogniti-
vas implicadas, asi como los conceptos
matematicos de estudio y sus relaciones
en términos de generalizaciones, fenome-
nologias y notaciones), hubo necesidad
de asignarle nombre a dichos actos y de-
finir lo que significaban en el analisis. Asi,
se definié el término acto matemético-
cognitivo y se preciso lo que se entiende
por escenario didactico y procesos inter-
pretativos (ya mencionado en la seccion
del marco tedrico).

El escenario didactico descrito, que es la
base de nuestra investigacion, esta con-
formado por el problema de contamina-
cion ambiental en las cercanias de la ciu-
dad de San Luis Potosi. Aqui, el contexto
en la ingenieria queda determinado tanto
por los resultados del estudio previo so-
bre las areas de especialidad en ingenie-
ria donde se usan conocimientos de cél-
culo como por la situacion social del
problema de contaminacion, que atafie
al area de especialidad de la ingenieria
industrial. Esto implica que la nocion de
contexto se conforma por dos elemen-
tos: el &mbito institucional (planes y pro-
gramas analiticos de estudio) y el ambi-
to extraescolar (situaciones o problemas
vinculados al quehacer de un ingeniero).

El uso de los elementos tedricos en la
investigacion es como se presenta ense-
guida.

PROCESOS INTERPRETATIVOS
PARA EL ANALISIS DE LAS
FUNCIONES COGNTIVAS

Las palabras y expresiones matemati-
cas que aparecen tanto en el enunciado
del problema en contexto como en el pro-
ceso de resolucioén, y que desencade-
nan procesos interpretativos, son las si-
guientes: Modelo matematico, %, X, VY,
los nimeros (de la tabla), gréfica, pun-
tos coordenados, funcion de una varia-
ble, funcién de dos variables, superficie,
diferencia de ordenadas, pendiente, or-
denada al origen, variables, constantes,
sumatoria, igualdad, cuadrado (de poten-
cia), derivada parcial, ecuacion y solu-
cion de un sistema de ecuaciones linea-
les.

En cuanto a los procesos interpretativos,
son:

1. Sobre el enunciado:

la, modelo matematico significa
funcién; 1b, % representa porcen-
taje; 1c, las letras X, y designan
valores numéricos (datos experi-
mentales); 1d, los nimeros en las
tablas representan valores porcen-
tuales.

2. Sobre el proceso de resolucion:

2a, di representa las diferencias
verticales entre la recta que se
busca y los datos numéricos. Se
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coloca junto al segmento de recta
gue une un punto con la represen-
tacion grafica de la recta que se
pide;

2b, X, Yy designan los datos numé-
ricos;

2c, my b simbolizan la pendiente
y la ordenada al origen de la recta
gue se busca, respectivamente;

2d, y=mx + b traduce la expre-
sion "forma de una funcion lineal"
(también puede interpretarse como
"la ecuacion pendiente-ordenada al
origen de la recta");

2e, y,- mx. + b es la diferencia en-
tre la ordenaday, de cada punto
dato numérico y la ordenada de un
punto de la recta Yy = mx + b;

2f, d, =y, - (mx+b) figura la
equivalencia entre los procesos
interpretativos 2a y 2e;

n

29, Z representa una suma de
i=1

términos, del primero al n-ésimo;

2h, Z[yi*(mxﬁb)] significa la
i=1

suma de todas las diferencias en-
tre los puntos, datos experimen-
tales y la recta buscada;

Z:[yI mx; +b] determina

una forma valida y conveniente para
el trabajo en el registro algebraico
y figura la suma de las diferencias
entre los puntos datos experimen-
tales y la recta, al cuadrado;

2j, f(mb)=>"[y; - (mx; b)) es

una funcion en las variables inde-
pendientes m, y b, (f (m, b) resul-
ta de una extensién -—generaliza-
cion— de la notacion f (X));

2Kk, o f(m,b) 0 f(m,b) simboli-
om ob

zan las derivadas parciales de f

respecto amy a b;

21, af(m,b):0 o f(m,b)
om ob
la pendiente nula de f tocante am

y la pendiente nula de f en relacion
ab;

=0 son

2m,Zn:[2yi -2(mx; +b)[-x;) es la

i=1

derivada parcial respecto a m, y
n

D" [2y; - 2(mx; +b)-1) la derivada

parcial que atafie a b;

2n, Z[Zy,—z(mx +b)[-x)=0

> [y, - 2, +0)-1)=0

es el sistema de ecuaciones que
permite determinar m y b, bajo el
conocimiento de que la igualacion
a cero proporciona los valores de
my b, donde f (m, b) toma su valor
extremo minimo.

En cada proceso interpretativo se puede
reconocer la dialéctica entre las ideas
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(generalizaciones), el lenguaje simbdlico
(notaciones) y la situacion matematica
en que sucede (fenomenologias).

Por ejemplo, en 2c la idea (generaliza-
cion) de incognita o variable esta "encap-
sulada" en la notacion m, b, y el hecho
fenomenoldgico queda constituido por la
representacion geométrica donde se ubi-
ca (plano cartesiano), la cual es produc-
to de la idea que genera el método. Otro
ejemplo: en 2e la idea de diferencia
(como una distancia en el registro grafi-
co) esta representada por la expresion
y,- (mx.+b), y el hecho fenomenoldgico
es la situacion geométrica en que se en-
marca (resulta de la idea que origina el
meétodo).

LOS ACTOS
MATEMATICOS-COGNITIVOS

El andlisis se centra en los actos mate-
matico-cognitivos de aprendizaje funda-
mentales en el proceso de resolucién del
problema en estudio:

1. La interpretacion de:

n
Z [yi — (mx; +b)f
i=1
como una funcién de dos variables.

2. La conceptuacion de la derivada par-
cial.

3. El proceso para determinar un valor
minimo de una funcién de dos varia-
bles

Cabe sefalar que en este ultimo acto el
andlisis se hace considerando los cono-
cimientos matematicos que entran en jue-
go; es decir, se analiza en funcién de las
ideas, nociones y conceptos en que se

basa el proceso al cual se refiere, no sélo
en términos del proceso como tal.

RESULTADOS Y ANALISIS

Todo el andlisis se efectlia con base en
las observaciones sobre el desarrollo de
las experiencias de aprendizaje, asi como
en el material de los videos y los escri-
tos en papel de los estudiantes sujetos
a las experiencias. Las frases en letra
cursiva y entre comillas corresponden a
transcripciones literales de los alumnos.

Fase de entrada
lera sesion

Al inicio no se observan dificultades para
comprender lo que plantea el enunciado;
sin embargo, en el transito al proceso de
resolucién surgen problemas en la fun-
cién cognitiva de percepcion y definicion
de un problema, ya que los alumnos com-
prenden lo que trata la situacion proble-
matica, mas no es inmediata su percep-
cion del problema por los siguientes
desequilibrios:

 Desequilibrio causado por el enfrenta-
miento con informacion novedosa:
"hay cosas que no se conocen y no
es claro lo que se pide".

 Las condiciones en que se aborda la
situacion problematica hace que los
estudiantes tengan un desequilibrio en
sus concepciones sobre las formas
de ensefianza-aprendizaje a las que
han estado expuestos (primero se
han de estudiar los contenidos mate-
maticos, después las aplicaciones).
Aparecen comentarios como "pero Si
todavia no hemos visto nada del cur-
S0, ¢,como lo vamos a resolver?"
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Estas dificultades se van superando a
medida que los sujetos piensan reflexi-
vamente el problema y lo discuten para
buscar una definicion conveniente; asi-
mismo, descartan aquellos aspectos in-
compatibles e incongruentes y utilizan
todo tipo de informacién previamente
almacenada que tenga cierta relacion con
el problema, lo cual implica el uso de las
funciones cognitivas de exploracion sis-
temética de una situacion de aprendiza-
je y de organizacion de la informacion.
De manera particular, los estudiantes re-
cuperan sus esquemas sobre el concep-
to de funcién, los de representacion sim-
bolica y gréfica y, sobre todo, la idea de
lo que hay que hacer cuando lo que se
tiene es una coleccién de puntos (en una
tabla): graficar los puntos en un plano co-
ordenado. Esa es la primera idea que apa-
rece en practicamente todos los equipos
de trabajo.

Los esquemas previos de representacion
de funciones de una variable hacen que
los estudiantes tengan confianza para
elaborar una definicion precisa del pro-
blema; ademas, les crea un sentimiento
de competencia para abordarlo.

Por otra parte, se nota un aspecto de
suma importancia en esta fase de entra-
da: hay una gran motivacion en el grupo
por tratar un problema asociado a una
situacion real, ligada al area de su for-
macion profesional. Se percibe en el aula
un ambiente propicio para el aprendizaje
y existe disposicién en cada alumno por
abordar el problema y colaborar con sus
compafieros de equipo. Cabe sefialar que
ésta era una situacion ya esperada (de-
bido a los resultados de investigacion con
gue se contaba en este aspecto, men-
cionados en la introduccion de este tra-
bajo); sin embargo, se considera impor-
tante comentarla porque determina la
conducta de los estudiantes para las fa-

ses siguientes en el desarrollo de la ex-
periencia. Sin embargo, no se puede pre-
suponer el éxito en cuanto al aprendizaje
de los contenidos de célculo involucrados
sélo porque hay motivacién y disposicion
de los alumnos para hacer las activida-
des disefiadas.

Fase de elaboracion
lera. sesion

Una vez que los estudiantes han grafica-
do los puntos en el plano Xy, aparecen
ideas diversas sobre la estrategia para
determinar el modelo que pide el proble-
ma. Sin embargo, en todas se observan
patrones de comportamiento muy simila-
res en los estudiantes: planifican lo que
van a hacer, siguen hipotesis, realizan
comparaciones y utilizan la evidencia 16-
gica. Por ejemplo, un equipo, luego de
discutir, escribe: "intentamos graficar los
datos dados en el problema y nos dimos
cuenta que la gréafica no correspondia a
una funcioén, puesto que se repiten varios
valores en el eje X".

Al platicar con ellos al respecto, sefialan
que planearon (planificacion de la conduc-
ta) graficar para ver si podian determinar
la forma de la funcidén, lo cual implica
la suposicion (pensamiento hipotético) de
que los datos numéricos representan, pre-
cisamente, una funcion. Luego, les sur-
gieron ideas como unir los puntos con
segmentos de recta, y uno de los estu-
diantes dijo que eso se parecia a una gra-
fica como las de cédigos de barras, que
no recordaba como eran, pero se hacian
con funciones trigopnométricas, hecho que
implica una conducta comparativa; final-
mente, advierten que la coleccién de pun-
tos no representa una funcion porque hay
pares ordenados donde se repite la abs-
cisa. Esto significa que recurren a su co-
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nocimiento previo sobre el concepto de
funcion y usan la evidencia légica para
describir el comportamiento de los datos
y descartar la posibilidad de una funcion,
como habian supuesto inicialmente.

Otro de los equipos anota: "Primero vi-
mos que es bidimensional, después gra-
ficamos para darnos una idea de la ten-
dencia que tiene la gréafica de la funcion;
al verla, se nos ocurre trazar dos lineas
paralelas entre las que se encuentran to-
dos los puntos y después trazar una nue-
va recta paralela, exactamente entre las
dos primeras rectas".

Nuevamente, se planea graficar y se su-
pone que los datos representan una fun-
cion. Sin embargo, la estrategia para tra-
tar de hallar el modelo es diferente. Estos
alumnos suponen que es una buena idea,
dado el comportamiento de los puntos,
dirigir sus esfuerzos a encontrar una rec-
ta que pase entre los datos numeéricos;
tal conducta implica el pensamiento hi-
potético y el uso de la evidencia logica.
Suponen que es una buena idea pensar
en un modelo lineal, considerando la evi-
dencia de la forma en que se comportan
los datos.

Aqui, se invita a los estudiantes a reflexio-
nar sobre lo que conocen y lo que desco-
nocen de la situacion problemética. En
discusion, primero en equipos y des-
pués grupal, se delibera sobre la posibili-
dad de que existan métodos para reali-
zar lo que se pide se acuerda investigar
al respecto.

2a. sesion
Se presentan por equipo los resultados

de la tarea encomendada en la sesién
anterior.

Los estudiantes presentan diversos mé-
todos numéricos (el nombre y alguna idea
de como funciona) tanto de correlaciéon
como de interpolacion y extrapolacion,
entre otros. El profesor, dentro de todas
las posibilidades, induce al uso del mé-
todo de minimos cuadrados, y explica
sus ventajas en relacion con el problema
que se esta tratando y con los objetivos
del curso. Se decide que se intente ha-
llar un modelo lineal para los datos, re-
cuperando la idea de uno de los equipos
(ya mencionada).

Una vez estudiadas las ideas basicas en
que se fundamenta el método, es decir,
minimizar el cuadrado de la suma de las
diferencias entre cada punto (dato expe-
rimental) y la mejor recta de ajuste, y de-
terminan que la expresion que represen-
ta estas ideas es:

3 [ys—(mx +b)f

i=1
se prosigue con el andlisis de las funcio-
nes cognitivas en términos de los actos

matematico-cognitivos y los procesos
interpretativos descritos anteriormente.

ANALISIS PARA EL ACTO
MATEMATICO COGNITIVO 1
Acto matemético-cognitivo:

La interpretacion de:

3 [y, —(mx <D

i=1

como una funcion de dos variables.
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Procesos interpretativos involucrados:

2i. 2. [yi = (mx; +b) determina una

i=1
forma vélida y conveniente para el tra-
bajo en el registro algebraico. Repre-
senta la suma del cuadrado de las
diferencias entre los puntos datos ex-
perimentales y la recta.

2j. f(mb)= Zl:[yi —(mx +b)f' indica

una funcién en las variables indepen-
dientes m; b, del simbolo f(m, b), re-
sulta de una extension —generaliza-
cién— de la notacion f(Xx).

En 2i hay una expresion algebraica, pero
no tiene un significado conceptual (como
funcion) para los estudiantes ni esté en-
marcada en una situacién fenomenolégi-
ca (que no sea el propio registro grafico
que la origina).

Respecto a 2j, establece una represen-
tacion simbolica funcional en las varia-
bles my b, con lo cual se tiene un proce-
so interpretativo en el que intervienen los
tres componentes del modelo: una ex-
presion simbdlica (notaciones); una idea
matemética (nocion de funcion de dos
variables), y una fenomenologia implici-
ta, que atafie al espacio (sistema tridi-
mensional) y la situacion que le dio ori-
gen (los puntos datos experimentales y
la idea basica del método).

Analisis:

Se observan dificultades en algunos es-
tudiantes para interiorizar la expresion
en 2i como una funcién de dos varia-
bles, debido a concepciones previas. Por
ejemplo:

* Las variables son X y y: conocimiento
fijo en la memoria como producto del
abuso en el uso de estas letras para
denotar variables en el sistema comun
de ensefanza.

* No es lo mismo incognita que varia-
ble. Para los estudiantes, las varia-
bles son X y y porque "son las que
varian en los datos de la tabla". Esto
es, X y Yy "toman diversos valores";
my b, por su parte, son incégnitas
porque "no toman distintos valores,
simplemente no sabemos cuanto
valen".

Estas concepciones son un obstaculo
para la interpretacion en 2j porque, por
ejemplo, una funcion tiene variables in-
dependientes, no incognitas independien-
tes; ademads, los estudiantes comentan
gue "son muchas variables e incognitas".
Asimismo, se privilegian a los simbolos
en la expresion sobre la forma en que se
denota una funcion, debido a que el pro-
ceso interpretativo 2i no tiene una gene-
ralizacion ni una fenomenologia implici-
tas asociadas.

También surge impulsividad (disfuncion
asociada a la funcién cognitiva de explo-
racion sistematica de una situacion de
aprendizaje) ante la pregunta ¢ qué tipo
de expresion matematica es:

3" [y -, +0)F 5

Los estudiantes dan respuestas inmedia-
tas como "es la suma de las diferencias
entre los puntos y la recta que se bus-
ca", con lo cual muestran una tendencia
a contestar sin reflexionar sobre la pre-
gunta; soélo lo hacen en términos de los
aspectos previos en la deduccion de
la expresion (procesos interpretativos an-
teriores). Ante esta situacion, se les in-
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siste a que piensen en lo que representa:

n
2
Z[yi —(mx; +b)]
i=1
como objeto matematico; es decir, si la
expresién simboliza una ecuacion, una
funcion, una identidad, etc.

Algunos estudiantes contestan de mane-
ra impulsiva que la expresién representa
una ecuacion; otros, una funcion. Se pue-
de inferir que en su razonamiento subya-
cen hipotesis particulares sobre la natu-
raleza de la expresion, y eso los motiva
a ofrecer sus respuestas. A su vez, tal
razonamiento implica comparaciones con
sus esquemas previos sobre el tipo de
expresion en cuestion. Las funciones cog-
nitivas de conducta comparativa y pen-
samiento hipotético entran asi en juego,
en forma implicita, en la situacién de
aprendizaje.

Es importante sefialar que la impulsivi-
dad de algunos estudiantes ocurre, en
ciertos casos, porque no efectlian una ex-
ploracién sistematica y reflexiva sobre las
caracteristicas de la expresion en estu-
dio, no porque no tengan el conocimiento
para identificar los simbolos asociados a
las notaciones comidnmente usadas para
una ecuacion o una funcién.

Ademas, se observa que esta impulsivi-
dad surge por el deseo de participar en el
proceso de aprendizaje, ya que algunos
estudiantes que comunmente no colabo-
ran en el grupo aportando ideas, ofrecien-
do respuestas o discutiendo, lo hacen
ahora. La motivacién que subyace en la
experiencia de aprendizaje al abordar el
problema crea un ambiente donde estos
alumnos encuentran sentido a lo que se

esta estudiando, ponen toda su atencion
y muestran disposicion a participar en las
discusiones.

Se debe aclarar que las situaciones de
disfuncién cognitiva observadas no son
generalizadas en el grupo, pues tanto los
conflictos iniciales respecto al conoci-
miento previo como la impulsividad apa-
recen soélo en algunos estudiantes dentro
de los equipos de trabajo. Otros, de ini-
cio, proponen que la expresion "no es una
ecuacion porque no esta igualada con
nada", o "si representa una funcion, pero
le falta el nombre", etc.

En esta parte, para situar las caracteris-
ticas involucradas en el transito del pro-
ceso interpretativo 2i al 2j, necesario para
la conceptuacion de:

>l < )F

como una funcion de dos variables, se
propuso a los estudiantes que considera-

ran el siguiente ejercicio:

Considera los puntos coordenados
(2, 2), (4, 11), (6, 28) y (8, 40).
Aplica la idea del método de mini-
mos cuadrados vista en la sesion
de clase (sustituye estos valores
en la expresién que estamos estu-
diando), desarrolla la sumatoria,
simplifica y grafica en Maple la ex-
presion resultante. Imprime una
perspectiva grafica donde se apre-
cie lo mejor posible el valor extre-
mo que tiene.

Una vez que los estudiantes han simplifi-
cado y obtenido la expresion:
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120m? + 4b2 + 40mb —1072 m —
—162 b + 2509

comprenden que ésta siempre es la for-
ma que se obtiene, y que no depende de
los nimeros en los pares ordenados. Ade-
mas, cuando se les cuestiona acerca de
la forma geométrica de dicha expresion,
algunos recuperan sus conocimientos
sobre graficacion de funciones en una va-
riable y dan argumentos como "es una
cuadratica general que tiene sus térmi-
nos cuadraticos positivos y entonces
debe abrir para arriba,... como una cosa
tipo parédbola". Si se trabaja con analo-
gias y comparaciones de tal indole, a los
estudiantes no se les dificulta aceptar que
este tipo de expresion siempre tendra un
valor extremo minimo.

Cuando los alumnos capturan la expre-
sion en el software Maple reflexionan so-
bre su naturaleza, ya que la instruccion
Plot3d grafica funciones (parte del traba-
jo extraclase consistia en investigar como
utilizar el Maple para graficar este tipo de
expresiones). Algunos escriben en su
reporte de tarea:

S =120m? + 4b* + 40mb —1072m —
—162b + 2509,

donde S representa la sumatoria de la cual
se obtuvo la parte derecha de la ecua-
cion. Los demés estudiantes del grupo
aceptan esta notacién sin dificultad. En-
tonces, se les pregunta ¢de cuantas va-
riables depende esta expresion?,y prac-
ticamente todos estan de acuerdo en que
depende de dos: m y b. Aparecen
explicaciones como "la sumatoria depende

demyde b".

En cierta forma, los estudiantes descu-
bren que trabajan con una expresion que
designa un nuevo tipo de funcion, y su
representacion geométrica es una grafi-
ca en el sistema coordenado rectangu-
lar tridimensional.

Hasta este momento, el trabajo de tran-
sito entre los procesos interpretativos 2i
y 2j se encuentra en una etapa donde la
expresion matemética en 2i tiene una
etapa donde la expresion matematica en
2i tiene una notacién explicita asociada,
la ecuacion:

S =120m? +4b? +40mb —1072m —
-162b + 2509,

y una fenomenologia que la soporta, la
situacion que le dio origen y el registro
geomeétrico tridimensional. Sin embargo,
no se ha alcanzado la generalizacion,
ya que si bien los estudiantes intuyen
aspectos de las caracteristicas de este
nuevo tipo de funcién, todavia no cuen-

tan con una definicion.

3a. sesion

Esta seccion se dedica a estudiar el con-
cepto de funcién en su definicién, nota-
ciones, representaciones gréaficas y nu-
méricas. Al término de esta actividad, los
estudiantes, en el proceso interpretativo
2j, también tienen una generalizacién
para el concepto de funcion de dos va-
riables, en particular para la expresion:

n

f(m.b)=3 [yi —(mx +b)f
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4a. y 5a. sesiones

En estas sesiones se abordan las activi-
dades que propician el aprendizaje de las
nociones, ideas y definiciones que con-
forman el concepto de derivada parcial.

El acto matematico-cognitivo local y los
procesos interpretativos en juego son los
siguientes:

Acto matemético-cognitivo:

La conceptuacion de la derivada par-
cial.

Procesos interpretativos involucrados:

of (m,b)  of (m,b)
om ob
las derivadas parciales de f respecto

amyb.

2k. simbolizan

of (m,b of (m,b

L atmb)_o ()
om ob

pendiente nula de f respecto amy la

pendiente nula de f respecto a b.

=0 sonla

2m. Zn:[ZVi—Z(mXi+b)](—Xi) es la

i=1

derivada parcial respecto a m, y

[2y, - 2(mx, +b)[-1) I1a derivada
=1

parcial respecto a b.
2n. Z[Zyi _Z(m)ﬁ +b)](—xi):0
i=1

iZ;l[Zyi —2(mx +b)[-1)=0

es el sistema de ecuaciones que per-
mite determinar m y b, bajo el conoci-

miento de que la igualacion a cero
proporciona los valores de my b, don-
de f (m, b) toma su valor extremo
minimo.

En 2k hay una notacion asociada a una
idea, la nocién de derivada parcial como
pendiente, y una fenomenologia consti-
tuida por el espacio (tanto el sistema co-
ordenado tridimensional en papel como
el espacio real donde se desarrolla la ex-
periencia; por ejemplo, considerando las
paredes y el piso del aula como los pla-
nos que conforman el primer octante del
sistema coordenado).

En 2| esta encapsulada la idea de pen-
diente nula, que implica la idea de recta
tangente horizontal respecto amy b. La
componente fenomenolégica es la mis-
ma que en 2k.

Para 2m hay una notacion explicita para
las derivadas parciales de:

3" [y, - (mx, +b)f

i=1
que se asocia con la idea de pendiente
de las rectas tangentes en las direccio-
nes de my b en algtin punto arbitrario. La
componente fenomenolégica es la mis-
ma que en los dos procesos anteriores.

En 2n se tiene una notacion general aso-
ciada a pendientes nulas de rectas tan-
gentes a la superficie f. La componente
fenomenoldégica es la misma que en los
otros procesos.

Analisis:

Se retoma el ejercicio usado en la sesion
anterior y se cuestiona a los estudiantes
sobre qué estrategia o procedimiento se-
guirian para determinar el punto (m, b),
que corresponde al valor mas pequefio
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de la superficie. Se discute en los equi-
pos de trabajo y dan respuestas como:

"Derivando la ecuacion con res-
pecto a my b. Como es de estilo
parabdlico y abre hacia arriba, no
tiene maximos, por lo cual al deri-
var resultara el valor mas peque-
flo de la superficie. Después de
derivar, se iguala a cero. El valor
obtenido sera el mas pequefio por-
que es la tangente, es decir, en
ese punto la inclinacién es cero".

Se observa que estos alumnos toman una
conducta comparativa sobre la nueva si-
tuacién con respecto a sus conocimien-
tos previos del célculo diferencial en una
variable, en particular los de su nocién
de derivada como pendiente y la tangen-
te. Aunque en este momento no saben
cémo derivar la funcién, suponen que su
procedimiento se puede realizar, lo cual
implica un pensamiento hipotético.

Otros estudiantes van mas alla en sus
hipotesis al escribir:

"Creemos que una opcion es deri-
var la funcion e igualar la derivada
a 0 para obtener los valores extre-
mos de m y b.

Después podemos sacar la segun-
da derivada para saber si los ex-
tremos son minimos 0 Maximos.
Un resultado (+) revela una con-
cavidad hacia arriba, es decir, un
minimo. Lo contrario sucedera con
un resultado negativo.

Por otro lado, podemos tomar va-
lores cercanos a los puntos que
obtuvimos de la primera deriva-
da (un valor a la izquierda y
uno a la derecha) y sustituirlos en

la lera. derivada. Con ello veremos
si la pendiente crece-decrece
(+,-) = maximo, o lo contrario
(=, +) = minimo".

Los supuestos que asumen estos estu-
diantes los llevan a transferir caracteristi-
cas de las funciones en una variable a las
de dos, pero sin reflexionar sobre las im-
plicaciones propias del sistema tridimen-
sional. Por tanto, aparece implicita una
percepcion borrosa de la situacion, ya que
no se reflexiona, por ejemplo, sobre el
significado de izquierda o derecha en el
espacio. Si bien parecen claros los cono-
cimientos de dichos alumnos sobre los
criterios para determinar valores extremos
en funciones de una variable, en la nueva
situacién que enfrentan hacen una explo-
racion sistematica deficiente. Este hecho
puede ser consecuencia de la impulsivi-
dad que surge de los desequilibrios tanto
por el desconocimiento sobre el signifi-
cado de la derivada para funciones en el
espacio como por la forma de calcularla
algebraicamente.

En esta parte interviene el profesor y ex-
plica la interpretacion geométrica de la
derivada parcial, la simbologia que se
emplea y el uso de las reglas de
diferenciacion, interactuando con los es-
tudiantes en funcion de sus conocimien-
tos previos.

Se logra sin dificultad la interpretacion de:

of (m,b) 0 of (m,b)
om ab
como la situacién geométrica de aque-
llos puntos (M, b) donde la pendiente de
las rectas tangentes a la superficie f, en
direccion del eje m y del eje b, respecti-
vamente, es nula.

=0
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Por otra parte, se discute sobre posibles
situaciones geométricas de superficies
donde pueda ocurrir que:

of (m,b)=o
om

of (m,b)
ob

=0

pero que no exista un valor extremo (pun-
tos silla). También se tratan superficies
con valores extremos en puntos donde
las derivadas parciales no existen (el
"pico” de un cono, por ejemplo).

Inmediatamente después de este trata-
miento de la derivada, se regresa a la re-
solucion del problema de contaminacion.
De nuevo se les pide a los estudiantes
que describan —en funcién de todo lo que
se ha abordado- las funciones de dos
variables y la derivada parcial, el tipo de
funcioén que es:

n

f(m.b)=>_[y; - (mx; +b)f

i=1

y el procedimiento a seguir para determi-
nar sus valores extremos. Sus descrip-
ciones son muy similares. Por ejemplo,
uno de los equipos sefiala:

"La funcidon es una cuadratica
como una hoja doblada hacia arri-
ba, por eso tiene un punto minimo
solamente y se puede saber ade-
mas porque al derivar una cuadra-
tica siempre quedan ecuaciones
lineales; entonces, al resolverlas,
cuando se iguala a cero, nada mas
queda un solo valor de my b, que
es el critico donde esté el minimo.
No se necesita checar nada mas
de las derivadas parciales porque
esta funcién no tiene picos ni pun-

tos de silla. Ademas, es continua
siempre”.

Se observa que los alumnos interaccio-
nan sin dificultad en las componentes
conceptuales de notacién, generalizacion
y fenomenologias. Las ideas, nociones
y definiciones provocan que los concep-
tos sean significativos en el ambito en
que se han estudiado. En este momen-
to, han comprendido tanto el método de
minimos cuadrados como los conceptos
de funcion de dos variables y la derivada
parcial, desde la perspectiva tedrica que
se esta manejando.

Fase de salida

6a. sesion

Es claro para los estudiantes que lo que
resta por hacer es obtener las derivadas
parciales y averiguar para qué valores de
m y b se anulan. Se discute en los equi-
pos de trabajo y advierten que, de seguir
el procedimiento realizado con el ejerci-
cio de los cuatro puntos, tendrian que
trabajar demasiado en el desarrollo de la
sumatoria. Entonces, sugieren que se
debe tratar de encontrar las derivadas
parciales en forma general, aplicando las
férmulas de diferenciacion, y dejando in-
dicados todos los simbolos que involu-
cra f(m, b), a fin de igualar a cero y re-
solver el sistema para m y b. Asi, se de-
terminan las ecuaciones del proceso in-
terpretativo 2n y los equipos de trabajo
resuelven el sistema con el método que
consideran mas adecuado. Finalmente,
después de algunas dificultades algebrai-
cas, se llegan a establecer las ecuacio-
nes que permiten determinar las varia-
blesmy b.
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CONCLUSIONES

El analisis e interpretacion de la infor-
macion que se obtuvo mediante las teo-
rias cognitivas utilizadas permitio lograr
una descripcion detallada sobre el fun-
cionamiento cognitivo del grupo de es-
tudiantes sujeto a la experiencia de
aprendizaje. Todo parece indicar que las
funciones cognitivas y los procesos
mentales operativos® propician una ade-
cuada codificacion e interiorizacion de
la informacién tratada. De igual manera,
aparecen en forma eficiente como pro-
ducto de la atencién y esfuerzo que los
estudiantes brindan a las actividades de
aprendizaje, lo cual se debe a la moti-
vacion cuando abordan el problema en
un contexto de su interés.

Los resultados del trabajo muestran que,
en el escenario contextualizado en la in-
genieria que se utilizg, el funcionamien-
to cognitivo de los estudiantes propicio
la comprensién de los contenidos de cal-
culo en el ambito de su area de espe-
cialidad. Tal comprension se logro tanto
por las caracteristicas de la situacion
problemética (que fue una tarea poten-
cialmente significativa) como por la ac-
titud positiva de los estudiantes al tra-
tarla, lo cual concuerda con lo que
sefialan Ausubel, Novak & Hanesian
(1978), en el sentido de que un aprendi-
zaje es significativo si el estudiante tie-
ne "una disposicion para relacionar de
manera significativa el nuevo material de
aprendizaje con su estructura existente
de conocimiento”, y si la tarea de apren-
dizaje "consiste en si de un material ra-
zonable o sensible y si puede relacio-
narse de manera sustancial y no

6 Clasificacion, andlisis, sintesis, etc.

arbitraria con la estructura cognoscitiva
del estudiante particular”.

La eficiencia observada en el funciona-
miento cognitivo de los estudiantes en esta
experiencia en contexto también se de-
bid, en una parte importante, al disefio del
escenario y sus implicaciones didacticas;
particularmente, a la idea basica de pre-
sentar el problema a los alumnos antes
de cualquier contacto con los contenidos
del calculo diferencial de dos variables.
Esto permitié que la situacion problema-
tica, ademas de proporcionar un contex-
to especifico de interés, fungiera como
elemento rector de las acciones a efec-
tuar para resolver la propia situacion y re-
presentara un verdadero problema. Asi, el
nuevo conocimiento fue resultado de la
interaccion entre los nuevos objetos ma-
tematicos de estudio y el conocimiento
previo sobre el célculo diferencial de una
variable real que los estudiantes poseian.
El funcionamiento cognitivo estuvo siem-
pre orientado hacia la obtencion de nue-
vas metas y el aprendizaje de las herra-
mientas matematicas que permitieran a
los alumnos solucionar el problema.

Ademas, el texto del escenario didactico
hace explicito el tema (la contaminacion
provocada por una empresa industrial) y
proporciona, en parte, el contexto en la
ingenieria. Este es uno de los factores méas
importantes sobre el aspecto afectivo en
los estudiantes, principalmente cuando
abordan una experiencia de aprendizaje
y tratan de comprenderla. Varios autores
lo reconocen, como Schunk (1997), quien
sefala:

"Uno de los factores dirigidos con-
ceptualmente mas importantes de
la comprensién es el tema general
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del material. La expectativa del que
comprende sobre el tema de un
pasaje puede servir como un sis-
tema para la comprensién del ma-
terial. El tema global de un pa-
saje puede afectar notablemente
a casi todos los aspectos de la
comprension”.

Respecto al objetivo general de la inves-
tigacion, se considera que se cumplié de
acuerdo con lo planteado. La teoria cog-
nitiva de Reuven Feuerstein permitio rea-
lizar el analisis cognitivo en términos de
las funciones que subyacen —como pre-
rrequisitos para el aprendizaje— en las
operaciones mentales y el procesamien-
to de la informacién al resolver el proble-
ma en el contexto de la ingenieria, pro-
posito central de la investigacién. La
explicacién de algunas conductas como
la impulsividad, la exploracion sistemati-
ca, el pensamiento hipotético y la con-
ducta comparativa no se hubieran podi-
do estudiar sin esta teoria, al menos no
con los elementos necesarios para justi-
ficar las observaciones realizadas.

A su vez, el modelo tedrico para el anali-
sis de significados locales en cada pro-
ceso interpretativo, que se empled como
soporte de apoyo en las experiencias de
aprendizaje, resulté fundamental para in-
terpretar las observaciones hechas al pro-
ceso de aprendizaje de las ideas, nocio-
nes y conceptos involucrados en cada
acto matematico-cognitivo basico en la
resolucion del problema.

Durante el disefio de la experiencia, se
detectd la necesidad de organizar el ana-
lisis en torno a los actos mentales de
aprendizaje que implican los principales
conceptos y procesos mateméticos cen-
trales en la comprension y desarrollo del
método de minimos cuadrados: los con-
ceptos de funcién de dos variables y de

derivada parcial, asi como el proceso
para determinar un valor minimo.

En razén de sus caracteristicas, se lla-
moé actos matematico-cognitivos de
aprendizaje a dichos actos mentales. Tal
elemento tedrico permiti6 orientar las
observaciones en la investigacion y la des-
cripcion de los elementos de aprendiza-
je involucrados en la experiencia. Los pro-
cesos interpretativos para el andlisis de
las componentes conceptuales, es de-
cir, las nociones e ideas matematicas
(fenomenologias), las definiciones con-
ceptuales (generalizaciones) y el siste-
ma de simbolos (notaciones) resultaron
en cierta forma insuficientes por si solos
para el tipo de estudio que se queria rea-
lizar. Los actos matematico-cognitivos de
aprendizaje permitieron identificar, defi-
nir y analizar los puntos medulares en el
proceso de resolucién del problema,
como se concibid en el disefio.

Respecto a los elementos tedricos usa-
dos en la investigacién para el analisis
de las ideas, nociones y conceptos ma-
tematicos, se considera que los actos
mentales de aprendizaje ocurren cuan-
do el estudiante transita adecuadamen-
te por los procesos interpretativos invo-
lucrados en cada uno; es decir, cuando
tiene la capacidad de interactuar entre
las fenomenologias, notaciones y gene-
ralizaciones que constituyen cada pro-
ceso interpretativo en el acto mental.

De esta forma, considerando la teoria
cognitiva de Feuerstein utilizada para
analizar un acto mental de aprendizaje
especifico en la fase de elaboraciéon de
la resolucién de un problema, se debe
establecer el acto matematico-cognitivo
de interés, identificar los procesos inter-
pretativos y definir las fenomenologias,
notaciones y generalizaciones para cada
uno de ellos. Una vez que se realiza la
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experiencia de aprendizaje, hay que
abordar el funcionamiento mental opera-
tivo (uso de analogias, comparaciones,
analisis, sintesis, etc.) en términos de
las funciones cognitivas que le subya-
cen.

Estas observaciones son importantes
porque muestran la forma en que se in-
tegraron los elementos tedricos especi-
ficos para el estudio de contenidos ma-
teméaticos con los de la teoria cognitiva
de Feuerstein en el desarrollo del traba-
jo. El uso de las teorias que soportaron
la investigacion permitid, como se ha se-
falado, indagar en el funcionamiento cog-
nitivo de los estudiantes sujetos a las
experiencias, desde las funciones cog-
nitivas que permiten la operatividad men-
tal en cuanto a capacidades hasta la for-
ma en que ocurre el aprendizaje concreto
de conceptos mateméaticos. Ademas,
son importantes porque esta investiga-
cion no tenia como objetivo estudiar el
logro del aprendizaje en si mismo, sino
el andlisis especifico del funcionamiento
cognitivo.

Sin embargo, aunque no era un propdsi-
to en el trabajo, esta forma de integra-
cion de los elementos tedricos utiliza-
dos posibilita el estudio y, a la vez, ofrece
los referentes para interpretar y explicar,
aunque sea en forma incipiente, las ca-
pacidades que debe mostrar un sujeto
cuando ha realizado satisfactoriamente
un acto mental de aprendizaje. Esto im-
plica el logro del aprendizaje mismo (aun
siendo parcial), dado que el acto mental
de aprendizaje implica un proceso cog-
nitivo y el aprendizaje en si mismo es su
consecuencia.

Otro aspecto que se desprende de esta
investigacion es la importancia que, en
este tipo de experiencias, tiene la me-
diacién del profesor en el proceso de

aprendizaje. Por ejemplo, se pudo notar
gue algunos estudiantes tuvieron disfun-
ciones cognitivas que, sin la intervencion
del profesor, probablemente no hubieran
superado y tal vez no hubieran reflexio-
nado, por ejemplo, sobre la importancia
de comprender la naturaleza de los obje-
tos que estaban tratando. Un estudiante
bien podria derivar la expresion:

n

z [yi - (mxi+ b)]2

i=1

(una vez que conoce la forma algebraica
para determinar una derivada parcial)
y proseguir el proceso de resolucién
en términos operativos, sin reparar en
la naturaleza de tal expresion y sin
considerar, en particular, si representa
una funciébn o no. Esta situacion, de
acuerdo al modelo tedricoy el propési-
to del trabajo, resultdé uno de los actos
matematico-cognitivos de aprendizaje ba-
sicos en el andlisis.

De hecho, se puede indicar como resul-
tado del trabajo que el disefio de una si-
tuacion problematica en contexto (y de
todo el escenario didactico y la secuen-
cia de actividades a realizar) con fines de
aprendizaje —en el sentido como se ha
concebido en esta investigacién— implica
necesariamente la mediacion del profe-
sor. Requiere de su intervencion para guiar
el proceso, explicar aspectos particula-
res de las ideas, nociones y conceptos
gue se tratan cuando es necesario, y
sobre todo, ayudar al estudiante cuando
se enfrenta a una situacion de disfuncion
o ineficiencia de alguna funcion cognitiva
en los actos de aprendizaje.

Finalmente, a manera de reflexion gene-
ral sobre el trabajo, se puede sefialar que
constituye un esfuerzo por entender y
explicar el funcionamiento cognitivo de
estudiantes sujetos a una experiencia en
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el contexto de la ingenieria, consideran-
do no solo el aspecto mental operativo,
sino también las funciones cognitivas
subyacentes, que conforman los prerre-
quisitos basicos en el procesamiento de
la informacion al resolver un problema.

Esta dltima consideracion, mas la defi-
nicion y uso de los actos matematico-

interpretativos y la tripleta conceptual fe-
nomenologias-generalizaciones-notacio-
nes, posibilitdé un andlisis cognitivo mas
completo en las experiencias de aprendi-
zaje realizadas. Se tiene la intencién de
que el cuerpo tedrico utilizado en este tra-
bajo pueda ofrecer una opcion en la ma-
tematica educativa para realizar estudios
cognitivos sobre el aprendizaje de las ma-
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