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Abstract

Keywords

This study analyzes the presentation of real numbers in mathematics
textbooks for secondary education in the Peruvian educational system
published between 1961 and 1999. The introduction of irrational numbers, the
definition of real number, the ostensive representations, and the associated
praxeologies are examined through the Anthropological Theory of the Didactic.
The corpus consisted of 25 textbooks organized into two periods: Traditional
and Modern Mathematics. The results show that both periods prioritize
operational definitions and visual representations focused on classification
and geometric intuition, to the detriment of the theoretical foundations of the
real continuum. A decoupling between praxis and logos is identified, where
tasks and techniques are not articulated with technologies and theories that
justify the structure of real numbers. It is concluded that strengthening the
relationship between visualization, justification, and formalization is
necessary for teaching real numbers.

— Real numbers
— Textbook
— High school

— Anthropological
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Resumo

Palavras-chave

Este estudo analisa a apresentagao dos nimeros reais em livros didaticos de
matematica do ensino secundario do sistema educacional peruano
publicados entre 1961 e 1999. Sao examinadas a introdugdo dos numeros
irracionais, a definicho de numero real, os registros ostensivos e as
praxeologias associadas por meio da Teoria Antropoldgica do Didatico. O
corpus foi constituido por 25 livros organizados em dois periodos: Tradicional
e Matematica Moderna. Os resultados mostram que ambos os periodos
privilegiam definigbes operacionais e representagdes visuais centradas na
classificagdo e na intuigcdo geométrica, em detrimento da fundamentagao
tedrica do continuo real. Identifica-se um desacoplamento entre praxis e
logos, no qual as tarefas e técnicas nao se articulam com tecnologias e teorias
que justifiguem a estrutura dos nimeros reais. Conclui-se que é necessario
fortalecer a relagao entre visualizagao, justificagdo e formalizagdo no ensino
dos numeros reais.

— Numeros reais
— Livro didatico
— Ensino Médio

— Teoria
Antropoldgica do
Didatico

— Praxeologia

Résumé

Most Clés

Cette étude analyse la présentation des nombres réels dans les manuels
scolaires de mathématiques de lUenseignement secondaire du systeme
éducatif péruvien publiés entre 1961 et 1999. L’introduction des nombres
irrationnels, la définition du nombre réel, les registres ostensifs et les
praxéologies associées sont examinés a travers la Théorie Anthropologique du
Didactique. Le corpus comprend 25 manuels organisés en deux périodes :
Traditionnelle et Mathématiques Modernes. Les résultats montrent que les
deux périodes privilégient des définitions opérationnelles et des
représentations visuelles centrées sur la classification et Uintuition
géomeétrique, au détriment des fondements théoriques du continuum réel. Un
découplage entre praxis et logos est identifié, les tAches et techniques n’étant
pas articulées avec les technologies et théories permettant de justifier la
structure des nombres réels. Il est conclu qu’il est nécessaire de renforcer
Uarticulation entre visualisation, justification et formalisation dans
'enseignement des nombres réels.
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1. Introduccion

En las ultimas décadas se ha intensificado el interés por comprender cémo los libros de
texto configuran la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, dado que constituyen
dispositivos centrales en la institucionalizacion del saber escolar. Estos materiales median
entre el conocimiento matematico y las practicas de ensefanza, participando en la
seleccion, organizaciony transformacion de los contenidos que seran objeto de estudio. Sin
embargo, como sefialan Fan et al. (2013), aunque los libros de texto eran los materiales mas
frecuentes en las aulas, la investigacion centrada en ellos estaba “dispersa, inconclusaya
menudo trivial” (p. 633). En este sentido, analizar la presentacién de los numeros reales en
los textos escolares permite comprender como determinados significados matematicos
son seleccionados, reorganizados y adaptados para su ensefianza. Desde esta perspectiva,
las decisiones editoriales no solo determinan qué contenidos se presentan, sino también
las praxeologias que estructuran las tareas, técnicas, tecnologias y teorias disponibles para
los estudiantes, pudiendo favorecer una comprensiéon matematicamente fundamentada o
generar limitaciones cuando se introducen simplificaciones u omisiones que afectan la
coherencia epistemoldgica del contenido (Chevallard et al., 2022; Gascén, 2024).

Estudios recientes muestran que persisten praxeologias centradas en el calculo en
detrimento de aproximaciones conceptuales, evidenciando sesgos, rupturas u omisiones
en la organizacién matematica destinada al alumnado (Llanos y Otero, 2024). En este
contexto, la vigilancia epistemolégica propuesta por Chevallard se vuelve fundamental,
pues permite identificar reducciones y desplazamientos conceptuales, evaluar la
correspondencia entre el saber sabio y el saber ensenado (Boschy Gascén, 2014; Trouche
et al., 2018) y analizar las implicancias institucionales para el aprendizaje matematico
(Rezat et al., 2021). Asimismo, investigaciones actuales evidencian que diversas
desarticulaciones entre técnica, tecnologia y teoria afectan la construccién de significados
y limitan la comprensién del objeto matematico (Ledezma et al., 2023; Font et al., 2024).

En el sistema educativo peruano, los libros de texto de matematica constituyen un
componente estructural del proceso de ensefianza y aprendizaje en la educacion
secundaria. Estos materiales median entre el curriculo nacional y la practica docente,
organizan la progresion conceptual de los contenidos y orientan el disefo de actividades

que posibilitan la comprension de nociones fundamentales, como los sistemas numéricos
(Ministerio de Educacion, 2024). En la ensefanza de los numeros reales, los textos
escolares determinan la forma en que se introducen conceptos clave —entre ellos, las
expresiones decimales infinitas no periddicas, la irracionalidad, el conjunto de los nimeros
reales, la densidad, la completitud y la relacién de orden—, nociones indispensables para
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el desarrollo formativo en areas como el algebra, el andlisis y las ciencias aplicadas. La
evidencia disponible muestra que la organizacién matematica de los libros de texto, su
claridad conceptualy la calidad cognitiva de las tareas que proponen influyen directamente
en las trayectorias de aprendizaje de los estudiantes (Rezat et al., 2021; Hadar, 2017; Font
etal., 2024).

La literatura especializada ha documentado tensiones persistentes en la presentacion
escolar de los numeros reales. Diversos estudios comparados indican que los textos suelen
privilegiar enfoques procedimentales basados en algoritmos o aproximaciones decimales,
relegando la elaboracion conceptual de la estructura del sistema real (Gonzalez-Martin et
al., 2013; Gonzalez-Martin, 2020). Esta orientacion puede generar comprensiones
fragmentadas y dificultades para vincular los numeros reales con problemas de medida,
continuidad o variacidon. Asimismo, se ha observado que las inconsistencias
terminolégicas, las omisiones conceptuales o la seleccion de ejemplos poco articulados
introducen conflictos de aprendizaje que se proyectan hacia niveles superiores
(Zeynivandnezhad et al., 2024). Los estudios recientes profundizan en las dificultades
persistentes en la comprensién escolar y universitaria de los niumeros reales, Montoro
(2025) mostré que conceptos clave —densidad, orden, infinito y continuidad— no se
construyen de manera natural, sino que requieren un trabajo explicito y sostenido, dado que
los estudiantes mantienen concepciones heterogéneas y fragmentadas. Este hallazgo
enfatiza la brecha entre operar con lo infinito y comprender su estatuto matematico.

La pertinencia del estudio se sustenta en la escasez de investigaciones dedicadas
especificamente al andlisis de la transposicién didactica externa de los nimeros reales en
libros de texto latinoamericanos. Una revision sistematica reciente muestra que, aunque
existen trabajos consolidados sobre el andlisis de textos escolares en educacion
matematica, estos no abordan de manera directa la presentacion epistemoldgica y
didactica de los numeros reales. La investigacion sobre libros de texto ha demostrado ser
un campo fundamental para comprender como los saberes matematicos se transforman,
se institucionalizan y llegan a las aulas en contextos curriculares particulares. Los textos
escolares funcionan como dispositivos didacticos que estructuran la practica matematica
y orientan tanto la ensefianza como las formas de razonamiento de los estudiantes
(Marmolejo y Gonzalez, 2015; De Gauna et al., 2013, Betancur et al., 2021). Asimismo,
permiten identificar como las politicas educativas se traducen en propuestas pedagdgicas

concretas (Cordero y Flores, 2007) y cdmo los recursos semidticos utilizados cumplen
funciones epistemoldgicas y didacticas especificas (Cordero et al., 2010). El analisis de los
libros escolares posibilita detectar vacios y desajustes entre el conocimiento disciplinary
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su transposicion escolar, lo que contribuye a proponer mejoras fundamentadas (Martinez
etal., 2017; Hernandezy Fuenlabrada, 2024). En conjunto, estas contribuciones evidencian
la importancia de estudiar los libros de texto; sin embargo, también revelan la ausencia de
investigaciones centradas en la ensefanza de los numeros reales en el ambito
latinoamericano, vacio que el presente estudio busca comenzar a atender.

En este contexto se inscribe la presente investigacién, guiada por la pregunta: ;Cémo se
organizan las praxeologias asociadas a la introduccion y definicion de los numeros reales en
los libros de texto peruanos de educacion secundaria publicados entre 1961 y 19997 Para
responderla, se realizé un andlisis cualitativo de veinticinco manuales correspondientes al
Periodo Tradicionaly al Periodo de la Matematica Moderna. El estudio identifica los tipos de
tareas, técnicas, tecnologias y teorias mediante los cuales se introducen los nimeros
irracionalesy reales, asi como sus propiedades, los registros de representacion utilizados y
las dinamicas praxeolégicas configuradas por los libros de texto en tanto objetos
institucionales.

El objetivo general es analizar la organizacion praxeoldgica de la presentacidon de los
numeros reales en los libros de texto peruanos de matematica para educacién secundaria.
Los objetivos especificos consisten en describir los tipos de tareas y técnicas empleados
para introducir los nimeros irracionales y definir el conjunto de los numeros reales;
identificar las tecnologias y teorias que justifican dichas técnicas, especialmente las
vinculadas con las propiedades de densidad, completitud y orden; analizar las dindmicas
praxeoldgicas asociadas a los periodos de estudio; e interpretar las relaciones entre el saber
sabioy el saber ensefado desde la perspectiva de la transposicion didactica.

La relevancia del estudio radica en que ofrece un analisis sistematico de los libros de texto
como parte de la noosfera curricular y aporta evidencia sobre la forma en que se
institucionaliza el conocimiento matematico y codmo estas decisiones condicionan las
posibilidades de aprendizaje. Los resultados permiten identificar fortalezas, limitaciones y
tensiones en la organizacién matematica de los manuales, lo cual ofrece insumos valiosos
para el disefio de materiales educativos, la toma de decisiones curriculares y la mejora de
la ensefanza de los numeros reales en la educacién secundaria peruana.

La relevancia del estudio radica en que ofrece un analisis sistematico de los libros de texto
en tanto productos de la nodsfera curricular, es decir, como dispositivos institucionales en
los que se materializan y estabilizan decisiones sobre el saber a ensenar. Desde esta
perspectiva, se aporta evidencia acerca de las formas en que se institucionaliza el

conocimiento matematico y de como tales decisiones condicionan las posibilidades de
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aprendizaje. Los resultados permiten identificar fortalezas, limitaciones y tensiones en la
organizacion matematica de los manuales, lo cual ofrece insumos valiosos para el disefio
de materiales educativos, latoma de decisiones curriculares y la mejora de la ensefianza de
los numeros reales en la educacion secundaria peruana.

2. Marco teoérico

La revision de los antecedentes sobre el estudio de los nUmeros reales en los libros de texto,
junto con los aportes de la TAD de Chevallard, constituyen el marco tedrico que fundamenta
el presente estudio

2.1. Antecedentes de investigacion

El analisis institucional desarrollado por Gonzalez-Martin (2020) muestra que las
praxeologias asociadas a los numeros reales en la educacidon secundaria se estructuran
casi exclusivamente en el bloque practico, configurando organizaciones que “se articulan
mas bien como listas de cosas que aprender” (p. 20), con escasa justificacion tecnoldgica-
tedrica. Esta orientacion privilegia tareas centradas en procedimientos operativos, mientras
se omiten discusiones sobre la necesidad matematica de los irracionales y la funcién
estructural de la recta real. Como consecuencia, las definiciones son implicitas, las
propiedades se fundamentan en ejemplos y no se promueve la construccion de una teoria
coherente que prepare al estudiantado para transitar hacia un pensamiento formal. Tales
elecciones institucionales generan praxeologias incompletas y distantes de la matematica
académica.

Gonzalez-Martin et al., (2013) analizaron las dificultades que estudiantes y docentes
enfrentan al abordar los nuimeros reales y examinaron cémo los libros de texto de
matematicas presentan este contenido, atendiendo a sus implicaciones didacticas y
epistemolégicas. Desde la TAD de Chevallard, mostraron que las decisiones institucionales
sobre la organizacidn del saber condicionan la ensefianzay el aprendizaje, en particular por
la ausencia de una transicion explicita entre los numeros racionales y los reales. Con un
enfoque cualitativo, estudiaron libros de texto brasilefios aprobados por el Ministerio de
Educacidon y evidenciaron la insuficiencia de estrategias didacticas que articulen la
naturaleza y las propiedades del conjunto real. Identificaron ademas una marcada
orientacion algebraica que limita la profundizacién conceptual y una escasa justificacion de
las propiedades introducidas, situaciéon que puede conducir a un “empirismo ingenuo”
(Balacheff, 1987) donde predomina la memorizacién de reglas sobre la construccion de

significados. Sus resultados destacan la necesidad de fortalecer la conexién entre
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comprension conceptual y razonamiento matematico en la ensefanza de los numeros
reales.

De Gaunaetal. (2013) analizaron libros de texto de matematicas del bachillerato publicados
entre 1970 y 2007 y, a partir de su modelo tedrico, establecieron cuatro categorias de
estudio: tratamiento didactico del contenido, lenguaje grafico y simbdlico, problemas y
ejercicios, einnovaciones metodolégicas vinculadas al modelo de ensefnanzay aprendizaje.
Durante la vigencia de la Ley General de Educacidn espanola, identificaron materiales que
priorizaban las representaciones simboélicas y el método deductivo, resultando mas utiles
para el profesorado que para el estudiantado. Posteriormente, observaron la aparicion de
libros con un enfoque mas practico, centrados en problemas que facilitaban el trabajo en
clase y sustentados en un fundamento conductista y una pedagogia por objetivos.

El analisis de Licera et al. (2011) revela que la ensefanza de los numeros reales en la
educacién media se caracteriza por una marcada fragmentacion. Las tareas aparecen
desconectadas, las técnicas tienen escaso alcance y los elementos tedricos se incluyen sin
vinculo funcional con problemas de medida o modelizaciéon. Los autores muestran,
ademas, una ruptura entre los bloques de numeros y medidas, asi como una falta de
continuidad entre grados escolares. También sefialan que la ampliacién del campo
numérico carece de justificacion institucional porque no se integra en actividades de
modelizacién que la fundamenten. Desde la didactica, el origen del problema reside en la
organizacion disciplinar —donde la medida ocupa un rol secundario—Yy en un curriculo que
naturaliza estas incoherencias y limita el margen de accién docente.

Bergé (2008) analizé la ensefanza del conjunto de los numeros reales y de su completitud
en cuatro cursos universitarios consecutivos de la Universidad de Buenos Aires. Desde la
TAD, distinguié dos niveles de conceptualizacion: uno inicial, centrado en representaciones
decimalesy en la ubicacion de irracionales en la recta numérica, y otro avanzado, donde R
se comprende mediante propiedades aritméticas, de orden y de completitud. Asimismo,
reconstruyd la evolucién histérica de esta propiedad, desde su tratamiento implicito en
Euclides hasta su formalizacion por Dedekind y Cantor. Su analisis praxeolégico mostré que
el Calculo privilegia tareas computacionales, mientras que el Analisis exige justificaciones
formales.

Bronner (1997) analizo la relacidon de los profesores de secundaria con los conceptos de
“numero real” y “raiz cuadrada”, empleando el enfoque antropoldgico de Chevallard para
examinar como dichas relaciones, tanto personales como institucionales, no estaban

plenamente determinadas por la institucion. A partir de entrevistas y encuestas, identifico
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un “vacio didactico institucional” que generaba variaciones significativas en las posturas
docentes respecto del concepto de numero real. El estudio evidencié una amplia flexibilidad
en la manera en gue los profesores abordaban estos contenidos, lo que derivd en una
diversidad de enfoques didacticos.

Fischbein et al., (1995) investigaron la comprensién de los numeros irracionales en
estudiantes de secundaria y futuros docentes, centrandose en la aceptacion de la
inconmensurabilidad y en la comprension de su densidad. Mediante un cuestionario
aplicado a diversos grupos, evidenciaron que las dificultades intuitivas no son primitivas,
sino consecuencia del desarrollo intelectual modelado por la ensefianza. Los autores
destacaron la necesidad de una instruccion mas estructurada que trascienda los
procedimientos técnicos y promueva una comprension profunda e intuitiva de estos
conceptos.

La literatura reciente subraya que la irracionalidad, lejos de explicar la naturaleza de R, solo
evidencia la insuficiencia estructural de Q para fines geomeétricos y algebraicos. Oktag y
Vivier (2016) afirman que “la comprensién del conjunto R no puede reducirse a la distincion
entre racionales e irracionales” (p. 95), dado que las propiedades decisivas del continuo
dependen de la completitud. En esta linea, los numeros irracionales constituyen un
subconjunto cuya funcién principal es mostrar la necesidad de un sistema numérico mas
robusto. De este modo, el estudio de R exige atender nociones centrales del analisis —
como limites, continuidad y completitud— que permiten comprender su estructura
topoldgicay su significado matematico.

2.2. Teoria Antropolégica de lo Didactico

LaTAD, desarrollada por Yves Chevallard, ofrece un marco sélido para analizar la ensefianza
de las matematicas mediante la descomposicion praxeoldgica en tarea, técnica, tecnologia
y teoria. Esta estructura analitica permite examinar con precision como los libros de texto
organizan y legitiman los saberes matematicos. Su pertinencia queda explicita en la
afirmacién de Chevallard (1999), quien sostiene que el analisis didactico debe incluir a “los
estudiantes, los profesores, los manuales, etc.” y evitar excluir elementos que podrian
parecer “culturalmente ajenos a los objetos considerados emblematicos de las cuestiones
de didactica de las matematicas” (p. 222), desempefian un papel central en la construccidon
institucional del conocimiento. Integrar la TAD en este estudio posibilita dilucidar la légica
que estructura las praxeologias vinculadas a los numeros reales en los textos escolares y
comprender los mecanismos mediante los cuales estas obras transforman el saber sabio
en saber ensefiado.
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En la TAD, la praxeologia constituye la unidad elemental del analisis de la accion humanay
se define como la articulacidon entre tareas, técnicas, tecnologias y teorias. Chevallard y
Bosch (2020) formalizan esta estructura como “p = [T/t/0/0] = [T/t] @ [6/0] = 1 D
A” (p. xxxii), donde el bloque praxis [T /7] describe el saber hacer, mientras que el bloque
logos [6/0®] expresa el saber que justifica dicho hacer. El anélisis praxeoldgico constituye la
aplicacion metodolégica de esta nocion y permite estudiar como las instituciones
reorganizan estas estructuras. En consonancia con ello, los autores subrayan la necesidad
de responder preguntas como “;De donde vienen estas relaciones? ; Cual es su génesis?”,
interrogantes que la praxeologia permite abordar para explicar el origen y transformacion de
los vinculos que sostienen las practicas (Chevallard y Bosch, 2020, p. xxxii). Asi, analizar
praxeolégicamente implica describir y explicar el funcionamiento de estas estructuras en
situaciones didacticas concretas.

El analisis praxeolégico, ademads, constituye una herramienta central de la TAD para
caracterizar la organizacion interna de los saberes matematicos. Desde esta perspectiva,
cada objeto de estudio es concebido como una obra cuya estructura, funciones y usos
deben explicitarse para comprender las condiciones que impone al sistema didactico.
Chevallard y Sensevy (2014) senalan que “La TAD sostiene que O es una combinacién de
varias praxeologias (T/t/6/0) que por lo general comparten partes de su teoria ® y de su
tecnologia 6” (p. 40), lo que indica que toda obra integra tipos de tareas, técnicas,
tecnologias y teorias que orientan su funcionamiento. Asimismo, destacan que “el
elemento fundamental de toda actividad es una estructura de cuatro componentes
denominada praxeologia” (Chevallard y Sensevy, 2014, p. 39). Bajo esta 6ptica, el analisis
praxeolégico permite estudiar con rigor los contenidos, métodos yjustificaciones presentes
en los libros de texto de matematicas, revelando coémo estas obras institucionalizan las
practicas y configuran modos especificos de hacer, explicary teorizar la ensefanza.

Chevallard (1999) explico que la tarea (t) y tipo de tareas (T), establecen una relacion de
pertenencia entre ellas, es decir, t € T. Las tareas, vistas como artefactos culturales y
construcciones institucionales, se convierten en objetos de estudio de la didactica. En el
ambito educativo, las tareas se refieren a actividades especificas como ‘encontrar un

numero irracional entre v/2 y\/§’. Para Chevallardy Bosch (2020), una tarea particular, como

‘ubicar V2 en la recta numérica’, ejemplifica un tipo de tarea y se denomina ejemplar de
dicho tipo. Las tareas suelen formularse con un verbo de acciéon y un objeto directo, lo que
delimita géneros y tipos de tareas. Sin embargo, Chevallard y Bosch aclararon que no se
puede aprender a realizar una tarea aislada; mas bien, se aprende a ejecutar tipos de tareas.
Por ello, es fundamental no confundir “la tarea” con el tipo de tareas, ya que esto afecta la
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correcta construccion y aplicacion de las técnicas didacticas, “por lo tanto, debemos tener
cuidado de no hablar de ‘la tarea’ cuando en realidad nos referimos al tipo de tareas”
(Chevallardy Bosch, 2020, p. xxxvi).

La técnica (1), derivada del griego tekhné, es la metodologia utilizada para ejecutar un tipo
de tarea, constituyendo el "saber hacer" o la forma especifica de realizar un conjunto de
tareas T, conocido como bloque practico-técnico [T/t]. Chevallard (1999) definié que "una
praxeologia relativa a T precisa (en principio) una manera de realizar las tareas t € T: a tal
manera de hacer, 1, se le daaquielnombre de técnica" (p. 225). Afirmoé que Latécnica posee
tres caracteristicas esenciales: Primero, su alcance esta limitado a una parte de las tareas
de tipo T, no pudiendo aplicarse a todas ellas. Segundo, no siempre es algoritmica o cuasi
algoritmica, pudiendo ser procedimental. Tercero, las técnicas institucionalmente
reconocidas pueden excluir otras, quiza mas eficientes (Chevallard, 1999).

Un analisis praxeoldgico sobre untipo detarea T implica unatécnica t especifica paradicho
T. Analizar las técnicas en los libros de texto permitid identificar las expectativas sobre el
conocimiento procedimental que los estudiantes deben adquirir, asi como la diversidad y
eficacia de las estrategias y algoritmos propuestos. En el contexto educativo, esto incluye
las recomendaciones pedagdgicas y los pasos detallados para la resolucién de problemas
matematicos.

La tecnologia (6) es el discurso racional que justifica una técnica (t) y puede incluir cualquier
comentario explicativo o ilustrativo que apoye su realizacion. Chevallard (2020) sefialé que
"Cualquier técnica requiere un comentario explicativo o de apoyo, llamado su tecnologia,
denotado por la letra 8" (p. xxxii). La funcion principal de la tecnologia es justificar
racionalmente la técnica, asegurando que permita cumplir las tareas del tipo T (Chevallard,
1999). Esta justificacion es relativa a su contexto institucional y varia con el tiempo. Para el
analisis didactico, la tecnologia tuvo tres funciones importantes: primero, justificar la
técnica, garantizando que proporcione los resultados esperados; segundo, explicary hacer
comprensible la técnica, cumpliendo con su funcidon de justificacion, a través de la
exigencia demostrativa; y tercero, produciendo nuevas técnicas, reconociendo que existen
tecnologias potenciales que aun no se aplican a ninguna técnica o a muy pocas. Este
fendmeno refleja la subexplotacion de tecnologias disponibles, tanto en su funcion
justificativa como explicativa y productiva (Chevallard, 1999).

La teoria, representada por 0, es el discurso justificativo que opera a un nivel superior de la
tecnologia (8), proporcionando explicaciones y produciendo principios generales

(Chevallard y Bosch, 2020). El discurso tecnolégico es mas o menos explicito y puede ser
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cuestionado; en este sentido, se encuentra "en un nivel superior de justificacion-
explicacion-produccion, el de la teoria, 0, la cual desempena, con respecto a la tecnologia,
el mismo papel que esta Ultima tiene con respecto a la técnica" (Chevallard, 1999, p. 227).
La praxeologia de Chevallard (1999) sugiere que la naturaleza de la teoria evoluciona
histéricamente, generando avances tedricos. Ademas, se caracteriza por su naturaleza
abstracta, distante de las preocupaciones técnicas y tecnoldgicas, lo que le confiere su
forma general en los principios tedricos.

Asi mismo, el analisis se sustenta en la nocién de registros ostensivos como componente
fundamental de las praxeologias. En este marco, los ostensivos se entienden como
sistemas materiales y semioticos mediante los cuales una organizacion praxeolégica se
hace visible, manipulable y comunicable en una institucién escolar (Chevallard, 1992;
Bosch y Chevallard, 1999). Tal como senalan estos autores, los ostensivos no solo permiten
mostrar los objetos matematicos, sino que condicionan las formas en que estos pueden ser
pensadosyestudiados. En consecuencia, no producen por si mismos el conocimiento, pero
orientan y regulan la actividad matematica, haciendo posible “ver” propiedades cuya
justificacién ultima pertenece al nivel tecnolégico-tedrico (Chevallard, 1999). Desde esta
perspectiva, el analisis de los libros de texto considera los registros ostensivos —como la
recta numeérica, las representaciones simbdlicas y las configuraciones graficas— como
elementos que median la construccion del saber ensefiado y que inciden en la articulacién
entre praxisy logos.

En el marco de la TAD, la escala de niveles de co-determinacién didactica constituye un
instrumento analitico fundamental para comprender que las praxeologias no pueden
interpretarse exclusivamente en el nivel local del saber ensefiado. Este dispositivo tedrico
permite situar el analisis en una jerarquia de niveles —civilizacién, sociedad, escuela,
pedagogia y disciplina— que configuran un sistema de condiciones y restricciones bajo el
cual se organizan las practicas didacticas. En este sentido, el nivel del tema, donde se
identifican las tareas, técnicas, tecnologias y teorias, se encuentra co-determinado por
instancias superiores que regulan tanto la seleccion como la forma de presentacién del
conocimiento matematico. Asi, las praxeologias observadas en los libros de texto deben ser
comprendidas como productosinstitucionales que responden a orientaciones curriculares,
tradiciones disciplinares y marcos socioculturales especificos, lo que permite explicar no
solo su estructura interna, sino también sus alcances y limitaciones en la construccion del
saber ensefiado (Chevallard y Ladage, 2011).
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3. Metodologia

El estudio de la presentacion de los numeros reales en los libros de texto se realizd
considerando la praxeologia de Yves Chevallard. La metodologia del analisis praxeolégico
se sustenta en la descomposicién sistematica de una practica institucional en sus unidades
minimas de organizacion, las praxeologias. Chevallard y Bosch (2020) definen la praxeologia
como una organizacion de la actividad humana que puede representarse mediante la
estructurap = [T/t/6/0]. En este marco, la praxeologia la concibe como una “teoria de la
accién humana cuyo punto de partida es la nocidon de un tipo de tareas T (y la nocion de
tareat detipoT, que se denota port € T)” (p. xxxii). Esta definicién no solo tiene un caracter
conceptual, sino también operativo, ya que permite analizar c6mo se articulan las tareas,
las técnicas, las tecnologias y las teorias en una institucidon determinada, ademas orienta
los procedimientos que permiten estudiar el funcionamiento interno de una actividad
matematica. En efecto, el analisis praxeoldgico consiste enidentificar: (1) el tipode tarea T,
(2) latécnica t movilizada para realizarla, (3) la tecnologia 8 que explica y legitima la técnica
y (4) la teoria ® que fundamenta dicha tecnologia. Como enfatiza Chevallard (1999), toda
actividad humana puede describirse como un sistema de tareas y de técnicas acompanado
de un discurso justificativo, lo que otorga a la metodologia un caracter operativo. En
consecuencia, el analisis praxeoldgico constituye un método estructurado que permite
explicar como los saberes matematicos son producidos, transformados y legitimados
dentro de una institucion. El diseno metodolégico queda ilustrado en la Figura 1.

Figura 1
Diseno de investigacion praxeoldgica
4 ~ ~
Q W(l) Iy (1)
Universo cognitivo Equipamiento
cognitivo
.
P =5 (6,a,w) =[T/t/6/O] =TI @ A

v

Bloque de logos
Bloque de “saber”

A=[0/0]

Bloque de praxis
Bloque del “saber-hacer”

[T/t] =11

Se acoplan
P=11dA

Nota. Esta figura muestra los elementos constitutivos de la praxeologia y explica su notacién
simbdlica. Tomado de Chevallard y Bosch (2020). Q4 (1) & {o/W + R(i,0) # @}: Universo cognitivo
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de lainstanciaisegin w. Los objetos o existen paraisegun . i: Instancia descrita o evaluada, cuyo
universo cognitivo se analiza. w: instancia que evalla o describe a otra. W F: el punto de vista
institucional. R(3,0): conjunto de relaciones que la instancia I mantiene con el objeto o. T; (1) &
{(o,R(1,0)) / 0 € Qy(1)}: El equipamiento cognitivo de 1 segin w, especifica como 1 conoce los
objetos o0 segunw. 0 = (I,p): Sujetos de lainstancia de una institucion I y una posicién p. g(a, a,w):
Elfuntor praxeoldgico que proporciona un analisis praxeoldgico de la actividad a.

Para clasificar los libros de texto se establecié una periodificacion fundada en criterios
didacticos y transpositivos, mas que en una division meramente cronoldgica. El punto de
corte en 1972 se justifica por la aparicion de los primeros textos peruanos que se
autodenominan Matematica Moderna, evidencia de la recepcién local del movimiento
internacional. Esta decisidon coincide con la interpretacién de Chevallard (1985), quien
sefnala que la reforma francesa de 1971 constituye “este punto culminante de la evoluciéon
de la transposicion didactica que representa la reforma de 1971 (la de las ‘matematicas
modernas’)” (p. 78) y advierte que “esta aberracidon no lo es tal, pues Unicamente precipita,
cristalizay hace explicitos rasgos que ya pueden identificarse en la evolucion de las décadas
anteriores” (p. 78). Asi, distinguir un Periodo Tradicional previo a 1972 y un Periodo de la
Matematica Moderna posterior permite caracterizar con mayor precision la transformacién
del campo matematico escolar en el caso peruano.

La extension del Periodo de la Matematica Moderna hasta 1999 no desconoce la
contrarreforma internacional; por el contrario, reconoce que en el Peru la matriz modernista
mantuvo vigencia curricular y editorial hasta fines de los noventa. Chevallard (1985)
recuerda que, aun tras la reforma de 1971, “el programa de 1978 instaurara una version
atenuada de la misma estrategia” (p. 79), mostrando que la modernizacidén no se extingue,
sino que se reconfigura. Ese patrén también aparece en los textos peruanos: persistencia
de la teoria de conjuntos, estructuracion numérica y énfasis empirista descrito por el autor
como “la invasién del campo de estudio por las estructuras numéricas” (p. 79). Asimismo,
la dialéctica entre observacion y teoria caracteristica de los manuales modernistas se
mantiene en los textos nacionales hasta 1999. Por ello, fijar este limite permite capturar el
ciclo completo de textualizacion modernista antes de la reforma curricular por
competencias implementada en el ano 2000.

El estudio analizé 25 libros de texto de matematica utilizados en el sistema educativo
peruano entre 1961 y 1999, correspondientes a los grados segundo, tercero y cuarto de
secundaria. La seleccion del corpus documental fue intencional y tedricamente
fundamentada, en coherencia con el enfoque cualitativo adoptado. Los criterios de

inclusion fueron: (a) que el texto presentara o desarrollara los numeros reales o sus
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subconjuntos (racionales e irracionales); (b) que hubiese circulado o sido adoptado en
instituciones educativas peruanas; (c) que perteneciera a editoriales activas en el periodo
analizado (como Ambers, Luren, Omega, Labrusa, Universo, Brasa, Iberia o Covenas); y (d)
que su contenido permitiera identificar praxeologias matematicas y didacticas vinculadas

con la ensefianza de los numeros reales. La seleccidon continud hasta alcanzar saturacion
tedrica, entendida como el punto en que la incorporacién de nuevos textos no generaba
categorias praxeoldgicas adicionales. El corpus se presenta en la Tabla 1 y se describe
mediante un cddigo alfanumérico que combina las iniciales del autor, el grado escolary el

afo de publicacién (por ejemplo, RRM-3-1968).

Tabla 1

Corpus de libros de texto de matematica del sistema educativo peruano que presentan los
numeros reales, codificados segun periodos de estudio

Periodo Tradicional

Cddigos Titulo del libro de texto Autor(es) Afo de Editorial
publicacion
GMB-3-1961 Matemadticas 3er. Afo. Bruno 1961 Bruno.
RRM-2-1963 Matematicas. Segundo ano. Romero, R. 1963 Iberia.
FVV-3-1968 Matematica 3er. Aho de Educacion Vega, F. 1968 Colegio Militar
Secundaria. Leoncio Prado.
RRM-3-1968 Matematicas. Tercer afo. Romero, R. 1968 Universo.
RRM-3-1969 Matematicas. Tercer afo. Romero, R. 1969 Universo.
Periodo de la Matematica Moderna
RRM-3-1972 Matematica Moderna lll. Romero, R. 1972 Universo.
RRM-2-1975 Matematica Moderna Il. Romero, R. 1975 Universo.
RRM-3-1976 Matemadtica Moderna 3. Romero, R. 1976 Universo.
FVV-4-1977 Matemadtica Moderna 4. Vega, F. 1977 Colegio Militar
Leoncio Prado.
VGAO-3-1978 Matematica Tercer Afio de Secundaria. Gutiérrez, V.y 1978 Quipu.
Ortiz, A.
MCS-3-1980 Matematica 3er. Grado de Educacion De la Cruz, M. 1980 Brasa.
Secundaria.
RRM-3-1982 Matematica. Tercer Grado de Secundaria. Romero, R. 1982 Universo.
RRM-4-1982 Matematica. Cuarto Grado de Secundaria. Romero, R. 1982 Universo.
RRM-3-1983 Matematica. Tercer Grado de Secundaria. Romero, R. 1983 Labrusa.
RRM-4-1985 La nueva estructura de la Matematica 4. Romero, R. 1985 Labrusa.
PBM-4-1988 Matematica Cuarto Grado de Secundaria. Bustamante, P. 1988 Gira.
PBM-3-1989 Matematica Tercer Grado de Secundaria. Bustamante, P. 1989 Gira.
PBM-2-1991 Matematica 2 Secundaria. Bustamante, P. 1991 Gira.
VG-4-1993 Matematica Cuarto Grado de Secundaria. Gutiérrez, V. 1993 Omega.
GRG-2-1994 Matematica 2. Teoria y Practica. Segundo Rojas, G. 1994 Ambers.
Grado de Secundaria.
MCN-4-1996 Matematica 4. Cuarto afio de Secundaria. Covenas, M. 1996 Covenas.
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MCS-4-1996 Matemadtica 4. Cuarto Grado de Educacion De La Cruz, M. 1996 Luren.
Secundaria.

ARP-2-1997 Matematica 2. Rojas, R. 1997 Skanners

MCN-3-1998 Matematica 3. Cuarto afio de Secundaria. Covenas, M. 1998 Covenas.

MCN-2-1999 Matematica 2. Cuarto afio de Secundaria. Covenas, M. 1999 Covefas.

4. Resultados

A continuacidn, se presentan los resultados del analisis praxeoldgico correspondiente a los
dos periodos identificados en el corpus.

4.1. Periodo Tradicional de la enseinanza de la matematica

La introduccion de los numeros irracionales se realizé6 mediante la radicacién, presentada
como “la operacidon inversa a la potenciacion, que consiste en hallar la base de una
potencia, conocida dicha potencia y el exponente” (RRM-2-1963, p. 54). Los textos
distinguieron entre raices exactas e inexactas: una raiz “es exacta si al elevar a la potencia
de exponente igual al indice, se obtiene el radicando” (FVV-3-1968, p. 9), mientras que “es
inexacta [...] cuando al elevar dicha raiz al exponente igual al indice, se obtiene un resultado
menor[...] esto se debe a que hay un residuo” (RRM-2-1963, p. 55). La nocién de raizinexacta
funcioné como principal via para introducir los numeros irracionales, explicitados como
aquellos casos enlos que “cuando un nimero no tiene raiz exacta, se dice que es un numero
irracional” (GMB-3-1961, p. 131).

La presentacién de los nUmeros irracionales se limito a los algebraicos; los trascendentales
apenas se mencionaron, usualmente sélo m y con un abordaje geométrico (RRM-2-1963, p.
152). Las definiciones de los irracionales variaron entre presentarlos como raices inexactas

(RRM-2-1963), caracterizarlos como “numeros que no son racionales, tales como \/Z T, V2,
etc.” (FVV-3-1968, p. 192) o, desde una perspectiva operacional, como “los numeros que no
se pueden escribir en forma a/b” (RRM-3-1968, p. 163). Un hallazgo particularmente
interesante fue la definicion de numero real en GMB-3-1961 como “toda cantidad que no
contiene ningun numero imaginario” (p. 132), sustentada en la nocién previa de que “la raiz
de indice par de un numero negativo [...] se llama numero imaginario” (p. 131). Esta
formulacién evidencié que la construccién escolar del conjunto de los numeros reales se
fundamentd principalmente en criterios operativos y clasificatorios, sin explicitar los
principios tedricos que estructuran formalmente dicho conjunto.

Se observd que, aungue se enunciaran propiedades de la radicacidn acompafadas de
ejemplos, no se presentaron demostraciones. Por ejemplo: “se llama residuo a la diferencia
entre el numero dado y la potencia de exponente igual al indice” (FVV-3-1961, p. 10) y “el
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residuo de una raiz cuadrada inexacta es menor que el doble de la raiz mas uno” (FVV-3-
1961, p. 10) y luego de ser enunciado se ejemplifican para inducir su comprension. La
ausencia de justificaciones revela la falta de un componente tedrico que articulara dichas
propiedades con una caracterizacion rigurosa de los nimeros irracionales.

Desde una perspectiva praxeolégica, la ensenanza tradicional presentd los numeros
irracionales como consecuencia de la radicacion inexacta: valores obtenidos cuando la
radicacion no se clausura en Q. La tarea (T) se limito a distinguir raices exactas e inexactas,
y la técnica (1) consistid en aplicar algoritmos que producian “raices inexactas”, asumidas
como irracionales. Sin embargo, la tecnologia () no ofrecio justificaciones conceptuales 'y
la teoria (0) estuvo practicamente ausente; no se explicaron la no completitud de los
racionales ni principios como la continuidad o la densidad. Asi, los irracionales no fueron
construidos como objetos matematicos, sino introducidos de modo residual, revelando una
transposicién didactica donde predomina el saber hacer sobre el saber por qué.

En la revision de los libros de texto, se encontré un uso limitado de representaciones de la
radicacién. Se sefiala que “la operacién de extraer raices se indica con el signo v/, llamado
signo radical” (FVV-3-1968, p. 8). En los textos analizados, se identifican graficos que
ilustran la radicacion como expresion de numeros irracionales. El andlisis de la
presentacion de la radicacion en los libros del Periodo Tradicional muestra un predominio
claro de registros ostensivos como medio principal para introducir la raiz cuadrada y, de
manera indirecta, el numero irracional. Tal como advierten Bosch y Chevallard (1999), la
actividad matematica escolar es profundamente “sensible a los ostensivos” (p. 85), pues
estos objetos semiodticos permiten “re-presentar ... mediante la manipulacion de un
conjunto de objetos ostensivos asociados” (p. 91) entidades que no son directamente
manipulables, como los irracionales.

En el Panel A de la Figura 2, la descomposicion sagital de V64 privilegia relaciones graficas
antes que justificaciones, ilustrando lo que los autores describen como la tendencia
institucional a hacer “como si los objetos no ostensivos pudieran mostrarse y ser
efectivamente manipulados” (Bosch y Chevallard, 1999, p. 91). En el Panel B, la tabla de
cuadrados perfectos opera como un ostensif institutionnalisé, pues estabiliza asociaciones
numericas sin proveer una tecnologia explicativa; esta funcion coincide con la idea de que
el sistema didactico se apoya en ostensivos para asegurar una “comprension claramente
inteligible” (Chevallard, 1992, p. 97). En el Panel C, la alineacion de numeros dados,
cuadrados perfectos y raices cuadradas utiliza un registro ostensivo secuencial que sugiere
aproximaciones por encuadre, pero sin explicitar las razones que justifican por qué un

numero se encuentra entre dos cuadrados perfectos. Tal como sefalan Bosch y Chevallard,
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estos ostensivos “producen efectos de evidencia” (1999): el procedimiento parece
autojustificado por la disposiciéon grafica, aunque carezca de una tecnologia explicita,
mientras que el Panel D clasifica los sistemas numéricos sin problematizar la existencia de
irracionales. El analisis revela que la radicacion se presenta mediante ostensivos graficos y
tabulares que orientan un trabajo matematico centrado en lo visible, generando una ilusién
de comprension que, como sefialan Bosch y Chevallard (1999), deriva precisamente de que
“la dependencia de los ostensivos puede producir una ilusion de comprensién” (p. 118).
Esta dependencia limita el acceso a tecnologias y teorias necesarias para comprender la
irracionalidad mas alla de patrones empiricos.

Figura 2
Representacion de la radicacion como expresion del numero irracional en el Periodo
Tradicional
A B

e e vel oundione By 8 s 1. RAIZ CUADRADA DE UN NUMERO NATURAL

a) Para hallar la raiz cuadrada de cualquiera de los cuadrados perfec-
tos, desde 1 hasta 100, es suficiente recordar la tabla de los diez
primeros nimeros naturales y que se da a continuacion:

Némeros 1 2 3 4 |5 6| 7| 8109 10
Cuadrades | 1 4 9 |16 |25 |36 |49 | 64 |81 |100

Asii VBB =5; VBi=9; Va=2; V1 =1.

C D
Cada estos nimeros estd comprendido - Nomeros Nimeros
dridos per‘tmec:«:e ¥, por 1!; mlal:o, su rafz cuadrada mﬁm apares Lo onleres negoatives
comprendida entre las raices cuadradas de dichos cuadrados per- e I
fectos. Asf: Nimeros Nomeros fracclonarios
. enteros (positivos y negatives)
Nimeros dados 20 29 51 97 2 < 4
t * * ¢ Ném':'u Irracionales
! racionales
Cuadrados perfectos 16 25. 49 81 100 ', v A
Nimeros
Raices cuadradas 4 5 7 9. 10 reales

Nota. Panel A: Registro sagital de V64 (FVV-3-1968, p. 9). Panel B: Registro tabular de las raices
perfectas (RRM-2-1963, p. 55). Panel C: Registro de cuadrados no perfectos (FVV-3-1968, p. 10).
Panel D: Registro esquematica de los sistemas numéricos (RRM-3-1968, p. 164 y RRM-3-1969, p.
150).

El andlisis de los libros de texto muestra que no se explicitan procedimientos para
determinar cuando un numero posee una raiz inexacta; se asume que el estudiante,
mediante ensayo y error o aproximaciones hasta los centésimos, debe concluir si la raiz es
irracional. Esta falta de fundamentacion contrasta con la abundancia de tareas repetitivas,
como “hallar la raiz cuadrada con aproximacién hasta los centésimos”, por ejemplo,
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402°443,721 (RRM-2-1963, p. 58). Este predominio del entrenamiento mecanico confirma la
légica instruccional descrita por Bruner (1960), segun la cual el aprendizaje se confiaba a la
repeticion y memorizacion de algoritmos.

La praxeologia de Chevallard permite valorar criticamente esta organizacion. La Figura 3
evidencia la estructura praxeoldgica de la radicacion: el tipo de tarea (T) —extraccién de
factores de un radical— aparece acompanado de una técnica (t) explicitay prescriptiva. Sin
embargo, la tecnologia () y la teoria (@) muestran una presencia implicita (contornos
punteados), lo que indica su ausencia en el texto original. Por ello, el analisis incorpora
definiciones y propiedades provenientes del saber sabio con el fin de visibilizar el “saber a
ser ensefado”. Asi, la proposicién “Si n es un entero positivo que no sea un cuadrado
perfecto, entonces v/n es irracional.” (Apostol, 1991, p. 8) deberia articularse con la
definicidontecnoldgica de la raizn-ésima para ofrecer una comprension rigurosa del caracter
irracional de ciertas raices.

En coherencia con Brousseau (1986), la didactica exige identificar los fendmenos que los
conceptos buscan explicar y determinar las técnicas, tecnologias y métodos de prueba
necesarios para abordarlos. En el caso de los numeros reales, esta articulacion resulta
indispensable para garantizar una introduccioén rigurosa de los niumeros irracionales y de
sus propiedades. El andlisis de los libros de este periodo evidencié una presentacion
operativa de raices inexactas para introducir los nimeros irracionales, sin referencias
explicitas a propiedades fundamentales como densidad, completitud u orden, lo que revela
una transposicion didactica incompleta. Este exclusivismo en la introduccion de los
irracionales mediante raices inexactas ya habia sido advertido por Bronner (1997), quien
analizo la relacion entre los conceptos de “numero irracionales” y “raiz cuadrada” en la
ensefanza de los reales. Por otro lado, Fischbein et al., (1995) destacaron la necesidad de
una ensefanza de los numeros reales mas estructurada que trascienda los procedimientos

técnicosy promueva una comprension profunda e intuitiva de los irracionales.
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Figura 3
Praxeologia de la extraccion de factores de un radical

’--------------------------------~
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Nota. Los contornos punteados indican una presencia implicita, mientras que los contornos
continuos denotan una presencia explicita en el texto RRM-3-1969, p. 154.

4.2. Periodo de la Matematica Moderna

En este periodo de estudio, la introduccién de los numeros irracionales se apoyd en
registros ostensivos simbdélicos —como \/7,\/?,\/5,\/7, i/f, V2 y V4— empleados soélo
como ejemplos, junto con expresiones decimales de irracionales trascendentes como m, e
y algunos decimales infinitos no periddicos, aunque no se identificé el numero aureo ®. Los
textos recurrieron sistematicamente al diagrama de Euler (Figura 4, Panel B) para presentar
la praxeologia asociada a la conformaciéon de R, definiéndolo como “R = QUI” (RRM-3-1976,
p. 29) e indicando las inclusiones Nc Z c Q c R e Ic R. Sin embargo, esta técnica no
proporciond una definicidon rigurosa. La recta numérica (Panel A) funcioné como otro
registro ostensivo clave para representar densidad, completitud y orden. Su variante
geomeétrica (Panel C) exigia aplicar el teorema de Pitagoras para proyectar\/g sobre larecta
numérica. En el caso de m, los textos utilizaron su definicidbn como razén entre la
circunferencia y el diametro (Panel D), limitdndose a los recursos graficos indispensables
para ejecutar las tareas. Resulta interesante que los libros de texto enuncien las

propiedades de R en forma listada —“El conjunto de los nimeros reales es infinito..., es
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denso..., es ordenado..., es completo” (MCN-2-1999, p. 46)— sin articularlas con una
praxeologia que permita producirlas, justificarlas o comprenderlas. Estas propiedades
aparecen como declaraciones aisladas del bloque del logos [8/®], mientras que el bloque
de la praxis [T/t] permanece practicamente vacio: no se proponen tareas, ni técnicas
asociadas, que posibiliten siquiera una apropiacién operativa de dichas propiedades
estructurales.

Entérminos de los registros ostensivos descrita por Boschy Chevallard (1999), estos signos
no “tienen” un sentido, sino que lo “producen” dentro de una praxeologia
institucionalmente regulada. Sin embargo, los libros analizaban su valencia semidtica, pero
no su valencia instrumental, lo que generd un saber dependiente de la apariencia grafica
mas que del razonamiento matematico.

El diagrama de Euler, recurrente en los textos, funcioné como un ostensivo estabilizado
institucionalmente para representar la particion R = QUI. No obstante, esta representacion
reforzaba una visidn clasificatoria que no alcanzaba a expresar la estructura tedrica del
conjunto R. Del mismo modo, la recta numérica operé como un ostensivo grafico que
permitia visualizar densidad, completitud y orden, pero, siguiendo a Bosch y Chevallard
(1999), producia una “ilusién de comprensién”, pues su uso no se apoyaba en tecnologias
que justificaran dichas propiedades. En sintesis, los registros graficos evidencian que la
ensefanza privilegiaba lo visible, mientras que lateoria quedaba relegada, confirmando que
la praxeologia institucional se apoyaba en ostensivos que hacian “ver” los irracionales, pero
no los explicaban.

Figura 4
Registro de representacion de los numeros reales del Periodo de la Matematica Moderna
A B
/3 VZ NC ZC QCR g
< + A . 4 | ——t > ul como nos muem | % z !
: -3 -2 -1 0 1 2 3 4 ‘B claramente la figura 1-1
Reales negativos Reales positivos Bl conjunts de ios
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Nota. Panel A: Larecta numérica (GRG-2-1994, p. 24). Panel B: Diagrama de Euler de R (MCS-3-1980,

p. 18). Panel C: Ubicacién de v/5 en la recta numérica (RRM-4-1985, p. 31). Panel D: Ubicacion de T
en larecta numérica (RRM-3-1976, p. 22).

4.2.1. Definicion de los numeros irracionales

El andlisis de 20 libros de texto del Periodo de la Matematica Moderna permitié identificar
una praxeologia escolar recurrente paraintroducir la definicion de los numeros irracionales.
En términos de la estructura p = [T/t/6/0] (Chevallard, 1999), la tarea inicial consistia en
revisar los conjuntos numéricos N, Z y Q, y reconocer que todo niumero racional puede
representarse mediante decimales exactos, periddicos o mixtos. Esta organizacién técnica
preparaba la técnica de encontrar la fraccidn generatriz de un decimal; una vez ejecutada,
emergia la tarea de analizar expresiones como 0,131331333133331...,, cuyo
comportamiento decimal no es periédico. A partir de esta ruptura, la tecnologia justificativa
introducia el criterio “toda expresion decimal no peridédica” como definicion de irracional
(RRM-3-1983, p. 21), apoyandose en la distinciéon estructural entre racionalidad y
periodicidad.

De manera complementaria, los textos incorporaban otra tecnologia: caracterizar los
irracionales como numeros que “no pueden expresarse en forma de fracciéon” (VG-4-1993,
p. 67). Este enfoque generaba tareas como demostrar que V2 & Q, lo que implicaba
movilizar técnicas de reduccion al absurdo. Paralelamente, una tercera tecnologia definia
los irracionales como “raices no exactas” (RRM-3-1972, p. 90), estableciendo la ampliacion
de Q pararesolverlaradicacion. Asi, GRG-2-1994 afirmaba que “no siempre la raizcuadrada
de un ndmero racional positivo es un racional” (p. 24), y RRM-3-1976 sostenia que “fue
necesario extender el conjunto Q” (p. 24). En conjunto, estas tecnologias muestran cémo
los textos legitimaban la existencia de un nuevo conjunto numérico disjunto de Q.

En consecuencia, respecto a la definicién de los numeros irracionales el analisis
praxeolégico permite distinguir tres organizaciones recurrentes en los libros de texto. La
primera se articula en torno a la tarea de reconocer decimales infinitos no periddicos; la
técnica consiste en analizar su estructura para verificar la ausencia de periodicidad; la
tecnologia sostiene que tales expresiones constituyen una nueva clase numérica; y la teoria
establece que “los numeros irracionales se caracterizan por tener decimales infinitos no
periédicos”. La segunda organizacién se centra en la tarea de determinar si un nimero

admite forma fraccionaria a/b; la técnica implica explorar posibles representaciones
racionales; la tecnologia afirma que ciertos numeros no pueden escribirse como cocientes
de enteros; y la teoria define que “los numeros irracionales no se pueden escribir en forma
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de fracciéon”. Finalmente, la tercera organizacion se estructura a partir de la tarea de evaluar
la exactitud de una radicacion; la técnica requiere calcular raices cuadradas, cubicas o
cuartas; la tecnologia distingue entre potencias perfectas y no perfectas; y la teoria
establece que las raices no exactas de numeros racionales positivos son numeros
irracionales. Juntas, estas tres praxeologias configuran el repertorio escolar dominante para
justificar la existencia y naturaleza de los niumeros irracionales.

Los resultados de Liceras et al. (2011) muestran que la pérdida de sentido de los nimeros
reales en la ensefanza media proviene de praxeologias que privilegian definiciones

conjuntistas y demostraciones aisladas —como la irracionalidad de V2— desconectadas
del régimen epistemoldgico que unifica el campo de los reales. Nuestros hallazgos
confirman este diagndstico, pero revelan un rasgo adicional: los libros analizados no solo
reproducen esa fragmentacion, sino que la institucionalizan mediante el uso sistematico de
diagramas de Euler, reforzando la igualdad R = QUI sin abordar la completitud en su

estatuto de continuidad. Del mismo modo, la demostracién de V2 ¢ Q aparece como una
tarea puntual, sin articular tecnologias o teorias que otorguen cohesion conceptual.

Si bien Liceras et al. (2011) sostienen que “las Unicas tareas que involucran numeros
irracionales son proponer ejemplos, ubicarlos en la recta numérica, clasificarlos y operar
radicales” (p. 714), nuestros resultados muestran un uso mas diversificado de la recta
numérica, empleada también para representar densidad, completitud y orden. Ademas,
identificamos tareas ausentes en dicho estudio, como la construccidn geomeétrica de
irracionales mediante el teorema de Pitagorasy laintroduccién de m mediante la razén entre
la circunferencia y el diametro, lo que evidencia una ampliacién incipiente de los registros

ostensivos.
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Figura 5
Demostracion hipotética deductiva por reduccion al absurdo
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4

7

N--------------------------_—’

Nota. Los contornos punteados indican una presencia implicita, mientras que los contornos
continuos denotan una presencia explicita en el texto RRM-3-1976, pp. 18-19.

Un resultado relevante que se ha encontrado en RRM-2-1973, RRM-3-1976 y VGAO-3-1978
es la tarea de demostrar que el numero V2 no es un ndmero racional, utilizando el
razonamiento por reduccién al absurdo (Figura 5). Esta praxeologia es interesante por la
técnica y tecnologia permiten promover un razonamiento formal a los estudiantes en el
sentido de Chevallard, pues articula un tipo de tarea demostrativa (T), una técnica
deductiva (1), una tecnologia justificativa (8) y una teoria no enunciada (). La técnica se
estructura mediante un razonamiento por contradiccidon que parte de suponer V2= s y

13

concatenar propiedades aritméticas —“todo numero entero es par o es impar”, “el

cuadrado de un numero par es par”— hasta obtener el absurdo légico de que un mismo
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numero sea simultaneamente par e impar. Esta cadena de inferencias, legitimada por la
teoria que es implicito “Sin es un entero positivo que no sea un cuadrado perfecto, entonces
\Jn es irracional” (Apostol, 1991, p. 8), situa al estudiante en un trabajo matematico no
meramente operativo, sino argumentativo sobre la tecnologia. En consecuencia, la
praxeologia promueve el transito del saber hacer al saber por qué, consolidando un
pensamiento hipotético-deductivo esencial para la educacién matematica avanzada.

4.2.2. Densidad de los numeros reales

Los libros de texto respecto a la propiedad de la densidad de los numeros racionales Q,
explican que esta propiedad también se cumple en el conjunto de los nimeros irracionales.
Ellibro de texto GRG-2-1994 se explica que “El conjunto R de los numeros reales es denso.
Esto significa que entre dos numeros reales siempre existe otro niumero real” (p. 24). Un
enunciado alternativo, que respaldé esta nocion, es el siguiente: “Se dice que el conjunto
de los nimeros reales es denso porque si se toman dos reales por mas préximos que sean,
siempre encontraremos otro nimero real entre ellos. Dados a < b, existe c;talquea < ¢ <
b” (PBM-2-1991, p. 7). Estas definiciones son una extension de la definicién de la densidad
de los numeros racionales. Mientras que los textos como RRM-3-1972, VGAO-3-1978, MCS-
3-1982yVG-4-1993, no presentan la propiedad de la densidad. En sintesis, se ha observado
que los libros de texto no proponen ni desarrollan situaciones didacticas que permitan
aproximar la comprensién de la propiedad de la densidad a su forma sabia.

En RRM-3-1983 se ilustré la tarea (T) de ubicar el numero 0,743 en la recta numérica. La
técnica (t) sugiere reducir los intervalos progresivamente: primero se ubica entre O y 1,
luego entre 0,7y 0,8, después, entre 0,74y 0,75, y finalmente entre 0,742y 0,744. Como se
observa en la Figura 6, este proceso puede continuar indefinidamente, comprobando que
siempre se puede encontrar un nimero real entre dos nimeros dados, reflejando la
propiedad de densidad. La figura muestra como mediante la reduccion de intervalos, se
aproxima con mayor precisién la ubicaciéon de 0,743 en la recta numérica. Latécnicailustra
que siempre es posible hallar un nimero real intermedio, confirmando que entre cualquier
par de numeros reales existe otro, destacando asi la densidad de los numeros reales.

La recta numérica como registro de ostensivo de naturaleza grafica fue un recurso didactico
valioso para ensefar esta propiedad, pues facilité la comprension visual y conceptual de
cémo los numeros reales se distribuyen de manera continua y sininterrupciones en la recta

numérica, una caracteristica fundamental para entender conceptos avanzados en
matematicas, como la continuidad y la completitud de los nimeros reales.
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En el libro de texto RRM-3-1983 de la Figura 6 no se define formalmente la propiedad de la
densidad, loideal es que se disefien tareas que permitan comprender la propiedad a un nivel
tedrico ® mas préximo al saber sabio como lo enuncian Zamansky, (1967), Ayres (1969) y
Bartle y Sherbert (2000). De esta observacion se colige que es necesario estudios que
desarrollen una transposicion didactica que aproximen el saber a ser ensenado al saber
sabio, de tal manera que el saber aprendido se aleje del saber intuitivo, trivial o banal
(Chevallard, 1998).

Figura 6
Praxeologia de la densidad de los numeros reales

,f"'---------------------------“\\
I, Teoria (®) \
Teorema 1. Q es denso en R. (Zamansky, 1967, p. 178)

Propiedad de densidad. Si A, B € R con A < B, existe un numero racional C(r) tal
que A < C(r) < B. (Ayres, 1969, p. 69)

Teorema de densidad. Si x e y son numeros reales con x < y , entonces existe un nimero
racional r € (Q tal que x < r < y. (Bartle y Sherbert, 2000, p. 42)

(( Teécnica (1) )

Tecnologia (6

Para extraer ubicar el mimero irracional 0,743 ... en la recta numerica se . el ( )
procede asi: El conjunto de los

1° Se ubica 0,743 ... entre 0 y 1(enteros). numeros reales es denso,
2° Se ubica 0,743 ... entre 0,7 y 0,8 (décimos). .

3° Se ubica 0,743 ... entre 0,74 y 0,75 (centésimos). eS, decm entre dos
4° Se ubica 0,743 ... entre 0,743 y 0,744 (milésimos). miimeros reales hay

5°Y asi sucesivamente se puede seguir utilizando diez milésimos, etc. siempre otro numero real.
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Nota. Los contornos punteados indican presencia implicita, en tanto que los contornos continuos
denotan la presencia explicita en el libro de texto RRM-3-1983, p. 25.

Los resultados muestran que algunos textos, como RRM-4-1985 (p. 33), introducen la
densidad mediante cuestiones que operan como contraejemplos para los conjuntos Ny Z,

tales como: “¢Es siempre posible determinar un ndmero natural entre dos ndmeros
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naturales?” y “;Cuantos numeros enteros existen entre dos numeros enteros
consecutivos?”. Estas preguntas buscan evidenciar que dichos conjuntos no son densos.
En contraste, la cuestién “; Cuantos numeros racionales con denominador 18 existen entre

11 . . . . - .
3V g?” permite comprender la densidad en Q mediante la técnica de reescribir fracciones

456
18 18 18
cuando el texto RRM-4-1985, p. 33) propone la tarea (T): “Sia,b € Ry a < b, demuestre que

. , . . 3 L.
con denominador comun y obtener valores intermedios: E< . Asimismo,

a+b , . a+b .. .
- estd entre a y b, es decir: a < - < b”, promueve una actividad demostrativa que

deberia estructurarse en torno a una técnica (t) algebraica y una tecnologia (@) justificativa.
Sin embargo, los libros no ofrecen los componentes praxeoldgicos necesarios para
resolverla, lo que convierte la demostracion en un ejercicio inoperante.

Esta ausencia de teoria O refleja un tratamiento escolar de la densidad centrado en la
observaciony la aproximacidén empirica, sin la justificaciéon tedrica que exige el saber sabio.
Tal reduccidn coincide con la critica de Chevallard, segun la cual “existe la ‘realidad’, que
es un dato cuya presencia se impone con la mayor fuerza; y existe la ‘teoria’ de ese dato,
que se pretende extraer, por abstraccion, del objeto al que se consagra” (1985, p. 79). De
este modo, “la dialéctica de lo numéricoy lo algebraico: uno de sus términos (lo algebraico)
se disuelve en el otro (lo numérico), al que por naturaleza se le otorga una existencia casi
material, y del cual lo algebraico procedera genéticamente.” (pp. 79-80), lo que explica que
textos como RRM-3-1983 recurran unicamente a reducciones sucesivas de intervalos sin
ofrecer una tecnologia que fundamente la propiedad de densidad ni teorias que articule un
trabajo matematico completo.

4.2.3. Completitud de los numeros reales

Parrafo En el contexto de la Matematica Moderna, la completitud de los niUmeros reales se
introduce predominantemente a través de la correspondencia biunivoca entre niumeros y
puntos de la recta. El libro MCN-3-1998, en el capitulo “Presentaciéon Intuitiva de los
Numeros Irracionales y de los Reales” (p. 73), después de enunciar las propiedades del
conjunto, afirma que “existe una biyeccion entre el conjunto de los numeros reales y el
conjunto de puntos de la recta” (p. 74). A continuacién, propone aproximar V2 mediante
valores por defecto y por exceso —por ejemplo, 1,41421 < v/2 < 1,41422—, aunque no se
explicita la técnica que sustenta el procedimiento. En la misma linea, RRM-3-1983 sostiene
que “el conjunto de los numeros reales es completo, es decir: ademas de que a cada
numero real le corresponde un punto en la recta numérica, reciprocamente, a cada punto

de larecta le corresponde un ndmero real” (p. 25). Una concepcidén equivalente aparece en
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PBM-2-1991, donde se afirma: “A cada niumero racional le corresponde un punto en larecta;
también a cada irracional le corresponde un punto en la recta... Esta recta ‘completa’ de
numeros reales se la llama recta numérica” (p. 3). En la misma direccién, RRM-2-1975
explica que “existen infinitos puntos cuyas coordenadas no son racionales” (p. 97) y que, en
consecuencia, la recta se completa asignando a dichos puntos coordenadas irracionales:
“Todos los puntos de la recta tienen su respectiva coordenada; los puntos... a los cuales no
les corresponde un numero racional, tienen por coordenada un namero irracional” (p. 96).
Finalmente, MCS-3-1982 formula esta propiedad mediante el lenguaje de las aplicaciones:
“a cada numero real le corresponde un punto y sélo uno de la rectay cada punto de la recta
es imagen de un numero real” (p. 19), reforzando asi el caracter funcional de la
correspondencia que estructura el continuo real.

Los resultados presentados en la Figura 7 evidencian que la praxeologia [T/7/6/0©] de la
completitud, tal como se presentan en los libros analizados, muestra un desacoplamiento
entre el bloque de la praxis I1y el bloque del logos A. Aunque la tecnologia introduce la
complementariedad entre racionales e irracionales y su consecuencia mas significativa —
el axioma de la regla—, esta aproximacion permanece distante del conocimiento sabio,
cuyo nucleo es el axioma del supremo. La formulacién formal de Apostol (1991) —“Todo
conjunto no vacio S de numeros reales que esté acotado superiormente admite un
supremo” (p. 11)—no aparece explicita, confirmando, como advierte Chevallard (1998), una
transposicion didactica que omite los fundamentos analiticos del continuo. Esta ausencia
coincide con la observacién de Oktag y Vivier (2016), quienes senalan que la completitud
“parece particularmente compleja y poco explicita incluso en niveles avanzados” (p. 94).

Las tareas de ubicar \/Z V3 05 hacen visible la necesidad de irracionales, pero reducen la
completitud a una intuicién geométrica. En consecuencia, el “saber hacer” escolar no
accede al “saber por qué” que estructura la teoria de R. Esta situacién se complica si se
consideralla critica intuicionista de Brouwer (1999), segun la cual los irracionales no pueden
ser generados mediante un algoritmo numerable, lo que exige clarificar la naturaleza del
continuo desde perspectivas no exclusivamente geométricas. Asimismo, Bergé (2008)
mostrd que la nocién de completitud de R esta presente en los cursos de Calculo y Analisis,
pero adopta formas mds o menos explicitas segun el grado de justificacién teérica, y
observo que la presentacion axiomatizada de R no explicita las razones para incluir el
axioma de completitud, lo que evidencia una debilidad persistente del bloque del logos

incluso en el sistema universitario.
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Figura 7
Praxeologia de la completitud de los numeros reales

Teoria (O)
Axioma de la regla: A cada numero real le corresponde un punto de la recta y a
cada punto de la recta le corresponde un niimero real.

( Tipo de tarea (1) \

< 5 Técnica (7) \ Tecnologia (6)
Tarea ilustrativa de la 2 Para ubicar los niimeros Hemos visto que cuando se
completitud: o 5| | irracionales v2,v/3,V5 se tenia el conjunto de niimeros
UblCé}I‘@mOS geometrlcamente < :?, procede asi: racionales y se ha hecho
los nimeros irracionales - 1) En cada triangulo corresponder a cada nimero
V2,4/3,V/5 en la recta »” = rectangulo se ha aplicado irracional un punto de la recta,
numeérica. b el Teorema de Pitagoras entonces se “completa” la
S para calcular cada recta de niimeros reales
< § hipotenusa. haciéndose posible la
£ 2) Por el mismo correspondencia dada en el
g procedimiento se puede Axioma de la Regla. Es asi,
* .§ ubicar v6,v7, etc. que podemos decir que el
2 Igualmente los conjunto de los niimeros
« é correspondientes reales es completo.
f—

irracionales negativos:
—V2, =3, etc. J /

Nota. Los contornos continuos denotan la presencia explicita de los elementos praxeoldgicos en el
libro de texto PBM-4-1988, pp. 56-58.

4.2.4. Relacion de Orden en los Numeros Reales

La relacion de orden constituye un elemento estructural para comprender la organizacion
del conjunto de los numeros reales. En los textos analizados se observé una regularidad
notable: todos presentan los axiomas que definen esta relacidny, de forma consecutiva, los
ejemplifican. Segun la teoria matematica (0), para cualesquiera niumeros reales ay b, “una
y s6lo una de las siguientes afirmaciones es verdadera: a < b,a = b,oa > b” (RRM-2-1975,
p. 103). Esta ley de tricotomia garantiza comparabilidad y unicidad del orden. Asi también
MCN-2-1999 define el orden en R asi: “Se dice que a es mayor que b si la diferenciaa — b es
un numero positivo” y “Se dice que a es menor que b si la diferencia a — b es un nimero
negativo” (p. 48), ademas usa registros de naturaleza algebraica como Va,b € R,a > b &
a—b >0,y a continuacién propone tareas de caracter operativo como comparar dos
ndmeros.

Asimismo, los libros enumeran sistematicamente tres propiedades: la transitiva, la aditiva
y la multiplicativa de la desigualdad. Solo RRM-3-1976 (p. 32) incorpora las propiedades
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conexas, antirreflexiva y antisimétrica; no obstante, no propone tareas (T) que permitan su
aplicacion, lo cual limita su funcidn en la praxeologia.

Figura 8
Praxeologia de la ordenacidon de numeros reales

Tipo de tarea (T) Proviedad ¢ i Teoria (©)
11 ropieda ransitva:
Ordenar de menor a mayor: 4, V8, 3 , 3. a>bAb>c=a>c
a<bhAab<c=a<c.
4 2 + + 4 2
Interacciones praxeologicas del “saber hacer”
v v v
P R RS,
N

L. A

| Técnica (T) \
I Paﬁ ordermr2 procede de la si%liente manera: Tecnologia (8) I
| &5 =3+ entonces: 3 <= Se hace una aplicacién reiterada de |
il b) ;Es V8 < 3? Veamos a continuacién. (v8)? = 8 y 32 = 9. Pues bien: la propiedad transitiva: |
| Como8 <9, esV8<9,0sea:V/8< 3. Sia<byb <c,entonces a <c. |
ll ¢) Lapodemos entonces escribir: V8 < 3 < ? Siv8 < 3 y3< %, entonces |
[ d) Nos falta ubicar 4. Como 3 <4y 3 < 13—1 debemos comparar 1?1 con 4. VB8<3< u |

3
: T=3+3y4=3+43 :
I Como§ < 1, entonces (3 +§) < (3 + 1). Es decir: ? < 4. |
I\ ¢) Ahora si podemos ya afirmar que: V8 < 3 < L, |
p y q S
/
) 7,
e e e o s e o e o o e S e o o S S S S S e s o e -

Nota. Los contornos punteados indican una presencia implicita, mientras que los contornos
continuos denotan una presencia explicita de los elementos praxeoldgicos en el libro de texto RRM-
3-76, p. 35.

La Figura 8 presenta una praxeologia de la ordenacion de numeros reales, donde el tipo de
tarea (T) —ordenar de menor a mayor los numeros— constituye una regularidad curricular.
La técnica (r), explicita y procedimental, combina descomposiciones numéricas,
aproximaciones y comparaciones sucesivas sustentadas en la propiedad transitiva. Esta
técnicarecibe legitimacion a través de una tecnologia (6) de presencia implicita en el texto,
mientras que la teoria (0®) se manifiesta a través del enunciado explicito de las propiedades
como la transitiva. Aunque algunos textos, como RRM-3-1976, omiten desarrollar la
tecnologia, la articulacidon entre técnicas de comparacion y teoria del orden se evidencia
también en propuestas que recurren a aproximaciones decimales para decidir la posicion
relativa de numeros reales, estrategia que vincula practica, justificacion vy
conceptualizacion. En conjunto, la praxeologia revela que el “saber hacer” [T/1] se

concreta en la solucién de ejercicios de ordenacién, que a través de la ejemplificacion
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busca la comprension de las propiedades de orden, integra parcialmente los elementos
praxeolégicos, evidenciando que la actividad matematica escolar requiere no solo
procedimientos operativos, sino también dispositivos justificativos [0/0] que permitan
comprender el fundamento de las propiedades de la relacién de orden y evitar una
transposicion limitada a la mera ejercitacion.

El analisis comparado muestra que los libros peruanos de 1961-1999 y los estudiados por
Gonzalez-Martin, et al., (2013) comparten praxeologias centradas casi exclusivamente en el
bloque practico, con una articulaciéon tecnolégica-teérica minima. En ambos casos, la
introduccidon de los numeros irracionales se basa en la radicacién y en las “raices
inexactas”, lo que genera tareas mecanicas orientadas a la repeticion algoritmica. Esta
tendencia coincide con la observacién de Gonzalez-Martin (2020), quien sefala que “las
definiciones, propiedades y ejemplos se articulan mas bien como listas de cosas que
aprender[...] sin promover el desarrollo de discursos que justifiquen las técnicas utilizadas”
(p. 21). La ausencia de irracionales trascendentales, el escaso discurso justificativo y el
predominio de reglas descontextualizadas producen organizaciones praxeoldgicas
incompletas. En consecuencia, como advierte Gonzalez-Martin (2020), “el alumno podra
ser capaz de clasificar algunos niumeros como irracionales, pero sin saber [...] qué significa
ser irracional” (p. 20), confirmando la persistencia de significados empobrecidos y
débilmente articulados con el conocimiento sabio sobre los numeros reales.

Estudios resientes revelan una asimetria entre la praxeologia escolar y la universitaria en
torno alarelaciéon de orden de los nimeros reales. En el Ambito escolar, el libro ARP-2-1997
propone una técnica (t) explicita para comparar numeros, afirmando que “Si tenemos dos
numeros reales, siempre es posible saber cual de ellos es mayor. Para esto bastara con
ubicarlos en la recta numérica y tomar el de la izquierda como el menor de ambos numeros”
(p. 24). Cuando la ubicacién en la recta no es operativa, recomienda que, si dos numeros
reales son de signo distinto, es mayor el de signo positivo, en tanto que “Si los dos numeros
reales son del mismo signo, sera conveniente expresarlo como decimales, para establecer
el numero real mayor, comparando cifra a cifra del mismo orden a partir de las cifras de la
izquierda (p. 25). Esta praxeologia articula el bloque IT con justificaciones locales que
permiten operar efectivamente con el orden. En contraste, Espin et al., (2025) sefalan que
“El modelo actual privilegia un enfoque deductivista en el que el orden, la completitud y las
propiedades aritméticas aparecen desconectados de la actividad de modelizacién original

que histéricamente justifico su introduccién” privilegiando el bloque A. Ademas, describen
que “En este paradigma, el bloque tedrico se centra en los axiomas del cuerpo y en la
relacién de orden, los cuales se tratan como propiedades fundacionales mas que como
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respuestas a preguntas explicitas surgidas de situaciones de medicion.”. Esta divergencia
evidencia una ruptura en la articulacion praxis—-logos que sostiene el disefio praxeoldgico
escolar y universitario, lo cual explica las dificultades persistentes en la comprensiéon de la
relacion de orden de los numeros reales.

Los resultados muestran que la presentacion de los nimeros reales en los libros de texto
peruanos coincide con lo que Chevallard (2004) denomina epistemologia escolar
monumentalista, en la cual el saber se ofrece como un objeto estable, cerrado y no
problematizable. En los manuales analizados, la definicidon de los numeros reales como la
unidon de los racionales e irracionales se expone como una verdad autosuficiente,
desvinculada de los problemas matematicos que justifican la necesidad del sistema real.
Esta formulacion candnica, repetida a lo largo de todo el periodo estudiado, omite
discusiones sobre la densidad, la completitud o la estructura ordenada de R, y evita
introducir tareas que permitan a los estudiantes reconstruir conceptualmente el objeto. Asi,
los textos consolidan una monumentalizacién del saber matematico que privilegia
definiciones heredadas por encima de praxeologias que fomenten la comprension de las
estructuras numeéricas (Chevallard, 2004).

5. Conclusiones

El objetivo de este estudio fue analizar la presentacion de la introducciéon de los numeros
irracionalesy la definicion de los niumeros reales en libros de texto de educacién secundaria
publicados entre 1961 y 1999, identificando las praxeologias didacticas que estructuran
estos contenidos en dos periodos histéricos de la ensefnanza de la matematica. Los
resultados permitieron caracterizar las formas en que el saber matematico sobre el
continuo real ha sido transpuesto al ambito escolar.

En el Periodo Tradicional, la introduccion de los numeros irracionales se organizé
principalmente a partir de la radicacion inexacta, entendida como consecuencia de la no
clausura de la radicacién en el conjunto de los niumeros racionales. Definiciones como
“cuando un numero no tiene raiz exacta, se dice que es un numero irracional” (GMB-3-1961,
p. 131) reflejan un tratamiento empirico y operativo del concepto. Este enfoque se apoyd en
diversos registros ostensivos —tablas de cuadrados perfectos, descomposiciones graficas
y procedimientos de aproximacion— que producen efectos de evidencia y favorecen una
comprension basada en la experiencia numérica mas que en fundamentos conceptuales.

Desde una perspectiva praxeoldgica, este periodo muestra un marcado desequilibrio entre
la praxis [T /7] y el logos [6/0]. Las tareas se orientaron principalmente a distinguir raices
exactas e inexactas, mientras que las técnicas consistieron en algoritmos repetitivos
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destinados a ejercitar procedimientos. En contraste, la tecnologia aparece de manera
implicita y la teoria permanece practicamente ausente, lo que limita la construccion de
explicaciones matematicas que permitan comprender la estructura del conjunto de los
numeros reales.

En el Periodo de la Matematica Moderna, los textos incorporaron nuevos registros
ostensivos —especialmente diagramas de Eulery representaciones en la recta numeérica—
que facilitaron visualizar la particion R = QUI y algunas propiedades asociadas al conjunto
de los numeros reales. No obstante, estas representaciones produjeron sentido sin ofrecer
una justificacion tecnoldgica o tedrica suficiente, generando una comprension apoyada en
la evidencia grafica mas que en la fundamentacién conceptual.

El analisis permitio identificar tres praxeologias predominantes para introducir los niumeros
irracionales: (1) su caracterizacién mediante decimales infinitos no periédicos, (2) la
imposibilidad de expresarlos como fracciones de numeros enteros, y (3) la aparicion de
raices no exactas como argumento para ampliar el conjunto de los racionales. En conjunto,
estas organizaciones didacticas muestran una institucionalizacién fragmentada del
concepto de irracionalidad, centrada en criterios operativos mas que en fundamentos
tedricos que expliquen la estructura del conjunto R.

Respecto a las propiedades de los numeros reales, el estudio revela que la densidad se
aborda principalmente mediante procedimientos empiricos apoyados en la recta numérica,
sin desarrollar tareas ni justificaciones que permitan acceder a su fundamento tedérico. De
manera similar, la completitud suele reducirse a la correspondencia entre niumeros vy
puntos de la recta, omitiendo el papel del axioma del supremo en la caracterizacion
analitica del continuo. En cuanto a la relacién de orden, aunque algunos textos enuncian
axiomas, las tareas se concentran en ejemplos y técnicas de comparacion, lo que genera
una integracion parcial entre praxis y logos.

El contraste entre ambos periodos muestra continuidades y rupturas en la organizacioén
praxeoldgica escolar de los niumeros irracionales. Mientras el Periodo Tradicional privilegié
una praxis empirica basada en la radicacion inexacta, el Periodo de la Matematica Moderna
amplié los registros ostensivos y diversificd las formas de definir los irracionales. Sin
embargo, en ambos casos persiste un débil desarrollo tecnoldgico-tedrico, lo que limita la
construccion de un significado matematicamente fundamentado del conjunto de los
numeros reales en el nivel escolar.

Desde una perspectiva mas amplia, estos resultados ponen de relieve la relevancia del

analisis de libros de texto en investigacion en educacién matematica, ya que estos
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materiales constituyen un espacio privilegiado donde se materializa la transposicién
didactica del saber matematico. El estudio de las praxeologias presentes en los textos
permite comprender cdmo se organizan las tareas, técnicas, tecnologias y teorias que
estructuran la ensefanza de los conceptos matematicos —en particular, los numeros
reales—y qué aspectos del conocimiento disciplinar permanecen implicitos o ausentes en
la institucion escolar.

En este sentido, la principal aportacion de esta investigacidon consistido en caracterizar
praxeolégicamente la evolucion histdrica del tratamiento escolar de los numeros
irracionales y de algunas propiedades fundamentales del conjunto de los niumeros reales
en los libros de texto de secundaria, mostrando cémo ciertas elecciones didacticas han
privilegiado aproximaciones operativas y ostensivas en detrimento de desarrollos
tecnoldégicos y tedricos que permitan comprender con mayor profundidad la estructura del
continuo real.
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