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Vinculo entre el pensamiento
proporcional cualitativo y cuantitativo:
el caso de Paulina

Elena Ruiz *
Marta Valdemoros 2

RESUMEN

El estudio de caso reportado aqui forma parte de un proyecto doctoral concluido. Hace
referencia a una evaluacion sobre la propuesta de ensefianza de razén y proporcion
desarrollada en la investigacion doctoral. Tal propuesta se realizd con un grupo de sexto
grado de educacion elemental, conformado por 29 nifios mexicanos que tenian 11 afios
de edad. La nifia del estudio de caso, Paulina, reflejo el proceder de varios de estos
nifios, quienes resolvieron el cuestionario inicial con algoritmos manejados de un modo
mecanico, sin darle sentido a sus elaboraciones, lo cual se vio ratificado al principio del
programa de ensefianza. Dicho programa propicid la ampliacién del pensamiento
proporcional cualitativo de Paulina, fortaleciendo su pensamiento proporcional cuantitativo
en el terreno de la resolucion de problemas. Asi, la ensefianza, el cuestionario final y las
entrevistas mostraron que el enriquecimiento del pensamiento proporcional cualitativo
le permiti6 a Paulina ampliar las relaciones cuantitativas y mejorar el manejo de los
algoritmos, enmarcandolos en aplicaciones plenas de sentido.

® PALABRAS CLAVE: Pensamiento proporcional cuantitativo, pensamiento
proporcional cualitativo, razén interna, razén externa, operador multiplicativo.

ABSTRACT

The case study reported here it is part of a doctoral project already concluded. It refers to
the evaluation of the teaching proposal for rate and proportion developed in the Doctoral
research. This proposal was carried out with a group of students of elementary school
constituted by 29 eleven-year-old Mexican children. The girl of the case study (Paulina)
express the behavior of various of these children, who resolved the initial questionnaire
with algorithms handled on a mechanical way, without giving sense to its elaborations,
which was ratified at the beginning of the teaching program. This program permitted the
growth of the qualitative proportional thought of the student, fortifying its quantitative
proportional thought, regarding problem solving. Thus, the teaching, the final questionnaire
and the employed interviews, showed that the enrichment of the qualitative proportional
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thought permitted to Paulina to expand the quantitative relations and to improve the
management of the algorithms, framing it in applications full of sense.

o KEYWORDS: Quantitative proportional thought; qualitative proportional
thought; internal rate; external rate; multiplicative operator.

RESUME

L'étude du cas rapporté ici forme partie d’un projet de doctorat déja conclu. Il fait référence
a I'évaluation de la proposition d’enseignement de raison et de proportion, développée
dans la recherche doctorale. Cette proposition s’est effectuée avec un groupe de sixieme
année d’éducation élémentaire composé de 29 enfants mexicains de onze ans. Lafille de
I'étude de cas particulier (Paulina) refléte le processus de plusieurs de ces enfants, qui ont
résolu le questionnaire initial avec des algorithmes utilisés de fagon mécanique, sans
donner un sens a leurs élaborations, ce qui s'est vu ratifié au début du programme
d’enseignement. Ce programme a permis I'amplification de la pensée proportionnelle
qualitative de I'étudiante, en renforcant sa pensée proportionnelle qualitative dans le terrain
de la résolution de problémes. Ainsi, I'enseignement, le questionnaire final et les entretiens
employés ont montré que I'enrichissement de la pensée proportionnelle qualitative a permis
a Paulina d'élargir les relations quantitatives et d’améliorer I'usage des algorithmes, en
les utilisant uniquement dans des applications pleines de sens.

e MOTS CLES: Pensée proportionnelle quantitative ; pensée proportionnelle
qualitative ; raison interne ; opérateur multiplicatif.

RESUMO

O estudo de caso aqui apresentado forma parte de um projeto de doutorado ja concluido.
Faz-se referéncia & avaliacdo da proposta de ensino de raz&o e propor¢do desenvolvida
na investigacao de doutorado. Esta proposta se realizou com um grupo de quinta série da
educacéo fundamental composto por 29 estudantes mexicanos de onze anos de idade.
A estudande desse estudo de caso (Paulina) reflete o comportamento de varios outros,
0s quais responderam ao questionario inicial com algoritmos trabalhados muito
mecanicamente, sem dar sentido a suas elaboragfes, o qual se viu ratificado no principio
do programa de ensino. Tal programa permitiu a ampliagdo do pensamento proporcional
qualitativo da estudante, fortalecendo seu pensamento proporcional quantitativo, no terreno
da resolucéo de problemas. Asim, o0 ensino, o questionario final e as entrevistas, mostraram
gue ol enriquecimento do pensamento proporcional qualitativo permitiu Paulina ampliar
as relagdes quantitativas e melhorar o manejo dos algoritmos, enquadrando-os em
aplicagdes plenas de sentido.

® PALAVRAS CHAVE: pensamento proporcional quantitativo; pensamento
proporcional qualitativo; razao interna; razdo externa; operador multiplicativo.



e&——— Vinculo entre el pensamiento proporcional cualitativo y cuantitativo: el caso de Paulina

Marco teérico

A continuacién, para establecer los
antecedentes tedricos en este articulo,
consideramos de manera preponderante a
los autores Piaget y Streefland, quienes
atienden a las manifestaciones del
pensamiento proporcional cualitativo y
cuantitativo de los sujetos. Asimismo, para
sustentar la aproximacién didactica que
aqui se desarrolla, nos apoyamos en el
enfoque de la matemadtica realista, de
Streefland.

Piaget e Inhelder (1978), a través de sus
experimentos, sefialan que el nifo
adquiere la identidad cualitativa antes que
la conservacién cuantitativa y hacen una
distincion entre las comparaciones
cualitativas y la verdadera cuantificacion.
Para Piaget e Inhelder (1972), la nocién
de proporciéon empieza siempre de una
forma cualitativa y loégica antes de
estructurarse cuantitativamente. Piaget
define lo cualitativo a través de categorias
o clases de palabras; de esta forma, se
apoya en reconocimientos lingiisticos,
creando categorias de comparacion, como
grande o pequefio. Consideramos que lo
cualitativo también integra los aspectos
intuitivos y empiricos que brindan los
sentidos, apoyandonos en términos de la
psicologia.

Piaget (1978) indica que en el paso de lo
cualitativo a lo cuantitativo aparece la idea
de orden sin que todavia emerja la
cantidad, a lo que llama cuantificaciones
intensivas; desde nuestro punto de vista,
esta nocién destaca el transito del
pensamiento cualitativo al cuantitativo. Van
den Brink & Streefland (1979) coinciden
con Piaget en cuanto a que lo cualitativo
emerge antes que lo cuantitativo, pero
Streefland comunmente lo lleva al terreno
de la enseflianza. Tal aportacion la

empleamos en el disefio de nuestro
programa didactico, asi como en las tareas
de las entrevistas que aplicamos para el
estudio de caso.

Streefland (1984, 1985) lleva a cabo una
investigacion en la que enfatiza que la
ensefianza temprana de la razén y la
proporcién debe partir de niveles
cualitativos en los que haya un
reconocimiento de ellas; ademas, hace uso
de recursos didacticos (figuras, dibujos,
expresiones) que favorecen el desarrollo
de patrones perceptuales, en apoyo a los
correspondientes procesos de
cuantificacion. Streefland comenta que el
pensamiento cualitativo evoluciona cuando
hay un avance en el pensamiento y el nifio
puede llegar a incorporar mas elementos
para un analisis que le permita considerar
distintos factores conjuntamente.

Otros estudios sobre el pensamiento
proporcional fueron realizados por el
equipo de investigacién de Hart (1988),
guien en un estudio con un grupo de
alumnos observé que la mayoria
consideraba dificil resolver problemas
matematicos donde se involucra la
proporcién; sin embargo, hubo evidencia
de que los estudiantes de menor edad y
los alumnos de la secundaria con menos
éxito tienen un sentido de lo que se ve
correcto o lo que parece ser una distorsion.
A esto Hart lo designé como una regulacion
desde el sentido comtn. Reconocemos que
ese aspecto esta intimamente involucrado
en el pensamiento cualitativo porque atafie
alo perceptual. Asimismo, Hart sefiala que
lo mas avanzado del pensamiento
proporcional se da en el sujeto una vez que
ha construido determinados conceptos.

Hacemos referencia al pensamiento
proporcional cuantitativo del nifio cuando
puede hacer uso de las razones y
proporciones y maneja indistintamente
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razones internas y externas para enfrentar
problemas matematicos. Al respecto,
Freudenthal (1983) define a las primeras
como relaciones establecidas entre
distintos valores de la misma magnitud
(distancia con distancia, tiempo con tiempo,
precio con precio), y a las segundas como
vinculos entre valores de diferentes
magnitudes (por ejemplo, tiempo con
distancia o litros de leche con precio).

En el terreno didactico nos apoyamos
fundamentalmente en Streefland (1993),
quien habla sobre la educacioén realista de
las matematicas. Esta ha llegado a
constituirse en una teoria, segun los
seguidores de Freudenthal y Streefland,
debido a que la realidad es, en primera
instancia, una fuente de informacion;
ademas, constituye el terreno donde se
aplican modelos de ensefianza, esquemas,
notaciones y producciones escolares que
derivan en la practica social. Por tanto,
favorece el desarrollo de la investigacion y
la practica de la ensefianza en la educacion
matematica. De igual modo, en esta teoria
realista es fundamental entrelazar los
tramos de aprendizaje de los estudiantes,
apelando a la estrategia de cambio en
perspectiva, que se caracteriza por el
intercambio de una parte de la informacion
en la situacion-problema abordada. En
consecuencia, las posibilidades para la
reconstruccién y produccion de problemas
llegan a ser explicitamente reconocidas por
los estudiantes, sin perder toda su riqueza
conceptual multifacética.

Problema de investigacion

El presente estudio de caso forma parte de
una investigacién doctoral concluida, sobre
la que se han efectuado trabajos previos
referidos a otros aspectos y actividades del
trabajo de campo, como lo reportado en Ruiz
(2000, 2001) y en Ruiz y Valdemoros (2001,
2002, 2005), donde se abordan los modelos
de ensefianza trabajados durante la
propuesta, tras haber revisado las estrategias
empleadas por los estudiantes al resolver
problemas de razén y proporcion simple y
directa; también forma parte otro estudio de
caso cuyo interés fue mostrar el paso de un
registro de representacion a otro en la
resolucion del tipo de problemas sefialados.

En el seguimiento del caso de Paulina, aqui
presentado, el problema de investigacién
concierne a que esta nifia resolvia los
problemas de razoén y proporcién utilizando
algoritmos carentes de sentido y significado®.
Es decir, tenia muy arraigado el
procedimiento sin tener claro su uso, dados
los problemas que se le presentaban
referentes a razon y proporcion. Ante tal
situacidn, diseflamos una secuencia de
actividades conformada por modelos de
ensefianza* que favorecio el establecimiento
de sodlidos enlaces entre su pensamiento
proporcional cualitativo y cuantitativo,
pretendiendo asi que mejorara el manejo de
sus algoritmos y los enmarcara en
aplicaciones llenas de sentido. Ante el caso

3 El significado es una “ entrada de diccionario” y “una categoria semantica universal”, dice Benveniste (1971). El
sentido, asegura, es un contenido semantico que se asocia a construcciones particulares del lenguaje, no conforma
categorias universales y suele estar muy en relacion con los modos especificos de articulacion de los mismos. Ademas,
cabe destacar que no hay una secuencia cronolégica o de precedencia en el desarrollo, entre sentido y significado; son

distintos componentes semanticos que se complementan.

4 Ver Figueras, Filloy y Valdemoros (1987). Un modelo de ensefianza engloba significados, tanto en el lenguaje técnico
como en el lenguaje cotidiano, tratamientos didacticos, modos especificos de representacion y las relaciones que existan

entre ellos.
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de Paulina, nos planteamos la siguiente
pregunta de investigacion:

¢ El extenso manejo de lo cualitativo
permite que la estudiante amplie sus
relaciones cuantitativas y mejore el
manejo de sus algoritmos?

La hipotesis que fue la siguiente:

Ayudar a desarrollar el pensamiento
cualitativo de la estudiante (al hacer
uso de categorias verbales
integradas, al reconocer las
compensaciones que se plantean
entre éstas y al involucrar los
respectivos datos empiricos y
perceptuales), favorece los procesos
de significacion desarrollados por ella
cuando emplea algoritmos al resolver
problemas de razén y proporcion.

El método que usamos se describe a
continuacion:

El estudio de caso que muestra este trabajo
integra los resultados que tuvo Paulina en el
cuestionario inicial —cuyo proposito fue
indagar el estado en que se encontraba el
grupo en general-, el programa de
ensefianza, de caracter constructivista-
didactico, el cuestionario final y las
entrevistas de “naturaleza didactica” (con
base en lo sefialado por Valdemoros, 1998).
Los instrumentos metodolégicos fueron

piloteados a lo largo de un ciclo escolar anual;
luego fueron desarrollados de modo
definitivo, a través de los diez meses que durd
el trabajo de campo. En las siguientes
paginas se seleccionan ejemplos pertinentes
sobre los instrumentos.

La utilidad del cuestionario inicial en nuestra
investigacién se manifesté
predominantemente como un medio de
recogida de informacién y como punto de
partida para el uso de métodos cualitativos.
(Woods, 1989). Una vez que se identificaron
los temas de interés y fueron detallados en
items los requisitos de informacion
necesarios, nuestra tarea consistié en
estructurar el cuestionario en si mismo,
atendiendo a la recomendacion de Cohen y
Manhion (1980), quienes sefialan que hay
evitar las preguntas que sugieran a los
informantes que sdélo hay una respuesta
aceptable o las que sean complejas.

Para indagar en la manifestacion del
pensamiento cualitativo, requerimos
primeramente de aplicar el cuestionario, que
involucré tareas donde no se utilizaron
cantidades para su soluciéon, como
actividades de comparacion, lo cual le
permiti6 a Paulina identificar relaciones de
semejanza entre figuras. Consideramos
pertinente incluir el cuestionario inicial —
siendo el mismo que el final- para tener
mayor claridad en el seguimiento de la
metodologia (Tabla 1).

Cuestionario (bloques 1 y II)

Propdsitos | que deja insinuado.

generales

con los que trabaja.

1. Determinar el estado en que se encuentra el sujeto en torno a la organizacioén que tienen los
componentes cualitativos y procesos de cuantificacion de las relaciones proporcionales.

2. Realizar una indagacion profunda que permita mostrar tanto lo que el alumno exhibe como lo

3. Recuperar la secuencia del pensamiento del estudiante.

4. Evidenciar la manera como el estudiante se acerca a la solucién de los problemas planteados,
atendiendo tanto las estrategias que utiliza en la resolucién como los modos de representacion
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Propositos
especifico de
cada bloque

Bloque |

Indagar tanto en los conocimientos
como en el saber matematico que
tiene el estudiante sobre los
componentes cualitativos y aspectos
elementales de lo cuantitativo en las
relaciones proporcionales.

Bloque Il

Indagar como el estudiante esta procesando
su pensamiento en torno a la cuantificacion de
las relaciones proporcionales.

Propdésitos
de cada
tarea

1. Indagar si el estudiante puede
reconocer la reduccién de un
dibujo en todos sus componentes,
de tal manera que pueda expresar
si se conserva la forma original del
dibujo con base en
discriminaciones visuales.

2. Indagar si el estudiante
reconoce visualmente larazon en
la que se encuentran las
dimensiones de los rectangulos y
si puede dibujar los faltantes,
apoyandose en el reconocimiento
que hizo.

3. Indagar si el estudiante puede
reproducir una figura a una escala
dada (se le solicita que el dibujo
gue reproduzca sea el doble del
original).

4. Indagar si el estudiante puede
completar una figura que es una
reduccién de la original, de tal
manera que preserve la
proporcionalidad o conserve la
forma de la figura original, de qué
estrategia se vale y qué modo de
representacion usa al hacer la
tarea.

5. Indagar si el estudiante puede
completar la ampliacion de una
figura preservando la
proporcionalidad y que explique
por escrito como lo hizo.

6a. Indagar si el estudiante puede completar
una figura geométrica, conociendo el valor del
segmento que representa al ancho de ellay los
valores del alto y ancho de la figura, que se
pretende que sea proporcional a otra figura
dada, y qué estrategia emplea. La tarea esta
inmersa en una relacién de semejanza. Revisar
si asocia magnitudes de una misma escala
(razones internas).

6b. Indagar si el estudiante puede completar
una figura geomeétrica, conociendo el valor del
segmento que representa al ancho de ellay los
valores del alto y ancho de la figura, que se
pretende que sea proporcional a otra figura
dada, y qué estrategia emplea. La tarea esta
inmersa en unarelacion de semejanza. Revisar
si asocia magnitudes de escalas diferentes
(razones externas).

7a y 7b. Determinar las cantidades que
corresponden a los datos dados en tabla. Los
datos son el resultado de una situacion
planteada. Revisar la estrategia que emplea el
alumno en su llenado y si establece relacion
entre las preguntas formuladas y la tabla.

8. Dada una tarea ilustrada a través de dibujos
(botes de pintura), el alumno debe completar
los datos faltantes conocidos tres valores; se
tiene que revisar su estrategia.

9. Determinar el valor desconocido de un
problema, apoyado en el modelo de la compra
de objetos conocidos por el estudiante (bolsas
de dulce), dados tres datos. Revisar qué
estrategia emplea.

10a y 10b. Indagar si el estudiante puede
inventar un problema relacionado con tres
cantidades dadas en unatabla. Revisar si puede
llenarla y solucionar el problema que haya
planteado.

Tabla 1. Propésitos del cuestionario inicial.
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Las dos primeras tareas exploraron los aspectos cualitativos en el terreno de la
proporcionalidad.

EBscribe pas0 & paso qué hicists  para
resal v,

Ohserva [o8 lados de estas  figures v
pompirelos entre si.

i

De pcuende n o goo scibas de cheervar con
reepesio a bos lados de lae Aguras anbemoes,
commpleta el numa  ooleocidm  de

rectingulos.  Dibdgjales en bos  lugeres
indicados con um feche.

O
ot

Escribo paso & paso cimo compamste [os
lzsfoss 3 qaé |l egaste & cbeervar.

Tarea 1.

Tarea 2.

Las tres siguientes estuvieron enfocadas al transito de lo cualitativo a lo cuantitativo:

La Sm. Savcedo teje chalecos y ke han pedido
o gz sea b emplincide del sigwiente.

4144
|

]
]
]

En # espacic de shajo dibesip = nueve
chaleca, senpliendo dos veoss coda e de oe
Eaduos dil chaleos de la musstra,

A contissacidn, escribe los  paeos  que
seguiste para dibujarko.

Ahora, of sefor Escalwme le han pedido
realizsr une ampliscitn del sigwemte dibujo
uriginal,

E

]

¥
| |

r =

|4

LIl L L LI L] |

Abzja, observa gee hey una parie ded Shajo
smplindn, Complets esa ampliacion  del
e, ey ieda 1 forms ongenal.

: - - :
| |

SES AEEEEEEEER NN

bkl

En el espocio sipooie explkca como o
hiciste.

Tarea 3.

Tarea 4.
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Bl sefior Escalamie es dibujanie ¥ e ha
pedide malizar Is mduccdn del siguiente
divajo original.

Ubserva que abajo hay uns parie del dibajo
yu medechdo, Completn esn meduccidn, sin
modificar su forma.

En el espacio siguienie explim odmo lo
hiciste.

Tarea 5.

Las ocho tareas restantes del cuestionario se centraron en el campo cuantitativo del
pensamiento del estudiante.

Un carpintero portd une twhie de sadem con

forma reciangular, de 9 e de largo ¥ 6 cm
de ancho. Necesita cortar otra tbls que 1cogn
Is misma forsna que In primem pero de
mididae difereaies. 5i de lanpo dobe medar 3
om Josinio debe modir de ancho [a sogunda
woha? =8

-

Un carpintero comd una tabla de madera con
Forma rectangular, de 12 om de largo ¥ 6 cm
de anchoe. Mecesita cortar otra tabla que tenga
la misma forma gue k= pomem pero de
medidas diferenies. 5i de largo debe medir 5
cin Jeudnte debe medir de anche la segunda
tnkiln? _Em.

T
Comples b Opur qué B
rapresenta [a sopemda
represeoin lu.l.l:m.l.nd.l.
T, tabla de madera.
Pacsa a pasa, explics chmo lo resolvisig,
Tarea 6a. Tarea 6b.
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Anirés compro 4 bolsas de dulces v por ellas
e §120

e L b -
BOLEN ALY oLy LHEET
e B IFE I
_ﬂ'li!'.l.ll_l_ Itln ‘llil'l.-ﬂll "I.l:l"

Juliin compnd T bolss de esos doloes:

T b -

Chis M A s
Fouiges Jl-I.I.I:IJ iﬂm DEECr
s W "
a I
By l-: B, lﬂ'\-l.ll

iy
gy  BMEn  en

{Ciminto pagd por elles? -

{Ciémno resal visie ] problema®

En ln siguiemte inbls se te proporcionan
alganos dabos:

| MEmerode | Mémerode
| poguetes | estampas |

loventa wn problema relacionado con los
dalos que se te proporcianan y reszéhvedo,

Complhiis b tabla y explica cémo lo hiciste,

Tarea 7ay 7b.

Tarea 8.

Lee ¥ completa.

L S, Saucede ve a seoer invisdos s
merendar ¥ pensté hacer chocolate con leche
Aylidale a mber culmes hames de chocolaie
necesita pars 1 lieos de leche ¥
oEints pare 5 litros de leche ;

También svidels a saber csintos litros do
leche debe comprer parm 6 harmas de
ehaznlate; __ linrea,

Amxiliare, Benando la sigaiesde ably

Explica qué hiciste pam coniestar bas
preguntas.

Luis va a ayudar a su papé & pantar ba cas y

necesitan varios bodes de pinfura. Ellos saben

giwe 2 litros cuestan A0 pesas, Ayidalos a

calcular el precio de los obros  botes
iy

a
s

L

En el espacic siguienie escribe gué o o que
hicaste para resalveria.

Tarea 9.

Tarea 10a y 10b.
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Para entrelazar los pensamientos
proporcionales cualitativos y cuantitativos
de Paulina en el programa didactico, se
diseflaron varias situaciones que
estuvieron asociadas a modelos de
ensefianza, segun la definicion de modelo
gue dan Figueras, Filloy y Valdemoros
(1987): es el conjunto de estrategias de
ensefianza que engloban significados,
tanto en el lenguaje técnico como en el
lenguaje cotidiano, tratamientos did4cticos,
modos especificos de representacién y las
relaciones que haya entre ellos.
Trabajamos dichos en distintos momentos,
lo cual se asemeja a lo sefialado por
Streefland (1993) en su teoria realista,
tocante a la estrategia de cambio en
perspectiva, pues creamos un modelo y lo
tratamos de explotar al maximo a la luz de
una idea, para luego retomarlo y utilizarlo
en torno a otra idea.

Escogimos a Paulina porque caracterizé a
aquellos estudiantes que mostraron en el
cuestionario inicial un gran apego al manejo
de algoritmos, pero carentes de sentido;
ademas, tuvo pocas elaboraciones en el
terreno cualitativo. A lo largo de la
experiencia de ensefianza Paulina hizo
notorio un enriquecimiento en su
pensamiento cualitativo, logrando una
conciliacién en ambos campos; de igual
manera, pese al progreso que alcanz6 en
el terreno numérico, no abandoné el
aspecto cualitativo de la proporcionalidad.

Analisis de los progresos de Paulina

Al contrastar el cuestionario inicial y el final
se encontrd lo siguiente:

El cuestionario inicial y el final estuvieron
integrados por las mismas tareas, pero se
diferenciaron en la finalidad de su
aplicacién, ya que el primero fue de
naturaleza exploratoria y el segundo se

centro en la evaluacion del programa de
ensefianza. Como el lapso entre la
aplicacion de ambos fue de ocho meses,
no hubo ninguna influencia entre ellos.

Al resolver el cuestionario inicial, Paulina
evidencié un predominio en el uso de los
algoritmos de manera mecanica y poco
trabajo en el terreno cualitativo; ademas,
se observo en ella un escaso empleo de lo
intuitivo, asi como en el aspecto visual. De
las 13 tareas de que consto el cuestionario
inicial, tuvo nueve aciertos.

De las trece tareas, con las dos primeras
buscamos que Paulina diera justificaciones
mas fundamentadas en la apreciacion
cualitativa, prescindiendo de cantidades
explicitas asociadas a las relaciones de
proporcionalidad dadas. En las tres
siguientes empleamos la cuadricula con la
intencion de favorecer la realizacién de un
transito a la cuantificacion. Las tareas
restantes consistieron en situaciones de
razén y proporcién cuantificadas, ya que
le dimos a Paulina algunos valores y le
pedimos nuevos valores. Para algunas de
estas tareas utilizamos una tabla como un
modo de representacion para el
reconocimiento de razones externas o
internas.

Con respecto a las cuatro tareas que
Paulina respondié en forma errénea,
hacemos referencia a ellas en las tareas 1
y 4. La tarea 1 aborda la eleccién de la
reduccion del dibujo de una casa; Paulina
seleccion6 aquella que no correspondia,
dando como argumento “que era la mas
parecida a la original”, mientras que en el
cuestionario final eligié la casa reducida,
basandose primero en su intuicidon y
después en la medicion de cada parte que
la integraba. Asi, obtuvo las razones entre
las distintas magnitudes de la casal r%Orngig%
con respecto al dibujo original, P
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volvié a mencionar en su explicaciéon que la
casa “C se parece a la casa de Antonio”,
agregando que‘“es semejante, es decir
proporcional” (véanse Cuadros 1y 2). Se
puede notar que la expresion “se parece a”
cambié de significado para ella entre la
aplicacion del cuestionario inicial y la del final,
pues mostré una comprension del término
proporcion como la relacion de equivalencia

entre dos razones, sin dejar de lado la parte
intuitiva, que fue explotada a lo largo del
programa de ensefianza. Hay otras
evidencias para afirmar esto: Paulina resolvié
de manera incorrecta la tarea 4 en el
cuestionario inicial, pero de forma correcta
en el final. Lo importante son las
explicaciones que dio, las cuales se dan a
conocer en los Cuadros 4y 5.

Fl dibsgjo que esh
a la derecha ex Iu_.'
cas do Anomio. Bl
RRcsh uni Copia
foiostibics en
reducclin, De los
dibmjces gue estin
abwje tacha la lotrm
que corresponds & |
1s reduccidn

gue ohitvo.

"-|I'F/FI

El dibagie que eeld
a la derecha es la
cas de Antonso, E
RECt Una copin
Titpsidise en
redigecEan. e log
dibuajes que estin
abajo tacha la et
que comesponda a || |

Ly reduccitn =
mE e |~
| B o

Escribe paso o
resolverio.

pasn  qué  hiciste para

Esla mas parecida a lp oniginal

yaé  hicisie  para

Escribe pasa a  paso
resclverla,

| TS i
£ uroprciomsl

Cuadro 1. Tarea 1 del cuestionario inicial
resuelta por Paulina.

Cuadro 2. Tarea 1 del cuestionario Final
resuelta por Paulina.
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Ahora, al sefior Escalante le han pedido
realizar una ampliacion del siguiente dibujo
original:

r ) o 1 i R

s s

Cuadro 3. Tarea 4 del cuestionario Inicial y final.

En la figura que aparece en el Cuadro 4 se
observa que hay una parte del dibujo
ampliado. Se solicitoé que se amplificara de
manera lineal la figura, basandose en lo
que ya se tenia dibujado y haciendo
hincapié en que conservara la misma forma
que el disefo original

EEEEsEammmmmammm=dEE

Vi como hicieron parte del
dibugo v fin amplando

Cuadro 4. Tarea 4 del cuestionario inicial
resuelta por Paulina.

Paulina complet6 la figura, pero no se
percat6 que sus lados los habia
amplificado al doble del disefio original,
cuando debia ser al triple, como muestra
la parte que se le dio dibujada.

Ifultiplicue por 3, pero también
212=1/4 3f12 corresponde al barco
amplificads 1/4 al ongmal

Cuadro 5. Tarea 4 del cuestionario final resuelta
por Paulina.

En el Cuadro 5 Paulina muestra la
equivalencia establecida entre dos
razones, obtenidas a partir de la
comparacion de las dos magnitudes
consideradas en la parte media del barco.

Durante la ensefianza

Con el propo6sito de favorecer el
pensamiento cualitativo de Paulina durante
la ensefianza, requerimos de tareas en las
gue se utilizaran cantidades para ser
resueltas, como actividades de
comparacion, que le permitieron a Paulina
identificar relaciones de semejanza entre
figuras en términos muy intuitivos, como
“reduccién”y “ampliacion”; dichas nociones
las trabajamos con referencia a situaciones
concretas del tipo de la experiencia del
dibujo a escala y la idea de la
fotocopiadora.

En el paso de lo cualitativo a lo cuantitativo,
Paulina gener6 un ordenamiento al hacer
comparaciones, ya que empleo las frases
“mayor que...” y “menor que...”, lo cual
coincide por lo sefialado por Piaget (1978).
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Posteriormente, us6 la medida al hacer
comparaciones: primero confronté objetos
entre si, sobreponiendo una figura en otra;
después aplicé un instrumento de medida.
De acuerdo con Freudenthal (1983), los
recursos desplegados por Paulina a este
nivel se llaman comparadores.

Luego, Paulina establecio relaciones entre
magnitudes, trabajé en el campo de los
ndmeros naturales y también usé

expresiones fraccionarias, incursionando
de manera elemental en el campo de los
racionales. Ademas, lleg6 a designar a la
razén como la relacién entre dos
magnitudes y a la proporcién como la
relacion de equivalencia entre dos razones,
lo que concuerda con las definiciones
dadas por Hart (1988).

La Tabla 2 presenta los modelos de
ensefianza que utilizamos y sus propoésitos.

Modelo Sesiones Proposito(s)
A. Disefio de 5 ® Reconocimiento cualitativo de la nocion de proporcionalidad.
salones de fiesta ® |ntegracion del tamafio y la forma de los dibujos para
favorecer la construccion de la nocién de proporcionalidad.
B. El mundo de ® Nociones de reduccién y ampliacion empleando,
Blanca Nieves y 7 primeramente, las ideas de la fotocopiadora y del dibujo a
los 7 enanos escala. Posteriormente, usando algun instrumento de medida
para hacer comparaciones de naturaleza cuantitativa.

C. Elaboracién de ® Dar sentido a la razén, vista como una relacion entre
marcos para 2 magnitudes.Usar la tabla para trabajar razones internas y
fotografias externas.

D. El gran - o . . .
problemg de la 1 ® Utilizar la proporcion a través de estimaciones. Este modelo
huella fue tomado y adaptado de Lesh y Doerr (2001).
Conjuncion de los 3 * Dar sentido a la proporcién vista como una relacién de
modelos By C equivalencia entre razones.
® Trabajar con las razones encontradas a partir de las medidas
E. Torneo de 2 | " partirc _
fatbol de tres canchas de futbol y mostrar su equivalencia para
determinar proporciones.
F. Construye tu ® Pintar en el patio de su escuela la mayor cancha posible y
propia cancha 1 gue sea proporcional a la dada, conociendo el largo y ancho
de su patio.
G. La fotografia . o .
de tu eql?ipo 2 ® Usar diferentes modos de representacion al trabajar la
proporcién.

Tabla 2. Modelos de ensefianza.
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A continuacién, describiremos la manera
en que fue trabajado el modelo de Blanca
Nieves y los siete enanos con los
estudiantes de sexto grado de primaria.

Modelo 2. El mundo de Blanca
Nieves y los siete enanos

Se utilizé el cuento de la literatura clasica
“Blanca Nieves y los siete enanos”
durante siete sesiones. El modelo
permitié ser trabajado a la luz de
diferentes nociones; una de ellas, la de
reduccién, se apoyo en la experiencia del
dibujo a escala y de la fotocopiadora,
para lo cual se solicitd a los estudiantes
gue compararan la cama de Blanca
Nieves con la de los enanos, con lo que
producirian argumentos de caracter
cualitativo. Se traté la nocion de
reduccion a través de tres vias: escrita,
oral y con el empleo del dibujo.

Posteriormente, el modelo fue utilizado
al abordar la nocion de ampliacién, que
también se basé en la idea de la
fotocopiadora y del dibujo a escala. En
este caso, se empled otro mobiliario de
la casa de los enanos (la mesa) y los
alumnos debian seleccionar entre cuatro
opciones la mesa que correspondia a
Blanca Nieves, con lo que también
generarian argumentos de caracter
cualitativo.

En las siguientes sesiones, el modelo
permitié que el estudiante verificara la
reduccion y la ampliacion de las figuras
con algun instrumento de medida para
hacer comparaciones de naturaleza
cuantitativa. Fue introducida la tabla
COmO un recurso para organizar datos.
Se emplearon las frases “cuantas veces
cabe...” 0 “qué parte representa de...” al
hacer referencia a la mitad y al doble de
una magnitud.

* Planeacion de las dos primeras
sesiones, usando el modelo 2

Propésito: Abordar la nocion de reduccion.

Trabajo del estudiante

—Observar el dibujo de la cama de Blanca
Nieves y elegir, de 8 camas pequefias,
la(s) que correspondan a los enanos.

—Observar las camas y elegir aquella que
sea la reducida a la de Blanca Nieves
(reduccién vista desde la idea de la
fotocopiadora o la del dibujo a escala).

—Responder algunas preguntas en forma
oral y escrita.

Dinamica del trabajo
Grupal-colectiva-individual.

Intervencién en lo grupal

En principio, se solicita al grupo que
recuerde el cuento de Blanca Nieves; entre
todos los alumnos se reconstruye la
historia.

Una vez que se llegue a la parte en que
Blanca Nieves limpi6 la cabafia de los enanos
y se sintié cansada, por lo cual recosto en la
cama de los enanos, se pregunta si cabia
en una de las camitas. Se continda diciendo
que los enanos le construyeron una cama a
Blanca Nieves y se les muestra el dibujo.

Cada equipo saca el contenido del sobre,
donde encontraran dibujos de 8 camas
pequefias y una grande. Se les pide que
busqueny elijan, entre esas camas, la que
corresponda a la de los enanos. Se
formulan varias preguntas: ¢como sera la
cama de los enanos?, ¢ qué entienden por
reduccion de una figura? Esta Ultima se
hace porque se busca una cama reducida
a la de Blanca Nieves.
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Interesa saber la idea que tienen los
alumnos sobre la reduccion de una figura
y las expresiones verbales que emplean
al referirse a ella, asi como a la forma y
tamafio, ya que en la primera sesién, en
los hechos, habia una conjuncién de forma
y tamario, no asi en lo verbal. Cada equipo
elige la cama de los enanos y se cuestiona
el porqué de esa eleccion.

Intervencién en lo colectivo

Se solicita a cada equipo que muestre la
cama elegida y que den argumentos sobre
su eleccién. Si hay discrepancias entre los
equipos, se piden mas argumentos, de tal
forma que cada equipo esté convencido de
la eleccion que hizo y no dude. Si llegase
a haber un momento en que no se vea
avance en los estudiantes, se intervendria
con nuevas preguntas hasta que todos
reconozcan cual es la cama reducida.

Intervencién en lo individual

Los alumnos daran respuesta a algunas
preguntas que se han formulado
colectivamente, pero por escrito. La
retroalimentacion se lleva a cabo en el
momento colectivo:

- Comparando diversos resultados.
- Revisando las situaciones criticas.

* Planeaciéon de las dos siguientes
sesiones
la nocion de

Propésito: Abordar

ampliacion.
Trabajo del estudiante

— Observar el dibujo de la mesa de los
enanos y seleccionar, entre cuatro
mesas grandes, la que corresponda a
la de Blanca Nieves.

—Observar las mesas y elegir aquella que
corresponda a la amplificada, que es la
de Blanca Nieves (ampliacién vista
desde la idea de la fotocopiadora o la
del dibujo a escala).

—Responder algunas preguntas en forma
oral y escrita.

Dinamica del trabajo
Grupal-colectiva-individual.

Intervencién en lo grupal

Cada equipo revisa el contenido del sobre,
donde se encuentran dibujos de cuatro
mesas grandes y una pequefia. Se les pide
gue busquen y elijan la que corresponda a
la de Blanca Nieves.

Se formulan varias preguntas: ¢ como crees
que es la mesa de Blanca Nieves?, ¢ como
se busca una mesa que sea la ampliacién
de la mesa de los enanos?, ¢;Qué
entienden por ampliacion de una figura?

Interesa saber la idea que tienen los
alumnos sobre la ampliacion de una figura
y las expresiones verbales que emplean al
referirse a tal nocion, asi como a la forma
y el tamafio. Cada equipo trabaja en la
eleccion de la mesa de Blanca Nieves y se
procede a preguntar el porqué fue
seleccionada.

Intervencién en lo colectivo

Se solicita a cada equipo que muestre la
mesa elegida y que den argumentos sobre
su eleccion. Si hay discrepancias entre los
equipos, se piden mas justificaciones de
las posiblemente dadas, de tal forma que
cada equipo esté convencido de la eleccion
gue hizo y no dude. Si hubiera un momento
en que no se viera avance en los
estudiantes, se intervendria con nuevas
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preguntas hasta que todos reconozcan cuél
es la mesa amplificada.

Intervencién en lo individual

Los alumnos responderan por escrito
algunas preguntas que se han formulado
colectivamente. La retroalimentacién se
lleva a cabo en el momento colectivo:

-Comparando las respuestas de los
estudiantes.

-Revisando distintas situaciones que
emergieran.

* Planeacién de las tres dltimas
sesiones

Propésito: Hacer comparaciones de
cardcter cuantitativo.

Trabajo del estudiante

— Verificar que la cama elegida para los
enanos es la correcta, haciendo uso de
algln instrumento de medida.

— Medir los largos de las camas de los
enanos y de Blanca Nieves y
compararlos.

— Indicar si es el doble del largo de una
cama con respecto al largo de la otra
cama.

— Medir otras dimensiones (alto y ancho
del respaldo) y hacer comparaciones.
—Responder algunas preguntas en forma

oral y escrita.

—Escribir las relaciones entre las medidas
obtenidas como una fraccion.

Dinamica del trabajo
Grupal-individual-colectivo.

Intervencién en lo grupal

Se cuestiona al grupo si hay otra forma
diferente a la que se us6 para comprobar
que la cama elegida es la de los enanos.

Realizan mediciones, ya sea con unaregla
0 poniendo la cama elegida de los enanos
sobre la de Blanca Nieves.

Los estudiantes deben completar una tabla
con los datos que se soliciten. Asimismo,
responden a preguntas que se les formulen
en forma oral, como: ¢si comparas los
largos de las dos camas qué puedes decir?,
ccuantas veces cabe el largo de una en el
largo de la otra?

Se hacen las mismas preguntas para el alto
y el ancho de los respaldos de las dos
camas.

Intervencién en lo individual

Los alumnos contestan por escrito algunas
preguntas que se han formulado
colectivamente.

Intervencién en lo colectivo

Se solicita a diferentes alumnos que leany
respondan las preguntas en voz alta. Se
comparan las respuestas y donde haya
discrepancias hay una discusion. La
retroalimentacion se lleva a cabo en el
momento colectivo:

-Comparando las diferentes justificaciones
dadas por los estudiantes.

-Llegando a un acuerdo que satisfaga a
todo el grupo.

Intervencion en la segunda parte individual
del trabajo

Se solicita a los nifios que dibujen una
cama mas grande y una mas pequefa de
la de Blanca Nieves y los enanos,
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respectivamente. Una cama serda la
ampliacién de las dadas; la otra, una
reduccion de la de los enanos. Se les
formulan preguntas en torno a qué medidas
les dieron a las dimensiones de la cama
ampliada y reducida, respectivamente, y
cémo las obtuvieron.

Los alumnos completan una tabla con los
datos solicitados y realizan comparaciones.
Establecen relaciones entre las
dimensiones de una cama con respecto a
las dimensiones de la otra, utilizando la
notacién de fraccion.

En lo anterior se expuso la forma de trabajo
con el modelo de Blanca Nieves para dar
una idea de cémo eran abordados los
modelos, cuyo objetivo era hacer el transito
del pensamiento proporcional cualitativo al
cuantitativo.

Paulina, al finalizar las sesiones de trabajo,
mostré una estrecha relacion entre su
pensamiento cualitativo y cuantitativo, lo
cual implico el sentido que le dio a su
trabajo en el terreno numérico,
circunstancia que al principio no se veia
reflejada. Al término de la experiencia de
ensefianza y con la aplicacién del
cuestionario final se enriquecieron en
Paulina sus significados y sus procesos de
cuantificacion. A nivel de la designacion,
llegé a emplear un lenguaje técnico; de
igual manera, alcanzé la generalizacion,
mediante la cual se vieron favorecidas

nuevas situaciones entorno alarazény la
proporcion.

En las entrevistas

Se aplicaron tres entrevistas a Paulina, una
por semana, tras la realizaciéon de la
ensefianza y la aplicacion del cuestionario
final. Las entrevistas —cuyo propdsito
central fue evaluar el programa de
ensefianza— se integraron con tareas
nuevas que tenian metas en comun con el
programa didactico y el cuestionario;
ademas, permitieron una retroalimentacion
en Paulina.

Con las tareas iniciales que propusimos en
las entrevistas, revisamos la manera como
Paulina mantuvo lo cualitativo a la luz de
haber trabajado lo cuantitativo, el peso que
tuvo la imagen visual y lo perceptual en la
resolucién de las tareas. Luego, con las
entrevistas indagamos en el manejo que
Paulina dio a las tablas, el reconocimiento
en ellas de las razones y su expresién como
fracciones; asimismo, pudimos observar
cuando empled razones internas y
externas, el pasaje de un sistema simbolico
a otro y si planteé una situacién que la
condujera a utilizar una proporcién para
resolverla.

A continuacién, presentamos el desarrollo
y analisis de la primera entrevista, que tuvo
relaciéon con el modelo de ensefianza de
Blanca Nieves y los siete enanos.
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Observa el dibujo del ropero de Blanca Nieves Los enanos tienen un ropero proporcional al de Blanca Nieves

Eligelo de los siguientes cuatro que se te muestran:

LT iy
il

Cuadro 6. Primera parte de la entrevista.

Paulina midié tanto el largo como el ancho
del ropero de Blanca Nieves, asi como los
largos y anchos de los cuatro dibujos
mostrados para que eligiera la reduccion
solicitada. Una vez hecho esto, obtuvo las
razones en las que se encontraban las
magnitudes de algunas partes de la
reduccién con las correspondientes al
ropero original. Un segmento del dialogo
gue se sostuvo con ella en la entrevista se
muestra a continuacion:

—E: ¢En qué te basaste para elegir el
ropero de los enanos?

— P: Mediy el ropero B es proporcional al
de Blanca Nieves porque todas sus
razones son equivalentes (sefiala lo que
habia escrito: 12/8=6/4=3/2).

— E: ¢ Me puedes decir como obtuviste las
razones?

— P: Comparando las medidas del ropero
de Blanca Nieves con el ropero de los
enanos. Los numeradores de cada
fraccion son los que miden distintas
partes del ropero de Blanca Nieves; por

Cuadro 7. Seleccionar el ropero reducido.

ejemplo, el 12 es lo que mide de alto; 8
eslo que mide su base; 3 es lo que mide
el largo de una ventanita (indica uno de
los dibujos que representa un adorno
del ropero); 1.5 es el ancho de esa
ventanita. Los denominadores de las
fracciones son las medidas de esas
partes, pero del ropero de los enanos
(las medidas mencionadas por Paulina
estan dadas en centimetros).

Paulina se bas6 en la medicion para
establecer vinculos y llegar de este modo
a la determinacion de razones. También en
esta parte de la entrevista se hizo notorio
el apoyo que tuvo en lo perceptual, ya que
dijo: “El ropero A es larguisimo, el C es muy
ancho y el D es muy chiquito. Aunque medi,
también me fijé que esos tres no se ven
proporcionales al de Blanca Nieves”.

Asimismo, Paulina mostr6é un manejo de lo
conceptual cargado de sentido, al identificar
a la raz6n como una relacién y a la
proporcién como la relacion de



e———— Vinculo entre el pensamiento proporcional cualitativo y cuantitativo: el caso de Paulina 317

equivalencia entre razones (Hart, 1988), y no abandond el aspecto cualitativo, ya que
uso categorias verbales y el sentido com(n para constatar que el ropero elegido era el

correcto. Al respecto, escribid lo que se indica el Cuadro 8.

for
3 Lopeie de Blones

i
o
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Cuadro 8. Lo que escribié Paulina sobre la eleccion del ropero reducido.

En la segunda parte de la entrevista, se pidi6é hacer un dibujo con las condiciones que

se sefialan:

pero méas grande.

2. Haz el dibujo de un ropero que sea proporcional al de Blanca Nieves,

¢ Cémo obtuviste las medidas anteriores?

Paulina tom6 las medidas de cada parte
gue conformaba el ropero de Blanca
Nieves y las duplicé para hacer el dibujo
solicitado (Cuadro 9). Después de que
Paulina leyé en voz alta las indicaciones,
la entrevistadora le formulé algunas
preguntas:

— E: ¢Como lo vas a dibujar?

— P: Podria ser que el ropero de Blanca
Nieves seria la mitad de éste (sefala
la hoja donde iba a dibujarlo), la mitad
del grande y el grande el doble del de
Blanca Nieves.

— E: ¢El doble en cuanto a areao a
dimensiones lineales?
— P: En cuanto a las

lineales.

— E: Entonces, ¢cuanto van a medir las
dimensiones del ropero que vas a

dimensiones

dibujar?

— P: Si la base del ropero de Blanca
Nieves es 8 centimetros, aqui lo
podemos hacer de 16 centimetros
(midiendo con su regla traza el
segmento de la base). Si esto mide 12
centimetros (refiriéndose a la altura del
ropero de Blanca Nieves), seria 24
centimetros (traza el segmento
utilizando su regla).

Paulina midié cada parte del ropero de
Blanca Nieves y duplicé las medidas
obtenidas, empleando el algoritmo de la
multiplicaciéon hasta terminar de hacer el
dibujo, como se muestra a continuacion.
La accién de duplicar implica que Paulina
tenia fluidez en el manejo de los
operadores multiplicativos; en este caso,
el (x 2).
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Cuadro 9. Dibujo amplificado por Paulina.

Paulina no hizo operaciones por escrito, sino
mentalmente, y en voz alta duplicé los valores
de las magnitudes, lo cual indica su habilidad
en el célculo aritmético y en el uso del
operador natural (x2). Lo que dijo Paulina en
la entrevista, respecto a que las dimensiones
lineales del ropero de Blanca Nieves son la
mitad del grande o que las dimensiones
lineales de éste corresponden al doble de
las de Blanca Nieves, evidenci6 una claridad

en el manejo de la reciprocidad, lo cual
coincide con lo que sefala Piaget (1978a 'y
b) en cuanto a tal modalidad de reversibilidad.
El dominio de la reciprocidad muestra que
Paulina tiene un pensamiento con mayor
grado de abstraccion.

Enseguida, Paulina dibuj6é un ropero mas
pequefio, pero proporcional al de los enanos,
como se demandé en la entrevista:

mas pequefio.

3. Ahora haz un ropero que sea proporcional al de los enanos, pero que sea

¢ Como obtuviste las medidas anteriores?
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De las magnitudes obtenidas del ropero de los enanos, Paulina sacé la mitad de cada
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una empleando el algoritmo de la division, aunque no escribié ninguna operacion, ya
gue las hizo mentalmente. Al respecto, escribio lo siguiente:

b _

{Como obavist Immudi:haimim? oy madidos

obluve vre pYopovSiewal aole gque oy pequeho,

dal ‘@ gere
Y 1

Cuadro 10. Respuesta dada por Paulina.

El dibujo que hizo se presenta a
continuacion:

FT_-.-

54t

Cuadro 11. Dibujo reducido por Paulina.

Se notdé que Paulina tiene claras las
nociones tanto de reduccién como de
ampliacion, vistas desde la idea del dibujo
a escalay de la fotocopiadora. Ademas, al
usar el operador natural (x2) en la

ampliaciony el algoritmo de la division para
la reduccién, ocup6 implicitamente el
operador fraccional (x1/2). Esto se toma de
Dienes (1971ay b, 1972) cuando los nifios
estan multiplicando por uno y dividiendo
entre dos. Mas tarde aparece en lo
formulado por Kieren (1985).

El hecho de que Paulina, por un lado,
duplicara todas las magnitudes para hacer
la amplificacién y, por otro, obtuviera la
mitad de las mismas para hacer la
reduccién, reflejé el significado adecuado
del término proporcién. Ademas, el
sefialamiento que hizo respecto a que una
figura reducida o amplificada conserva la
misma forma, so6lo que cambia de tamario,
indicé que, aunque trabajé muy bien con
algoritmos, no quedd opacado su
pensamiento cualitativo.

Posteriormente, como parte de esta
primera entrevista, se le pidi6 a Paulina lo
que a continuacion se presenta:

4. Completa la siguiente tabla:

Baopsero

Alto {ain)

Ancho fam)

A

Blanca Nieves

Endikne
I

Escribe las razones en las que se encuentran las medidas de los altos
con respecto a los anchos de los roperos que tu quieras comparar .
Compara las razones que escribiste y di como son entre si
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Paulina primero llend la tabla con los datos
gue obtuvo de las medidas de cada ropero
y después escribio las razones externas
solicitadas, estableciendo la relacién entre
las magnitudes que obtuvo de la misma
tabla. Al respecto, dijo:

— P: El ropero A es de veinticuatro
dieciseisavos (escribio 24/16), el de
Blanca Nieves es de doce octavos
(escribio 12/8), lo que corresponde a
medidas establecidas en centimetros.

— E: ¢Qué es lo que estas escribiendo?

— P: Las razones.

Continud diciendo:

— P: El de los enanos es de seis cuartos
(escribio 6/4) y el del ropero D es de
tres medios (escribié 3/2), lo que
también corresponde a medidas
establecidas en centimetros.

— E: ¢ Como obtuviste las razones?

— P: Leyéndolas de la tabla.

— E: ¢ Qué leiste?

— P: Como me piden la raz6n del alto con
respecto al ancho de los roperos que
yo quisiera decir, primero lei cuanto
mide el alto del ropero Ay después su
ancho, es decir, larazon es veinticuatro
dieciseisavos y asi para los demas.

De acuerdo con Freudenthal (1983), es
posible interpretar que Paulina esta
adentrandose en un dominio incipiente de
los racionales, ya que presenta un buen
punto de partida para desarrollar el
manejo de estos nUmeros; aunque no es
sistemético, lo ser4& mas adelante.
También logré relacionar ambas
columnas de la tabla, lo cual indica que
entendio a la raz6n como una relacién
entre magnitudes, como la define Hart
(1988). Por otra parte, al comparar las
razones entre si, afirmé que son
equivalentes y que los roperos son
proporcionales y semejantes entre ellos.

Para determinar la equivalencia entre las
razones, Paulina us6 el algoritmo de la
simplificacién, al ir sacando mitades. Al
respecto, escribio:

24/16=12/8=6/4=3/2, simplificando (lo que
corresponde a medidas establecidas en
centimetros).

Con el fin de saber si las razones eran
equivalentes, Paulina recurrié a la division
del numerador entre el denominador de
cada fraccion, dandose cuenta de que en
todos los casos obtenia un entero y un
medio. Esto implica que manejo el factor
escalar como una constante, lo que
coincide con lo dicho por Vergnaud (1991).

En la dltima parte de esta entrevista se
pidio lo siguiente, que fue leido en voz alta
por Paulina:

5. Ahora, escribe la razéon en la que se
encuentran las medidas de la altura de dos
roperos y escribe la razon en que estan las
medidas de los anchos de esos mismos
roperos que elegiste.

Compara ambas razones entre si ¢,como son?

Paulina eligié el ropero A y el de Blanca
Nieves. Expres6 como fracciones a las
razones de sus largos con respecto a sus
anchos; las magnitudes que relaciono las
obtuvo de la tabla. Al respecto, mostramos
un fragmento de esta parte de la entrevista:

— E: ¢ Me puedes explicar qué es lo que
vas a hacer? (Después de un momento
de silencio y de que Paulina leyé en voz
baja las instrucciones, dijo):

—P: Vamos a comparar entre dos roperos
los largos y los anchos. Por ejemplo,
aqui podria ser 24/12 y 16/8 (sefiala las
dos columnas de tabla. Las medidas
corresponden a centimetros).
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Paulina tuvo cierta dificultad para identificar
gue las dos razones son equivalentes, lo
gue se nota en la trascripcion:

—P: Porque 24 no es el doble de 16 ni 12
es el doble de 8 (sefiala tanto los
numeradores como los denominadores
de cada fraccién). Para que sean
equivalentes debo de simplificar; por
ejemplo, 24/6 es equivalente a 12 /3
porque dividi arriba y abajo entre 2.

Finalmente, reconocié la relaciéon de
equivalencia entre ellas:

— P: 24 centimetros es el largo del ropero
A, y 12 centimetros es lo que mide su
base, mientras que 16 centimetros es
el largo del ropero de Blanca Nieves y
8 centimetros es su ancho (sefiala los
dibujos de los roperos). Si el largo del
ropero A es el doble de su ancho (indica
las magnitudes tanto en la figura como
en la fraccion), es decir, si 24 es el doble
de 12 y 16 es el doble de 8 (sefiala en
la tabla) entonces son equivalentes,
pues estan en la misma razon, es decir,
al doble.

Al principio, se observé en Paulina un arraigo
en el algoritmo referido a que dos fracciones
son equivalentes si tanto el numerador como
el denominador son multiplicados o divididos
por un mismo numero; es decir, tiene un
buen manejo de los operadores
multiplicativos. Sin embargo, al apoyarse en
el dibujo, se dio cuenta que las magnitudes
de los largos de los roperos con respecto a
las de sus anchos eran el doble y que este
consiste en otro procedimiento para
determinar la equivalencia entre dos razones.
Lo visual cobré mucha fuerza para que
Paulina saliera del problema.

Esta situacion mostré como Paulina pudo
transitar de un registro a otro (del dibujo al
numérico) y la conexiéon de ambos le
permitié no sélo llegar a una respuesta
correcta, sino dejar asentado lo visto
durante las sesiones del programa de
ensefianza.

Conclusiones

Paulina mostré un fuerte avance en torno
a dos aspectos importantes: el desarrollo
de su pensamiento cualitativo sobre la
razény la proporciony la carga de sentido
que le dio al empleo de algoritmos.
Ademas, evidenci6 en la resolucion de las
distintas tareas la fuerza que cobré el dato
perceptual y el apoyo en su experiencia, lo
cual implicé el desarrollo alcanzado en el
terreno cualitativo de la proporcionalidad.

El trabajo algoritmico nos permitié explorar
el reconocimiento tacito de los operadores
en los que Paulina estaba pensando, tanto
naturales como fraccionarios. Estos Ultimos
los aplico en forma implicita, al multiplicar
un valor por un nimero, como primer paso,
luego al dividir lo obtenido entre otro
nimero, o dividir primero y multiplicar
después. Tal procedimiento remite a
Dienes (1971ay b, 1972) y a Kieren (1985).

A nivel de la construccién de significados,
éstos fueron enriquecidos junto con los
procesos de significacion; en lo tocante a
su designacion, Paulina lleg6 a usar los
términos matematicos correspondientes.
Finalmente, Paulina llegé a construir los
conceptos de razén y proporcion, 1o que
se notd por su aplicabilidad en distintos
ambitos y por el uso de los distintos modos
de representacion.

321
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