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RESUMEN

En este articulo se utilizan algunas herramientas tedricas que aporta el enfoque
ontosemiético de la cognicién matematica (Godino, 2002), a fin de estudiar como se
pone en juego una red de objetos y funciones semiéticas en el fragmento de un libro del
20. curso de Bachillerato —representativo de la introduccion a la integral definida— en
estudiantes de la Comunidad Auténoma de Andalucia (Espafia). El andlisis tiene como
propdsito caracterizar la complejidad ontosemiética de dicho texto y los conflictos
semioticos potenciales que se pueden producir en los estudiantes que lo usen.
Previamente, se presenta una sintesis del marco tedrico, que incluye la teoria de los
significados institucionales y personales de los objetos matematicos y la teoria de las
funciones semiéticas.
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semiético, conflicto semidtico.

ABSTRACT

In this paper some theoretical tools are utilized that contributes the ontosemiotic approach
of the mathematical cognition (Godino, 2002), in order to study how is put into play a
network of objects and semiotic functions in the fragment of a textbook of the second
course of High School —representative of the introduction to the defined integral— in
students of the Autonomous Comunity of Andalucia (Spain). The analysis has as purpose
to characterize the ontosemiotic complexity of the text and the potential semiotic conflicts
that can be produced in the students that use it. Previously, a synthesis of the theoretical
framework is presented, that includes the theory of the institutional and personal meanings
of the mathematical objects and the theory of the semiotic functions.
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RESUMO

Neste artigo sdo utilizadas algumas ferramentas teéricas que aportam o enfoque
ontosemiético da cognicdo matematica (Godino, 2002), a fim de estudar como se p&e
em jogo una rede de objetos e fungdes semidticas de fragmentos de um livro de iniciagao
ao Calculo Diferencial e Integral —representativo da introdugdo a integral definida— em
estudantes de Comunidade Autdbnoma de Andaluzia (Espanha). A andlise tem como
propésito caracterizar a complexidade ontosemiética de tal texto e os conflitos semidticos
potenciais que se podem produzir nos estudantes que as usam. Previamente, é
apresentado uma sintese do marco tedrico, que inclui a teoria dos significados
institucionais e pessoais dos objetos matematicos e a teoria das fungGes semidticas.

® PALAVRAS CHAVE : Educagdo Matematica, analise matematico, andlise
semiético, conflito semiético.

RESUME

Dans cet article sont utilisés certains outils théoriques fournis par une approche
ontosémiotique de la cognition mathématique (Godino, 2002) afin d’étudier la mise en
jeu d'un réseau d'objectifs et de fonctions sémiotiques dans le fragment d’un livre de
lére — représentatif de I'introduction a I'intégrale définie — dans les étudiants de la
Communauté Autonome d’Andalousie (Espagne). L'analyse a pour objectif de caractériser
la complexité ontosémiotique du texte précédemment mentionné, et les conflits
sémiotiques potentiels qui peuvent se produire chez les éléves qui en font usage. Une
synthése du cadre théorique contenant la théorie des significations institutionnelles et
personnelles des objets mathématiques et la théorie des fonctions sémiotiques est
préalablement présentée.

e MOTS CLES : Education Mathématique, analyse mathématique, analyse
sémiotique conflit sémiotique.

1. INTRODUCCION

Un objetivo prioritario de nuestra
investigacion en Didéactica de la
Matematica —mas concretamente, en
Didactica del Andlisis Matematico— es
estudiar los fenébmenos didacticos que
acontecen en los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las Matematicas, para lo
cual adoptamos una perspectiva teorica
que se sitla tanto en el programa cognitivo

como en el epistemoldgico. Con el primero
compartimos la preocupacién por los
procesos cognitivos del sujeto desde un
punto de vista semiotico, como pueden ser
la construccién de los significados
personales o la interpretacion de los
simbolos puestos en juego. En cuanto al
segundo, asumimos la tesis del programa
epistemoldgico, el cual afirma que en el
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estudio de los problemas didacticos del
aula es fundamental problematizar el
propio conocimiento matematico; es decir,
no considerarlo como transparente®.

Por otra parte, el importante papel que
actualmente se le asigna a la interaccion
en la construcciéon del conocimiento
matematico (Lerman, 1996) conduce a que
la matematica escolar sea vista como una
produccién social en la que, obviamente,
la semidtica juega un papel determinante®.
Godino y Batanero sefialan: “El papel
relevante de los sistemas de signos, dados
por la cultura, como mediadores entre los
estimulos del medio y las respuestas del
sujeto es resaltado por Vygostky (1934),
guien presenta, asimismo, la actividad
como elemento esencial de su teoria del
aprendizaje. Estos sistemas de signos no
s6lo tienen una funcidén comunicativa, sino
un papel instrumental que modifica al
propio sujeto que los utiliza como
mediadores” (1994, p. 335). Desde esta
perspectiva, el lenguaje matematico (los
signos) no se entiende como un espejo de
la realidad, sino como una herramienta que
se usa en la construccion del
conocimiento. Debido a que el uso de los
signos en la instruccion matematica esta
ligado a la interpretacion que se haga de
ellos, la semiética que adquiere relevancia
es la que concierne a la version
pragmatica, en el sentido de estudiar la
relacion entre los signos y los sujetos que
los utilizan en contextos especificos.

Hay que tener en cuenta que entre el saber
cientifico y el saber del alumno hay todo
un complicado proceso de transposicion
didactica que tiene diversas fases
(programas ministeriales, programaciones
de centro, de area, de aula...). En ellas
sobresale, por su especial incidencia en la
ensefianza, el papel que juegan los
manuales en tal proceso de transposicion
didactica. De aqui que, centrdndonos en
la ensefianza del objeto matematico
integral definida, formulemos las siguientes
preguntas para su aprendizaje:

e ;COmo se presenta el objeto
integral definida en los libros de texto de
Bachillerato%?

® ;Qué conocimientos e
interpretaciones de los términos, simbolos
y expresiones linguisticas son necesarios
gue el lector ponga en juego para
comprender el texto y construir los nuevos
conocimientos?

® ;Cuales son los puntos criticos
(conflictos semiédticos potenciales) en la
trayectoria semidtica construida por el
libro?

Para poder responder a estas preguntas
sobre el andlisis de manuales, y tomando
en cuenta todo lo dicho anteriormente,
utilizaremos la técnica del analisis
ontosemiético, que se desarrolla en el
enfoque ontolégico de la cognicion

4 El término “transparente” se utiliza en el sentido de conceder a la sustantividad del propio concepto matematico la
parte de responsabilidad que tiene —y, en general, es mucha- en las dificultades de aprendizaje. De esta forma, nos
alejamos de posturas ingenuas y excesivamente pedagdgicas, cuya hipotesis de aprendizaje es “una buena distribucion
por objetivos y una buena metodologia deben ser suficientes para que el alumno aprenda”, lo cual conlleva al fracaso

académico del estudiante.

5 Dentro del paradigma cognitivo, investigadores relevantes como Duval (2000) conceden a las representaciones
semidticas matematicas —constituidas por un sistema particular de signos y que se caracterizan por poder convertirse en
otras representaciones semiéticas— un papel clave en el aprendizaje matematico.

6 Estudiantes de secundaria superior, 16 y 17 afios.
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matematica (Godino, 2002).
Consideramos que dicha técnica permite
un estudio pormenorizado de la actividad
matematica, aportando una explicacion a
fendmenos didacticos que suelen darse en
el aulay que se han puesto de manifiesto
desde diferentes marcos teoricos.

Dado que un libro de texto se puede
considerar como la “transcripcion” de un
proceso instruccional, o como un
componente de apoyo clave en tales
procesos, un método de andlisis que
permite describir la complejidad de objetos
y significados puestos en juego nos parece
de gran interés didactico. En este trabajo
vamos a ejemplificar tal metodologia,
aplicandola a un fragmento de un libro de
texto de amplio uso en la Comunidad
Autébnoma de Andalucia (Espafia).

2. MARCO TEORICO

A continuacién presentamos una sintesis
del marco tedrico que utilizamos, el cual
se designa como “enfoque ontosemiético”
de la cognicién e instruccién matematica,
y es desarrollado por Godino y sus
colaboradores (Godino y Batanero, 1994;
Godino, 2002; Godino, Contreras y Font,
en prensa; Contreras, Font, Luque y
Ordéiiez, 2005).

El enfoque ontosemiético (EOS) se
configura en torno a los tres modelos
tedricos siguientes:

a) Teoria de los significados —
sistémicos— institucionales vy
personales de los objetos matematicos,
TSS (Godino y Batanero, 1994), que
es —al menos en parte— equivalente al
componente epistemoldgico de la
teoria antropolodgica desarrollada por
Chevallard (1992, 1997), ya que ambas

parten de los presupuestos de tipo
antropolégico sobre las matematicas de
la filosofia de Wittgenstein (1987). Esto
quiere decir que consideramos las
matematicas como una actividad
humana, mediada por instrumentos
linglisticos o de otro tipo, y relativa a
los contextos institucionales, como los
socioculturales. Dichos postulados
fueron formulados por Wittgenstein en
Investigaciones  filoséficas 'y
Observaciones sobre los fundamentos
de las matematicas.

b) Teoria de las funciones semioticas,
TFS (Godino, 2002), que es el germen
de una teoria semidtico-cognitiva
basada en presupuestos linguisticos
(Hjemslev, 1971; Eco, 1979), cuyos
elementos basicos son las entidades
primarias con sus diferentes facetas o
dimensiones del conocimiento.

c) Teoria de las configuraciones
didacticas, TCD (Godino, Contreras y
Font, en prensa), en la que se modeliza
la ensefianza y aprendizaje de un
contenido matematico como un proceso
estocéstico multidimensional
compuesto por seis subprocesos
(epistémico, docente, discente,
mediacional, cognitivo y emocional),
con sus respectivas trayectorias y
estados potenciales.

2.1. Significados

La TSS considera a los objetos
matematicos como entidades que surgen
al realizar sistemas de practicas
correspondientes a un campo de
problemas. De esta forma, los objetos
matematicos personales se definen como
“emergentes del sistema de practicas
personales significativas asociadas a un
campo de problemas” (Godino y Batanero,
1994, p. 335). Los objetos personales
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cobran forma — van apareciendo— en un
aprendizaje motivado por la propia
practica; los presupuestos de tipo
pragmatico definen al significado personal
de un objeto como “el sistema de practicas
que efectlia un sujeto para resolver el
campo de problemas del que emerge el
objeto en un momento dado”. (Godino y
Batanero, 1994, p. 341).

Por otra parte, puede considerarse que los
objetos matematicos nacen
progresivamente de los sistemas de
practicas socialmente compartidas en una
institucion, ligadas a la resolucién de cierto
campo de problemas matematicos. Puesto
gue las practicas pueden variar segun la
institucion en que se realizan, se ha de
conceder al objeto una relatividad. En
Godino y Batanero (1994) se define el
significado de un objeto institucional como
“el sistema de practicas institucionales
asociadas al campo de problemas de las
gue emerge en un momento dado” (1994,
p. 340).

En el EOS se entiende a la comprension,
esencialmente, como una competencia
gue posee el alumno, no tanto como un
proceso mental. Desde tal punto de vista,
diremos que un alumno comprende un
determinado objeto matematico cuando lo
usa de manera competente en diversas
practicas. Es decir, la capacidad se traduce
en la realizacién de préacticas que son
evaluables publicamente.

Las representaciones juegan un
importante papel en la comprensién
matemética, como se muestra en
Contreras, Luque y Ordofiez (2004),

Contreras, Font, Luque y Ord6fiez (2001)
y Font (2000). Ademas, la influencia
comprensién-representacion es reciproca
ya que, por una parte, el tipo de
representacion ostensiva que se utilice
incide en el tipo de comprension generada
en el alumno; por otra, el modelo de
comprensién del alumno determina la clase
de representacién ostensiva que se puede
utilizar. En este sentido, comprender un
objeto matematico, en tanto que uso
competente, requiere utilizar diferentes
representaciones y convertir una
representacién en otra.

2.2. Entidades primarias

La relacion entre los signos usados para
codificar el conocimiento y los contextos que
sirven para establecer su significado ha sido
modelizada por diversos autores mediante
esquemas de tipo triangular. Entre ellos,
destacan los propuestos por Peirce’ (1965),
Ogden y Richards (1984), asi como la
interpretacién que hace Steinbring (1991), la
cual denomina como triangulo epistemoldgico,
cuyos elementos son concepto, signo/simbolo
y objeto/contexto de referencia. Inspirados en
esta triada, asi como en la tripleta conceptual
de Vergnaud (1982), se esboza un modelo
tedrico que incluye los siguientes tipos de
entidades primarias:

1. Lenguaje (términos, expresiones,
notaciones, graficos). Los tipos de
lenguaje que se consideran son:

- Lenguaje natural.

- Lenguaje analitico, correspondiente al
uso del lenguaje simbdlico propio de la
Matemética.

7 Como sefiala Ferrater (1994), Peirce formuld la maxima pragmatica como resumen de que “toda la funcién del
pensamiento es producir habitos de accién” y “lo que significa una cosa es simplemente los habitos que envuelve”. Esto
es bastante similar a nuestra propuesta teérica, ya que considera que el significado de un objeto es el sistema de
practicas puestas en juego en la resolucion de un cierto campo de problemas.
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- Lenguaje gréfico, entendido en
sentido amplio. Es decir, cualquier
representacion grafica que se utilice,
bien sea de una funcién, un dibujo
representativo...

- Lenguaje numeérico.

Mediante el lenguaje (ordinario y
especifico matematico) se describen o
ponen en juego otros objetos no
linglisticos:

2. Situaciones, que incluyen problemas
mas o menos abiertos, aplicaciones
extramatematicas o intramatematicas,
ejercicios, etc. Son las tareas que
inducen la actividad matemética.

3. Acciones del sujeto ante las tareas
matematicas (operaciones, algoritmos,
técnicas de calculo, procedimientos).

4. Conceptos, dados mediante
definiciones o descripciones (nimero,
punto, recta, media, funcién).

5. Propiedades o atributos de los
objetos mencionados, que suelen
darse como enunciados o0
proposiciones.

6. Argumentaciones, en las que
distinguimos dos tipos. Las que se
realizan de modo heuristico, usando la
intuicion, y que estan encaminadas a
validar determinadas actuaciones
(como puede ser una resolucién de un
problema o una argumentacion l6gica),
se denominaran justificaciones o
validaciones. Las que validan
formalmente una proposicién las
[lamaremos deducciones o]
demostraciones.

Estos seis tipos de objetos, que podemos
calificar de matematicos porque ponen en
juego en la actividad matematica, son los

constituyentes primarios de otros objetos
mas complejos u organizaciones
matematicas, como sistemas
conceptuales, teorias, etc. Cabe sefialar
que las entidades lingiisticas tienen un
papel representacional —se ponen en lugar
de las restantes— y también instrumental,
es decir, también deben contemplarse
como instrumentos de la actividad
matematica. Aunque mucha actividad
matematica es mental, poco podriamos
avanzar en el trabajo matematico si no
tuviéramos el recurso de la escritura, la
palabray los restantes registros materiales.

2.3. Facetas o dimensiones de las
entidades

Las entidades matematicas, de acuerdo
con el juego de lenguaje en que participan,
pueden ser consideradas desde las
siguientes facetas o dimensiones duales:
1. Personal-institucional : Ya la definimos
en los apartados 2y 2.1.

2. Ostensiva-no ostensiva : Los objetos
personales y los institucionales se
pueden considerar como objetos no
ostensivos. Ahora bien, cualquiera de
estos objetos se usa en las précticas
publicas por medio de sus ostensivos
asociados. Las expresiones simbdlicas,
el texto, las figuras, las graficas o los
gestos que se usan en las practicas
publicas son ostensivos (escritos, orales
0 gestuales).

3. Intensiva-extensiva/Ejemplar-tipo
La TFS interpreta la distincidn extensivo-
intensivo en un sentido linglistico, esto
es, como equivalente a la distincién entre
el ejemplar (algo particular, que se
determina por si mismo) y el tipo (objeto
genérico que define una cierta clase o
conjunto de objetos).
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4. Elemental-sistémica : El significado de
un objeto se considera como un conjunto
de précticas en las que el objeto en cuestion
es un dato esencial. Tal punto de vista
conlleva que un objeto se pueda considerar
como un solo elemento o bien como un
conjunto sistémico de practicas en las que
este objeto interviene con otros,
estableciendo determinadas relaciones. La
dialéctica elemental-sistémica comporta que
los objetos (personales o institucionales)
tengan que ser vistos como nudos de una
red; estos nuevos objetos, a su vez, se
pueden entender de manera sistémica. Por
tanto, tenemos una red de nudos que
también son redes de nudos y asi
sucesivamente.

5. Expresién-contenido : En su teoria del
lenguaje, Hjemslev (1971) usa las nociones
de signo, expresién y contenido. La palabra
signo la aplica a la entidad generada por la
conexién entre una expresion y un
contenido, que son los funtivos entre los que
la funcion de signo establece una
dependencia.

Con respecto a las practicas matematicas,
los distintos objetos que intervienen en ellas
no se deben concebir como entidades
aisladas, sino puestas en relacién unas con
otras. Si se toma en cuenta el caracter
esencialmente relacional de la actividad
matematica, la relacion expresién-contenido
se realiza por medio de una funcién
semibtica, entendida como la
correspondencia entre un antecedente
(expresién) y un consecuente (contenido)
gue establece un sujeto (persona o
institucion), de acuerdo con un cierto criterio
0 codigo de correspondencia. Enla TFS se
considera que cualquier objeto puede
desempefiar el papel de expresion o
contenido en una funcién semiética, con lo cual
se establece la semidtica connotativa como
aquella en la que el plano de la expresion esta
constituido por otra funcion semidtica.

Expresion | Contenido

Expresion Contenido

Es decir, la nocion de funcion semidtica se
puede concebir, al menos metaféricamente,
como “una correspondencia entre conjuntos”,
poniendo en juego tres componentes:

a) Un plano de expresion (objeto
inicial, considerado como significante).

b) Un plano de contenido (objeto
final, considerado como el significado
del signo, esto es, lo representado, lo
gue se quiere decir, a lo que se refiere
un interlocutor).

¢) Un criterio o regla de
correspondencia, esto es, un codigo
interpretativo que regula la correlacion
entre los planos de expresion y
contenido, estableciendo el aspecto o
caracter del contenido referido por la
expresion.

Tanto el objeto inicial como final pueden
estar constituidos por uno o varios de los
tipos de entidades primarias consideradas.
Es decir, los tipos de entidades primarias
pueden desempefiar el papel de expresién
o de contenido en las funciones semiéticas.
Ademas, en Godino (2002) se afirma que
“las relaciones de dependencia entre
expresion y contenido pueden ser de tipo
representacional (un objeto se pone en
lugar de otro), instrumental u operatoria (un
objeto usa a otro u otros como instrumento)
y componencial o cooperativa (dos 0 mas
objetos componen un sistema del que
emergen nuevos objetos). De esta manera,
la semidtica que proponemos generaliza
de manera radical la nocién de
representacion, tan usada en las
investigaciones cognitivas realizadas en
educacion matemética” (2002, p. 252).
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2.4. Andlisis ontosemidtico

El analisis ontosemiético de un proceso
instruccional consiste en identificar la
trama de funciones semiédticas que
establecen los agentes participantes
(manual-profesor, manual-alumnos,
profesor-alumnos) en los procesos de
comunicacion; serd, pues, la indagacion
sistematica de lo que puede significar el
texto. El estudio de la complejidad
semidtica permite formular hip6tesis sobre
conflictos semid6ticos potenciales. Se
entiende por conflicto semiético a “la
disparidad o desajuste entre los
significados atribuidos a una misma
expresion por dos sujetos —personas o
instituciones— en interacciéon comunicativa
y pueden explicar las dificultades y
limitaciones de los aprendizajes y las
ensefianzas implementadas” (Godino
2002, p. 258).

En el analisis ontosemidético de un texto
se tendran en cuenta:

e Los agentes involucrados : el lector
del texto (estudiantes), el autor del texto
y la persona que realiza el analisis
(investigador).

e Objetos puestos en juego : entidades,
expresiones, contenidos y codigos
interpretativos.

e Diversos
semidticas .

tipos de funciones

Si, ademas, consideramos el orden en
dichos elementos que aparecen a lo largo
de un determinado proceso de instruccién
(lo que se denomina trayectoria semidtica),
este tipo de analisis ayudara a formular
hipétesis sobre puntos criticos del proceso
instruccional en los que puede haber
lagunas o vacios de significacién, o bien
disparidad de interpretaciones que

requieran fases de negociacién de
significados y cambios en el proceso de
estudio. El texto sometido a analisis puede
ser el fragmento de una leccion, la
trascripcién de un proceso de resolucién
de unatarea, entrevistas individuales o los
protocolos de las interacciones entre
profesor y alumnos.

3. LA INTEGRAL DEFINIDA EN LA
ENSENANZA

Las investigaciones sobre la ensefianza de
la integral definida generalmente han
estado asociadas a dos factores
fundamentales. Por una parte, se han
analizado las dificultades de comprension
de los estudiantes en cuanto al concepto,
donde tiene una gran implicacién el objeto
matematico limite. Por otra, debido a las
dificultades anteriores, el sesgo en cuanto
al uso de la integral definida hacia una
cierta exclusividad de la algoritmizacion en
el calculo ha conducido a un sentido
algebraico del concepto muy lejano de su
interpretacion como resultado de los
procesos de cambio. A continuacion, se
efectia un breve analisis de los
antecedentes sobre estas cuestiones, que
ayudara a situar el analisis semiético en
torno a la integral definida.

En una investigacion experimental con
estudiantes de secundaria, Orton (1983)
pone de manifiesto que la integracion como
una suma constituye un obstaculo
epistemoldgico para la comprension de la
nocion. Ademas, observa que es una
postura ingenua considerar que, por medio
de ciertas habilidades de calculo con
integrales estrechamente ligadas a la
integral como antiderivacién, se puede
llegar a la comprension de la integracion.

Schneider (1988), en las consideraciones
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que efectla tras afios de experiencia en
la ensefianza de la integral, muestra las
grandes dificultades de los estudiantes en
cuanto al teorema fundamental del célculo
integral. Resulta especialmente relevante
la existencia de algunos obstaculos que
dificultan el conocimiento de la integral: por
una parte, que el area se calcule mediante
un proceso infinito de suma de rectangulos
y, Ssin embargo, el resultado sea un nimero
finito; por otra, la eleccion de los
indivisibles como elementos intuitivos para
la comprensién del &rea puede conducir a
lo que Schneider denomina obstaculo de
la heterogeneidad de las dimensiones,
ligado a situaciones en las que se toma
un elemento diferencial de orden inferior
a la magnitud inicial.

Al analizar los resultados de una
investigacion hecha con alumnos de
secundaria y primer afio de universidad,
Labrafia (2001) llega a Vvarias
conclusiones:

1) Los aspectos tedricos se exponen
en los manuales de una forma poco
comprensible para los estudiantes.

2) Hay un sesgo importante al
considerar a la integracion como el
célculo de éreas, e incluso se llega a
centrar en los célculos aritméticos de
suma Yy resta sin relacionarlos con el
area.

3) El célculo con primitivas ocupa un
papel relevante, relegando el concepto
de integral definida a un valor
puramente testimonial.

Farfan (1997) sefiala como premisa para
una adecuada ensefianza del Célculo que
el actual discurso matematico escolar del
mismo, basado en aspectos rigurosos de
la disciplina, no es el mas apropiado para
la comunicacion de ideas matematicas; por

ello, es necesaria una reconstruccién
histérica de ellas que, huyendo de los
anacronismos, permita conducir nuestra
labor educativa.

En este sentido, Cantoral (2000), desde la
perspectiva de la construcciéon social del
conocimiento matematico avanzado,
resalta la articulacién de consensos en los
grupos humanos para favorecer imagenes
colectivas capaces de ser compartidas por
los individuos. Analiza la introduccion de
la integral definida en diversos momentos
histéricos, segun el programa teérico de
que se trate, con lo cual distingue la integral
de Cauchy-Riemann, la de Newton-Leibniz
y la de Wallis, y sefiala: “Cada una de las
tres representaciones se ve acompafada
de explicaciones diferentes. La primera
alude a la aproximacion, la tercera a la
nocién de promedio y la segunda a la de
acumulacién” (2000, p. 4). Es decir, el
estudio epistemoldgico-histérico da pistas
sobre la conveniencia o no de estudiar uno
u otro significado para el aprendizaje de la
integral. Sin embargo, como resalta
Cantoral, el consenso escolar de estudiar
la integral de Cauchy-Riemann obedece,
mas que a necesidades escolares, a
mecanismos de consenso.

Turégano (1994) lleva a cabo un estudio
sobre los conceptos en torno a la medida
y el aprendizaje del Calculo Infinitesimal.
La finalidad de su investigacién es
encontrar un modelo dentro del contexto
matematico (definicién de integral
alternativa a la de Riemann) para elaborar
una propuesta didactica que permita
introducir, a nivel conceptual, la integral
definida en estudiantes de Secundaria que
no han sido iniciados en el estudio del
Célculo Infinitesimal. La integral seria la
primera introduccion al andlisis, tomando
como punto de partida el célculo de areas
planas y basandose en la definicion
geométrica de integral definida, presentada
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por Lebesgue (1928) La hipotesis de
trabajo de Turégano, siguiendo la corriente
constructivista, es que los estudiantes
pueden aprender de forma intuitiva
conceptos de Calculo antes de dominar las
habilidades algoritmicas, utilizando la
visualizacion a través del ordenador para
dar significado al concepto de integral
definida y sus propiedades mediante la
idea de area bajo una curva.

En este trabajo nos preguntamos sobre
qué tipo de dificultades tienen los
estudiantes con la ensefianza-aprendizaje
de la integral definida por medio del
significado de Cauchy-Riemann. A este
respecto, Czarnocha y otros (2001)
amplian el estudio de Orton (1983) y
muestran en un estudio realizado a 32
estudiantes universitarios, usando la teoria
APQOS, que las dificultades de este tipo de
significado estan intimamente ligadas al
proceso de paso al limite. Dichos autores
ponen de manifiesto que no existe una
adecuada coordinacién entre la
representacion grafica y la numeérica, lo
cual les lleva a proponer cambios
curriculares.

Desde nuestra perspectiva, consideramos
gue un analisis ontosemiotico de la manera
en que se introduce la integral definida en
los manuales escolares puede aportar
explicaciones complementarias a las
dificultades en el aprendizaje de tal objeto
matematico, al mostrar la trama de objetos
y relaciones que establecen entre ellos.
En el siguiente apartado vamos a aplicar
dicha técnica a un fragmento de un
manual escolar que utiliza el significado
de Cauchy-Riemann para estudiar la
integral definida. Este texto es
ampliamente utilizado en el Bachillerato
espafiol y representa la tipica
introduccién de dicho concepto
actualmente, como se muestra en
Contreras et al (2003).

4. TRAYECTORIA ONTOSEMIOTICA
CORRESPONDIENTE A UN MANUAL

A continuacion, analizaremos un fragmento
de un libro de 2° de Bachillerato (Bescés y
Pena, 1999), ampliamente usado en
Espafia, desde el punto de vista de los
objetos y significados que se ponen en
juego (ver Anexo).

En primer lugar, para poder situar el analisis
ontosemidtico, se hara un macroanalisis del
texto en el que se desarrolla el objeto
integral definida. Este se aborda en el tema
7 del manual, de manera posterior a la
integral indefinida (que se ha definido como
inversa de la derivada, utilizando la nocién
de primitiva), bajo el titulo “Aplicaciones de
la integral”, lo cual ofrece una idea de que
el interés de los autores se centra en las
aplicaciones del célculo integral, mas que
en el propio concepto de integral definida.

Ahora bien, el tema 7 aparece dividido en
seis apartados; el primero corresponde al
area definida bajo una curva, donde se
introduce el area de unaregion del plano,
y posteriormente se particulariza el area
de una region del plano limitada por la
grafica de una funcion continua. El area
se define como el limite de dos
sucesiones —creciente y decreciente—
tocante a las sumas inferior y superior de
las areas que delimitan la grafica de la
funcién (sumas de Riemann).

En este trabajo analizamos el ejemplo del
area de una regién del plano, propuesto
por Bescés y Pena, como un paso previo
al estudio del area de la regién del plano
limitada por una funcién continua (que
son preconceptos), pues se considera
muy importante de cara a la definicién del
concepto de integral definida mediante las
sumas de Riemann.
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Dentro del segundo apartado se formaliza
lo anterior, al definir la integral definida de
una funcidén continua en un intervalo [a, b]
como el area de una regién limitada por la
grafica de la funcién y por las rectas
x=a y x=b. Por (ltimo, se estudian las
propiedades de la integral definida.

El tercer apartado enuncia y demuestra el
teorema del valor medio, el teorema
fundamental del célculo y la regla de
Barrow, lo cual permite dar entrada al
célculo de integrales definidas.

Los tres apartados restantes se dedican
al calculo de areas de regiones planas,
volumenes y otras aplicaciones. Por ultimo,
aparece un apartado denominado
Estrategias, donde se estudia la integral
definida para funciones no continuas, se
amplia el calculo de areas para regiones
comprendidas entre varias funciones y se
desarrolla la integracion numérica

Una vez realizado el macroandlisis del
texto correspondiente al objeto integral
definida, se pasara el analisis
ontosemidtico de una parte del texto
anterior (ver Anexo). Para ello, se centrara
la atencién en identificar la trama de
funciones semiéticas, que mostrara los
posibles conflictos semiéticos potenciales
para los estudiantes que lo utilicen. Con
dicho fin, descompondremos el texto en
unidades de analisis donde identificaremos
la trama de entidades y las relaciones
puestas en juego, tanto entre las distintas
entidades como entre las distintas
unidades. A continuacion, detallaremos las
unidades que distinguimos.

U,: “En la presente unidad se define el area
de una region del plano. El problema es
que sdlo sabemos calcular el area de
algunas figuras planas, las que estan
delimitadas por segmentos de recta y arcos
de circunferencia”.

Esta unidad plantea el tipo de situacion que
el nuevo objeto matematico va a resolver.
Se puede dividir en dos subunidades:

a) U, ,: “En la presente unidad se define
el area de una region del plano”.

En esta subunidad se expone la
situacion general por medio de un
lenguaje natural. Se utiliza, por tanto,
una situacion general, es decir, en su
faceta intensiva, para situar al lector en
el objeto de estudio. Se alude al
concepto de area ya estudiado en la
educacion secundaria obligatoria,
dando por supuesto que el lector lo
conoce desde la oOptica de las
magnitudes. Por lo general, esto no es
cierto, puesto que algunos alumnos
carecen de un conocimiento del area
como magnitud, reduciendo su
conocimiento a la medida del area a
través de un punto de vista numérico,
por medio de las formulas.

Turégano (1994), en un andlisis sobre
las investigaciones relativas al concepto
de area que no implican procesos
infinitos, apunta las dificultades que
tienen los alumnos ante tal nocion.
Indica, por ejemplo, la tendencia a
utilizar formulas de forma rutinaria sin
poder aplicarlas a la resoluciéon de
problemas simples, o que para Hildret
(1983), “el hecho de estimar el area con
cierto grado de exactitud es una
compleja labor que involucra otra serie
de conceptos y habilidades” (1994, p.
53). Ademas, sefiala: “La experiencia
gue tiene el nifio de la medida
normalmente empieza con el nimero
y, a veces, se limita a eso con pocas 0
ningunas oportunidades para explorar
los principios primeros sobre los que se
basa la medida” (1994, p. 52). Mas
adelante, puntualiza: “Tierney et al.
(1990) estudian los conceptos de area
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en futuros profesores de Primaria,
descubriendo que muchos de ellos no
tienen ninguna imagen mental del &rea,
dependen de formulas memorizadas y
utilizan incorrectamente medidas
lineales para calcular areas” (1994, p.
55).

b) U, ,: “El problema es que solo
sabemos calcular el area de algunas
figuras planas, las que estan
delimitadas por segmentos de recta y
arcos de circunferencia’.

En este caso se define la situacion,
indicando que los conocimientos
adquiridos hasta ahora son
insuficientes para resolverla. Los
autores del manual establecen una
funcion semidtica entre la situacion
general anterior, U, vy la nueva
situacion, U, , (Figura 1):

Situacién que se
conoce (U, ,)
(intensivo)

Situacion que se| Es
conoce (U, ,)
(intensivo)

1

Figura 1.

Con esta funcién semidtica se pretende
hacer referencia a objetos ya
aprendidos, dotando a la vez de sentido
ala nueva situacion planteada. Se deja
a cargo del lector que distinga los casos
donde puede utilizar los conocimientos
previos para calcular areas y donde no
puede hacerlo. De esta manera, se
admite de forma transparente que
detectara las carencias en el calculo de
areas, visto en etapas anteriores, y
sentira la necesidad del nuevo método.
Sin embargo, esto puede no ser asi, ya
gque es posible que el lector no
establezca FS, con lo que el nuevo
problema no tendra conexién con
ningln conocimiento previo. Ser4 un
nuevo objeto de conocimiento bastante

descontextualizado, originando una
division de la matematica en
compartimentos estancos.

U,: “Si se nos presenta una region como la
que muestra la figura 7. 1. a., s6lo podemos
establecer una aproximacion de su drea
mediante un sistema de cuadricula’.

En primer lugar, hay que observar que la
imprecisién en el lenguaje puede conducir
al lector a conflictos semidticos. La
confusion del area como magnitud con su
medida, ademas del término regién,
supone eludir dos funciones semiéticas
importantes para la comprension del texto.
Por una parte, la funcidén semiética de
expresion regién y contenido area como
magnitud; por otra, la funcién semidtica de
expresion del area como magnitud y de
contenido como medida del &rea.

Esta unidad muestra un cambio en el
lenguaje utilizado, ya que se pasa del
lenguaje natural, que se usa en U, al
grafico de U,. Asimismo, se toma un
ejemplar (extensivo), la figura 7. 1. a, y se
plantea una argumentacién sobre el
mismo. Por tanto, se establecen las dos
funciones semiéticas que ilustra la Figura
2, donde FS,, instaura una relacion entre
dos situaciones: una general, que se ha
expuesto en U,, y otra alusiva al dibujo que
vamos a utilizar como ejemplo.

FS, Situacion 7.1.a

(extensivo)

Situacion de U,
(intensivo)

FS,,

Una afirmacién sobre ella: “sélo
podemos  establecer una
aproximacion de su area mediante
un sistema de cuadricula”

Figura 2.
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Por otra parte, utilizando la semiotica
connotativa de Hjemslev, FS,, toma la
anterior funcién semiotica como expresion
y le asigna una afirmacién sobre ella como
contenido, cuyo objetivo es resolver el
problema planteado en la unidad anterior.
Sin embargo, no se especifica el por qué
de esta argumentacién ni el como, en el
sentido de que no aclara qué es un sistema
de cuadricula, qué condiciones o
propiedades debe cumplir o qué ventajas
presenta. Todo esto se deja a cargo del
lector.

Al no realizar la red de funciones
semibticas pertinente, pueden surgir
desajustes de significados debido a su
ausencia. Por tanto, se puede situar al
lector ante un conflicto semidtico
potencial.

U,: “Intentandola acotar entre dos

valores (figuras 7.1 .by 7. 1. c).”

Esta unidad desarrolla un discurso que
emplea principalmente un lenguaje
grafico. Se trata de asignar valores a las
areas que no son numéricos, sino
simbdlicos (con lo que se esta utilizando
un lenguaje algebraico), los cuales
cumplen la relacién de desigualdad
deseada. El lector debe reconocer la
cadena de desigualdades en el lenguaje
grafico y simbdlico, realizando el paso
al lenguaje numérico de forma implicita.

Por tanto, consideramos que se
establece una funcion semibdtica de
tipo representacional (FS, de la Figura
3), al identificar acotar las areas
dibujadas con la acotacion del valor de
dichas areas. Se trata de una funcién
semiotica no exenta de complejidad,
pues el paso se hace de forma
implicita, al no haber ningln tipo de
graduacion ni de unidades en las

cuadriculas. Es decir, faltan medidas
efectivas.

Lenguaje grafico| Es Lenguaje
. 3 ot
ostensivo numérico no
(extensivo) ostensivo

Figura 3.

Es cierto que esto no seria necesario
para un lector experto, pero en el caso
de los alumnos debemos tener en
cuenta que la anterior funcion
semiética establece, ademas de una
relacion entre lenguajes, otra
asociacién entre un extensivo-
ostensivo, que supone la figura
concreta, y un intensivo-no ostensivo,
que serian todos los posibles valores
asociados a estas areas, los cuales
cumplen la misma relaciéon de orden.
Como consecuencia de tal complejidad
no tratada, es posible que el lector no
constituya esta funcién, lo que
provocaria un conflicto semiético por
la ausencia de significado atribuido a
esta unidad.

U,: “Observa la figura 7. 1. b. El drea
de la region R esta delimitada por los
valores de las dreas de las regiones R,
YR,"

Dicha unidad pretende ser una
justificacién del discurso expuesto en
U, de forma grafica, y utiliza varios
“tipos” de lenguaje: el natural, el grafico
y el analitico. La figura va acompafnada
de una desigualdad escrita en lenguaje
simbdlico, que es posible debido a la
relacion entre area y su medida. Se
establece una nueva funcién semiética
de tipo representacional (FS, de la
Figura 4), con lo que la trama de
funciones semidticas seria:
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Lenguaje grafico| FS, Lenguaje Lenguaje grafico FS, , Lenguaje numérico
ostensivo —»| numérico no figura7.2c | —»| no ostensivo
(extensivo) ostensivo (extensivo) (intensivo)
FS FS

4

Lenguaje analitico
ostensivo

Figura 4.

U,: “Si trazamos una cuadricula mas
pequefa (figura 7. 1 .c), el area de la
region R esta delimitada por los valores
de las regiones R, y R,’, donde R, >

R, YR, <R,

Esta unidad es muy similar a la
anterior. Ademéas, volvemos a hallar
asociaciones que quedan en manos del
lector: los cambios de lenguaje (del
grafico, que supone el dibujo, al
numérico de forma no ostensiva, y de
éste al analitico que se nos muestra
debajo de cada figura), la relacién del
area con sus cantidades, permitiendo
la introduccidon de las desigualdades,
y la comprobacién grafica de tales
desigualdades (volver a la gréafica para
comprobarlas).

Todo esto da lugar a la trama de
funciones semidticas que aparece en
la Figura 5, donde FS,, y FS,, son
similares a FS,y FS, establecidas para
la figura 7. 1. b. Sin embargo, ahora el
lector debe establecer FS, , para volver
a las figuras con sus cuadriculas. Una
vez comprobadas graficamente las
relaciones entre las areas de ambas
figuras podra, mediante FS_,, realizar
el paso al lenguaje analitico y asi
establecer la cadena de desigualdades
expuestas en el manual.

5.2

Lenguaje analitico
ostensivo
(extensivo)

i FS,,

Lenguaje gréfico
figuras 7.2. by 7.2. c
(extensivo)

i FSS.4

Lenguaje analitico:
cadena de desigualdad
(extensivo)

Figura 5.

U,. “Si seguimos disminuyendo la
cuadricula, obtendremos dos
sucesiones de valores entre las que
esta comprendida el drea de la regién
R:R’>R,>..R’'>R> R >..>R,
>R,

Lo primero que identificamos es la
generalizacién de los dos pasos
realizados a n pasos. La
argumentacién de tal proposicion se
deja al sujeto; él debe interpretar la
cadena de desigualdades, asociandola
con una cadena de dibujos imaginarios
y justificarla mentalmente. En términos
de funciones semidticas, todo lo
anterior puede expresarse como indica
la Figura 6.
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Lenguaje grafico| FS,, | Lenguaje analitico:
figuras 7.1.b | —» cadena de
y7.1.c desigualdades

L FSG.Z

menor lado

Lenguaje gréafico: | FSg
una cuadricula de |[—»

i FSG.4

Lenguaje analitico:
cadena de
desigualdades

Lenguaje gréfico: | FS,, | Lenguaje analitico:
cuadriculas de lado|—»
cada vez menor

cadena de
desigualdades

Figura 6.

Como puede observarse, FS,, coincide
con FS, ,. A partir de aqui, el lector debe
imaginar una figura con una cuadricula
menor (FS,,) y asociarle mentalmente la
correspondiente cadena de
desigualdades, mediante FS_ .. La funcion
siguiente, FS_,, supone la generalizacion
afiguras de cuadriculas de lados cada vez
menores. Este es un punto complicado en
el discurso que consideramos como origen
de conflictos semiéticos, pues supone el
paso del ejemplo concreto, que son las
figuras con sus cuadriculas (extensivo), a
imaginar el conjunto de las posibles
cuadriculas cada vez menores (intensivo)

Tal abstraccién implica un gran nimero de
funciones semiéticas elementales que dan
surgimiento a un conjunto de funciones
sistémicas del tipo FS;, a FS el cual
se debe realizar para obtener la cadena
de desigualdades establecida. Aqui nos
planteamos dos preguntas: ¢asocia el
lector el contenido pretendido de forma
correcta? ¢Realmente realiza estas
funciones semiéticas, es decir, es capaz
de generalizar a las figuras deseadas?

El ultimo paso seria una mera
consecuencia de lo anterior, ya que so6lo
se establece un cambio de lenguaje: FS,

es representacional y nos permite llegar a
la cadena de desigualdades que propone
la unidad.

U,: “Si el limite de las sucesiones es el
mismo cuando el lado de la cuadricula
tiende a cero, la region R tiene por area el
valor de este limite”.

Una primera subunidad podria ser el paso
al limite, pero teniendo en cuenta que este
tema ya ha sido estudiado con anterioridad,
se supone aprendido. Por otra parte, nos
encontramos con una proposicién que es
resultado de todas las argumentaciones
anteriores. Si observamos la trama de
funciones semiéticas que indica la Figura
7, FS,, es el paso al limite para nuestro
ejemplo concreto, mas debemos
considerar otras figuras similares y, por
tanto, establecer el mismo resultado para
diferentes ejemplos.

De esta forma, FS, , instaura una relacion
entre el extensivo, que supone la figura del
ejemplo, y el intensivo, que son todas las
posibles figuras. Con ello se ponen en
juego nuevamente funciones semidticas
sistémicas, lo que indica el elevado grado
de complejidad. Sin embargo, U, comienza
“si el limite de las sucesiones es el
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mismo...”. Esto sefiala que no siempre
coincide; hay casos donde esto no sucede,
aunque no se expone ninguno. Por tanto,
FS,,yFS,, son funciones semitticas que
guedan a cargo del estudiante.

Si el lado de la
Procedimientos | FS,, |cuadricula tiende a
expuestos en U,,——»| cero, el valor del
U, u,u. YU, areade Resel
valor de este limite

FS

7.2

Otras figuras similares
con idénticos resultados

i FS,,

Casos donde los limites de
las sucesiones no coinciden

i FS,,

Figura 7.

Es claro que el lector no podra construir
por si mismo todo este razonamiento, ya
gue se le pide que sin ayuda haga el
paso del extensivo-ostensivo, que
supone el ejemplo, al intensivo-no
ostensivo, que suponen todos los casos
posibles. Nos preguntamos: ¢,por qué no
establecer la proposicion solo para el
caso del ejemplo? Es decir, ¢es
necesaria esta generalizacién tan
forzada y llena de dificultades?, ¢qué
aporta con respecto a una proposicion
establecida para el ejemplo solamente?
Mas concretamente, ¢son construidas
realmente las funciones semiéticas FS_,
y FS,, por el alumno? O, mas bien,
puesto que dichas funciones semiéticas
carecen de sentido para él, ¢,no se creara
una laguna de significado?

5. CONCLUSIONES

En los procesos instruccionales
elementales relacionados con los
preconceptos y conceptos del Analisis
Matematico, como el area de una region
del plano utilizada para el desarrollo de la
integral definida, aparecen situaciones de
ensefianza en las que, junto a objetos de
tipo extensivo (elementos que son
ejemplares de una determinada clase),
intervienen otros de caréacter intensivo
(elementos que constituyen la propia
clase). Para un experto, es obvio que
ambos elementos pueden ser tratados y
entendidos de una forma similar,
posiblemente sin distinguir la dificultad
intrinseca del elemento intensivo respecto
al extensivo; sin embargo, para el
estudiante dicha dificultad esta presente en
su proceso de estudio.

Cuando los autores del manual no son
conscientes de tal problematica, o
simplemente no la tienen en cuenta, aparece
un fenémeno didactico nocivo que consiste
en no distinguir ambas facetas (extensivo/
intensivo) en la ensefianza de los objetos del
Analisis Matematico y provoca un dificil
problema de comprensién en el alumno. En
las situaciones de ensefianza, tanto en el
libro de texto como en la propia clase, el
alumno de Bachillerato se enfrenta a
conceptos donde se utiliza la doble faceta
extensivo/intensivo. Pero, mientras que en
la primera el objeto matematico es facil de
aceptar y comprender, en la segunda su
comprension es fuente de conflictos
semiéticos de dificil superacion. Estas
dificultades son todavia mayores en todos
aguellos procesos que para su adecuada
comprensién también requieren de la
construccion de funciones semiéticas
sistémicas.
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Si a todo esto unimos que Unicamente
podemos acceder a los objetos
matematicos a través de los lenguajes
de representacion, un aspecto donde, en
general, los estudiantes tienden a
confundir el propio objeto matematico
con alguno de sus lenguajes de
representacion, y sélo después de un
adecuado trabajo de instruccion llegan
a coordinarlos, es obvio que las
dificultades de aprendizaje son
importantes.

Una consecuencia relevante que surge
para la didactica, de cara a la ensefianza
del Analisis Matematico, es la necesidad
de disponer de instrumentos para el
analisis de la actividad matematica que
faciliten el afloramiento de este tipo de
facetas y entidades.

Por otra parte, el estudio presentado
implica una exhaustiva reflexion sobre

los procesos implicitos en la actividad
matematica. En este trabajo se ha descrito
un analisis, basado en la trayectoria
semiédtica y las funciones semiéticas, el
cual se ha aplicado al &rea de una regién
plana como introduccién a la integral
definida de Cauchy-Riemann. Como
resultado de su aplicacion, han aflorado
diversos conflictos semiéticos cuya
consideracién en la ensefianza nos parece
importante para conseguir una adecuada
comprension del alumno; ademas, se
explican fendbmenos como la consideracién
de las matematicas en compartimientos
estancos, en términos de funciones
semidticas no construidas o mal
construidas. Opinamos que, si se es
consciente de las posibles dificultades a
las que se enfrentan los estudiantes, se
pueden interpretar mejor sus errores y
evitar lagunas de significado que suelen
conducir al uso de métodos algebraicos de
célculo sin sentido.
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ANEXO

En la presente unidad se define el area de
una regién del plano. El problema es que
s6lo sabemos calcular el area de algunas
figuras planas, las que estan delimitadas por
segmentos de recta y arcos de
circunferencia. Si se nos presenta una region
como la que muestra la figura 7. 1. a., s6lo
podemos establecer una aproximacion de
su &rea mediante un sistema de cuadricula,
intentdndola acotar entre dos valores (figuras
7.1.b.y7.1.c.):

=R, =R>=mM>R

Figura 7.1.c.

Observa la figura 7. 1. b. El area de la
region R estd delimitada por los valores
de las areas de la regiones R, y R,. Si
trazamos una cuadricula mas pequefia
(figura 7. 1. c.), el area de la region R esta
delimitada por los valores de las reas de la
regiones R,y R, donde R,>R Yy R,'<R/

Figura 7.1.a.

Si seguimos disminuyendo la cuadricula,
obtendremos dos sucesiones de valores
entre las que esta comprendida el area de
la regiéon R:

R'>R,/>..>R’>R>R >... >R,>R,

Si el limite de las dos sucesiones es el

mismo cuando el lado de la cuadricula

S tiende a cero, laregion R tiene por area
Figura 7.1.b. el valor de este limite.






