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RESUMEN

En este trabajo analizamos y comparamos las nociones que proponen la teoria de
situaciones didacticas, la teoria antropoldgica de lo didactico y la teoria de los campos
conceptuales para estudiar los procesos de cognicion matematica, asi como los aportes
de la dialéctica instrumento-objeto y de los registros de representacién semiética. El fin
consiste en identificar las semejanzas, diferencias y complementariedades de estos
modelos tedricos con la pretensiéon de avanzar hacia un marco unificado para el estudio
de los fendbmenos cognitivos e instruccionales en didactica de las matematicas. Asimismo,
mostraremos en qué sentido la ontologia matematica que se propone dentro del enfoque
ontosemiético, junto con la nocién de funcién semidtica, pueden contribuir al progreso y
articulacion coherente de dichas teorias.

o PALABRAS CLAVE : Marcos tedricos, matematica educativa, conocimiento,
concepciones, esquemas, significados.

ABSTRACT

In this work we analyze and compare the notions that propose the Theory of Didactic
Situations, the Anthropological Theory of Didactic and the Theory of the Conceptual
Fields to study the processes of mathematical cognition, as well as the contribution of
the Dialectic instrument-object and of the Semiotic Representation Registers. The purpose
is to identify the similarities, differences and complements of these theoretical models
with the pretension of advancing toward a unified framework for the study of the cognitive
and instructional phenomena in mathematics teaching. Also, we will show in what sense
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the mathematical ontology that is proposed in the Ontosemiotic Approach, along with the
notion of semiotic function, can contribute to the progress and coherent articulation of
these theories.

e KEY WORDS: Theoretical frameworks, mathematics education, knowledge,
conceptions, schemes, meaning.

RESUMO

Neste trabalho analisamos e comparamos as nog¢Bes que prop8e a Teoria de
Situagdes Didaticas, a Teoria Antropolégica do Didatico e a Teoria de Campos
Conceituais para estudar os processos de cognicdo matemética, assim como as
contribuicées da Dialética instrumento-objeto e dos Registros de Representagdo
Semibtica. O objetivo principal consiste em identificar as semelhancgas, diferencas e
complementariedades desses modelos tedricos com a pretenséo de avancgar até um
marco unificado para o estudo dos fendmenos cognitivos e instrucionais em didatica
da matematica. Também mostraremos em que sentido a ontologia matematica,
proposta no Enfoque Ontosemiético, junto com a nogdo de funcao semiética, podem
contribuir para o progresso e articulacao coerente de tais teorias.

® PALAVRAS CHAVE : Marcos teéricos, Educagédo Matemética, conhecimento,
concepcOes, esquemas, significado.

RESUME

Dans ce travail, nous analysons et comparons les notions que proposent la Théorie
de Situations Didactiques, la Théorie Anthropologique du Didactique et la Théorie
des Champs Conceptuels pour étudier les procédés de cognition mathématique, ainsi
gue les apports de la Dialectique outil-objet et des Registres de Représentation
Sémiotique. L'objectif est d'identifier les ressemblances, les différences et les
complémentarités de ces modeéles théoriques, afin de pouvoir prétendre avancer
vers un cadre unifié pour I'étude des phénomenes cognitifs et instructionels dans la
didactique des mathématiques. De méme, nous montrerons dans quel sens I'ontologie
mathématique qui est proposée dans I' Approche Ontosémiotique, et la notion de
fonction sémiotique peuvent contribuer au progres et a I'articulation cohérente de
ces théories.

® MOST CLES: Cadres théoriques, Didactique des Mathématiques, connaissance,
conceptions, schémas, signification.
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1. NECESIDAD DE INTEGRACION DE
MARCOS TEORICOS EN DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS

El caracter relativamente reciente en el
area de conocimiento de la didactica de las
mateméticas explica que no exista alin un
paradigma de investigacion consolidado y
dominante. Diversos trabajos (Ernest,
1994; Sierpinska y Lerman, 1996; Gascdn,
1998; Font, 2002) cuyo objetivo ha sido
realizar propuestas de organizacion sobre
los diferentes programas de investigacion
en Matematica Educativa han puesto de
manifiesto la diversidad de aproximaciones
tedricas que se estan desarrollando en la
actualidad. En ciertos momentos tal
diversidad puede ser inevitable, incluso
enriquecedora, pero el progreso en la
disciplina y la potenciacion de sus
aplicaciones practicas exige aunar
esfuerzos para identificar el nicleo firme
de nociones y métodos que, a la larga,
deberian cristalizar en un verdadero
programa de investigacion.

Uno de los principales problemas meta-
didacticos que debemos abordar es la
clarificaciéon de las nociones tedricas que
se vienen utilizando en el area de
conocimiento, en particular las nociones
usadas para analizar los fenémenos
cognitivos. No hay un consenso sobre este
tema entre los diferentes enfoques
tedricos, ni tan siquiera dentro de la
aproximacion que suele describirse como
epistemolégica o didactica fundamental
(Gascon, 1998). Basta observar la variedad
de nociones que se emplean sin que se
haya iniciado su confrontacion, clarificacion
y depuracion: conocimientos, saberes,
concepciones, conceptos, esquemas,
invariantes operatorios, significados,
praxeologias, etc. En este trabajo
pretendemos iniciar el analisis de las

nociones propuestas para el estudio de la
dimensién cognitiva en didactica de las
matematicas, tratando de identificar las
concordancias, complementariedades,
posibles redundancias y discordancias.

El uso del término “cognitivo” no deja de
ser conflictivo en si mismo. Con frecuencia
se usa para designar los conocimientos
subjetivos y los procesos mentales que
ponen en juego los sujetos individuales
enfrentados ante un problema. Desde un
enfoque exclusivamente psicolégico de la
cognicion matematica, tales procesos
mentales, que suceden en el cerebro de
las personas, son los Unicos descriptores
del comportamiento matemético de los
sujetos. Esta modelizacién no toma en
cuenta que los sujetos dialogan entre si,
consensuan y regulan los modos de
expresion y actuacion ante una cierta clase
de problemas, ni que de esos sistemas de
practicas compartidas emergen objetos
institucionales, los cuales a su vez
condicionan los modos de pensar y actuar
de los miembros de tales instituciones. Por
tanto, junto a los conocimientos subjetivos,
emergentes de los modos de pensar y
actuar de los sujetos considerados de
manera individual, es necesario considerar
los conocimientos institucionales, a los que
se atribuye un cierto grado de objetividad.

En consecuencia, se deberia distinguir en
la cogniciébn matematica —y en la cognicién
en general- la dualidad individual e
institucional, facetas entre las cuales se
establecen relaciones dialécticas
complejas. En este contexto, la cognicion
individual es el resultado de la reflexion y
la accion del sujeto individual ante una
cierta clase de problemas, mientras que la
cognicion institucional se deriva del dialogo,
el convenio y la regulacién en el seno de
un grupo de individuos. Una manera de
designar esas cogniciones con un solo
término podria ser reservar el término
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‘cognitivo’ para la cognicién individual
(como se hace con frecuencia por el
predominio de la psicologia cognitiva) y
‘epistémico’ (relativo al conocimiento
objetivo) para la cognicion institucional.

La aproximacién cognitiva se
interesa por el funcionamiento del
conocimiento bajo el angulo de los
mecanismos y procesos que lo
permiten en tanto que actividad de
un ser individual. Este es
evidentemente un punto de vista
diferente de la aproximacion
epistemoldgica, que afronta los
conocimientos relativamente a un
dominio particular de objetos, a su
desarrollo histérico y a los
procedimientos de validacion (Duval,
1996, p. 353).

Como describe Varela (1988), el analisis
cientifico del conocimiento en todas sus
dimensiones es llevado a cabo por diversas
ciencias y tecnologias de la cognicion, entre
las que menciona a la epistemologia, la
psicologia cognitiva, la linglistica, la
inteligencia artificial y las neurociencias. En
didactica de las matematicas tenemos que
adoptar modelos cognitivos que no estén
exclusivamente centrados en la psicologia
cognitiva -lo cual se hace con frecuencia-,
ya que el estudio de las matematicas en
las instituciones escolares se propone,
como uno de sus fines esenciales, que el
sujeto se apropie de los conocimientos
matematicos a los que se les atribuye un
estatus cultural y, por tanto, intersubjetivo.

En las siguientes secciones, trataremos de
clarificar el uso de nociones cognitivas y
epistémicas en las siguientes teorias:
Situaciones Didacticas, TSD (Brousseau,
1986; 1998); Campos Conceptuales, TCC
(Vergnaud, 1990; 1994) y Antropolégica de
lo Didactico, TAD (Chevallard, 1992; 1999).
También haremos referencia a la Dialéctica

Instrumento-Objeto, DIO (Douady, 1986;
1991); a los Registros de Representacién
Semidtica RRS (Duval, 1995; 1996) y a la
nocién de concepcién presentada en
Artigue (1990).

La seccidn 2 sintetiza las principales
nociones introducidas en el enfoque
ontosemidtico de la cognicion e instruccion
matematica, EOS (Godino, 2002), que
usaremos como referencia para interpretar
y comparar los restantes modelos teéricos.
El EOS se propone, en cierto modo, articular
las aproximaciones epistemolégica y
cognitiva, al establecer como hipétesis basica
que los hechos y fenémenos didacticos
(Wilhelmi, Godino y Font, en prensa) tienen
una doble dimension personal-institucional,
cuya descripcion y explicacién precisa de
anélisis microdidacticos tanto de los
comportamientos de los sujetos agentes
como de la ecologia de los significados en
los procesos de estudio matematicos.

Legrand (1996) compara diferentes marcos
tedricos en relacion con la nocion de
situacion fundamental (Brousseau, 1998).
Defiende la pertinencia y utilidad de esta
nocién, a pesar de su caracter en cierta
medida “utépico”, tanto para orientar la
ensefianza como la investigacion, al igual
que explicita las hip6tesis de modelizacion
sobre las cuales reposa la teoria de
situaciones y el concepto de situacion
fundamental. A continuacion, analiza cémo
son abordadas por otras aproximaciones
didacticas las preocupaciones principales
que estan en el corazon de la nocién de
situacion fundamental y, en consecuencia,
de la TSD. Los modelos teéricos comparados
son la dialéctica instrumento-objeto y los
juegos de marcos propuestos por Douady,
la teoria del campo conceptual desarrollada
por Vergnaud, el debate cientifico en
cursos de mateméticas desarrollado por
Legrand y la teoria antropoldgica propuesta
por Chevallard.
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De esta forma, la finalidad de nuestro
trabajo coincide en gran medida con el de
Legrand, al contrastar modelos tedricos en
didactica de las matematicas, pero
centramos la atencién en nociones mas
primitivas que, en cierta medida, estan en
la base de la idea de situacion fundamental:
conocimiento, sentido, concepcion, saber.
Por este motivo, vamos a indagar el uso
gue se hace de estas nociones en los
modelos tedricos en discusion, mostrando
sus limitaciones y cdmo la ontologia
matemética explicita que se propone en el
EOS, asi como el concepto de funcién
semiotica, puede ayudar a comparar las
teorias y progresar hacia su articulacion
coherente.

2. ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DE LA
COGNICION MATEMATICA

En diferentes trabajos, Godino y
colaboradores® (Godino y Batanero, 1994
y 1998; Godino, 2002; Godino, Contreras
y Font, 2006; Contreras, Font, Luque y
Ordéfiez, 2005; Godino, Batanero y Roa,
2005) han desarrollado un conjunto de
nociones tedricas que configuran un
enfoque ontosemidtico de la cognicion e
instruccion matematica, debido al papel

central que asignan al lenguaje en los
procesos de comunicacion e interpretacion
y en la variedad de objetos intervinientes.
Para referirnos a esa manera de enfocar
la investigacién en didactica de las
matematicas, utilizaremos la expresion
enfoque ontosemiético (EOS) .

En el EOS se ha afrontado el problema de la
significacion y representacion mediante la
elaboracion de una ontologia matematica
explicita sobre presupuestos iniciales de tipo
antropoldgico®, lo que da cuenta del origen
humano de la actividad matematica y la
relatividad socioepistémica de los
significados, pero sin perder las ventajas de
la metafora objetual, esto es, asumiendo
también planteamientos referenciales
(Ulmann, 1962). Dicha metafora permite
considerar acontecimientos, actividades o
ideas como si fueran entidades (objetos,
cosas, etc.), de ahi que todo lo que se pueda
“individualizar” en matematicas puede ser
considerado como objeto (un concepto, una
propiedad, una representacién, un
procedimiento, etc.). Es decir, objeto
matemadtico es cualquier entidad o cosa
referida en el discurso matematico.

A continuacion, vamos a sintetizar el sistema
de nociones que se propone en este enfoque
tedrico de la cognicion matematica®.

6 Estos trabajos y otros relacionados pueden consultarse en la direccién de internet http://www.ugr.es/local/jgodino.

7 En algunas publicaciones el EOS se designa como Teorfa de las Funciones Semiéticas (TFS), al considerar que la
nocién de “funcién semiética” es central para dicho enfoque.

8 EIEOS adopta supuestos antropoldgicos, ecoldgicos y sistémicos sobre las matematicas, su ensefianza y aprendizaje,
integrandolos de manera coherente mediante una ontologia explicitamente definida y una interpretacién en términos
semidticos de los procesos de cognicién e instrucciéon matematicos.

9 En Godino, Contreras y Font (2006) se han introducido nuevas nociones tedricas para el analisis de los procesos de
instruccion matematica. En particular, la de configuracion didactica (unidad primaria de analisis del funcionamiento del
sistema didactico, constituida por las interacciones profesor-alumno a propésito de una tarea matematica y usando unos
recursos materiales especificos) y los criterios de idoneidad (que permiten valorar el grado de adecuacion y pertinencia
de un proceso de estudio matematico segun las dimensiones epistémica, cognitiva, semidtica, mediacional y emocional)
pueden aportar una vision complementaria de la TSD y la teoria de los momentos didacticos (Chevallard, 1999).



122 Relime ————o

2. 1 Sistemas de practicas operativas y
discursivas ligadas a campos o tipos de
problemas

En los trabajos sobre “significado
institucional y personal de los objetos
matematicos” Godino y Batanero (1994
y 1998) han introducido las nociones de
practica personal, sistema de précticas
personalesy objeto personal como Utiles
para el estudio de la cognicién
matematica individual. De manera dual,
el sistema de practicas vistas como
significativas para resolver un campo de
problemas y compartidas en el seno de
una institucién, y los objetos institucionales
emergentes de tales sistemas, se
proponen como nociones Utiles para
describir la cognicion en sentido
institucional o epistémico. Una institucién
estd constituida por las personas
involucradas en una misma clase de
situaciones problematicas; el compromiso
mutuo con la misma problematica
conlleva a la realizacion de unas
practicas sociales que suelen tener
rasgos particulares, y son generalmente
condicionadas por sus instrumentos
disponibles, reglas y modos de
funcionamiento?®.

De estas nociones se derivan las de
significado de un objeto personaly significado
de un objeto institucional, que atafien a los
sistemas de practicas personales o
institucionales, respectivamente. Tales
conceptos se propusieron con la finalidad de
precisar y operativizar los de relacion
personal e institucional al objeto, introducidos
por Chevallard (1992).

2. 2 Objetos intervinientes y emergentes
de los sistemas de practicas

En las practicas matematicas intervienen
objetos ostensivos (simbolos, graficos,
etc.) y no ostensivos (que evocamos en la
actividad matematica), los cuales son
representados en forma textual, oral,
gréafica e incluso gestual. De los sistemas
de practicas matematicas emergen nuevos
objetos que dan cuenta de su organizacion
y estructura (tipos de problemas, lenguajes,
procedimientos, definiciones, proposiciones,
argumentaciones).

Los seis tipos de entidades primarias
postuladas amplian la tradicional
distincion entre entidades conceptuales
y procedimentales, ya que se le
considerara insuficiente para describir los
objetos intervinientes y emergentes de la
actividad matemética. Las situaciones-
problema son el origen o razén de ser de
la actividad; el lenguaje (simbolos,
notaciones, graficos, entre otros)
representa las restantes entidades y sirve
como instrumento para la accion,
mientras que los argumentos justifican
los procedimientos y proposiciones que
relacionan los conceptos entre si. Se
trata de entidades funcionales y relativas
a los juegos de lenguaje en que
participan (marcos institucionales y
contextos de uso); tienen también un
caracter recursivo, en el sentido de cada
objeto, dependiendo del nivel de analisis,
puede estar compuesto por entidades de
los restantes tipos (un argumento puede
poner en juego conceptos, proposiciones
0 procedimientos).

10 | as instituciones se conciben como “comunidades de practicas” e incluyen, por tanto, las culturas, grupos étnicos y
contextos socioculturales. Se asume, por tanto, el postulado antropolégico de la relatividad socioepistémica de los
sistemas de précticas, de los objetos emergentes y los significados.
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2. 3 Relaciones entre objetos: funcion
semidtica

Se adopta de Hjemslev (1943) la nocién
de funcién de signo como la dependencia
entre un texto y sus componentes y entre
estos componentes entre si. Por tanto,
trata las correspondencias (relaciones de
dependencia o funcién) entre un
antecedente (expresion, significante,
representante) y un consecuente
(contenido o significado, representado),
establecidas por un sujeto (persona o
institucion) de acuerdo con un cierto criterio
0 codigo de correspondencia. Estos
cédigos pueden ser reglas —habitos o
convenios, con frecuencia implicitos— que
informan a los sujetos implicados sobre los
términos que se deben poner en
correspondencia en las circunstancias
fijadas.

Las relaciones de dependencia entre
expresion y contenido pueden ser de tipo
representacional (un objeto se pone en
lugar de otro para un cierto propésito),
instrumental u operatoria (un objeto usa a
otro u otros como instrumento) y estructural
(dos 0 mas objetos componen un sistema
del que emergen nuevos objetos). De esta
manera, las funciones semidticas y la
ontologia matematica asociada tienen en
cuenta la naturaleza esencialmente
relacional de las matemaéaticas vy
generalizan de manera radical la nocidn
de representacién. EI papel de
representacion no queda asumido
exclusivamente por el lenguaje: en
consonancia con la semidtica de Peirce??,
se postula que los distintos tipos de objetos
(situaciones-problema, lenguajes,

11 pescrita por Eco (1979) como funcién semictica.

procedimientos, conceptos, proposiciones
y argumentos) pueden ser también signos
de otras entidades.

2. 4. Configuraciones de objetos

La nocion de sistema de practicas es (util
para ciertos analisis de tipo macrodidactico,
particularmente cuando se trata de
comparar la forma particular que adoptan
los conocimientos mateméticos en distintos
marcos institucionales, contextos de uso o
juegos de lenguaje. Sin embargo, para un
analisis méas fino de la actividad
matematica resulta necesario introducir los
seis tipos de entidades primarias:
situaciones, lenguaje, procedimientos,
conceptos, proposiciones y argumentos.
En cada caso, dichos objetos estaran
relacionados entre si formando
“configuraciones”, que se definen como las
redes de objetos intervinientes vy
emergentes de los sistemas de practicas y
las relaciones establecidas entre ellos.
Tales configuraciones pueden ser
epistémicas (redes de objetos
institucionales) o cognitivas (redes de
objetos personales). Los sistemas de
practicas y las configuraciones se
proponen como herramientas tedricas para
describir los conocimientos matematicos
en su doble versién: personal e
institucional.

2 5 Dualidades cognitivas

La nocion de juego de lenguaje
(Wittgenstein, 1953) ocupa un lugar
importante, al considerarla, junto con la de
institucion, como los elementos
contextuales que relativizan los

12 «Signo es cualquier cosa que determina a alguna otra (su interpretante) para que se refiera a un objeto al cual ella
misma alude (su objeto) de la misma manera; el interpretante se convierte a su vez en un signo, y asi ad infinitum »

(CP 2.303).
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significados de los objetos matematicos y
les atribuyen una naturaleza funcional. Los
objetos mateméticos que intervienen en las
practicas matematicas y los emergentes de
las mismas, segun el juego de lenguaje en
gue participan, pueden ser consideradas
desde las siguientes facetas o dimensiones
duales: personal-institucional'?, elemental-
sistémico, expresidn-contenido, ostensivo-
no ostensivo y extensivo-intensivo (Godino,
2002). Estas facetas se presentan
agrupadas en parejas que se
complementan de manera dual y dialéctica;
asimismo, se consideran como atributos
aplicables a los distintos objetos primarios
y secundarios, dando lugar a distintas
“versiones” de dichos objetos.

En Godino, Batanero y Roa (2005) se
describen los seis tipos de entidades
primarias y los cinco tipos de dualidades
cognitivas mediante ejemplos relativos a
una investigaciéon en el campo del
razonamiento combinatorio.

Las nociones descritas (sistemas de
practicas, entidades emergentes,
configuraciones o redes ontosemioticas,
atributos contextuales, junto con la de
funcién semidtica como entidad relacional
basica) constituyen una respuesta
operativa al problema ontol6gico de la
representacién y significacion del
conocimiento matematico. Consideramos
que el problema epistémico/cognitivo no
puede desligarse del ontoldgico. Conocer,
¢,qué cosa? Se trata de elaborar una
ontologia minimal, pero suficiente para

describir la actividad matematica y los
procesos de comunicacion de sus
“producciones”. Como unidad bésica para el
andlisis cognitivo se propone a los “sistemas
de préacticas manifestadas por un sujeto (o
en el seno de una institucién) ante una clase
de situaciones-problema”. Conocer en
matematicas quiere decir conocer los
“sistemas de practicas” —operativas y
discursivas—, pero ello supone conocer los
diversos objetos emergentes de los
subsistemas de practicas y las relaciones
entre ellos.

“Saber”, “conocer”, “comprender” se
interpretan en términos de competencia
para resolver problemas cuando tenemos
en cuenta el componente pragmatico-
antropoldgico de base en el enfoque
ontosemiético de la cognicion matematica.
Pero la introduccién de los objetos
emergentes, las facetas duales cognitivas
y la funcién semidtica permiten articular de
manera coherente un componente
referencial sobre el conocimiento
matematico: saber, conocer, comprender
un objeto O (sea ostensivo-no ostensivo,
extensivo-intensivo...) por parte de un
sujeto X (persona o institucion) se interpreta
en términos de las funciones semidticas
que X puede establecer, en unas
circunstancias fijadas, en las cuales se
pone en juego O como expresidon o
contenido. Cada funcion semidtica implica
un acto de semiosis por un agente
interpretante y  constituye un
conocimiento™.

13 La dualidad personal-institucional es un aspecto esencial en este modelo teérico como se describe en Godino y

Batanero (1994). Si los sistemas de préacticas son compartidos en el seno de una institucion, los objetos emergentes se

consideran como objetos institucionales, mientras que si son especificos de una persona se consideran como objetos
personales. Un planteamiento similar se adopta en los cuadros de racionalidad de Lerouge (2000).

14 | os conocimientos producidos por los agentes interpretantes no representan necesariamente saberes culturalmente

aceptados, ni tan siquiera tienen porqué ser fundamento para un consenso puntual. En ocasiones, los conocimientos

determinan Unicamente acciones o0 argumentaciones que permiten controlar, validar o regular un estado en un proceso

de estudio.
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En las restantes secciones de este trabajo
trataremos de mostrar que este sistema de
nociones puede ayudar a articular de
manera coherente los programas de
investigacién epistemolégico y cognitivo en
didactica de las matematicas.

3. EL PROGRAMA EPISTEMOLOGICO
EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

La teoria de situaciones, la dialéctica
instrumento-objeto y la teoria antropolégica
podemos situarlas claramente en el
programa epistemoldgico de investigacion
en didactica de las matematicas. Este
programa “toma como base del analisis
didactico de cualquier fenémeno un
modelo de la estructura y dinamica de la
actividad matematica escolar” (Bosch,
Fonseca y Gascon, 2004, p. 211). Las
teorias de los campos conceptuales y los
registros de representacién semiética las
incluimos en el programa cognitivo —
seccién 4—, donde se da prioridad al
estudio de las caracteristicas individuales
de los sujetos como factor explicativo de
los procesos de aprendizaje?®.

3.1. Teoria de las situaciones didacticas

La TSD matiza de forma esencial los
conceptos de asimilacion y acomodacién
tal como los definié Piaget, quien estudia
los procesos psicolégicos de un individuo
ideal (sujeto epistémico) que tienen lugar
en las transiciones de un objeto (concepto
o procedimiento) matematico a otro. La

didactica fundamental estudia las
“evoluciones” de un individuo que gestiona
un saber matematico concreto en un
“medio” especifico, de forma que dichas
evoluciones son irreductibles al
comportamiento psicolégico del sujeto. De
hecho, como sefala Brousseau (1998, p.
59):

La concepciéon moderna de la
enseflanza va a pedir al maestro
que provoque en los alumnos las
adaptaciones deseadas, mediante
una eleccion juiciosa de los
“problemas” que le propone [...]. Una
tal situacion la llamamos situacion
adidéactica. Cada conocimiento se
puede caracterizar por una (o
varias) situaciones adidacticas que
preserva su sentido y que
llamaremos situacién fundamental.

Mas aun, la didactica fundamental ha
postulado la necesidad de modelizacion del
saber matematico a ensefiar. El instrumento
de modelizacion clave utilizado en la teoria
de situaciones es el juego; aunque la realidad
(didactica) y el juego formal como modelo
generan unas relaciones, no pueden explicar
todo el funcionamiento didactico. Parala TSD
(Brousseau, 1998, pp. 92-94), la necesidad
de introducir un medio adidactico en el juego
didactico del alumno responde a una
necesidad interna del sistemay no es el fruto
de una reconstruccién del sistema, ni de
ninguna observacion. Se postula que todo
conocimiento esta intimamente relacionado
a una o unas situaciones; de hecho, se
describe un conocimiento en términos de
una situacion.

15 Esta clasificacion obedece tanto a cuestiones tedricas (nticleos firmes considerados en los programas de investigacion
asociados a las teorias) como a pragmaticas (necesidad del discurso metadidactico que afrontamos). Somos conscientes
de que es necesario tomar en consideracion que las cuestiones tedricas no son categéricas y que deben ser explicadas en
términos del “peso relativo que juegan las dimensiones cognitiva y epistemoldgica en la descripcion de los sistemas
didacticos” y no en los de la dicotomia “existencia-ausencia” de dichas descripciones.
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Segun Brousseau, el saber a ensefiartiene
una existencia cultural, preexistente y, en
cierta forma, independiente de las personas
e instituciones interesadas en su
construccion y comunicacion. El andlisis de
los procesos de comunicacién vy
reconstruccion de dichos saberes por el
sujeto en el seno de los sistemas didacticos
es el objetivo fundamental de la didactica.
La transposicion didactica da cuenta de las
adaptaciones de estos saberes para su
estudio en el contexto escolar.

Parece claro que el saber matematico se
refiere a una forma especial de conocimiento
institucionalizado, la cual habitualmente
gueda registrada de una forma axiomatica,
mediante la que se despersonaliza y
descontextualiza. “Este saber cuyo texto
existe ya, no es una produccion directa del
maestro, es un objeto cultural, citado o
recitado” (Brousseau, 1986, p. 73).

Asimismo, pensamos que atribuye al saber
matematico unos rasgos que podriamos
calificar de absolutos: existe un “saber
erudito” que esta ahi (sin negar su caracter
histérico y evolutivo) cuya apropiacion por los
estudiantes es el compromiso de la
ensefanza.

La distincién entre un saber y un
conocimiento se debe en primer lugar
a su estado cultural;, un saber es un
conocimiento institucionalizado. El
paso de un estado al otro implica, sin
embargo, transformaciones que los
diferencia y que se explican en parte
por relaciones didacticas que se
establecen al respecto(Brousseau,
1986, p. 97)

La distincion entre saber y conocimiento
es central en la TSD:

Las actividades sociales y culturales
que condicionan la creacion, el

gjercicio y la comunicacion del saber
y los conocimientos [...] El saber es
una asociacién entre buenas
preguntas y buenas respuestas. El
profesor plantea un problema que el
alumno debe resolver: si el alumno
responde, muestra asi que sabe; si
no, se manifiesta una necesidad de
saber que pide una informacion, una
ensefianza. (Brousseau, 1986, pp.
38y 48)

Generalmente, Brousseau utiliza el término
‘saber’ ligado con el calificativo de “saber
formal”, “saber erudito”, “saber tedrico”,
“saber practico”, lo cual indica que se
interpreta como algo externo o institucional,
como elemento de referencia de la
ensefianza y el aprendizaje. La distincion
entre saber tedricoy saber practico indica
una primera “descomposicion” del saber
que podria relacionarse con la praxis y el
logos, con lo procedimental y lo conceptual,
estableciéndose una relacién estrecha con
la nocion de praxeologia (Chevallard,
1999).

En cuanto a las nociones usadas en la
teoria de situaciones para referirse a los
“conocimientos del sujeto”, hallamos el uso
de ‘representacion’, en el sentido de
representacion interna; en otras ocasiones
Brousseau emplea la expresion modelos
implicitos para dichos conocimientos y
representaciones. Interpreta a los modelos
implicitos como “formas de conocimiento”,
las cuales “no funcionan de manera
completamente independiente, ni de
manera completamente integrada, para
controlar las interacciones del sujeto. El
estudio de las relaciones que se establecen
entre estos tipos de controles en la actividad
del sujeto y el papel que juegan en las
adquisiciones es un sector de la psicologia,
esencial para la didactica, estudio al que la
didactica pretende, por otra parte, contribuir”
(Brousseau, 1986, p. 99).
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De hecho, la nocién de modelo es nuclear
para describir los procedimientos de
calculo, los resultados de la formulacion y
los conocimientos puestos en juego por los
estudiantes enfrentados a una situacién
dada. Asi, se define:

e Modelo de accién: Procedimiento de
calculo que produce una estrategia
(valida para todos los casos) o una
tactica (especifica para algunos casos
concretos).

e Modelo explicito: Resultado de una
situacion de formulacion y que puede
ser planteado mediante signos y reglas,
conocidos o0 nuevos.

e Modelo implicito: Representacion
simplificada de un conocimiento,
suficiente para caracterizar los
comportamientos observados en una
situacion dada.

Por otro lado, hay que resaltar que la teoria
de situaciones es respetuosa con las
aportaciones de la psicologia en el estudio
de los procesos de construccion de los
conocimientos por parte del sujeto. Los
conocimientos evolucionan segln
procesos complejos. Querer explicar esas
evoluciones Unicamente por las
interacciones efectivas con el medio seria
ciertamente un error, pues muy pronto los
nifios pueden interiorizar las situaciones
gue les interesen y operar con sus
“representaciones internas”, experiencias
mentales muy importantes. Resuelven asi
los problemas de asimilaciéon (aumento de
esquemas ya adquiridos por agregacion de
hechos nuevos) o de acomodacion
(reorganizacion de esquemas para
aprender preguntas nuevas o para resolver
contradicciones). Pero la interiorizacion de
estas interacciones no cambia mucho la
naturaleza: el didlogo con un oponente
“interior” es ciertamente menos vivificante

gue un verdadero dialogo, mas es un
dialogo.

Ahora bien, el término concepcion sélo lo
hemos encontrado en un parrafo de
Brousseau, que hemos tomado como
principal referencia para nuestro analisis.
Nos parece que se usa con un significado
similar a modelo implicito y también de
manera equivalente a conocimientos del
alumno: “Es necesario insistir sobre el
caracter ‘dialéctico’ de estos procesos: las
concepciones anteriores de los alumnos y
los problemas que el medio les propone,
conducen a nuevas concepciones y a
nuevas preguntas cuyo sentido es
fundamentalmente local” (Brousseau,
1986, p. 100). Sin embargo, en Antibi y
Brousseau (2000, p. 18) se indica que “una
de las hipoétesis fuertes de la teoria de
situaciones y de la teoria de los campos
conceptuales es la que postula la existencia
de las concepciones”.

Nos parece fundamental el progreso dado
por la teoria de situaciones al conectar
genéticamente los conocimientos
matematicos con las situaciones-problema,
pero pensamos que es insuficiente el
analisis de los constituyentes del
conocimiento: las situaciones son uno de
los constituyentes, pero no el tnico. En la
teoria de situaciones hallamos propuestas,
aunque de modo implicitas, para progresar
en la descomposiciéon controlada del
conocimiento. Si bien estan las situaciones
de accién -que son ocasion para el
desarrollo y aplicacién de técnicas
matematicas de solucion de los problemas-,
las situaciones de formulacion -
comunicacion en la que intervienen de
manera esencial los instrumentos
linglisticos—y las situaciones de validacion,
donde intervienen lo que podemos
denominar objetos validativos -
argumentaciones o demostraciones—, los
conceptos y teoremas deben ser
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reconocidos como constituyentes
esenciales del componente discursivo del
conocimiento, tanto en su versién personal
(concepciones, conceptos y teoremas en
acto) como institucional (conceptos y
teoremas matematicos).

3.2. La dialéctica instrumento-objeto y el
Jjuego de marcos

Douady (1986) atribuye a los conceptos
matematicos un caracter no unitario e
identifica en ellos dos polos o dimensiones
principales: el aspecto objeto (cultural,
impersonal e intemporal), plasmado en
definiciones y propiedades caracteristicas,
y el aspecto instrumento, que permite a
alguien realizar una tarea en un momento
dado.

Decimos que un concepto es
instrumento cuando focalizamos
nuestro interés sobre el uso que se
hace de él para resolver un
problema. Un mismo instrumento
puede ser adaptado a varios
problemas, varios instrumentos
pueden ser adaptados a un mismo
problema. Por objeto entendemos el
objeto cultural que tiene un lugar en
un edificio mas amplio que es el
saber sabio en un momento dado,
reconocido socialmente (Douady,
1986, p. 9).

Interpretamos que el concepto-instrumento
se pone en juego en las fases 0 momentos
de exploracién en la resolucién de
problemas, y esta del lado del estudiante
o del investigador matematico que resuelve
el problema. El concepto-objeto se pone en
juego en las fases de institucionalizacion,
normalmente hechas por el profesor, pero
también es resultado de los procesos de
fundamentacién y validacién de los
conocimientos entendidos como entidades
culturales. “Se llega a que los

investigadores crean directamente objetos
para organizar mejor una rama de las
matematicas, para poner en orden los
pensamientos o por necesidades de la
exposicion” (Douady, 1986, p. 9).

Para Douady los conceptos matematicos
tienen una doble dimension: por un lado,
posibilitan la accidn (instrumento), por otro,
son conceptualizados como entidades
reutilizables en otros procesos similares —no
se vinculan necesariamente a una situacion
determinada— y pueden formar parte de un
discurso mas general (objeto). De esta forma,
la distincion instrumento-objeto descrita por
Douady la podemos interpretar en términos
de subsistema de practicas operatorias
(praxis) y discursivas (logos), entre las cuales
se establecen relaciones dialécticas de
mutua interdependencia.

Pero la dialéctica instrumento-objeto no
puede ser explicada totalmente sin hacer
referencia a la nocién de marco (en francés,
cadre) introducida por Douady, que supone
el reconocimiento de una relatividad en las
practicas mateméticas respecto a los
“contextos de uso” internos en la propia
matematica. El uso de un marco u otro afecta
a los procedimientos de solucion, su eficacia
relativa e incluso al planteamiento de nuevos
problemas. En el aprendizaje de una nocién
matemaética, o en la resoluciéon de un
problema, el hecho de cambiar de marco en
el que se afronta dicho problema permite
desbloquear los procesos de comprension
y, en muchos casos, generalizar una nocién,
un procedimiento o un significado
matematicos. Tal generalizacion representa
el paso de un uso contextualizado de un
objeto matematico (que determina una
funcién como concepto-instrumento en una
situacion concreta de dicho objeto) a un uso
potencial (el objeto trasciende la situacion
concreta y se constituye en un concepto-
objeto reutilizable para una clase de
situaciones).
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La palabra ‘cadre’ es tomada en el
sentido usual que tiene cuando se
habla de marco algebraico,
aritmético, geométrico..., pero
también de marco cualitativo o
algoritmico. Decimos que un marco
esta constituido por los objetos de
una rama de las matematicas, de las
relaciones entre los objetos, sus
formulaciones eventualmente
diversas y a las imagenes mentales
asociadas a estos objetos y estas
relaciones (Douady, 1986, p. 11)

La mencidn de las imagenes mentales en
la descripcion de los marcos que hace
Douady nos lleva a pensar que, en su
formulacién inicial, esta nocién tiene un
caracter hibrido institucional-personal. Por
una parte, los marcos o contextos
algebraico, geométrico, etc., tienen unas
connotaciones independientes de los
sujetos y se postula una relatividad de los
significados ligados a los mismos:

El significado de un concepto se
deriva del contexto en que esta
implicado. Por tanto, es el estado
como instrumento lo que entra en
juego. También se deriva de las
relaciones desarrolladas en el
contexto con otros conceptos en el
mismo dominio mateméatico o no
(Douady, 1991, p. 116).

Pero al incluir las imagenes mentales en
la definicion de marco se esta atribuyendo
a dicha nocién una dimensioén individual, y
en cierto modo una relatividad personal del
significado de los objetos matematicos.
Esta apreciacion es compartida por
Lerouge (2000) quien, en referencia a los
trabajos de Douady, afirma que “la autora
ha pasado en algunos afios de un modelo
sincrénico a un modelo diacrénico en el que
cada estado en el transcurso del tiempo
se puede caracterizar por componentes

matematicas, socioculturales y personales”
(Lerouge, 2000, p.180).

Este breve analisis de la dialéctica
instrumento-objeto y del juego de marcos
nos lleva a afirmar que en el modelo tedrico
de Douady esté presente, al menos de una
manera implicita, una concepcién de las
matematicas en términos praxeoldgicos,
asi como la atribucién de una relatividad
pragmatica del significado de los objetos
matematicos en sus dimensiones
personales y socioculturales.

No obstante, estas nociones tedricas y su
metodologia nos parecen insuficientes para
el andlisis de la actividad matematica, de
sus objetos emergentes y de las distintas
funciones que éstos pueden desempeiiar.
En la seccion 5 justificaremos esta
afirmacion.

3.3. Teoria antropoldgica de lo didactico

La teoria antropolégica de lo didactico se ha
centrado hasta el momento, casi de manera
exclusiva, en la dimension institucional del
conocimiento matematico. Aqui, las nociones
de obra matemaética, praxeologiay relacion
institucional al objeto se proponen como los
instrumentos para describir la actividad
matematica y los objetos institucionales
emergentes de tal actividad. La dimension
cognitiva es descrita en términos de la
relacion personal al objeto, que agrupa todas
los restantes conceptos propuestos desde la
psicologia (concepcion, intuicion, esquema,
representacion interna, etc.); sin embargo, la
nocion de relacion personal al objeto no ha
sido desarrollada, al postularse como previa
y determinante la caracterizaciéon de las
praxeologias matematicas y el estudio de las
relaciones institucionales. De hecho, la
praxeologia local representa la unidad
minima de analisis de los procesos didacticos
(Bosch y Gascon, 2004). Por praxeologia,
se entiende:
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Alrededor de un tipo de tareas, T, se
encuentra asi, en principio, una
tripleta formada por una técnica (al
menos), T, por una tecnologia de
1,0, y por una teoria de 6,0. El total,
indicado por [T /T16/0], constituye
una praxeologia puntual, donde este
ultimo calificativo significa que se
trata de una praxeologia relativa a
un dnico tipo de tareas, T. Una tal
praxeologia —u organizacion
praxeol6gica— esta pues constituida
por un bloque practico - técnico,
[T /7], y por un bloque tecnoldgico-
tedrico, [810].

El bloque [6/0] se identifica
habitualmente como un saber,
mientras que el bloque [T/1]
constituye un saber-hacer. Por
metonimia, se designa corrientemente
como ‘“saber” la praxeologia
[T/t/6/8©] completa, o incluso
cualquier parte de ella. Pero esta
manera de hablar estimula una
minoracion del saber-hacer, sobre
todo en la produccion y difusion de
las praxeologias (Chevallard, 1999,
p. 229).

Las técnicas se describen como maneras
de realizar las tareas. Una técnica no es
necesariamente de naturaleza algoritmica
0 casi algoritmica; s6lo en casos poco
frecuentes. No se hace referencia alguna
a que las técnicas sean usadas para el
analisis de la cognicién del sujeto, sino mas
bien para la cognicién, entendida en sentido
institucional. Se trata de una nocion de
caracter epistémico y, por tanto, es Util para
la descripcion de dicha dimension, no de
la cognitiva (personal).

Parece claro que como constituyentes de
las tecnologias y de las teorias —aunque
no se ha precisado hasta el momento los
conceptos, las proposiciones y las

demostraciones matematicas, mediante los
cuales se logra justificar y explicar las
técnicas—, estas nociones estan
implicitamente contenidas en las
praxeologias matematicas y tienen una
naturaleza epistémica y, por ende,
institucional.

La nocion de praxeologia guarda gran
paralelismo con la de sistema de practicas
institucionales ligadas a un campo de
problemas (Godino y Batanero, 1994). De
hecho, el punto de partida de este trabajo
de Godino y Batanero fue precisar algunas
nociones introducidas por Chevallard
(1992), como sistema de practicas y objeto
matematico, pero sobre todo desarrollar la
nocion de relacién personal al objeto.

La distincioén entre el dominio de lo
personal y de lo institucional y de
sus mutuas interdependencias es
uno de los ejes principales de la
antropologia cognitiva. Pero un
énfasis excesivo en lo institucional
puede ocultar la esfera de lo mental,
de los procesos de cognicion
humana, que quedan diluidos en la
teorizacion de Chevallard, de los
que en un enfoque sistémico de la
didactica no se puede prescindir. La
consideracion explicita de este
dominio nos lleva a diferenciar entre
objeto institucional, base del
conocimiento objetivo, y objeto
personal (o mental), cuyo sistema
configura el conocimiento subjetivo
y proporciona una interpretacion Gtil
a la nocion de concepcion del sujeto
(Artigue, 1990), asi como a las de
concepto y teorema en acto
(Vergnaud, 1990) [Godino vy
Batanero, 1994, p.333].

Respecto a la nocién de praxeologia,
segln se describe en Chevallard (1999),
consideramos que el polo tecnolégico/
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tedrico (logos) se debe descomponer
explicitamente en entidades mas
elementales y operativas (conceptos-
definicién, proposiciones, argumentaciones);
ademas, nos parece necesario afiadir un
tercer polo, formado por el sistema de objetos
perceptibles mediante los cuales se
expresan y operan los otros dos polos (el
lenguaje).

El andlisis detallado sobre los procesos de
resolucion de tareas matematicas revela
gue las fases de desarrollo de las técnicas
(en general, elementos procedimentales)
suponen la aplicacion contextualizada de
objetos intensivos (conceptos-regla y
proposiciones) y validativos, al menos de
manera implicita. De igual modo, la
elaboracion de justificaciones requiere la
aplicacion de elementos procedimentales
y situacionales. Esta circunstancia nos
parece que resta relevancia a la distincién
praxis-logos (y la de tecnologia-teoria): los
elementos discursivos y regulativos son
densos por doquier en la actividad
matematica.

4. EL PROGRAMA COGNITIVO EN
DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

4.1. La teoria de los campos
conceptuales

La teoria de los campos conceptuales
(Vergnaud, 1990, 1994) es la que més
nociones cognitivas ha introducido:
esquema, invariante operatorio (concepto
en acto y teorema en acto'®), concepto,
campo conceptual, sentido de un

conocimiento. Esta es la razon por la que
incluimos este modelo teérico dentro del
programa cognitivo, reconociendo, no
obstante, que algunas nociones teoricas
elaboradas (campo conceptual) tienen una
naturaleza epistémica.

La nocién de esquema

La nocién cognitiva basica para Vergnaud
es la de esquema, que describe como “la
organizacion invariante de la conducta para
una clase de situaciones dadas” (Vergnaud,
1990, p. 136). Dice que “es en los
esquemas donde se deben investigar los
conocimientos en acto del sujeto que son
los elementos cognitivos que permiten a la
accion del sujeto ser operatoria”.

Cada esquema es relativo a una clase de
situaciones cuyas caracteristicas son bien
definidas. Ademas, un esquema reposa
siempre sobre una conceptualizacién
implicita, siendo los conceptos-en-acto y
los teoremas-en-acto constituyentes de los
esquemas operatorios. A su vez, considera
gue los esquemas son los elementos que
sirven de base (sostienen) a las
“competencias matematicas”. De manera
mas precisa, Vergnaud (1990, p.135)
sefiala que para “considerar correctamente
la medida de la funcién adaptativa del
conocimiento, se debe conceder un lugar
central a las formas que toma en la accion
del sujeto. El conocimiento racional es
operatorio 0 no es tal conocimiento”.

Por ello, continua Vergnaud, es necesario
distinguir dos clases de situaciones: 1)
aquellas para las cuales el sujeto dispone
en su repertorio [...] de competencias

16 Los conceptos y teoremas en acto han sido traducidos al inglés como theorems-in-actiony concepts-in-action (Vergnaud,
1998). Las expresiones “en acto” y “en acciéon” expresan una misma concepcion: los teoremas y conceptos emergen de
la actividad matematica. Asi, un conocimiento se constituye en un teorema en acto si el alumno organiza diversas

estrategias de resolucion en torno a dicho conocimiento.
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necesarias para el tratamiento relativamente
inmediato de la situacion; 2) aquellas para
las cuales el sujeto no dispone de todas las
competencias necesarias, lo que le obliga a
un tiempo de reflexién y de exploracion, de
dudas, tentativas abordadas, y le conduce
eventualmente al éxito o al fracaso. Segun
Vergnaud, el concepto de esquema se
aplica facilmente a la primera categoria de
situaciones y con mayor dificultad a la
segunda.

Un esquema es una totalidad organizada
gue permite generar una clase de
conductas diferentes en funcién de las
caracteristicas particulares de cada una de
las situaciones de la clase a la cual se
dirige. Implica los siguientes componentes:

® |nvariantes operatorios (conceptos-en-
acto y teoremas-en-acto) que pilotan el
reconocimiento por el sujeto de los
elementos pertinentes de la situaciény
la recogida de informacioén sobre la
situacion a tratar

e Anticipaciones del fin a lograr, de los
efectos a esperar y de las etapas
intermedias eventuales

® Reglas de accién del tipo si...
entonces... que permiten generar la
serie de acciones del sujeto

® /nferencias (0 razonamientos) que
permiten “calcular” las reglas y las
anticipaciones a partir de las
informaciones y del sistema de
invariantes operatorios de los que
dispone el sujeto

La nocion de esquema incorpora
elementos procedimentales (técnicas o
modos de actuar) y tecnolégicos-teéricos
implicitos (conocimientos en acto);
ademas, esta asociada a una clase de
situaciones, entendidas como tareas. En

tal sentido, admite una interpretacion
coherente en términos de los “sistemas de
practicas personales ligadas a un tipo de
problemas” (Godino y Batanero, 1994).

La nocion de concepto

Los invariantes operatorios (conceptos y
teoremas en acto) son entidades
cognitivas, no epistémicas, al igual que la
nocion de esquema, la cual constituyen.

Un concepto-en-acto no es de hecho
un concepto, ni un teorema-en-acto
un teorema. En la ciencia, los
conceptos y los teoremas son
explicitos y se puede discutir su
pertinencia y su verdad (Vergnaud,
1990, p.144).

Vergnaud propone una nocién de concepto
a la que parece atribuir una naturaleza
cognitiva, al incorporar los invariantes
operatorios “sobre los que reposa la
operacionalidad de los esquemas”. Esta
nocién es distinta de lo que son los
conceptos y teoremas en la ciencia, para
los que no propone ninguna
conceptualizacion. Expresamente, dice
que:

Una aproximacion psicolégica y
didactica de la formacién de
conceptos matematico, conduce a
considerar un concepto como un
conjunto de invariantes utilizables en
la accion. La definicion pragmatica
de un concepto pone, por tanto, en
Juego el conjunto de situaciones que
constituyen la referencia de sus
diferentes propiedades, y el conjunto
de esquemas puestos en juego por
los sujetos en estas situaciones
(Vergnaud, 1990, p. 145).

Una primera observacion es que en la
aproximacion dada a los procesos de
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conceptualizacién no se tiene en cuenta el
uso de significantes explicitos (palabras,
enunciados, simbolos y signos).

Una segunda observacion es que en dicha
aproximacion no se distingue con claridad el
plano personal del institucional, ni su caracter
relativo al sujeto individual o a los contextos
institucionales. El saber sabio se propone
como un elemento de referencia para el
investigador con un caréacter absoluto o
universal. La incorporacién del conjunto de
situaciones y de significantes, junto con los
“invariantes operatorios constituyentes de los
esquemas”, lleva inevitablemente a confundir
los planos cognitivos y epistémicos, lo que
va a dificultar estudiar la dialéctica entre
ambas facetas de la cognicién matematica.
Esta falta de problematizacion de la dualidad
personal-institucional se percibe también en
la definicién de la nocién de campo
conceptual.

La nocion de campo conceptual

La primera descripcion que hace Vergnaud
de un campo conceptual es la de “conjunto
de situaciones”. Pero a continuacion aclara
gue, junto a las situaciones, se deben
considerar también los conceptos y teoremas
gue se ponen en juego en la solucion de tales
situaciones.

En efecto, sila primera entrada de un
campo conceptual es la de las
situaciones, se puede también
identificar una segunda entrada, la de
los conceptos y los teoremas
(Vergnaud, 1990, p. 147).

Asi, por ejemplo, el campo conceptual de las
estructuras aditivas es a la vez el conjunto
de las situaciones cuyo tratamiento implica
una o varias adiciones o sustracciones, y el
conjunto de conceptos y teoremas que
permiten analizar estas situaciones como
tareas matematicas.

En esta descripcion del campo conceptual
no se mencionan elementos de tipo
subjetivo, por lo cual consideramos que al
campo conceptual se le atribuye una
naturaleza de tipo epistémica. Los
conceptos y teoremas que intervienen aqui
se califican como “mateméticos”, nociones
gue no son teorizadas; la de concepto
matemético no parece ser la misma que la
de cognitiva de concepto, que acaba de
definirse como una tripleta heterogénea de
conjuntos formados por situaciones,
invariantes y significantes.

La nocion de campo conceptual y los
ejemplos que pone de ella tiene unas
caracteristicas muy generales (estructuras
aditivas, estructuras multiplicativas, la
electricidad, la mecanica, las magnitudes
espaciales, la légica de clases). Aligual que
la nocion de concepto no se relativiza a los
contextos institucionales, dificultando de
este modo el analisis de la dinamica y
ecologia de tales formaciones epistémicas.

Segun nuestra interpretacion, la nocion de
campo conceptual, que de una manera
implicita también incluye los algoritmos y
procedimientos de resolucién de los tipos
de problemas que se incluyen en los
campos conceptuales, podria asimilarse a
la de praxeologia matematica global, ya
gue ambas nociones tienen una naturaleza
institucional e incluyen componentes
similares. Ciertamente, la nocién de
praxeologia es bastante mas general y
flexible, pues se aplica también a tipos de
problemas mas puntuales, aparte de
distinguir entre los dos polos del saber
matematico: el saber-hacer (praxis) y el
saber-qué (logos).

La nocion de sentido
“El sentido es una relacién del sujeto a las

situaciones y a los significantes. Mas
precisamente, son los esquemas evocados
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por el sujeto individual en una situacion o
por un significante lo que constituye el
sentido de esta situacion o de este
significante para este sujeto. Los
esquemas, es decir, las conductas y su
organizacion. El sentido de la adicion para
un sujeto individual es el conjunto de
esquemas que puede poner en practica
para tratar las situaciones a las cuales es
confrontado, y que implican la idea de
adicién” (Vergnaud, 1990, p. 158).

En esta descripciéon, Vergnaud esta
haciendo corresponder a un objeto
matematico, por ejemplo, “la adicién”, con
un conjunto de otros objetos (situaciones,
esquemas, significantes), o sea, lo que
anteriormente ha presentado como un
concepto en sentido cognitivo. Tal sistema®”
representa entonces el sentido o significado
de la adicion para el sujeto, por lo que
guarda una fuerte relacién con uno de los
tipos de significados que hacemos en el
enfoque ontosemidtico: el significado
personal de un objeto matemético
considerado como “sistema de practicas
personales eficaces para la resolucion de
un cierto tipo de problemas”.

Respecto a este punto, podemos decir que
la teoria de los campos conceptuales no
introduce una version institucional de la
nocién de sentido, por lo cual se dificulta el
estudio de la dialéctica entre las
dimensiones personales e institucionales
de la cognicion matematica. Ademas,
debemos analizar si el “sistema de
practicas” del EOS es una interpretacion
mas general y flexible de las nociones de
esquema y concepto (segun Vergnaud),
como herramientas utilizadas para la
descripcion  del comportamiento
matemético de los alumnos.

[Las nociones de esquema y
concepto son] un analisis muy fino
de los procedimientos de
pensamiento, de los ‘gestos’
intelectuales del alumno, puesto que
de algun modo es la facilidad del
alumno en la realizacion de estos
gestos lo que le va a permitir
principalmente entrar en la situacion,
que va a condicionar la atribucion de
sentidos adaptados (Legrand, 1996,
p. 246).

El interés de la TCC por los
comportamientos de los estudiantes
determina su diferencia fundamental con
la TSD.

La teoria del campo conceptual
puede ser considerada como una
teoria que clarifica esencialmente el
funcionamiento individual del
alumno o del profesor, mientras que
la teoria de situaciones clarifica mas
el funcionamiento de la clase
(Legrand, 1996, p. 247).

4.2. La nocion de concepcion

La nocién de concepcién es la mas usada
para el andlisis cognitivo en didactica de
las matematicas, como puede inferirse del
estudio que hace Artigue (1990). Es
también usada por los modelos tedricos
TSD, TCC vy DIO-JM, descritos
anteriormente.

Esta nocidn no se distingue claramente en
la bibliografia de otras como representacion
(interna), modelo implicito, etc. Como
describe Artigue (1990, p. 265), “trata de
poner en evidencia la pluralidad de puntos
de vista posibles sobre un objeto

17 Es un sistemay no un conjunto, ya que importa tanto los objetos referidos como la estructura que se les confiere.
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matematico, diferenciar las representaciones
y modos de tratamiento que se le asocian,
poner en evidencia su adaptacion mas o
menos buena a la resolucién de distintas
clases de problemas”. En la descripcion que
hace Artigue se aprecian dos sentidos
complementarios para el término
concepcion: el punto de vista epistémico
(naturaleza compleja de los objetos
matematicos y de su funcionamiento) y el
punto de vista cognitivo (los conocimientos
del sujeto en relacion a un objeto matematico
particular). Asi, Artigue (1990) habla de, “un
conjunto de concepciones es definido a priori
con referencia a once definiciones distintas
de circulo” (p. 268); y también se habla de
“las concepciones del sujeto sobre el
concepto de ... (circulo, tangente, limite,
etc.)".

Sobre las concepciones del sujeto se
discuten dos tipos de usos segln los
distintos autores:

a)La concepcion como estado cognitivo
global que tiene en cuenta la totalidad
de la estructura cognitiva del sujeto
en un momento dado en relacién a
un objeto. En este caso, una
concepcién representa un “concepto
subjetivo”, entendiendo éste en
términos de la tripleta de Vergnaud
(situaciones, invariantes vy
significantes).

b)La concepcion como un objeto local,
estrechamente asociado al saber
puesto en juego y a los diferentes
problemas en cuya resolucién
intervienen.

Sin embargo, el uso habitual (basado en
un enfoque cognitivo) de concepcion
conlleva unas connotaciones fuertemente
mentalistas. A pesar de los intentos de
proponer un uso técnico de esta nocién no
parece muy distinto del uso que se hace

del mismo en el lenguaje ordinario: “la idea
gue tiene una persona en su mente cuando
piensa sobre algo en un momento y
circunstancias dadas”. Con otras palabras,
los conocimientos y creencias son
concebidos Gnicamente como entidades
mentales y, por lo tanto, no susceptibles
de generalizacién a colectivos sociales en
el enfoque cognitivista.

Por otro lado, desde el programa
epistemologico, la nocién de concepcion es
modelizada en tanto objeto que permite la
accion o la argumentacion del sujeto con
relacion a la busqueda de una respuesta a
una cuestién matematica.

Una concepcién esta determinada
por un conjunto relativamente
organizado de conocimientos
utilizados con bastante frecuencia,
y conjuntamente, sobre un
conjunto de situaciones (para el
cual son pertinentes, adecuados,
utiles, etc.), y que se manifiestan

mediante un repertorio
relativamente estable y limitado de
comportamientos, lenguajes,

técnicas, etc. (Antibiy Brousseau,
2000, p. 20)

Por dltimo, bajo un enfoque antropolégico
la concepcion comprende también las
destrezas, disposiciones, capacidades
l6gicas y discursivas, en definitiva, la
“relacion personal al objeto”. En esta
interpretacion de la concepcién vemos
que si la nocién de conocimiento es lo
suficientemente amplia, de modo que
abarque tanto los conocimientos de
“saber hacer” (praxis), como “saber qué”
(logos) la concepcion del sujeto viene a
ser equivalente a la faceta no ostensiva
(interiorizada) de los subsistemas de
practicas personales asociadas a un
objeto, relativas a un contexto de uso o
un marco institucional.
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4.3 Registros de representacion
semidtica

Una caracteristica importante de la
actividad matematica es el uso de diversos
sistemas de expresion y representacion,
ademas del lenguaje natural: variados
sistemas de escritura para los nimeros,
escrituras algebraicas para expresar
relaciones y operaciones, figuras
geomeétricas, graficos cartesianos, redes,
diagramas, esquemas, etc. Duval (1995)
se ha interesado particularmente por este
uso variado de los sistemas de
representacion semiética y se pregunta:
“¢ Es esencial esta utilizaciéon de varios
sistemas semidticos de representacion y
expresion, o al contrario no es mas que un
medio comodo pero secundario para el
ejercicio y para el desarrollo de las
actividades cognitivas fundamentales?” (p.
3). Considera que esta pregunta sobrepasa
el dominio de las matematicas y de su
aprendizaje y apunta hacia la naturaleza
misma del funcionamiento cognitivo del
pensamiento humano, aportando los
siguientes argumentos:

1)No puede haber comprensiéon en
matematicas si no se distingue un
objeto de su representacién. No se
deben confundir nunca los objetos
matematicos (numeros, funciones,
rectas, etc.) con sus representaciones
(escrituras decimales o fraccionarias,
los simbolos, los graficos, los trazados
de figuras, etc.), pues un mismo objeto
matematico puede darse a través de
representaciones muy diferentes.

2)Existen representaciones mentales,
conjunto de imagenes, conceptos,
nociones, ideas, creencias,
concepciones que un individuo puede
tener sobre un objeto, sobre una

situacion y sobre aquello que les esta
asociado. “Permiten una mirada del
objeto en ausencia total de significante
perceptible”. (p. 20). Las representaciones
mentales estan ligadas a la
interiorizacién de representaciones
externas, de la misma manera que las
imagenes mentales lo estan a una
interiorizacion de los perceptos.

3)Las representaciones semidticas son
un medio del cual dispone un individuo
para exteriorizar sus representaciones
mentales, es decir, para hacerlas
visibles o accesibles a los demas.
Ademéas de sus funciones de
comunicacion, las representaciones
semioticas son necesarias para el
desarrollo de la propia actividad
matematica. La posibilidad de efectuar
tratamientos (operaciones, calculos)
sobre los objetos matematicos depende
directamente del sistema de
representacion semioético utilizado. El
progreso de los conocimientos
matematicos se acompafia siempre
de la creacion y del desarrollo de
sistemas semibdticos nuevos y
especificos que coexisten con el de
la lengua natural y les confieren el
caracter de objetos.

4)La pluralidad de sistemas semidticos
permite una diversificacion tal de las
representaciones de un mismo objeto,
gue aumenta las capacidades
cognitivas de los sujetos y, por tanto,
de sus representaciones mentales.
Esta interdependencia entre las
representaciones internas y externas
la expresa Duval afirmando que “no
hay noesis'® sin semiosis; es la
semiosis la que determina las
condiciones de posibilidad y de ejercicio
de la noesis” (p. 5). La aprehension

18 Noesis, aprehensién conceptual de un objeto; semiosis, la aprehension o la produccion de una representacion semitica.
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conceptual no es posible sin el recurso
a una pluralidad, al menos potencial,
de sistemas semioticos, y, por tanto, su
coordinacion por parte del sujeto.

5)La coordinacién entre las
representaciones que provienen de
sistemas semiéticos diferentes no es
espontanea; la conversion de unos
sistemas a otros requiere un
aprendizaje especifico. El problema
esencial de la semiosis es el de la
diversidad de sistemas de
representacion y los fenomenos de no-
congruencia que resultan por la
conversion de las representaciones. La
coordinacién entre representaciones no
es una consecuencia de la aprehension
conceptual (noesis) sino que, al
contrario, el logro de dicha coordinacion
es una condicién esencial de la noesis.

La contribucion tedrica de Duval se inscribe
dentro de la linea de indagaciéon que
postula una naturaleza mental (las
representaciones internas) para el
conocimiento matematico y que atribuye
un papel esencial en los procesos de
formacién y aprehensién de las
representaciones mentales (noesis) al
lenguaje, en sus diversas manifestaciones.
La disponibilidad y uso de diversos
sistemas de representacion semiética, sus
transformaciones y conversiones, se
considera imprescindible en la generacion
y desarrollo de los objetos matematicos;
pero la semiosis (produccién y aprehension
de representaciones materiales) no es
espontanea y su dominio debe ser un
objetivo de la ensefianza. Una atencion
particular debe darse a la conversion entre
registros de representacion semiotica no
congruentes entre si'°.

Estas ideas nos parecen razonables y Utiles
para la educacion matematica. Sin
embargo, desde la perspectiva mas global
del EOS, encontramos las siguientes
limitaciones en el modelo cognitivo
elaborado por Duval.

1. No se propone una teoria explicita de
gué sean los objetos matematicos, aparte
de ser concebidos como representaciones
internas (conceptos, ideas, nociones,
creencias, etc.). No se concede un papel
claro a la accion del sujeto, ligada a
situaciones-problema, ni a su dimension
sociocultural. Sélo se enfatiza el papel
mediador del lenguaje y las tareas de
produccion y manipulacién de los sistemas
de representacion. ¢Qué es un concepto
para Duval? ¢Qué otros tipos de objetos,
ademas de conceptos, se ponen en juego
en la actividad matemética?

2. Comprensién y diversidad de
representaciones. Se postula que para la
aprehension conceptual es necesario el
trabajo con al menos dos registros de
representacion semiética. Sin embargo,
desde el punto de vista del EOS, la
aprehension del componente discursivo,
por ejemplo, del nimero 3 se consigue
cuando se conoce (entiende) que el signo
‘3’ es un miembro de la estructura numérica
natural, o sea, un miembro de (N,+,<) y
es indiferente usar cualquier numeral para
indicar ese miembro. El uso de distintas
representaciones proporciona propiedades
ergonémicas especificas que enriquecen
progresivamente la comprensién de los
nameros, pero no es necesario “conocer”
varios sistemas numerales para saber qué
son los nimeros naturales. El componente
praxémico (situacional y procedimental) del
significado sistémico del nimero requiere

19 | a congruencia o no congruencia entre dos registros de representacion semidtica se determina segun criterios
economicos (coste para la realizacion de una tarea), practicos (utilidad y eficacia de un registro para la realizacion de una
tarea) y tedricos (consistencia con los saberes existentes en el seno de una institucion dada).
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el conocimiento de los usos del namero,
de las técnicas e instrumentos de contar y
ordenar. El conocimiento del nimero no se
reduce a un juego de representaciones.

3. El modelo de cognicién matematica de
Duval no incorpora la faceta institucional o
epistémica del conocimiento matematico.
Esto nos deja sin medios para planificar
los procesos curriculares e instruccionales
matematicos y entender el aprendizaje y
la comprension matematica como un
acoplamiento progresivo entre significados
institucionales y personales de objetos
mateméticos.

Independientemente de estas limitaciones
pensamos que la semibética cognitiva
elaborada por Duval es un desarrollo
parcialmente compatible con el EOS, al que
aporta algunas nociones Uutiles para
estudiar los fendmenos del aprendizaje
matematico (tipos de funciones discursivas
y meta-discursivas del lenguaje,
diferenciacién funcional y coordinacién de
registros, etc. (Duval, 1996)).

5. HACIA UNA ARTICULACION DE
MODELOS TEORICOS

La tesis que vamos a argumentar en esta
seccion es que el EOS puede ayudar a
comparar los marcos tedricos descritos
anteriormente y, en cierta medida, a
superar algunas de sus limitaciones para
el de analisis de la cogniciébn matematica.
La justificacion de esta afirmacion, sin duda
demasiado fuerte, sélo podra ser esbozada
en este trabajo. En principio, se trata de

una expectativa que se basa en la
generalidad con la que se define en el EOS
las nociones de problema matematico,
practica matematica, institucién, objeto
matematico, funcién semidtica y las
dualidades cognitivas (persona-institucion;
elemental-sistémico; ostensivo-no
ostensivo; extensivo-intensivo; expresion-
contenido). Estas nociones nos permiten
establecer conexiones coherentes entre los
programas epistemolégicos y cognitivos
sobre unas bases que describimos como
ontosemidticas®.

Concebimos las teorias como
instrumentos que permiten definir los
problemas de investigacién asi como una
estrategia metodolégica para su
abordaje. El sistema de nociones teoricas
y metodoldégicas que necesitamos
elaborar, para caracterizar los fenbmenos
didacticos, debera permitir diferentes
niveles de analisis de las diversas
dimensiones o facetas implicadas en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas. Este sistema no puede
elaborarse con la simple agregacion de
elementos tedricos y metodoldgicos de
distintos enfoques disponibles, sino que
sera necesario elaborar otros nuevos
mas eficaces, enriqueciendo algunas
nociones ya elaboradas, evitando
redundancias y conservando una
consistencia global. Debemos aspirar a
incluir en dicho sistema las nociones
tedricas y metodoldgicas “necesarias y
suficientes” para investigar la
complejidad de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

20 g papel central dado en el EOS a la practica matematica (en su version institucional, esto es, relativa a juegos de
lenguaje y formas de vida) y las caracteristicas que se le atribuye a dicha nocién (accién compartida, situada, intencional,
mediada por recursos linguisticos y materiales) permite acomodar en este marco otras posiciones teéricas como el
constructivismo social (Ernest, 1998), la socioepistemologia (Cantoral y Farfan, 2003), y en general las perspectivas
etnomatematicas y socioculturales en educacion matematica (Atweh, Forgasz y Nebres, 2001).
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5.1. Supuestos sobre la naturaleza del
conocimiento matematico

Consideramos que la naturaleza del saber
matematico, en el sentido de saber “sabio”,
o0 saber en la institucion matematica-
profesional, no ha sido problematizada en
las teorias discutidas. En la TAD, con la
nocién de praxeologia y su dependencia
de las instituciones se atribuye una
naturaleza relativa y plural al conocimiento
matematico, como consecuencia de la
adopcién del marco antropoldgico, pero se
contintia hablando de un “saber sabio” que
se traspone a las instituciones de
ensefianza, cuya naturaleza no se explicita.

¢Es posible compaginar de manera
coherente el relativismo antropoldgico con
la visién platénica usual que atribuye un
tipo de realidad absoluta y universal al
conocimiento matemético? En Wilhelmi,
Lacasta y Godino (en prensa) abordamos
esta cuestion desde el enfoque
ontosemidtico analizando, como un
ejemplo, las diversas definiciones de la
nocion de igualdad de nimeros reales y
los subsistemas de practicas asociadas a
las mismas. Proponemos que cada
definicion y la configuracion de objetos y
relaciones entre los mismos constituyen un
sentido, o significado parcial, de la nocién
de igualdad de numeros reales, y que en
ltima instancia, el significado matematico
de la nocién, en singular, debemos
asociarlo a la estructura formal que
describe los diversos significados
parciales. El saber matematico, en singular,
es una emergencia del sistema de
practicas matematicas, realizadas en el
seno de una comunidad de practicas
especial (matematica pura), ante el
problema de la organizacién vy
estructuracion de los subsistemas de
practicas implementados en diversos
marcos institucionales, contextos de usoy
juegos de lenguajes.

En el EOS la cuestién del “significado de
los objetos matematicos” es de naturaleza
ontolégica y epistemoldgica, esto es, se
refiere a la naturaleza y origen de los
objetos matematicos. En un primer
momento se propone una respuesta
pragméatica/antropolégica —significado
como sistema de practicas operativas y
discursivas—, pero simultdneamente se
postula la emergencia de nuevos objetos
de tales sistemas de practicas que se
concretan en reglas socialmente
convenidas (y objetos personales), los
cuales seran a su vez contenidos de
nuevas funciones semioticas. Con esta
formulacion dualista —sistema de préacticas
y objetos emergentes organizados en
redes o configuraciones- se pretende
articular los programas epistemolégicos
(sobre bases antropoldgicas) y cognitivo
(sobre bases semidticas).

Las visiones pragmética y realista sobre el
significado se suelen presentar como
contrapuestas. Sin embargo, Ullman
(1962) presenta las teorias de tipo
pragmatico (que denomina operacionales
0 contextuales) como un complemento
valido de las teorias de tipo realista (que
denomina referenciales).

No hay ningdn atajo hacia el
significado mediante la
introspeccién o cualquier otro
método. El investigador debe
comenzar por reunir una muestra
adecuada de contextos y abordarlos
luego con un espiritu abierto,
permitiendo que el significado o los
significados emerjan de los
contextos mismos. Una vez que se
ha concluido esta fase, se puede
pasar con seguridad a la fase
“referencial” y procurar formular el
significado o los significados asi
identificados. La relacién entre los
dos métodos, o mas bien entre las
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dos fases de la indagacion, es, en
definitiva, la misma que hay entre la
lengua y el habla: la teoria
operacional trata del significado en
el habla; la referencial, del
significado en la lengua. No hay,
absolutamente, necesidad de
colocar los dos modos de acceso
uno frente a otro: cada uno maneja
su propio lado del problema, y
ninguno es completo sin el otro
(Ullman, 1962, p. 76-77)

Esta observacién de Ullmann sirve de
apoyo para el modelo de significado de los
objetos matematicos que se propone en el
EOS. EI significado comienza siendo
pragmatico, relativo al contexto, pero
existen tipos de usos que permiten orientar
los procesos de ensefianza y aprendizaje
matemético.

En el EOS, de acuerdo con la visién
antropologica sostenida por Wittgenstein
(Bloor, 1983), los componentes tedricos del
conocimiento matematico (conceptos,
teoremas) se interpretan como reglas
gramaticales para el manejo de las
expresiones usadas para describir el
mundo de objetos y situaciones extra o
intramatematicas?.

5.2. Relatividad ontosemiética personal,
institucional y contextual

Las teorias analizadas dan un peso muy
diferente al aspecto personal e institucional
del conocimiento matematico y a su
dependencia contextual. En el EOS se
postula que los sistemas de practicas, los
objetos emergentes y las configuraciones
mediante las cuales se expresan son
relativos a los contextos de uso, a las
instituciones en que tienen lugar las

practicas y a los sujetos implicados en las
mismas (juegos de lenguaje y formas de
vida, seguin Wittgenstein, 1953).

La descripcion de los conocimientos de un
sujeto individual sobre un objeto O se
puede hacer de una manera global con la
nocion de “sistemas de practicas
personales”. Esta nocién queda concretada
mediante la trama de funciones semiéticas
gue el sujeto puede establecer en las que
O se pone en juego como expresidn o
contenido (significante, significado). Si en
este sistema de practicas distinguimos
entre las que tienen una naturaleza
operatoria o procedimental ante un tipo de
situaciones-problema, respecto de las
discursivas obtenemos un constructo que
guarda una estrecha relacion con la nocion
de praxeologia (Chevallard, 1999), siempre
y cuando le atribuyamos a dicha nocién una
dimension personal, ademas de la
correspondiente faceta institucional.
También se puede incorporar de esta
manera la dualidad “instrumento-objeto”
gue propone Douady para los conceptos
mateméticos.

Los modos de “hacer y de decir” ante un
tipo de problemas que ponen en juego,
por ejemplo, el “objeto funciéon” se
proponen como respuesta a la pregunta
“qué significa el objeto funcién” para un
sujeto (0 una instituciéon). Esta
modelizacidon semidtica del conocimiento
permite interpretar la nocién de esquema
como configuracién cognitiva asociada a
un subsistema de practicas relativas a una
clase de situaciones o contextos de uso,
y las nociones de concepto-en-acto,
teorema-en-acto y concepciéon como
componentes parciales (intensionales)
constituyentes de dichas configuraciones
cognitivas.

21 Estaeslamaneraen que se conciben los conceptos y teoremas en la filosofia de las matematicas de Wittgenstein

(Baker y Hacker, 1985).
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En el EOS la nocion de concepcion es
interpretada mediante el par (sistema de
practicas personales, configuracién
cognitiva) para sacar la cognicién del
sesgo mentalista. En términos
semioticos, cuando nos preguntemos por
el significado de “concepcion” de un
sujeto sobre un objeto O (o sostenida en
el seno de una institucién) asignemos
como contenido, “el sistema de practicas
operativas y discursivas que ese sujeto
manifiesta en las que se pone en juego
dicho objeto”. Dicho sistema es relativo
a unas circunstancias y momento dado y
se describe mediante la red de objetos y
relaciones que se ponen en juego
(configuracion cognitiva).

Asimismo, la comprension y el
conocimiento se conciben en su faceta dual
personal-institucional, involucrando, por
tanto, los sistemas de practicas operativas
y discursivas ante ciertos tipos de tareas
problematicas. El aprendizaje de un objeto
O por un sujeto se interpreta como la
apropiacion de los significados
institucionales de O por parte del sujeto;
se produce mediante la negociacion, el
dialogo y acoplamiento progresivo de
significados.

En el EOS la nocién de significado y
sentido dejan de ser entidades etéreas 'y
misteriosas. El significado de un objeto
matematico es el contenido de cualquier
funcién semiética y, por tanto, segun el
acto comunicativo correspondiente,
puede ser un objeto ostensivo o no
ostensivo, extensivo — intensivo, personal
o institucional; puede referirse a un
sistema de préacticas, 0 a un componente
(situacién-problema, una notacién, un
concepto, etc.). El sentido se puede
interpretar como un significado parcial,
esto es, se refiere a los subsistemas de
practicas relativos a marcos o contextos
de uso determinados.

La nocién de representacion y registro
semiotico usadas por Duval y otros autores
hacen alusién segin nuestro modelo, a un
tipo particular de funcién semiédtica
representacional entre objetos ostensivos
y objetos mentales (no ostensivos). La
nocién de funcién semiética generaliza esta
correspondencia a cualquier tipo de objetos
y, ademas, contempla otros tipos de
dependencias entre objetos.

El uso que se hace en teoria de las
situaciones didacticas de la nocién de
sentido queda restringido a la
correspondencia entre un objeto
matematico y la clase de situaciones de la
cual emerge, y “le da su sentido” (podemos
describirlo como “significado situacional”).
Segun el EOS esta correspondencia es, sin
duda crucial, al aportar la razén de ser de
tal objeto, su justificacién u origen
fenomenolégico, pero también se tienen
que tener en cuenta las correspondencias
o funciones semiéticas entre ese objeto y
los restantes componentes operativos y
discursivos del sistema de practicas del
gue consideramos sobreviene el objeto,
entendido bien en términos cognitivos o
bien en términos epistémicos.

La teoria de los campos conceptuales
extiende la nocién de significado como
“respuesta a una situaciéon dada”
introducida en la teoria de las situaciones
did4cticas. Esta extension supone la
inclusion, ademas del componente
situacional, de elementos procedimentales
(esquemas) y discursivos (conceptos y
teoremas en acto), relacionando ademas
el significado con la nocién de modelo
implicito.

Los diferentes tipos de
representacion o los teoremas en
acto que rigen las decisiones del
sujeto no son muy faciles de
identificar, incluso si parecen
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formulables o explicitables por el
sujeto. Pero numerosos trabajos
empiezan a mostrar como las
regularidades en los
comportamientos pueden dar acceso
a un tipo de ‘modelos implicitos’. La
importancia que estos modelos
juegan en la adquisicion de
conocimiento representa una cuestion
muy abierta, muy a menudo abordada
de forma demasiado estrecha
(Brousseau, 1986, p.103)

El contenido que se considera “significado
de un objeto matematico para un sujeto” en
la TCC es practicamente la globalidad
holistica que nosotros describimos como
“sistema de practicas personales”. Sin
embargo, nuestra nocién de funcién
semidtica y la ontologia matematica asociada
proporciona un instrumento mas general y
flexible para el andlisis didactico-matematico.

5.3. Niveles de anadlisis de la cognicion
matematica

La didactica debe identificar no solo los
fenébmenos relativos a la ecologia de los
saberes mateméticos (objetivo principal de
la TAD), o los correspondientes al disefio e
implementacion de ingenierias didacticas
(objetivo principal de la TSD), sino también
los fendmenos relativos al aprendizaje de los
alumnos. En Ultima instancia los esfuerzos
de los profesores e investigadores convergen
en el objetivo de lograr que los estudiantes
aprendan, esto es, se apropien de los
conocimientos matematicos que les permitan
desenvolverse en la sociedad y, en algunos
casos, contribuyan al desarrollo de nuevos
conocimientos. El abordaje de cuestiones
como ¢por qué los alumnos tienen
dificultades en resolver este tipo de tareas?,
ses idénea esta tarea, este discurso
matematico, para estos alumnos en unas
circunstancias dadas?, etc., supone un nivel
“microscopico” de analisis de fenémenos

cognitivos y didacticos y requiere usar
nociones tedricas y metodolégicas
especificas.

Las nociones de esquema, conceptos y
teoremas en actos, que proponen la TCC y
la RRS se orientan en esa direccion. Ahora
bien, ¢son suficientes estas nociones para
este aspecto del trabajo didactico?
Consideramos que la nocién de
“configuracién cognitiva” que propone el
EOS, con su desglose en entidades
situacionales, linguisticas, procedimentales,
conceptuales, proposicionales vy
argumentativas permiten un andlisis mas fino
del aprendizaje matematico de los
estudiantes. La nocién de configuracion, en
su version epistémica, permite también hacer
analisis microscoépicos de los objetos
matematicos, caracterizar su complejidad
ontosemidtica y aportar explicaciones de los
aprendizajes en términos de dicha
complejidad.

El EOS permite estudiar los hechos y
fendmenos a nivel microscoépico, incluso
fendmenos que pueden calificarse de
singulares. ¢, Qué ocurre aqui y ahora? ¢ Por
gué ocurre? ¢Qué aprende, o deja de
aprender, este alumno en estas
circunstancias? Aportar respuestas a estas
cuestiones puede ser un primer paso para
generar hipotesis referidas a otros alumnos
y circunstancias. Para hacer este tipo de
andlisis el EOS introduce las dualidades
cognitivas: elemental-sistémica; ostensiva-no
ostensiva; extensiva-intensiva; expresion-
contenido (funcién semiética). Un ejemplo de
estos analisis mas puntuales en el marco del
EOS se puede encontrar en Contreras, Font,
Luque y Ordofiez (2005). Estos autores
utilizan conjuntamente las dualidades
extensivo-intensivo y expresion-contenido
para explicar, en el caso de la funcién
derivada, las dificultades de los alumnos
relacionadas con la complejidad semidtica
inherente al uso de elementos genéricos.
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Por otra parte, las nociones de sistema de
practicas (praxeologia u organizacién
matematica), instituciones, marcos y
contextos de uso, ecologia de significados
son nociones apropiadas para realizar
andlisis de tipo macroscopico (curricular,
instruccional).

La nocion de conflicto semidtico, cualquier
disparidad o discordancia entre los
significados atribuidos a una expresion por

dos sujetos (personas o instituciones) en
interaccion comunicativa, es también (til
para la realizacién tanto de analisis de nivel
macro como de nivel microdidactico en la
produccion y comunicacion matematica.

En la Tabla 1 presentamos una sintesis de
las relaciones entre algunas nociones de los
modelos tedricos estudiados y las
correspondientes interpretaciones en el
enfoque ontosemidtico.

Tabla 1: Comparacién de algunas nociones tedricas de los enfoques analizados

NOCIONES DE MARCOS
TEORICOS ESTUDIADOS

INTERPRETACIONES EN EL ENFOQUE
ONTOSEMIOTICO

TEORIA DE SITUACIONES

Situacion

Situacién-problema

Conocimiento

Conocimiento, entendido como significados de
objetos personales (sistemas de practicas
personales y sus configuraciones cognitivas
asociadas)

Saberes matematicos

Saberes, entendidos como significados de objetos
institucionales (sistemas de practicas institucionales y
sus configuraciones epistémicas asociadas)

Modelo implicito /concepcion

Concepcién, entendida como significados de objetos
personales (sistemas de practicas y sus
configuraciones cognitivas asociadas)

Sentido de un conocimiento

Sentido, entendido como significado parcial
(subsistemas de practicas)

Formas de conocimiento
(ligadas a situaciones de
accion, formulacion,
validacion)

Diferentes configuraciones cognitivas ligadas a
practicas actuativas, comunicativas o argumentativas

DIALECTICA
INSTRUMENTO — OBJETO

Problema matematico

Situacion — problema (que relne ciertas condiciones)
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Concepto — instrumento

Concepto entendido como objeto interviniente en un
sistema de practicas (principalmente operatorias)

Concepto —objeto

Concepto, entendido como objeto interviniente en un
sistema de préacticas regulativas y discursivas
(definiciones y propiedades del objeto en un contexto
formal).

Marcos

Contextos matematicos (geométrico, algebraico, etc.;
atribuyen un significado parcial a los objetos)

Juego de marcos

Coordinacién de significados parciales derivados de
los contextos de uso.

TEORIA ANTROPOLOGICA

Tarea (problematica)

Situacién — problema que desencadena una practica

Praxeologia u organizacion
matematica(puntual, local,
regional, global)

Configuracién epistémica asociada a un sistema de
practicas operativas y discursivas y relativas a una
clase de situaciones mas o menos amplia

Praxis (tarea; técnica)

Practicas operativas ligadas a un tipo de situaciones

Logos (tecnologia; teoria)

Practicas discursivas ligadas a campos de problemas

Transposicion didactica

Ecologia de significados (entendidos como sistemas
de practicas)

TEORIA DE LOS CAMPOS
CONCEPTUALES

Concepto

Concepto, entendido como parte de una configuracion
cognitiva/ epistémica asociada a un sistema de
practicas

Campo conceptual

Campo conceptual, entendido como configuracion
epistémica global

Esquema

Esquema, entendido como significados de objetos
personales (sistemas de practicas y sus
configuraciones cognitivas asociadas)

Concepto y teorema en acto

Concepto y teorema (entendidos como reglas), parte
regulativa de la configuracion cognitiva que se activa
al realizar una practica personal.

Sentido

Significado personal, entendido como sistema de
practicas personales ligadas a una clase de situaciones
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REGISTROS DE
REPRESENTACION
SEMIOTICA

Registros de representacion

Tipos de lenguajes o medios de expresion ostensiva

Representacion semidtica

Representacion semidtica,
configuracion epistémica que participa como expresion
o contenido en una funcién semiottica

entendida como

Cambio de registros

Coordinacioén de significados parciales

6. OBSERVACIONES FINALES

En este trabajo hemos abordado solo
algunos aspectos de los modelos
tedricos seleccionados, en particular las
nociones relacionadas con el
conocimiento matemético. Consideramos
gue este es un aspecto crucial, ya que la
didactica de las matematicas no puede
evitar abordar este problema, a pesar de
su dificultad??, y entrar en interaccién con

las diversas disciplinas que
tradicionalmente se han ocupado del
mismo. Los modelos teodricos

seleccionados, bien asumen posiciones
tomadas de otras disciplinas, o proponen
nuevos planteamientos y desarrollos.

Un aspecto esencial que permite distinguir
entre los modelos teéricos es el relativo a
la dialéctica entre la dualidad institucional y
personal, entre enfoques epistemolégicos y
cognitivos, los cuales con frecuencia se
presentan disjuntos dando lugar a
posiciones extremas. En unos casos el
acento se pone en la dimension personal
(TCC y RRS), en otros en la dimension

institucional (TAD y TSD), mientras que en
el EOS se postula una relacién dialéctica
entre ambas dimensiones, por lo que
pensamos puede ayudar a la articulacion
entre los restantes modelos tedricos.

La clasificacion de los modelos tedricos
descritos como pertenecientes a los
programas epistemolégico o cognitivo no
es completamente satisfactoria. Se trata
de una clasificacién dicotémica que sélo
parece pertinente en algunos casos
extremos, como ocurre con la TAD (que
consideramos claramente posicionado
dentro del programa epistemoldgico) y la
RRS (claramente dentro del programa
cognitivo). Por el contrario la TSD y la
TCC relnen caracteristicas de ambos
programas; en el caso de la TSD més
préximo al programa epistemolégico y en
el de la TCC al cognitivo. Consideramos
que la dltima formulacién de la DIO-IJM
estaria en una posicion central, como
ocurre con el EOS, uno de cuyos objetivos
clave es la articulacion coherente de los
programas epistemoldgico y cognitivo
(Figura 1).

22 .3 nocién de conocimiento nos parece una y evidente. Pero, en el momento en que se le interroga, estalla, se

diversifica, se multiplica en nociones innumerables, planteando cada una de ellas una nueva interrogante” (Edgard

Morin, 1977, p. 18).
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cogn itivo

RRS TCC

EOS: Enfoqu e Ontosemiético

EOS
Programa / \ o

= - epistemoldgico

DIO-JM TSD

RSS: Registro s de Represe ntacié n Semidtica

TCC: Teoria de los Campos Conce ptuales

DIO-JM: Dialéct ica Instrumento -Objeto y Jueg o de Marcos
TSD: Teoria de la s Situacione s Didact icas

TAD: Teoria Antropolégic a de lo Didact ico

TAD

Figura 1. Articulacion de programas de investigacion en didéctica de las matematicas.

En este trabajo no hemos abordado el
analisis de los supuestos y nociones tedricas
que se introducen en cada modelo para la
descripcion, explicacién y predicciéon de
fendmenos ligados a los procesos de
instruccién matematica. En cierta manera, el
analisis instruccional se apoya en la adopcion
de un modelo epistemolégico sobre las
matematicas y un modelo de cognicién
individual por lo que su estudio lo hemos
considerado previo. En Godino, Contreras 'y
Font (en prensa) se amplia el marco del EOS
incorporando algunas nociones para el
analisis de procesos de estudio matematico.

Somos conscientes de las limitaciones de
este trabajo, ante la complejidad del
problema abordado, y de la necesidad de
profundizar en la clarificacién y confrontacién
de las nociones tedricas usadas en la

investigacion didactica, tanto respecto de los
autores que hemos seleccionado, como de
otras aportaciones valiosas que se han
realizado en diferentes paises y escuelas de
pensamiento, cuyo analisis y confrontacion
debera ser abordada en otros trabajos. Es el
caso de la teoria APOS (Dubinsky, 1991),
Interaccionismo simbodlico (Cobb vy
Bauersfeld, 1995), Socioepistemologia
(Cantoral y Farfan, 2003), Semio6tica
antropoldgica (Radford, 2006), etc.

Terminamos este trabajo expresando
nuestro reconocimiento a G. Brousseau,
R. Douady, G. Vergnaud, Y. Chevallard
y R. Duval por sus contribuciones a la
fundamentacion de la Didéactica de las
Matematicas como disciplina cientifica y
estimular nuestro interés hacia este
espacio de reflexion teérica.

Reconocimiento:

Trabajo realizado en el marco del proyecto MCYT — FEDER: SEJ2004-00789, Ministerio de
Ciencia y Tecnologia, Plan Nacional de Investigacion Cientifica, Desarrollo e Innovacién

Tecnol6gica. Madrid.
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