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Significados de la probabilidad en la educacion secundaria’

Carmen Batanero '

RESUMEN

En este trabajo partimos de un modelo tedrico sobre el significado de los objetos matematicos,
en el que se consideran seis elementos diferenciados y se distingue entre el significado
dado al objeto en una cierta institucion de ensefanza y el personal, adquirido por un alumno
dentro de la institucion. Utilizamos estas ideas para analizar los distintos significados histéricos
de la probabilidad y como han sido tenidos en cuenta en la ensefianza secundaria. Dicho
modelo también nos permite tener también una visién semiotica del razonamiento matematico
e interpretar algunos errores frecuentes al resolver problemas de probabilidad en términos
de conflictos semidticos. Finalizamos con algunas recomendaciones para mejorar la
ensefianza de la probabilidad.
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conflictos semiéticos

ABSTRACT

We summarise a model to analyse the meaning of any mathematical concept where we
distinguish five interrelated components and also distinguish the meaning that for a given
concept has been proposed or fixed in a specific teaching institution, and the meaning given
to the concept by a particular student in the institution. These ideas are used to analyse the
different historical meanings of probability and how they were taken into account in the teaching
of probability at secondary school level. The model also provides a semiotic view of
mathematical reasoning and serves to interpret some errors in solving probability problems
in terms of semitic conflicts. We conclude with some suggestions to improve the teaching of
probability.
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RESUMO

Neste trabalho partimos de um modelo tedrico sobre o significado dos objetos matematicos
em que se consideram seis elementos diferenciados e se distingue entre o significado dado
ao objeto em uma certa instituicdo de ensino e ao que o aluno realmente adquiriu dentro
dessa instituicdo. Utilizamos estas idéias para analisar os distintos significados historicos da
probabilidade e como isso tem acontecido no ensino fundamental e médio. O modelo nos
permite também uma visao semidtica do raciocinio matematico e interpretar alguns erros
frequentes ao resolver problemas de probabilidade em termos de conflitos semioticos.
Finalizamos com algumas recomendac¢des para melhorar o ensino de probabilidade.

® PALAVRAS CHAVE: Significado e compreensao, probabilidade, desenvolvimento
historico, conflitos semiodticos

RESUME

Dans ce travail on part d’ un modeéle théorique sur le signifié des objets mathématiques dont
on considére six éléments différenciés et on distingue entre le signifié donné a I objet dans
une certaine institution d’ enseignement et le signifié acquis par I"éléve dans I’ institution. On
utilise ces idées pour analyser les différents signifiés historiques donnés au concept de la
probabilité et comment ils ont été considérés par I' enseignement au college. Ce model nous
permet aussi avoir une vision sémiotique? du raisonnement mathématique et interpréter
quelques erreurs fréquents au moment de résoudre problemes de probabilité en terme de
conflits sémiotiques. Finalement, on conclue avec certaines recommandations pour améliorer
I enseignement de la probabilité.

© MOTS CLES: Signifié et compréhension, probabilité¢, développement historique.

1. Introduccién

Aunque la ensefanza de la probabilidad
ha estado presente en los curriculos
escolares en los ultimos veinte anos,
notamos una tendencia reciente a renovar
su ensefanza, volviéndola mas
experimental, de forma que pueda
proporcionar a los alumnos una
experiencia estocastica desde su infancia

(MEC, 1992; NCTM, 2000). Estos cambios
nos llevan a reflexionar sobre la naturaleza
de la probabilidad y los componentes de
su comprension. Como argumentamos en
Batanero, Henry y Parzysz (2005), la
historia de la probabilidad esta repleta de
episodios y problemas que fueron en su
tiempo desafiantes, y muestran que la

2En espagnol le terme « sémiotique » est plus courrant, associé au courrant américain de la sémiologie. (N. du T.).
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intuicion estocastica con frecuencia nos
engafa; algunos ejemplos sedescriben
en Székely (1986). Una mirada a la
historia permite tomar conciencia de que
los conceptos matematicos no son
inmutables; por el contrario, al igual que
en matematicas u otras ramas de las
ciencias, son fruto del ingenio y la
construccién humana para tratar de dar
respuesta a situaciones problematicas y
estan sujetos a evolucion. Las
soluciones admitidas como correctas en
un momento histérico son
posteriormente rebatidas o mejoradas;
asi contribuyen al avance de la
matematica.

Un proceso similar se desarrolla en el
aprendizaje de los alumnos, quienes
deben construir su conocimiento
mediante un proceso gradual, a partir de
sus errores y esfuerzo. Si el profesor de
matematicas que debe ensefiar
probabilidad no es consciente de esta
problematica, dificilmente podra
comprender algunas dificultades de sus
estudiantes, quienes se encuentran a lo
largo de su aprendizaje con las mismas
paradojas y situaciones contraintuitivas
que surgieron durante el desarrollo
historico del calculo de probabilidades.

En este trabajo analizamos
resumidamente los significados histéricos
de la probabilidad, siguiendo a Batanero,
Henry y Parzysz (2005). Diferenciamos
componentes en su comprension
utilizando un modelo que nos permite
también dar una interpretacion semiotica
al razonamiento matematico e interpretar
algunos errores frecuentes al resolver
problemas de probabilidad en términos de
conflictos semidticos, y concluimos con
algunas implicaciones para la ensefianza
de la probabilidad.

2. Elementos del significado de un
objeto matematico

El modelo tedrico que nos sirve como
base (Godino y Batanero, 1998; Godino,
2002) parte de la nocion de
situacion-problema y concibe que el
objeto matematico emerge
progresivamente del sistema de practicas
socialmente compartidas, ligadas a la
resolucion de cierto campo o tipo de
problemas matematicos. El significado
del objeto seria una entidad compuesta,
formada por el conjunto de practicas
operatorias y discursivas relacionadas
con dicho campo de problemas. Para el
caso de la probabilidad, diferenciariamos
entre el conjunto de practicas ligadas a
la resolucion del campo de problemas
correspondiente (estudio, analisis y
prediccion de fendmenos aleatorios), que
englobaria todo lo que hacemos vy
decimos para resolver este tipo de
problemas, y el objeto matematico
probabilidad, que ha emergido
histéricamente y sigue evolucionando
como consecuencia de tales practicas.

Asimismo, en el modelo citado, se
diferencia entre significado institucional
y personal del objeto dado, segun que
las practicas relativas a un cierto campo
de problemas son compartidas dentro de
una institucion (como en una clase de
matematicas), o son especificas de un
sujeto que pertenece a la institucion (un
alumno). De ahi que se tome en cuenta
el papel de la actividad matematica en la
construccion progresiva de objetos
(conceptos, proposiciones, teorias), tanto
desde el punto de vista cultural —social—
como personal. Godino (2002; 2003)
analiza con detalle estas ideas e indica
los antecedentes en que estan basadas.
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Si bien el modelo tedérico es mas amplio,
a continuacién nos centraremos en lo
que se denominan componentes o
elementos de significado, cuya principal
utilidad reside en el analisis de
respuestas a una tarea matematica, o
bien de un proceso de ensefanza o
aprendizaje. Estos son:

1.El campo de problemas de los que
emerge el objeto. Los objetos
matematicos han surgido para
resolver problemas particulares; esta
solucion es especifica en un primer
momento y mas tarde se generaliza
a otros problemas similares. Ahora
bien, la solucién involucra un nuevo
objeto matematico que en un principio
es usado implicitamente, pero
posteriormente se convierte en tema
de estudio en si mismo y mas tarde
se introduce en la ensefanza

Dichos problemas forman parte del
significado del objeto, ya que lo
justifican y dotan de sentido. Para el
caso de la probabilidad, uno de los
problemas primitivos fue propuesto a
Galileo por el Duque de Toscana,
alrededor del afio 1620: explicar por
qué, aunque las sumas 9 y 12 se
pueden componer en el mismo
numero de veces (3y 6;4y5;6y6)
al lanzar dos dados que las sumas 10
y11(5y5;4y6;5y86), laexperiencia
de los jugadores les hacen apostar a
las sumas 10 y 11, que ocurren con
mayor frecuencia. A pesar de que hoy
esta cuestién nos parece sencilla,
Székely (1986) indica que en su
tiempo fue paraddjica y algunos
matematicos famosos no fueron
capaces de resolverla. Este y otros
problemas relacionados con los
juegos de azar dieron origen al
calculo de probabilidades.

2.Elementos lingdiisticos. Al tratar de
resolver los problemas, necesitamos
objetos ostensivos como simbolos,
palabras o graficos para representar
los datos y soluciones, al igual que las
operaciones y conceptos usados.
Todas estas expresiones sirven, por
un lado, como sistemas de
representacion, es decir, para sustituir
o ponerse en lugar del objeto
representado; por otro, cabe indicar
que el lenguaje matematico cumple
también un papel instrumental en la
actividad matematica. Por ejemplo, si
analizamos las cartas de Pascal a
Fermat (Pascal, 1963/1654) podemos
observar que Pascal emplea las
palabras “valor”, “chance” vy
“combinacion” para hacer referencia
a objetos abstractos (esperanza
matematica, posibilidades, namero
combinatorio); al mismo tiempo, tales
expresiones, asi como los numerales,
letras, fracciones e incluso una
representacion del triangulo aritmético
le sirven a Pascal como instrumentos
al resolver algunas cuestiones
propuestas por el caballero de Meré.

Actualmente, el numero de recursos
linguisticos asociados al campo de la
probabilidad es muy variado, e incluye
las graficas y tablas de valores de las
funciones de densidad de diferentes
distribuciones de probabilidad, las
expresiones algebraicas de dichas
distribuciones o sus transformadas,
asi como las simulaciones y los
graficos dinamicos producidos en un
ordenador.

3.Procedimientos y algoritmos. Los
primitivos problemas, una vez
resueltos, dan lugar a métodos
particulares que permiten resolver
problemas dentro de un campo dado
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y pronto se convierten en objetos de
ensefianza. De este modo, los
primeros procedimientos en el terreno
de la probabilidad se reducian al
calculo combinatorio o la
enumeracion de casos favorables y
posibles para determinar su numero
y calcular la probabilidad mediante un
cociente. Poco a poco han surgido
nuevos procedimientos, como la
recogida de datos estadisticos y la
estimacion de las probabilidades a
partir de la frecuencia relativa, el uso
de funciones matematicas como
modelo de distribuciones de
probabilidad y su operacion aplicando
el analisis matematico, la simulacion
mediante tablas de numeros
aleatorios vy los programas
estadisticos que ofrecen una
variedad de calculos probabilisticos
y simulaciones, sin necesidad de que
el usuario conozca los calculos
subyacentes.

4.Las definiciones y propiedades de
los objetos y sus relaciones con otros
objetos matematicos®. En la actividad
matematica se requiere evocar
diferentes conceptos que
previamente se conocen, cuyas
propiedades sirven para resolver
problemas. Una vez que la
probabilidad es reconocida como
objeto matematico por la comunidad
cientifica, en 1700, aparecen
diferentes  definiciones que
estudiaremos en las secciones
siguientes. Al mismo tiempo,
comienzan a publicarse tratados
donde se analizan las propiedades de
la probabilidad: el hecho de que
siempre es positiva, las reglas de la
suma y producto, los teoremas de la

elementos de significado diferentes.

probabilidad total y de Bayes, asi
como sus relaciones con los
conceptos de esperanza, distribucion
0 convergencia.

5.Los argumentos y demostraciones
de estas propiedades. Todas las
acciones y objetos que forman parte
de la actividad matematica se ligan
entre si mediante argumentos y
razonamientos que se necesitan para
justificar la validez de la solucién a un
problema o una propiedad y para
comunicarla a otras personas. Aunque
el tipo de demostracion mas
caracteristico en matematicas es el
formal deductivo, podemos hallar
también una variedad de tipos de
justificacion; Galileo usdé |la
enumeracion para dar una solucion
completa al problema propuesto por
el Duque de Toscana. Esta misma
demostracién seria comprensible para
los alumnos de secundaria, pero
también podriamos organizar en clase
un experimento a fin de estimar
empiricamente las posibilidades de
las diferentes sumas al lanzar dos
dados. Un estudiante de matematicas
avanzadas podria utilizar sus
conocimientos sobre la distribucién de
la suma de variables aleatorias para
encontrar una demostracion de tipo
deductivo; cada uno de estos tipos de
prueba tiene una naturaleza diferente
y puede ser adecuada, dependiendo
del tipo y edad de los alumnos.

Esta enumeracion de los elementos de
significado sugiere la naturaleza compleja
de losconceptos matematicos, incluso los
que aparentemente parecen sencillos,
como el de la probabilidad, y la necesidad
de considerar tales componentes en la

3En el marco tedrico considerado (Godino, 2002), las definiciones de un concepto y sus propiedades se consideran como
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ensefianza. Debemos ser también
conscientes de que un mismo objeto
matematico puede ensefiarse con
niveles diversos de complejidad vy, por
tanto, su significado puede ser diferente
en distintas instituciones educativas.

Por ejemplo, diremos que un nifio de la
escuela primaria comprende la
probabilidad si es capaz de calcular
probabilidades de sucesos en
experimentos muy sencillos, como lanzar
un dado, y entiende que la probabilidad
reside en un numero entre cero y uno. A
un estudiante de secundaria le
pediriamos que fuera capaz de
memorizar la regla de Laplace, que
conociese algunas propiedades de la
probabilidad —como la regla de la suma
y el producto-y que tuviese competencia
en problemas algo mas complicados,
como calcular la probabilidad en un
suceso de un experimento compuesto.
Una persona con cultura probabilistica
(Gal, 1995) seria capaz de comprender
los enunciados de probabilidad en el
contexto de apuestas, votaciones o
inversién en la bolsa, y tomar una
decision fundamentada en ellos. En el
trabajo cientifico o profesional o a nivel
universitario se requiere trabajar con
variables aleatorias en una o varias
dimensiones y diferentes modelos de
distribuciones de probabilidad (binomial,
poisson o normal), al igual que saber
aplicar teoremas complejos, como el
central del limite, a problemas de
estimacion de parametros de
distribuciones o contraste de hipotesis.

También distinguimos entre el significado
institucional y personal de un mismo objeto
matematico, ya que cuando un estudiante
ingresa en una escuela o centro educativo
el significado que asigna a un objeto
matematico podria no coincidir con el
acordado dentro de la institucion. De este

modelo de significado se deduce una teoria
de la comprensién (Godino, 1996), el cual
plantea que la aprehension de un concepto
no seria unitaria, sino gradual, e implicara
la adquisiciéon de los distintos elementos
que componen los significados
institucionales. La principal finalidad de la
ensefianza seria el acoplamiento
progresivo de los significados personales
e institucionales.

3. Significados de la probabilidad

Las ideas anteriores son especialmente
adecuadas para analizar el concepto de
probabilidad, donde la “diferencia de
significado puede reflejar las distintas
concepciones que subyacen en la
solucion de problemas cotidianos de
probabilidad y, al mismo tiempo, ayuda a
entender mejor los distintos errores que
se cometen” (Pérez Echeverria, 1990, p.
18). Allo largo de su desarrollo historico,
diferentes significados han sido
asociados a este concepto y todavia
coexisten, debido quiza al desarrollo
reciente de este campo con respecto a
otras ramas de la matematicas: “el campo
de la probabilidad y estadistica es
simplemente un adolescente matematico,
si se compara con la geometria o el
algebra o incluso con las raices del
calculo” (Shaughnessy, 1992, p. 8).

Hacking (1975) sefala el significado dual
del término probabilidad (desde su
nacimiento) como grado de creencia y
como evidencia aceptable para el
cientifico, que dieron origen a las
definiciones posteriores de probabilidad
desde el punto de vista subjetivo y
objetivo, respectivamente; aunque son
complementarios, no han cesado de
generar discusiones de tipo filosoéfico
entre los defensores de una y otra
postura. El desarrollo progresivo de la
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probabilidad estuvo unido a un gran
numero de paradojas que muestran la
diferencia entre los aspectos intuitivos y
formales del tema (Székely, 1986;
Borovcnik & Peard, 1996).

3.1. Significado intuitivo

No se sabe con seguridad cuando
comenzaron los juegos de azar, ni las
razones por las cuales el calculo de
probabilidades se desarrolla mucho mas
tarde que otras ramas de las
matematicas. El hecho es que la
probabilidad estuvo ausente como idea
matematica hasta los comienzos del
siglo XVII, a pesar del interés por los
juegos y su incentivo econémico, de la
existencia de ideas combinatorias y
filoso6ficas sobre el azar o de la
disponibilidad de registros estadisticos
(Hacking, 1975).

Las primeras ideas intuitivas y los juegos
de azar son comunes en todas las
civilizaciones primitivas. Aparecen tanto
en nifos como en personas que no han
estudiado probabilidades, pero usan
frases y expresiones coloquiales para
cuantificar los sucesos inciertos y
expresar su grado de creencia en ellos.
Estas primeras ideas, que surgen ligadas
alas apuestas, la esperanza, la ganancia
en un juego y el concepto de juego
equitativo, no se precisaron hasta que
se tratd de asignar numeros a estos
grados de creencia para poder comparar
la verosimilitud de diferentes sucesos.
Por ejemplo, Bellhouse (2000) describe
un poema del siglo XlIll en el que se
calculan las posibilidades de las
diferentes sumas posibles al lanzar dos
dados, usando técnicas de enumeracion,
y matematicos como Cardano (1961/
1663) recomendaron a los jugadores
tener en cuenta todas las posibilidades

de los diferentes resultados al hacer sus
apuestas para que lograran un juego
equitativo.

Poco a poco estas teorias se desarrollan;
sin embargo, el concepto de probabilidad
recibe diversas interpretaciones y es
objeto de debates filosoficos que se
centran, sobre todo, en su naturaleza
objetiva (como propiedad de un suceso)
o subjetiva (como grado de creencia
personal), apunta Hacking (1975).

3.2. Significado laplaciano de la
probabilidad

La correspondencia entre Pascal y
Fermat (Pascal, 1963/1654) resuelve
algunos problemas ligados a juegos de
azar, se le considera el punto de
partida de la teoria de la probabilidad.
Estos autores y sus contemporaneos
expresan sus resultados en términos
de apuesta equitativa o division de la
apuesta. Por ejemplo, Huygens (1998/
1657) halla el valor esperado de la
ganancia en un juego entre dos
jugadores que tienen diferentes
ventajas, un resultado que es
generalizado por Leibniz (1995/1676).

Aunque la idea de probabilidad esta ya
implicita en todos estos trabajos,
tenemos que esperar hasta De Moivre
para encontrar una definicion: “Por
tanto, si constituimos una fracciéon cuyo
denominador es el nUumero de chances
(posibilidades) con la que el suceso
podria ocurrir y el denominador el
numero de chances con las que puede
ocurrir o fallar, esta fraccién sera una
definicién propia de la probabilidad de
ocurrencia” (1967/1718, p. 1).

En 1814, Laplace acufi6 la definicion
que hoy ensefiamos como regla de

253
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Laplace para la probabilidad de un
suceso que puede ocurrir solamente en
un numero finito de modalidades,
“como una fraccion cuyo numerador es
el numero de casos favorables y cuyo
denominador el numero de todos los
casos posibles” (Laplace, 1985/1914,
p. 28), e indica también la necesidad
de reducir los acontecimientos de un
cierto tipo a un cierto numero de casos
igualmente posibles.

Segun Godino, Batanero y Cafizares
(1987), tal definicion se encontro
inadecuada incluso en la época de
Laplace, ya que ademas de ser circular
y restrictiva no ofrecio respuesta a la
pregunta de qué es realmente la
probabilidad; sélo proporciond un
método practico de calculo de
probabilidades de algunos sucesos
sencillos. Por otro lado, no puede
aplicarse a los experimentos con un
numero infinito de posibilidades o a
aquellos casos en que el espacio de
muestreo es finito, mas no puede
aceptarse la condicion de simetria, como
al lanzar al suelo una caja de chinchetas.
Como hace notar Bernoulli en Ars
Conjectandi (1713), la equiprobabilidad
apenas se encuentra fuera del campo de
los juegos de azar.

3.3. Significado frecuencial

Bernoulli sugirié que podriamos asignar
probabilidades a los sucesos aleatorios
que aparecen en diversos campos, a
partir de la frecuencia relativa observada
en una serie grande de ensayos del
experimento (1987/ 1713); su
demostracion de la Primera Ley de los
Grandes Numeros fue aceptada en su
época como un apoyo al caracter objetivo
de la probabilidad. Dicho teorema indica
que la probabilidad de que la frecuencia
relativa de un experimento repetido en

las mismas condiciones se acerque tanto
como queramos a la probabilidad tedrica
del suceso puede aproximarse
suficientemente a uno, sin mas que
aumentar el numero de pruebas.

En esta visién se define la probabilidad
como el numero hipotético hacia el cual
tiende la frecuencia relativa al
estabilizarse (Von Mises, 1952/1928),
asumiendo la existencia tedrica de dicho
limite, cuya frecuencia relativa observada
es un valor aproximado. Autores como
Gnedenko vy Kolmogorov  se
entusiasmaron con esta definicién y
hallaron en ella el verdadero sentido de
la probabilidad; tal concepto hubiera sido
inutil para ellos si no pudiese relacionarse
a través del teorema con las frecuencias
relativas de los sucesos, obtenidas a
partir de experiencias hechas en las
mismas condiciones.

Un problema practico es que en el
enfoque frecuencial nunca obtenemos el
valor exacto de la probabilidad, sino sélo
una estimacion. Por otro lado, a veces
es imposible realizar los experimentos
exactamente en las mismas condiciones
y también es dificil saber con certeza cual
es el niumero de experimentos que
debemos realizar para aceptar la
estimaciéon de la probabilidad como
buena; mas aun, ciertos sucesos (por
ejemplo, en el campo de la economia o
de la historia), aunque aleatorios, son
irrepetibles y, de acuerdo con esta
concepcién, no podriamos aplicar la
teoria de la probabilidad para su estudio.

3.4. Significado subjetivo

Aunque el significado frecuencial amplia
el campo de aplicaciones de la
probabilidad y da una regla de calculo
sobre ella, no estuvo libre de
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controversias. Un nuevo punto de vista
aparece a través de la regla de Bayes,
que permite transformar las
probabilidades a priori (antes de realizar
un experimento) de varias causas, una
vez observadas sus consecuencias, en
probabilidades a posteriori, que
incorporan la informacién de los datos
analizados.

Las probabilidades de tales causas
podrian entonces revisarse —pasar de las
probabilidades a priori a las a posteriori—
y perderian de este modo el caracter
objetivo que les asigna la concepcion
frecuencial. Keynes, Ramsey y De Finetti
describen las probabilidades como
grados de creencia personal basados en
el conocimiento y experiencia de la
persona, quien los asigna sobre el
suceso dado. Para ellos, la probabilidad
de un suceso siempre esta condicionada
por un cierto sistema de conocimientos
y puede ser, por tanto, diferente para
distintas personas.

Una dificultad inicial del enfoque
subjetivo fue hallar una regla para
asignar valores numéricos a las
probabilidades, de forma que expresaran
los grados de creencia personal. Ramsey
(1926) y de Finetti (1937) dedujeron una
teoria de decision consistente, que
permite separar las creencias de las
preferencias a partir de un sistema de
apuestas e inferir los valores de las
probabilidades subjetivas. En el enfoque
subjetivo ya no es necesaria la repeticion
del experimento en las mismas
condiciones para dar sentido a la
probabilidad, lo cual amplia el campo de
aplicacién, como en el estudio de las
decisiones en economia o en el
diagnéstico médico. Hoy dia, la escuela

bayesiana aplica las probabilidades a
todo tipo de sucesos inciertos, aunque
sigue la controversia sobre el estatuto
cientifico de las probabilidades
subjetivas.

3.5. Significado matematico

A lo largo del siglo XX, diferentes
autores contribuyeron al desarrollo de
una teoria matemética formalizada
sobre la probabilidad. Borel contempl6
la probabilidad como un tipo especial
de medida, mientras que Kolmogorov
us6 esta idea, aplicando la teoria de
conjuntos y de la medida, para deducir
una axiomatica que han aceptado todas
las escuelas, independientemente del
significado filosé6fico otorgado a la
naturaleza de la probabilidad.

Desde entonces, la probabilidad es
simplemente un modelo matematico
que podemos usar para describir e
interpretar la realidad de los fendmenos
aleatorios, y ha mostrado su utilidad en
casi en todos los campos de la
actividad humana, como la ciencia, la
técnica, la politica y la gestidn.

3.6. Sintesis
significados

de diversos

En el resumen anterior presentamos
diferentes significados histéricos de la
probabilidad que aun persisten y se
usan en la practica y ensefianza de la
estadistica. La diferencia no so6lo se
presenta en la definicién, sino en cada
uno de los elementos de significado
considerados en nuestro marco teoérico,
como ilustra la Tabla 1.
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SIGNIFICADO | CAMPOS DE | ALGORITMOS Y | ELEMENTOS | DEFINICIONES ALGUNOS

DELA PROBLEMAS | PROCEDIMIENTOS | LINGUISTICOS Y CONCEPTOS

PROBABILIDAD PROPIEDADES | RELACIONADOS

Intuitivo * Sorteos *Manipulacién de | «Lenguaje * Opinién *Suerte
Adivinacion |generadores de |ordinario impredecible, *Destino

azar: dados, creencia
cartas...

Clasica ¢ Calculode | Combinatoria « Triangulo *Cociente e Esperanza
esperanzas o |« Proporciones aritmético de casos «Equitatividad
riesgos en «Andlisis a priori |Listados de | favorables * Independencia
juegos de de la estructura | sucesos y posibles
azar del experimento | *Férmulas * Equiprobabilidad

combinatorias d_e Sucesos
simples
Frecuencial | Estimaciéon |¢Registros de e Tablas y Limite de las | * Frecuencia

de datos estadisticos | graficos frecuencias relativa
parametros  |a posteriori estadisticos relativas *Universo
en *Ajuste de  Curvas de » Caracter o « Variable
poblaciones |curvas densidad bjetivo basado | aleatoria

matematicas *Tablas de en la evidencia | ¢ Distribucion

«Andlisis numeros empirica de probabilidad

matematico aleatorios

* Simulacion *Tablas de

distribuciones
Subjetiva | *Mejora del  |+Teorema de *Expresion de | Caréacter * Probabilidad
conocimiento |Bayes la probabilidad | subjetivo condicional
sobre «Asignacion condicional « Revisable * Distribuciones
sucesos subjetiva de conla aprioriya
inciertos, probabilidades experiencia posteriori
incluso no
repetibles
Axiomatica |eCuantificar |+ Teoria de *Simbolos *Funcion * Espacio

la conjuntos conjuntistas medible muestral
incertidumbre |*Algebra de * Espacio de
de resultados |conjuntos probabilidad
en «Teoria de la » Conjuntos de
experimentos |medida Borel
aleatorio
abstractos

Tabla 1. Elementos que caracterizan los diferentes significados de la probabilidad.
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No incluimos explicitamente Ilos
argumentos debido a que, aparte de la
aproximacion intuitiva, todos los
significados comparten los razonamientos
de tipo deductivo, el analisis y sintesis, el
uso de ejemplos y contraejemplos; ahora
bien, los argumentos de tipo empiricos
estan mas ligados a la probabilidad
frecuencial; los inductivos, a la probabilidad
subjetiva. Hacemos notar que el significado
matematico-axiomatico, cuya indole es
estructural, responde a una problematica
de organizaciéon y estructuracion de los
restantes significados parciales de la
probabilidad.

Los elementos de este tipo necesitan ser
tenidos en cuenta para la ensefanza del
tema (o de cualquier otro contenido
matematico), puesto que la investigacion
muestra que los alumnos tienen
dificultades en cada uno de los
componentes. Por otro lado, los diferentes
significados de la probabilidad también
deberian incluirse progresivamente,
comenzando desde las ideas intuitivas de
los alumnos sobre el azary la probabilidad,
ya que la comprension es un proceso
continuo y creciente por el cual el alumno
construye y relaciona progresivamente los
diferentes elementos del significado que
atafnen al concepto. Es necesario un
“transito flexible” entre los distintos
significados parciales, lo cual se logra tras
un proceso de estudio prolongado; dicho
proceso tiene que ser planificado y
distribuido entre los distintos niveles
educativos.

4. Funciones semiéticas y
razonamiento matematico

4.1. La matematica como actividad
relacional

El analisis anterior sobre los elementos de

significado enfoca su atencion en los
componentes de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas; sin
embargo, es insuficiente para describir toda
la complejidad de la actividad matematica
a un nivel de analisis microscopico. Desde
el punto de vista didactico, interesa
centrarse en la nocion de funcién semidtica
que Godino (2002) toma de Eco (1979), y
a la cual considera como una relacion entre
una expresion que juega el papel de
original en la correspondencia (significante)
y un contenido (significado).

Cuando una persona produce o interpreta
una funcién semidtica se crea un
significado elemental, en el que la persona
relaciona la expresidon con el contenido.
Algunos ejemplos son los siguientes:

® | a expresion “regla del producto”
o] la representaciéon  simbdlica
"P(MNI)=(M)xP(I)" hacen referencia a un
procedimiento que usamos para calcular
una probabilidad compuesta

® E| enunciado de un problema
puede representar la situacion real, a la que
también podemos caracterizar mediante
una simulacién; por ejemplo, podriamos
usar el lanzamiento de monedas para
representar el género de los recién nacidos

® Cuando decimos “la solucion de
Pascal y Fermat al problema de divisién
de la apuesta” nos referimos a una
demostracion

® En frases como “supongamos que
tenemos una distribucion normal N(u.0)”,
las expresiones “distribucion” “distribucion
normal”’, wo aluden a entidades
conceptuales

Las funciones semidticas estan
involucradas en la creacion y transmision
de conceptos matematicos, la
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demostracion de propiedades y la
resolucion de problemas. Ademas de crear
significados elementales, también pueden
establecer compuestos o sistémicos, como
cuando decimos “los teoremas de limite”,
una expresion que evoca todo un conjunto
de teoremas matematicos con sus
correspondientes demostraciones.

En cada funcion semiodtica, la
correspondencia entre expresion y
contenido se fija mediante reglas que no
siempre son explicitas, o no son entendidas
por los dos actores del discurso, lo cual
provoca que, en algunas ocasiones, el
profesor y el estudiante atribuyan diferente
significado a la misma expresion; aqui
hablamos de conflicto semiético (Godino,
2002). Dichos conflictos aparecen en la
interaccion comunicativa y con frecuencia
explican las dificultades y limitaciones del
aprendizaje de las matematicas.

- 24

b0, Fo |

4.2. El razonamiento matematico como
secuencia de funciones semiéticas

Al resolver un problema matematico, o
durante cualquier otra actividad
matematica, se establece una serie de
funciones semioticas similares a las
descritas, e incluso podemos considerar el
razonamiento matematico como una
cadena de funciones semiodticas (o piezas
de conocimiento encadenadas).
Reparemos en la solucién siguiente (Figura
1), dada por un alumno al Problema 1.

Problema 1. Un grupo de alumnos de un
colegio se examina en las materias de
Matematicas e Inglés. La proporcion de
alumnos que aprueba Matematicas es del
80%, y la de Inglés del 70%. Suponiendo
que las notas en cada una de las
asignaturas es independiente, ¢jcual es la
probabilidad de que un alumno escogido
al azar haya aprobado ambas asignaturas?

50
160

[/-\

{100

Figura 1. Solucion al Problema 1.

En la Tabla 2 hemos descompuesto esta solucion en unidades de analisis, a fin de
mostrar la actividad semiética llevada a cabo por el estudiante e identificar sus conflictos
semiodticos. Vemos aqui la complejidad en la solucion de problemas de probabilidad (en
general, de los matematicos), hasta en los mas simples. El alumno pudo identificar los
datos del problema, construyd un diagrama en arbol que los representaba y los posibles
sucesos de un experimento compuesto, asi como aplico el axioma de la unién, calculando
correctamente la suma de fracciones y su valor numérico.
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Unidad de analisis

Funciones semiéticas establecidas por el estudiante

Er e

ap” “no” representan las palabras
completas “matematicas”, “inglés”, etc., y éstas a su vez estan
en lugar de elementos fenomenoldgicos (alumnos, asignaturas,
resultados del examen)

-Las expresiones “Mat”, “Ing.

-El primer nivel del diagrama en arbol representa una particion
(concepto) de los alumnos en dos grupos: los que aprueban
matematicas y los que aprueban inglés. Hay un conflicto
semidtico al interpretar “independientes” como “excluyentes”

-En cada rama del segundo nivel, se representa una particién
de los alumnos (concepto) en dos clases disjuntas (aprobados
/no), que es correcta. Ademas, se representan las
probabilidades asociadas con los dos sucesos posibles
(conceptos)

-El alumno identifica correctamente los datos del problema
sobre porcentaje (concepto) de aprobados en cada asignatura.
De igual manera, aplica correctamente la probabilidad del
suceso contrario (proposicion) para obtener la proporcion de
suspensos

-El diagrama en arbol en su conjunto representa un conjunto
de posibilidades (el espacio muestral de un posible experimento
compuesto) que el alumno ha formado (procedimiento). Dicho
experimento no es, sin embargo, el supuesto por el profesor.

-La expresion “apr Mat y Ing” indica la unién de dos sucesos
que son, a su vez, una operacion y un concepto

-La parte izquierda de la expresion se refiere a la probabilidad
de la unién de los sucesos (propiedad), y la derecha a la suma
de dos fracciones (procedimiento). También estan
representados los numeradores y denominadores de las
fracciones (conceptos) y el simbolo de la suma (operacion)

-Toda la expresiéon menciona al axioma de la unién
(proposicioén), que el alumno aplica correctamente, sumando
las probabilidades de cada suceso individual (operacion),
puesto que supone que los sucesos son incompatibles

1> adighatLL - ZL\ wr
Maf / &
/ —— e QQ(«
Morros w
luﬁ). rl('< O“Q‘
3, gt
80 70
P(apr MatyIng) = —+—
(ap yIng) 100 100
80 70 150 _
100 100 100

-El alumno representa el procedimiento de suma de fracciones,
su resultado y finalmente el valor numérico del mismo, que es
un numero decimal resultante de dividir el numerador entre el
denominador (conceptos y operaciones)

-El alumno obtiene un valor mayor que 1 para la probabilidad,
pero no se percata de que el resultado es inconsistente

Tabla 2. Analisis semidtico de la solucion del estudiante.
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Sin embargo, esta solucién es incorrecta,
ya que el alumno ha interpretado la palabra
“‘independiente” que aparece en el
enunciado como “mutuamente
excluyente”. Hay un conflicto semiético
inicial que condiciona toda la resolucion del
problema, lo cual arroja una solucién
inadecuada. Asimismo, hallamos otro
conflicto en el hecho de que el alumno no
percibe que el valor obtenido para la
probabilidad (mayor que 1) no es
consistente con el primer axioma de la
probabilidad. Mientras que para el profesor
tal axioma es evidente, el alumno no
parece tenerlo en cuenta o, al menos, no
lo aplica en la solucion de este problema.

5. Implicaciones para la ensefianza de
la probabilidad

La discusion anterior muestra el significado
polifacético de la probabilidad; de ahi que
su ensefianza no puede limitarse a una de
estas diferentes perspectivas, en razon de
que estan ligadas dialécticamente. La
probabilidad puede contemplarse como
razon de posibilidades a favor y en contra,
como evidencia proporcionada por los
datos, como grado de creencia personal y
como modelo matematico que ayuda a
comprender la realidad.

Ahora bien, las controversias que han
acompanado la historia de la probabilidad
también han influido en la ensefanza.
Hasta 1970, la vision clasica, basada en
el calculo combinatorio, dominé el curriculo
de probabilidad; sin embargo, como el
razonamiento combinatorio es complejo,
muchos estudiantes encontraron dificil tal
enfoque, en el que ademas estaban
ocultas las aplicaciones de la probabilidad
a diferentes ciencias. Muchos profesores
vieron la probabilidad como una parte
secundaria de las matematicas que sélo

se interesaba por los juegos de azar; en
otros casos, era so6lo una aplicacion de la
teoria de conjuntos (Henry, 1997).

Con el desarrollo progresivo de los
ordenadores ha aumentado el interés por
la introduccién experimental de la
probabilidad, como limite de Ila
frecuencia estabilizada. Las
simulaciones y los experimentos ayudan
a los estudiantes a resolver las paradojas
que se presentan hasta en problemas de
probabilidad aparentemente sencillos.
Pero un enfoque experimental puro de
la ensefianza de la probabilidad no es
suficiente; incluso cuando la simulacion
nos ayuda a encontrar la solucion a
problemas de probabilidad que surgen de
la vida real, no puede probar que sea la
mas adecuada porque la simulacion
depende de las hipdtesis establecidas de
antemano y del modelo tedrico que
implementamos en el ordenador. Un
conocimiento genuino de probabilidad
solo se alcanza con el estudio de alguna
probabilidad formal, aunque debe ser
gradual y estar apoyado en la
experiencia estocastica de los
estudiantes.

Por tanto, se necesita mas investigacion
que clarifique cuales son los
componentes fundamentales del
significado de la probabilidad (y, en
general, de cualquier concepto
matematico), asi como los niveles de
abstraccion adecuados en que cada
componente debe ser ensefiado, para
ayudar a los estudiantes a superar las
posibles dificultades. Finalmente,
sugerimos tener en cuenta la actividad
semiodtica de los estudiantes al resolver
problemas matematicos, de modo que
les ayudemos a superar sus errores y
dificultades, muchos de los cuales
pueden explicarse en términos
semiodticos.
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