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El rol de algunas categorias del conocimiento
matematico en educacién superior.

Una socioepistemologia de la integral

Francisco Cordero Osorio’

RESUMEN

Los estudios socioepistemoldgicos han creado categorias del conocimiento matematico
en educacion superior. Discutimos en este articulo como tales categorias son evidencias
de las producciones del conocimiento institucional, situacion que ofrece marcos de
referencias para hacer de la matematica un conocimiento funcional como finalidad
didactica. Tomamos como ejemplo al Calculo Integral (Cl), del cual estudiamos sus usos
en el discurso matematico escolar, donde se resignifica al debatir entre sus
funcionamientos y formas al paso de la vivencia escolar. En ese sentido, lo institucional,
en esta investigacion, sera aquello que hace que el Cl se desarrolle y se acepte como
producto material social que tenemos que ensefiar y aprender.

® PALABRAS CLAVE: Socioepistemologia, categorias del conocimiento,
produccion del conocimiento institucional, conocimiento funcional, acumulacion,
prediccion, resignificacion, argumentacion y uso del conocimiento.

ABSTRACT

The socioepistemological studies have created categories of mathematical knowledge
in higher level education. In this article we discuss how these categories are evidence of
the production of institutional knowledge, situation which offers frames of reference to
make of mathematics a functional knowledge as a didactic result. We take as an example
Integral Calculus (IC) from which we study its purpose in the school mathematical
discourse where it acquires a redefinition as it debates between its functions and forms
as it goes through the school experience. In this sense, that which is institutional, in this
investigation, will be what makes IC develop and be accepted as a social material product
which we have to teach and learn.
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Fecha de recepcion: Mayo de 2005 /Fecha de aceptacién: Octubre de 2005

1Departamento de Matematica Educativa. Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN. México.



266 Relime ——— o

RESUMO

Os estudos socioepistemologicos tém criado categorias de conhecimento matematico
em educagao superior. Discutimos neste artigo como tais categorias sao evidéncias das
produgdes do conhecimento institucional, situagdo que oferece marcos de referéncias
para fazer da matematica um conhecimento funcional como finalidade didatica. Tomamos
como exemplo o Calculo Integral (Cl) e estudamos suas utilizagbes no discurso
matematico escolar onde se resignifica ao debater entre seus funcionamentos e formas
na vivéncia escolar. Nesse sentido, o institucional, nesta investigagéo, sera aquilo que
faz que o Cl se desenvolva e se aceite como produto material social que temos que
ensinar e aprender.

o PALAVRAS CHAVES: Socioepistemologia, categorias do conhecimento,
producgao do conhecimento institucional, conhecimento funcional, acumulagao,
predigdo, resignificagdo, argumentacéo e uso do conhecimento.

RESUME

Les études socioépistémologiques ont crée des catégories de la connaissance
mathématique dans I'éducation supérieure. Dans cet article nous présentons comment
de telles catégories sont I'évidence des productions de la connaissance institutionnelle,
situation qui nous offre un cadre de références pour notre objectif didactique, c’est-a-
dire faire de la mathématique une connaissance fonctionnelle. Nous prenons comme
exemple le Calcul Intégral (C.l.) duquel nous étudions ses usages dans le discours
mathématique scolaire ou il change de signification lorsqu’il débat entre ses
fonctionnements et ses formes au cours des années scolaires. Dans ce sens,
l'institutionnel dans cette recherche sera ce qui a fait que le C.1. se développe, s’accepte
comme un produit matériel social que nous devons enseigner et apprendre.

® MOTS CLES: Socioépistémologie, catégories de la connaissance, production de

la connaissance institutionnelle, connaissance fonctionnelle, accumulation,
prédiction, resignification, argumentation et usage de la connaissance.

INTRODUCCION

En este articulo discutimos la articulacion
de algunos elementos conceptuales que
la socioepistemologia ha producido para
atender la problematica en educacion
superior, aplicandolos al calculus,
particularmente al desarrollo conceptual de
la integral.

Antes de seguir adelante, conviene
establecer algunos preliminares.

El uso de la concepcion matematica
avanzada escolar, para nuestra discusion,
tiene el propdsito de distinguir entre
“aquella matematica” que se discute en las
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escuelas y “aquella” que se discute en la
ciencia. Ahora bien, el adjetivo avanzado
matiza la nocion, prevaleciente en los
profesores, de la matematica que se
ensefia en los niveles superiores del
sistema educativo. Desde tal optica, el
estatus del Calculus representa el
contenido nuclear del curriculo escolar, es
decir, la matematica que se ensefia previa
al Calculus es el conocimiento necesario
-y, por ende, basico— para acceder al de
indole superior.

Esto conlleva a precisar, en los niveles de
las acciones didacticas, que la matematica
previa al Calculus se basa en un “modelo
didactico” —no definido claramente—,
mientras que la superior en uno de
caracter axiomatico, a pesar de los
esfuerzos por formular un “modelo
didactico”. El sentido que le damos a
“modelo didactico” consiste en reconocer
las afectaciones que las investigaciones
de la matematica educativa han hecho en
los programas curriculares. Por ejemplo,
los niveles basicos han logrado
desprenderse en parte del modelo
axiomatico, el desarrollo de las acciones
didacticas va encaminado a atender al
aspecto psicogenético y, en otros casos,
también al epistemoldgico, lo cual se
puede apreciar en los programas del
curriculo escolar y en los libros de texto,
como muestran los trabajos de Poirier y
Bednarz (1991), Bednarz y Dufour-Janvier
(1991), Nemirovsky (1990), Nemirovsky y
Tierney (1991), Flores, et al. (1992), y
Flores y Cordero (2005). Sin embargo, no
ocurre lo mismo en el nivel superior.

Si bien es cierto que aun no se ha logrado
el “modelo didactico” en el nivel superior,
hay avances significativos al respecto.
Actualmente se ha logrado identificar un
eje que caracteriza a dicho nivel, el cual
tendra que confrontarse con el “modelo
didactico”.

A continuacién, describiremos tres
aspectos principales del eje mencionado:

a)El primero es enfocado hacia la
comunicacion (difusion), cuya
peculiaridad radica en que el modelo
axiomatico normo la construccion de un
paradigma de la ensefanza de la
matematica a través de su
comunicacion, principalmente la
escrita. Aqui, el libro de texto juega un
papel importante dentro del paradigma.
Los conceptos matematicos son
considerados como conocimiento ya
hecho; ademas, la didactica se basa
en la idea de que el conocimiento es
acumulativo y con cierto caracter
utilitario. Tal vez por ello resulta comun
encontrar en la matematica escolar, al
final de un tema, una seccion llamada
“aplicaciones”, con el propdsito de
justificar su “utilidad”: al exhibir la
aplicaciéon del tema, se reflejaria la
necesidad de aprenderlo. Esta clase de
comunicacioén ha cautivado un discurso
matematico en la ensenanza, al que
nos referiremos en adelante como
discurso matemético escolar (dme), en
congruencia con los trabajos de Imaz
(1987) y Cantoral, et al. (1990a). Un
fenémeno que ha provocado el dme es
que no considera al estudiante, de ahi
que sea un paradigma vertical. La
caracteristica principal del dme es su
invariancia ante cualquier discusion
didactica.

b)Un segundo aspecto es que en la
matematica escolar no hay
consideraciones sobre los significados
de los objetos matematicos, ni sobre
las situaciones y actividades que
pudieran favorecerlos. Se plantea,
entonces, instaurar formas para
consolidar los estudios sobre la
identificacion de patrones de
construccion del conocimiento
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matematico y de las causas que los
norman [Cantoral (2001), Cordero
(2003) y Farfan (1997)].

c)El tercer aspecto consiste en la
necesidad de lograr que el estudio de
la ensefianza de la matematica impacte
en la ensefanza, es decir, que
realmente se vea un redisefio del dme.
Desarrollar, tal vez, una especie de
marco metodolégico que relacione
“tangiblemente” el estudio de la
ensefanza y la ensefianza.

Ahora bien, la practica docente, el estudio
epistemolodgico y el quehacer cientifico
carecen de una articulacion real. Es comun
detectar en las nociones y las creencias
de algunos profesores de matematicas una
especie de fendmeno, que convenimos en
llamar “aplastamiento epistemolégico”, y
consiste en reparar que lo que les ha
permitido tener éxito en su conocimiento
es haberse encontrado con un profesor
particular que supo conducirlos
exitosamente a ese saber.

La estructura de este trabajo se apoya en
una pregunta principal: ; Cémo enlazar los
patrones de construccion identificados en
la organizacion de los grupos humanos
con los procesos ensefianza-aprendizaje
en el salén de clases? Tomamos como eje
organizador el empleo de elementos
epistemologicos del conocimiento en las
producciones y difusiones institucionales,
que explicaremos en las secciones
subsiguientes.

ASPECTOS DE LA
SOCIOEPISTEMOLOGIA

La socioepistemologia es wuna
aproximacion teérica que incorpora de
manera sistémica cuatro componentes con
la intencion de desarrollar el pensamiento

matematico de los estudiantes. Se basa
en un marco tedrico que permite tratar con
los fendmenos de produccion y de difusion
del conocimiento mateméatico desde una
perspectiva multiple, al incorporar el
estudio de las interacciones entre la
epistemologia del conocimiento, la
dimensién sociocultural del saber, los
procesos cognitivos que le son asociados
y los mecanismos de institucionalizacion
via la ensefianza (Cantoral y Farfan, 2004).

Su formulacién abre un panorama distinto
y amplio con respecto a las perspectivas
epistemolégicas del conocimiento
tradicional. No basta con entender que el
conocimiento es un sistema complejo de
conceptos, sino mas bien —de aqui la
ampliacién— habra que entender porqué se
constituyen socialmente tales sistemas. En
otras palabras, ¢por qué los grupos
humanos tuvieron o tienen que hacer
“ciertas cosas” para haber construido o
construir cierto sistema complejo de
conceptos?

La socioepistemologia, como
aproximacion teorica, considera a las
practicas sociales como “ciertas cosas”
que hacen los grupos humanos para
construir conocimiento. En ese sentido, la
practica social norma la construccion del
conocimiento, es decir, manifiesta su
constitucion social (para una discusion
amplia sobre el papel normativo de la
practica social ver Covian, 2005).

Bajo tal vision se ha podido entender que
los conceptos matematicos no sélo se dan
en el dominio matematico, sino también
ocurren en otras practicas de referencia;
este hecho es propio de la problematica
en educacién superior, como ya han
precisado Cantoral y Farfan (2003). Es asi
como las investigaciones
socioepistemoldgicas han ayudado a
precisar que dicha problematica se trata
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de la ausencia, en matematica escolar, de
marcos de referencia que permitan
resignificar el conocimiento matematico
(Buendia y Cordero, 2005).

Con esta problematica, nuestra
investigacion propone precisar otro marco
de referencia enfocado a lo que pudiera
ser el conocimiento institucional, el cual
explique al Célculo Integral (Cl) como una
manifestacion de sus usos en el discurso
matematico escolar, donde se resignifica
al debatir entre sus funcionamientos y
formas al paso de la vivencia escolar. En
ese sentido, lo institucional sera aquello
que hace que el Cl se desarrolle y se
acepte como producto material social que
debemos ensefiar y aprender.

La hipotesis anterior implicé conocer cémo
vive el Cl en el discurso matematico
escolar. Para ello, marcamos dos
direcciones: una, evidenciar dicha
hipétesis en los libros de texto escolar,
tanto antiguos como aquellos de uso
comun en las practicas de los docentes,
al igual que en las obras originales de la
Teoria de la Integral (Cauchy, Riemann,
Lebesgue y Denjoy); otra, analizar las
resignificaciones a partir de dos categorias
de elementos: a) contextos vy
procedimientos y b) desarrollo de usos.

LOS CONCEPTOS MATEMATICOS EN
LA ENSENANZA DEL NIVEL
SUPERIOR

Como preambulo a este apartado,
queremos sefialar el estatus de los
conceptos del Calculus en la ensefianza,
con relacion a las investigaciones de la
matematica educativa en el mundo.

A pesar de la existencia de resultados en
la investigacion de la matematica

educativa, todavia hallamos un énfasis
significativo en los aspectos formales de los
conceptos del Calculus en los programas
curriculares, que dejan de lado las
dimensiones epistemoldgicas y cognitivas.
La derivacion y la integracion, conceptos
fundamentales, son explicados a través de
las concepciones de limite y funcidn,
acompafados de sus representaciones
geomeétricas: la recta tangente a una curva
en un punto considerado y el area bajo la
curva de una funcién positiva en un
intervalo considerado.

Tal estatus genera una “cultura” en el
profesor y el estudiante, donde “aprenden
a decir’ lo que es la derivada y la integral y
a representarlas geométricamente, sin
tener una comprensién que les permita
estudiar fendmenos de variacion continua.
Por lo general, conciben al Calculus como
una herramienta que los provee de
algoritmos eficientes, a los cuales, a
posteriori, se les busca alguna aplicacion.
Esa concepcién, en el mejor de los casos,
provoca de un buen desarrollo de los
procedimientos analiticos de los conceptos
y logra matizarlos en los dominios de las
funciones; sin embargo, muchas veces se
cree que aquellos procedimientos
sustituyen cualquier otro tipo de
procedimientos, como los intuitivos y los
visuales, debido a que el estatus favorece
la consideracion de los conceptos
matematicos como objetos ya hechos, sin
reparar en que pueden ser construidos por
los estudiantes de manera funcional para
que traten con distintas clases de
situaciones.

En adelante, vamos a referirnos al estudio
sobre la construccién de la nocion de
integracién que aparece en Cordero
(1991a, 1991b y 2003), la cual juega un
papel importante en el desarrollo
conceptual del Calculus. Dicho trabajo no
solo seria un ejemplo particular, sino



270 Relime ——e

también establecié las consideraciones
generales que estamos exponiendo, una
vez que se mird al concepto de integral
como objeto de conocimiento.

Por otra parte, la investigaciéon en la
matematica educativa formula preguntas
sobre qué y cémo ensefiar los conceptos
matematicos, cuales son las concepciones
de los estudiantes y los profesores antes
y después de una experiencia escolar, al
igual que las practicas de los grupos
humanos ante el conocimiento, sus
representaciones espontaneas —pero
también institucionales— clasificadas en
verbales, simbdlicas y figurales, asi como
las situaciones que las favorecen.

El estatus del Calculus y sus
investigaciones en el seno de la
matematica educativa tienen en comun
que los conceptos matematicos son
tratados de acuerdo con el dme. Como
ejemplo, mostramos a continuacion un
estado sobre la concepcion de la integral
en profesores y estudiantes después de
una experiencia escolar normada por el
dme.

Partimos de una expresion matematica
bien conocida, que aparece en los textos
de Calculo, cuyos simbolos usuales son:

jff(x)dx - F(b)- F(a). tal que F'= f en[a.b]

y su modelo geométrico cuando f =0

'l

@ b

el area bajo la
curva

En general, tanto en la expresion simbdlica
como en la geométrica, la funcién f es
considerada continua. Una consecuencia
de esta vision en la integral consiste en

que se favorece la identificacion o
fabricacion de un patron, el cual se puede
trazar de la siguiente manera: Dada la
funcion f= F’, reproducir la funcion de la
cual se derivo f.

La afirmacion anterior es un patréon que
resulta ser el “molde” de las aplicaciones
tipicas de la integracién (Cordero, 1991a
y 1991b). Sin embargo, las concepciones
de los profesores y estudiantes creen en
la importancia del “molde”, lo reconocen
como un instrumento eficiente para
“resolver” las aplicaciones y “calcular” las
integrales definidas, aunque no es del todo
clara la relacion entre el patrén y el
“molde”.

Para ahondar en las concepciones de este
patron en los profesores y estudiantes,
aplicamos una encuesta cuyas preguntas
mas significativas trataron sobre:

a) La definicién de la integral
b) El area bajo una curva
c) El célculo de primitivas

Acerca de la primera pregunta, hallamos
que tanto el profesor como el estudiante
se inclinan mas por describir la definicion
d(ba la integral por medio de la “resta”
f fdx = F(b) - F(a),en lugar de considerarla
como “el Ilimite de wuna suma’,
b n
[, f()dx=liny f(e)Ax, . Dependiendo
i=1

de la experiencia sobre este limite,
algunos lo refieren sélo a n—® , sin
hacer m encion acerca de la particion del
intervalo [a.b] ,mientras que otros elaboran
una explicacion que considera tal aspecto
y la relaciona conn—® yAx—0.
Escasamente se llega a mencionar la
norma de la particién |P|—0

No obstante, los que describen la
definicion por la “resta” no alcanzan a
reconocer la relacion que guardan las
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funciones f'y F: f= F’, en el sentido del
Teorema Fundamental del Calculo;
quienes la reconocen, la aceptan como
comprobacién del calculo de la integral.

Con respecto al area bajo una curva,
identificamos que los profesores y
estudiantes aprenden a “decir’ que la
“resta” calcula el area bajo la curva, pero
no pueden explicar porqué. Cuando
consideran rectangulos de tal suerte que
alcancen la region, se trata de un
argumento visual que ambos pueden
reproducir acertadamente; la dificultad se
presenta con la igualdad de la “resta”

¢ " lim 2 F@Ax"= f(b)-F(@)?
i=1

Y en el tercer aspecto, el calculo de
primitivas, lo entienden como un
procedimiento algebraico, donde
consideran que el célculo de primitivas
conlleva a dificultades algebraicas en la
ensefanza y el aprendizaje (Artigue,
1998).

Un hecho relevante en las investigaciones
de la matematica educativa es que ha

habido una centracién en el "lim E f(&)Ax,"
e a

cuando se aborda el concepto de la
integral (véase por ejemplo, el trabajo de
Orton (1983).

Otro enfoque a estos estudios puede
formularse si consideramos a los
conceptos en el plano de los
resignificados, donde entendemos como
resignificado al uso del conocimiento de
los grupos humanos en una situacion
especifica. Sin embargo, la matematica
escolar en el nivel superior margina dicho
plano, lo cual conlleva a realizar
investigaciones que rindan cuentas sobre
el modelo que explique la adquisicién de
resignificados efectuada por los grupos
humanos en sus practicas institucionales

(Arrieta, 2003; Buendia, 2004; Cantoral,
2001; Cordero, 2003; Farfan, 1997;
Castafeda, 2004; Martinez, 2003).

Con tal propésito, las resignificaciones son
estudiadas a través de los patrones de
construccioén de los grupos humanos y de
las situaciones que los favorecen, visto
como un sistema. La manera como
decidimos concebir a los patrones de
construccion en este trabajo es que el
patron, de algun modo, representa unaidea
que prevalece independientemente del
contexto de la situacion y sera considerado
en la construccion, cuando el grupo
humano logra desarrollar el uso de su
conocimiento. Para el analisis de las
resignificaciones, establecimos dos
categorias de elementos: a) contextos y
procedimientos y b) desarrollo de usos.

Las dos formas anteriores requieren de
explicacion, y las ubicaremos con base en
el estudio de la integral con el propdsito de
hacer ver el alcance que brinda esta
perspectiva. Ademas, por necesidad de
describirlas las hemos separado, pero para
sus explicaciones es necesario
considerarlas enlazadas.

CONTEXTOS Y PROCEDIMIENTOS

En este punto, importa comprender la
interaccion entre los procedimientos
usados y las caracteristicas particulares de
los objetos con que se trabajan. Los
contextos van a ser los entornos de
situacion donde se considera un hecho,
mientras que los procedimientos seran las
formas de organizacion. Sus
identificaciones pueden brindar nuevas
perspectivas para las acciones didacticas
y la cobertura de ciertos contenidos
matematicos.

Por ello, al considerar el estudio del
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desarrollo de la teoria de la integracién no
se preguntdé sobre la evolucion de su
estructura, sino sobre sus procedimientos
de evolucion. Esto es,  como se constituyd
el desarroll6 la teoria de integracion? El
enfoque se aproxima, en definitiva, a un
estudio de corte socioepistemologico.

Entonces, ¢qué habria que mirar? ;A la
resignificacion del limite de la suma

"'{in}czf(s)Axl” o ala delaresta F(b)- F(a)?

i=1
Ademas, ¢cual es el patréon de
construccion de la teoria de integracion?

Al analizar al discurso matematico escolar
y a la produccion cientifica se identifica a

la resta fjfdx = F(b)- F(a) como el patron

de construccion de la teoria de integracion
(Cordero, 2003; Munoz, 2000). Se
estudiaron los libros de textos antiguos,
pero también al producto cientifico (en este
caso, la fisica). El patron aparece mas
explicito en este ultimo, asociado a una
nocién de acumulacién de lo que fluye en
una region (Green, 1828; Maxwell, 1873,
entre otros); ademas, se logré un
desarrollo del uso del patron. Siendo asi,
parece conveniente mantenerlo en el
proceso de construccion de la teoria de
integracion.

Como el patrén es una idea basica
fundamental para la construccion de la
teoria de integracion, en su desarrollo
aparecen nuevos contextos -y, por lo
tanto, nuevos procedimientos para
conservar al patrén—; todo en su conjunto
es una resignificacion del conocimiento de
la integral. Es por ello que encontramos
en los textos, antes del de Cauchy (véase
por ejemplo Lacroix (1837)), que la integral
aparece como un concepto relativo a un
diferencial dado: “la cantidad (que cambia
continuamente), que por su diferenciacion
(variaciéon) produce un diferencial
propuesto, se llama integral de ese

diferencial”. El contexto viene siendo la
nocion de variacion continua y la manera
de organizar su reconstruccién se da a
través de una estructura preconcebida,
cuya norma tradicionalmente genera
discusion en el Calculo Integral (Cordero,
1989 y 2003):

cantidad variable — variacion — cantidad variable

En la integral en Cauchy (1882) hallamos
un contexto nuevo, funcion y continuidad,
donde el procedimiento que se deriva
consiste en mirar el dominio de la funcion.
Un aspecto importante es la construccién
de argumentos analiticos: la definicion de

limite de la suma lz’mEf(e)Axl
=

y la existencia de la funcién primitiva (una
discusion mas detallada puede verse en
Cordero 1989; 1991a; 1991b y 2003).

En la integral de Riemann (1898), el
contexto viene a ser una nueva clase de
funciones discontinuas que provee un
procedimiento para resignificar la
distribucién de puntos en el intervalo de
integracion donde es discontinua la
funcion. Por el contexto y el procedimiento
se da una ruptura en la estructura de la
integral, un aspecto importante para el
desarrollo de la teoria de integracién
(Cordero, 1989; 1991a; 1991b y 2003).

Con Lebesgue (1926) se subsana en parte
la ruptura, el concepto de medida cero
(nuevo contexto) cambia la manera de
mirar los puntos de discontinuidad. El
procedimiento determina un nuevo rumbo
de la integracion y del analisis matematico
(Cordero, 1989; 1991a; 1991b y 2003).

Y, por ultimo, con las propiedades de
medida y continuidad de Luzin y con la
teoria de las totalizaciones de Denjoy se
llega a subsanar totalmente la estructura
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inicial de la integral (para una discusién
con detalle consultar Cordero, 1988 y
2003).

En resumen, se desarrolla una teoria de
integracion para conservar el patron.
Al ser resignificado, adquiere nuevas

f:f(X)dX=F(b)—F(a) definiciones vy
conceptos, siendo los mas significativos
las cantidades variables y las funcionesy
sus formas de organizacion, en la
estructura de variacion y dominio de
funcién:

® Cantidades variables: x = dx — x
® Funciones: dominio {densidad y
medida cero

DESARROLLO DE USOS

En forma sucinta, exhibimos el desarrollo
de los usos de la integral en su tradicion
didactica, agrupandolos en dos clases
(una discusién amplia al respecto se puede
consultar en Cordero, 2003):

e Cantidades que cambian continuamente
con respecto a uno o varios parametros.

e Funciones de variable real, compleja y
clase de funciones.

Cada una de ellas define su propio
discurso sui generis de su uso.

La primera descansa en el estudio del
movimiento asociado al interés por
comprender el estado natural de un
fendmeno. Entonces, hallamos en los
textos antiguos de Calculo que la base de
su discurso esta representada por
cantidades que varian continuamente
respecto a uno o varios parametros, siendo
éstos los que coordinan el movimiento. La
forma del movimiento o variacion es
expresada por la relacion lineal que

guardan la cantidad y su parametro: si
x— p ,entonces x +dx — p+dp , donde el
ultimo diagrama representa la forma de
evolucionar la cantidad p una vez que vario
el parametro x.

Entonces, si se concebia una cantidad por
la forma anteriormente expuesta, habria
que dirigir la atencion a las posiciones
originales y actuales del estado del
movimiento, considerado como un sistema
en dos fases que recogen el estudio
completo del movimiento: la estatica y la
dinamica. Encontramos en la primera fase
el estudio comparativo de un estado inicial
con sus estados vecinales, que conlleva a
una clasificacion importante del
movimiento: los estados estacionarios.
Mientras que en la segunda hallamos un
estudio del cambio acompafiado de una
nocién de acumulacion respecto a dos
estados para conocer su distribucion total
temporal. Una configuraciéon de estos
estudios esta dada por el elemento

diferencial, cuya integracion, fdp=p, ha
pasado por diferentes paradigmas:

a.En la concepcion newtoniana se halla
la cantidad fluente de una fluxiéon dada

b.En la concepcién leibniziana se
considera a la integral como una suma;
la [dp es pYdp=p,donde dp esla
diferencia entre dos estados de p

c. En la concepcion de los Bernoulli se
interpreta a la integral de Leibniz como
la inversa de la diferenciacion, es decir,

dada dp la integral [dp=0Q , donde
dQ=dp

Sin embargo, estos paradigmas han
convergido en un mismo objetivo:
reconocer el estado local del proceso para
conocer su estado total y algunas veces
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temporal. Tal objetivo ha sido aplicado a
situaciones tanto geométricas como
mecanicas, indicadas en—I/a toma del
elemento diferencial.

Sobre la segunda clase de usos, hallamos
que el objeto de estudio no esta dirigido a
las cantidades que varian continuamente,
sino a las funciones arbitrarias como
relaciones numeéricas especiales. Sus
propiedades se basan en el estudio local
en su dominio, es decir, en el entorno de
un punto en el dominio de la funcién. Con
ello aconteciendo una investigacion
importante de las formas topoldgicas de
los dominios, que también lo es en el
estudio de su medida. Lo anterior lleva a
establecer una base de funciones
continuas y discontinuas sobre las que se
define la derivacion e integracion con el
concepto de limite.

Entonces, en los textos de Calculo
contemporaneos hallamos a la integral de
Riemann como la base vy, por ende, el
antecedente para el desarrollo de la teoria
de integracién generalizada. Como
consecuencia, se da la imposibilidad de
sostener el “hallar una primitiva de una
funcion dada” como la definicién de
integral, dado que no toda derivada de una
funcion es Riemann integrable. Sin
embargo, se restringe esta discusion con
el teorema fundamental del Calculo,
considerando solo las funciones continuas.
Los patrones sobre los cuales se sigue el
teorema fundamental, en el discurso
matematico escolar, los presentamos de
la siguiente manera:

a.Dada una funcion f, asignarle una
nueva funcién f” que se obtiene a partir
def

b.Dada una funcién F = f', reproducir
la funcién de la cual se derivé F

c.Dada una funcion F =ff, regresar
a la funcion f

El contraste entre estas dos clases de usos
radica fundamentalmente en dos aspectos.
Por un lado, el estudio se basa en las
variables, pero vistas con “movimiento”, no
como numeros, atendiendo
significativamente una relacién de
dependencia e independencia; por otro, su
estudio se basa en las funciones, en la
relacion numérica “arbitraria”. Finalmente,
se derivan dos discursos: al integrando de

la integracion fp siempre se le considera

el diferencial de cierta cantidad
preconcebida Q; entonces, p=dQ, mientras
que en el segundo, lo que se integra,

f » preserva una relacion funcional, que
a priori no necesariamente es la derivada
de alguna otra funcién y no siempre se le
puede aplicar el proceso de integracion.
Ademas, en el plano de Ilas
resignificaciones se observa que en la
expresion fdp= p , el diferencial dp tiene
la misma naturaleza que la cantidad p, por
lo cual representa el papel de elemento
constitutivo; entre tanto, en la integracién

ff'= f ,lafuncion f” tiene una dimensién

menor que f, por lo cual es un elemento
componente de f. Claramente se puede
ver en el calculo de un area, donde
dA=f(x)dx es un elemento de area

Ax)y %f(x)dx es la altura del area A(x).

LA IDEA DE VARIACION Y EL USO DE
LA INTEGRAL EN LOS PROFESORES
Y ESTUDIANTES

Realizamos un estudio de casos con
profesores y estudiantes en una
experiencia de ensefianza controlada. Se
hizo un analisis epistemologico sobre la
construccion de la nocién de integracion,
identificandose diferentes resignificaciones
de la integracion en una perspectiva de
variacion continua, que fue analizada en
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dos experiencias escolares: una con
profesores de matematicas, y otra con
estudiantes de ingenieria. Por experiencias
escolares debe entenderse a la
experiencia que tiene el participante ante
el conocimiento matematico, reflejada a
través de sus concepciones, creencias y
practicas cotidianas escolares.

El estudio consistioé en incorporar una serie
de resignificaciones a temas
tradicionalmente discutidos en Calculo —
en una y varias variables, variable
compleja, ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales—, con lo que se
definieron las actividades escolares
correspondientes para los profesores y los
estudiantes. Se observo, en la primera
etapa de la experiencia, el impacto de este
acercamiento en el discurso generado por
los participantes, tanto en sus
argumentaciones ante situaciones de
variacién continua como en las formas de
procesar la informacion numérica,
paramétrica y grafica ante dichas
situaciones.

Las actividades escolares se ubicaron en
dos sitios: el primero en la especialidad en
ensefianza de las matematicas para
docentes de las Escuelas de Ingenieria de
la Universidad Autonoma del Estado de
Hidalgo (UAEH); el segundo en algunos
cursos de las licenciaturas en ingenieria
del Instituto Tecnoldégico Auténomo de
México (ITAM). El primer estudio consistio
en haber disefiado un programa de
especialidad en ensefianza de las
matematicas para docentes de ingenieria
(Cantoral, et al. 1990b). La discusion de
los temas de Calculo estuvieron basados
en la idea de variacion continua, cuyo
contenido matematico parte del
reconocimiento de que el estudio del
movimiento de un fluido es el nucleo donde
se aloja el entorno del analisis matematico
necesario para un docente de matematicas

en ingenieria. El segundo estudio consistio
en haber disefiado situaciones de
ensefanza en los cursos de calculo sobre
algunos fendmenos de variacion continua
en la economia y en la fisica,
respectivamente.

Las puestas en escena de las experiencias
describieron un discurso matematico
escolar inusual en la tradicion de la
ensefanza, por lo cual conviene sefnalar
algunos puntos que pudieran explicar los
aspectos centrales de las puestas en
escena.

Las situaciones de ensefianza no tuvieron
como propésito tratar un calculo con
“aplicaciones” a la fisica o economia, sino
mas bien comprender y conocer la
matematica en el fendmeno. Es decir, se
traté un contenido matematico basado en
un sistema de movimiento de un fluido, en
contraparte de un sistema estructural
matematico; en este sentido, resultaron
relevantes las nociones y percepciones de
los participantes sobre la prediccion, la
acumulacioén y la distribucién del fluido
fisico.

El contenido tematico del Calculus, con el
marco anterior, resulté de la siguiente
manera:

® Relacion de variables dependientes e
independientes

® Variable y su variacion
e Prediccion y serie de Taylor
o Acumulacion y distribucion

e Sistema de movimiento en su estado
estatico

e Sistema de movimiento en su estado
dinamico
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Este contenido fue distribuido en dos
situaciones genéricas, Ilamadas
fendmenos de comparacion
(diferenciacion) y fenédmenos de cambio
(suma acumulada), coordinados por la
nocion de variacion continua. Se traté al
movimiento en sus formas mas
elementales segun las acciones de los
participantes, la posicion y el movimiento,
donde se articularon sus practicas de
adelantamiento, desplazamiento,
duracion, asi como los cambios de
posicioén, de acuerdo con las trayectorias
en cuestion.

Esta forma de mirar el movimiento
configuré una estructura matematica
vinculada con la nocion de prediccion y
prolongada al prediciere en la analiticidad
matematica: la serie de Taylor para una
funcion de la forma u= F(x,y) [la discusién
amplia al respecto aparece en Cantoral,
2001; ademas, se pueden consular los
articulos de Cantoral, 1990 y 2001]:

F(x+dx,y +dy)=F + Fydx + F dy+"algo"

Tal configuracién traza una metodologia
que permite comprender al fendmeno en
cuestion, a partir de la diferencia

F(x+dx,y +dy)- F(x,y)

Con ello, se reconoce la situacion local de
u= F(x,y):
F(x+dx,y+dy)- F(x,y)=dF

Y para conocer la situacion global de
u= F(x,y) , basta con considerar la siguiente
integral:

de =F

Para ser mas explicitos, apoyandonos en
la metodologia descrita, a la que alude la
resta F(x+dx,y+dy)-F(x,y) , diremos
que el Calculus, en tanto objeto de
conocimiento, identifica aspectos
relevantes para la comprension del
movimiento, caracterizados por los

procedimientos generados por las
resignificaciones de la variacién: /o
invariante, lo continuo'y lo que se conserva.

En ese sentido, el rol fundamental del
Calculus ante las cantidades que varian
continuamente consiste en resignificar la
forma y funcién que interrelaciona “todas”
las variables que intervienen en un sistema
de movimiento F(x,y,z,..)=U , pero a
partir del reconocimiento de la interrelacion
de sus variaciones locales que dependen
de la situacion especifica del sistema,
expresada por F'(x,y,z,....F.df d’F,..)=0.
Una vez establecida la interrelacién de las
variaciones locales, se pueden reconstruir
algunos aspectos de la relacion F(x,y,z,...)=U
y, en el mejor de los casos, reconstruir su
forma explicita.

La reconstruccion de la forma F(x,yz,...)=U
y su funcién conlleva a la metodologia
anteriormente mencionada, donde la serie
de Taylor, bajo una perspectiva de
instrumento predictorio, juega el papel de un
buen reconstructor de cantidades (Cantoral,
2001); ademas, de acuerdo con la naturaleza
del movimiento, importa hallar un estado
permanente o bien una posiciéon primitiva
representados por F(x,y,..)=U . El estado
permanente es explicado por la serie de
Fourier, instrumento que enlaza la nocién de
estado permanente con la nocion de
convergencia (para una explicacion amplia
véase Farfan, 1997), mientras que la posicion
primitiva es reconstruida a través de la toma
del elemento diferencial. Esta “toma” enlaza
la nocidon de acumulacion y distribucion de
un fluido en cierta regién o superficie con la
nocion de integral (para una explicacion
amplia véase Cordero, 2003).

En este marco, la nocion de variacion es

favorecida. Por ejemplo, la expresion lineal
de la serie de Taylor:

fx+dx) =~ f(x)+ f'(x)dx
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no solo representa una aproximacion lineal
a la funcion original o reconoce la
definicion de derivada de una funcién
como el coeficiente de dx, sino mas bien
representa una configuracion mas cercana
a la intuicion de aventajar (delante y
detras) que a la de duracion (espacio
recorrido a través del tiempo). Este
“aventajamiento” se articula con el
desplazamiento: f” (x)dx es una porcién de
f(x) que hereda las mismas propiedades
tanto fisicas como geométricas de f(x) ;
la suma f'(x) + f’(x)dx determina un nuevo
estado de la cantidad f{x).

Entonces, la expresion lineal en el marco
de una situacion fisica (digamos, de
cinematica) da cuenta sobre la posicion y
no sobre la velocidad, asi como en el
movimiento de un fluido da cuenta de la
acumulacion, no del flujo. De la misma
manera, en una situacion geométrica la
expresion refiere la variacion geométrica
(porciones de area, volumen, superficie o
longitud), no la derivada de estas
cantidades.

Regresemos a la experiencia llevada a
cabo con los profesores. Los participantes
fueron 13 y el periodo de la experiencia
tuvo una duracion aproximada de afio y
medio (para una informacién mas
detallada véase Cantoral et al, 1990b).
Con respecto a la otra experiencia escolar,
llevada a cabo con estudiantes de
ingenieria y economia, basicamente
consistio en extrapolar la experiencia de
la fase propedéutica a los cursos de
calculo en unay varias variables, asi como
a un primer curso de ecuaciones
diferenciales ordinarias. El periodo de la
experiencia abarcé también
aproximadamente un aino y medio.

La aproximacién a la comprension de la
integral basicamente consistié en hallar
sus resignificaciones que, en el a priori del

discurso matematico escolar, es imposible
hallar. Por tal motivo, fue notable estudiar
situaciones locales en textos antiguos de
Calculus para mirar la difusion del
conocimiento matematico, conjuntamente
con el analisis de los tratados cientificos
originales, para mirar las resignificaciones
en otros marcos de referencia. Esta
busqueda llevé a reconocer patrones de
construccién de la integracion en sendas
producciones.

Construido el referente, estudiamos las
resignificaciones de los patrones de los
participantes en tres diferentes situaciones:

e Area de una superficie
e Posicion a partir de una variacion

e Movimiento de un fluido: cantidad de
fluido y flujo

ARGUMENTACIONES

Hemos denominado argumentaciones a las
resignificaciones de los participantes en las
situaciones especificas que ocurren en un
sistema local, cuyas formas de produccion
y difusién no corresponden a una estructura
axiomatica, sino al frecuente uso de
argumentos intuitivos y espontaneos,
envueltos en la resignificacién del
conocimiento que manifiestan los
participantes.

Para explicitar lo anterior, consideramos
dos ejemplos que han resultado ser
significativos en este estudio:

a) El participante reconoce el patron a través
de actividades funcionales, esto es, que el
patrén le permite comprender situaciones
especificas; después reflexiona sobre él,
recogiendo explicaciones peculiares:
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“la idea basica del patréon consiste en
observar, o bien reconocer la diferencia
entre un estado invariante y sus estados
vecinales en el sistema de movimiento de
una particula o de un fluido continuo
(X +dX)-@(X) ,donde ¢(X) representa
el estado invariante y (X +dX) sus
estados vecinales. En este sentido, la
diferencia expresa la posicion ultima de la
particula, o bien la acumulacion del fluido
localmente (el participante realiza un dibujo
como el de la Figura 1):

@) Plxtdr)

—_— @ (x)dx —_—

entra sale

x xt+dx

POrtde) - plx) = @ (x)dx

acumulacion

Figura 1. Acumulacion del fluido localmente

La posicion dltima y la acumulacion locales
se obtienen por medio de la variacion de
@ en todo el proceso del sistema que se
reconoce por la diferencia @(x + dx) — (x) ;
esta diferencia representa, por un lado, la
porcion de desplazamiento para alcanzar
Su posicion ultima, por otro, representa la
porcién acumulada del fluido. Ahora bien,
si juntamos o integramos estas porciones
hallaremos la posicion final de la particula
y analogamente la acumulacion total del
fluido al término del proceso. Entonces, al
reconocer @(x+dx)=@(x)+¢'(x)dx , se

conoce (p(x)=<p(a)+f(p(x)dx , y al

reconocer @(x+dx)-@(x)=¢'(x)dx  se
b

conoce @(b) - ¢(a) = f @(x)dx ...”

b)Otros participantes realizan una
explicacion del teorema fundamental del
Calculo sui generis de la situacién
especifica:

Se le pregunta, ¢ por qué una funcion se

le puede escribir en la forma de la serie
de Taylor? El responde que la funcion tiene
que ser continua, y enseguida explica lo
que quiere decir con la condicion:

“...tiene que ser continua porque si algin
punto no tiene vecinos, entonces no podria
medir el movimiento o comparar el
movimiento respecto a sus estados
vecinales. Es decir, no podria hacer la
diferencia entre el estado vecinal y el
estado original... Y como hemos visto que
en realidad la funcion es la velocidad del
movimiento que estamos analizando,
f(t)=I'(1), entonces el requisito de la funcion
continua es en realidad el requisito de un
movimiento continuo para poder describir
ese movimiento.

También se llega a la conclusion de que
debe ser un movimiento continuo porque
cuando ya se quiere encontrar la funcion
que describe el movimiento (I(1)=?,) es
decir, cuando se van a sumar todas las
acumulaciones (E 1 '(t)dt) que pueden ser
del tamario que uno quiera.

')

1l —— oflan
Olln0 — aflan

2.b) “todas” las
acumulaciones

2.a) Acumulacién = I'(t)h

Figura 2. El estado vecino de las acumulaciones

Entonces, como se dice que “todas” quiere
decir que hasta las acumulaciones mas
pequefias, por ejemplo, entre las
acumulaciones 1 y 2, existe otra
acumulacion mas pequerfia que 1y 2, de
la palabra ‘“todas las acumulaciones” se
concluye que el movimiento debe de ser
continuo, porque si faltaran algunas o una
acumulacion, ya no se estaria cumpliendo
con lo que habiamos dicho al principio (la
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la comparacién se hace entre la posicion
inicial y sus estados vecinales para
cualquier posicion inicial que yo quiera
escoger).

a b

3.a) “todas” las
acumulaciones

3.b) movimiento
continuo

Figura 3. El continuo de las acumulaciones

I'(t) s

B [TM)=I¢)
I & 'i'i

a b
relacion con la curva y el drea

fig. o

Figura 4. La acumulacion con relacion a la
curva y el area

Si puedo comparar posicién inicial y
estados vecinales (I(t+h)=1(t)+1'(t)h)
entiendo que los estados vecinales estan
muy juntos con la posicién inicial.
Entonces, ;como le hago para comparar
o describir el movimiento desde t= a hasta
t=>b,sit=ayt= b yano son estados
vecinales? Pues muy facil, sumando esas
comparaciones, y me queda:

1) = I(a)+ Y [1(t0+ 1) + 1(10)]
1(b) = I(a) + »\[I(to + h) + I(10)]

Ademas, yo pienso que la palabra
“movimiento continuo” es la que me da
la clave, ya que “movimiento” me indica
que hay un desplazamiento de un punto
inicial a un punto final con una cierta
velocidad en cada instante que es
la derivada, v = ds/dt. Por lo tanto, como

estoy analizando movimientos (si no
fuera asi no estaria yo en un problema
de calculo) y la serie me permite
analizarlos, entonces necesito que la
funcién sea derivable (mas simple, “que
exista movimiento y ya”), y la palabra
continuo, pues que el movimiento sea
continuo, como ya lo analizamos
anteriormente...

Lo anterior le provoca una reflexion
sobre el Teorema Fundamental del
Calculo, explicando lo siguiente
(Figura 4 ):

“...ahora me estoy dando cuenta que,
de la region formada por el
movimiento continuo, cada rectangulo
que la compone tiene una altura I'(t),
donde cada altura coincide con la
curva que dibujé, entonces la curva
es la funcién I'(t), pero ésta es la
derivada de I(t). Creo ya entender por
qué la integral de I'(t) es igual a I(t) y
la relacion con la curva y el area...”
(una discusion detallada aparece en
Cordero, 2003).

Un aspecto a sefalar sobre la forma de
usar la integracion en los profesores, y
el impacto de este patron en las
actividades de los estudiantes para su
resignificacion, es que la discusion de
integracion inicia precisamente con la
cantidad “desconocida” (funcién
primitiva) que se quiere hallar, al exigir
de el reconocimiento de su variacion
(funcion derivada) en un contexto o
situacion especifica para finalmente
conocer su integral (cantidad conocida).
Este hecho es distinto en el discurso
escolar tradicional del Calculo Integral,
donde por lo general se pregunta sobre
la integracion de una funcidn arbitraria
a partir de que se tiene una definicion
de integral. Tal hecho desemboca en un
discurso matematico escolar distinto.
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A MANERA DE CONCLUSION

Hemos presentado el rol de la acumulacién
como una categoria del conocimiento de
la integral en su produccion (y difusion)
institucional. Tal categoria, en su situaciéon
especifica, ofrece un marco de referencia
para hacer de esa matematica un
conocimiento funcional como finalidad
didactica. Los aspectos mas relevantes de
la investigacion fueron los siguientes:

® Pudimos hallar, en el analisis
epistemoldégico, un patron de
construccion de la teoria de integracién
configurado por la expresion

[/ F(x)dx = F(b)~ F(a) donde a diferencia
F(x +dx) - F(x) y las condiciones de una

funcion derivada F’ juegan un papel
definitivo en la constitucion del patron.

® Se resignifico a la integral por medio de
la nocion de acumulacién. Esta
resignificacién adquirié relevancia
cuando se logré matizar dos aspectos
de los fendmenos de variacion continua,
a través de la suma y de la resta,
denominados valor acumulado y
acumulacion, respectivamente:

¢(x) = (@) + [ p(0)dx
9(0)= 9@ + [ P

® Se lograron capturar argumentaciones
de los participantes, cuya
caracteristica esencial consistié en
relacionar las resignificaciones de la
integral dentro de un sistema local,
contrastandola con una estructura
axiomatica.

Los resultados de la investigacién
plantean, entonces, que el asirse de
estas resignificaciones ayudara a

apropiarse de un discurso matematico
escolar que facilite la difusion del
conocimiento del Calculus, basada en
un sistema de resignificaciones
producido por los profesores y
estudiantes.

Todo ello sugiere situaciones de
ensefianza que enfoquen mas la
atencion en situaciones especificas de
variacion continua y cambio, como en
la nocion de acumulacién, y no
directamente en los conceptos de
funcion derivada o “suma de
Riemann”, lo cual resulta ser un punto
muy importante, ya que brinda nuevas
perspectivas orientadas a la didactica.
Enfocar la atencion hacia la situacion
de cambio permiti6 mirar dos
operaciones elementales, la sumay la
resta, reconociendo, ademas, que
construyen en cierto sentido las ideas
fundamentales del Calculus.

Denominamos situacion de cambio
(SC) a aquel fenédmeno de variacion
que incluye un cambio de una cantidad
inicial, que bajo un proceso es
transformada en otra, siendo ésta el
valor ultimo en el proceso. La SC
puede ser organizada por dos
aspectos distintos, como ya habiamos
mencionado anteriormente:
acumulacién y valor acumulado (para
una lectura con mas detalle véase
Cordero, 2003).

El diagrama de categorias (operaciones
elementales: suma y resta; variacion
discreta: suma y resta; y variacion
continua: diferenciacién e integracion)
de las resignificaciones de la integral,

de los participantes es el siguiente:
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percepcion de estado: la comparacion de
dos cantidades “sin proceso”. Otro
procedimiento que se identificd fue la
repeticion reiterada de la primera
operaciones elementales: categoria para organizar la variacién
discreta. La actividad propiciada por el uso
de dichas categorias refleja lo que viene
atb=c valor acumulado a ser el método del Calculus: reconocer

c—a=b acumulacion la situacion local para conocer la situacion
global del fendmeno.

suma y resta

Por ultimo, nos gustaria comentar la
relevancia de tres aspectos que ayudaron

! a coordinar las categorias anteriores en
las experiencias de los participantes: area,
variacién discreta: medida y movimiento.
m rest L. .
sumay resta Se realiz6 una misma pregunta,
o> 1, Gys--- A, presentada en tres contextos diferentes
dy,d,d,,...d,,  donde d,=a,-a,, (ver Figura 6):

a,—-a,= E d,, d.= a,- a,_yalor acumulado

a,=a,+ Edl, d; = a, — a,_; acumulacién ‘ *

4 B

¥

o

Figura 6. Region irregular en tres situaciones

x

\|/ distintas
Se pidio6 a los participantes que calcularan
variacion continua: el area de una region “rara” como en la
integracion y diferenciacion: Figura 6, en tres situaciones distintas: sin

ejes de referencia, el segmento AB como

P(x)= g .

=U eje de referencia y las coordenadas
P(x+dx)-P(x)=dP cartesianas x ¢ y como referencia. La
P(a)+fdP=P(b) valor acumulado situacion planteada en la entrevista

considerd una regién geométrica estatica
que, a priori, no aludia al movimiento vy,
por tanto, no tiene por que aludir al

P(b) - P(a) =fdP acumulacion

Calculus. Sin embargo, los
procedimientos de los participantes
Figura 5. Diagrama de categorias arrojaron datos importantes para la

resignificacion de la integral:

Dichas categorias aparecieron ® El area (largo por ancho o base por
interconectadas en los usos de los altura) es considerado como un patron
participantes. Por ejemplo, muchas veces de medida adaptado a las tres
para instalarse en la ultima categoria situaciones, a pesar que ninguno de los
acudian al modelo de la primera en una participantes logra dar una explicacion
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porqué este patron es expresado como
el producto base por altura.

e La estrategia para calcular el area sin
ejes de referencia determina una
situacion de estado y no de proceso; es
decir, el patron de medida guarda una
similitud con la region completa, en
contraparte de describir una
aproximacion que alcance a la region.

e La estrategia para calcular area con un
eje de referencia reconoce la relacion
funcional del patron de medida, es decir,
la relacion de base y altura como
variables. La situaciéon de estado se
conserva.

e La estrategia para calcular el area con
los dos ejes de referencia hace que la
relacion funcional del patron de medida
sea susceptible de variar; sin embargo,
la situaciéon de estado se sigue
conservando.

Los datos anteriores indican que la integral,
ante la situacion geométrica sefalada,
contiene una resignificacion de estado
relativa. Por una parte, admite un
procedimiento sin reconocer movimiento,
como el caso de sumar los patrones de
medida que reconocen a la regioén; por otra,

admite una representacion con movimiento
que, como fue el caso de un estudiante,
tuvo que imaginarse el area como un fluido
(un rio corriendo bajo la curva) y calcular
su acumulacién. Esto pudiera significar
que el area bajo de una curva como
modelo geométrico de la integral, en un
una ambientacion de variacién continua,
exige mover lo estatico. Tal categoria
pudiera explicar porqué algunos
estudiantes al usar la integral

[/ Fdx=F()-F(a) en sus actividades

escolares no pueden explicar porqué la
expresion calcula el area bajo la curva y=f.

Es asi como a la integral se le hallé un
marco de referencia para resignificarla,
destacando la situacion fenoménica
(Freudenthal, 1977), que favorece su
constitucion. Todo ello en conjunto traza
su produccion y difusion institucional con
la finalidad de organizar situaciones de
cambio, que resignifican dos operaciones
elementales: la suma y la resta. Hay
investigaciones al respecto, donde se
sostiene la existencia de la relacién entre
lo conceptual y lo algoritmico, su
naturaleza dialéctica y su caracter relativo
respecto a practicas sociales asociadas al
Calculo Integral en un contexto
sociocultural especifico (Mufioz, 2003).
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