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Una experiencia diddctica sobre funciones, en la escuela secundaria

Una experiencia didactica sobre funciones en la escuela secundaria

Giorgio T. Bagni *

RESUMEN

En este articulo se reportan los resultados de una investigacion sobre algunas ideas de fun-
cion real, funcién continua, dominio de una funcién y la integral en el aprendizaje de las
matematicas, en alumnos de secundaria italianos (edades de 16-19 afio). El estado de estos
conceptos es estudiado a través de pruebas. Las representaciones juegan un papel importante
en el aprendizaje de las matematicas. Particularmente se estudia la influencia de la visualiza-
cion: en la representacion grafica (es decir, la representacion cartesiana de una funcién) que
amenudo se considera como el hecho principal del estudio de una funcion matematica. Este
principio puede no ser eficaz para la caracterizacion correcta de un concepto y para el pleno
desarrollo de las habilidades para usar y coordinar registros de representacion

PALABRAS CLAVES: Funciones, visualizacion, historia de las matematicas -

A didactic experience on functions in the secondary school
ABSTRACT

In this paper, some aspects of the ideas of real function, continuous function, domain of a
function and integral are investigated in the learning of mathematics, mainly referred to Italian
High School (pupils aged 16-19 years); the status of these concepts in classroom practice is
studied by some tests. The role of representations is important in the learning of mathematics;
in particular, the influence of visualization is studied: the graphic representation (namely the
Cartesian representation of a function) is often tacitly considered the main act of the study of
a mathematical function; this procedure may be ineffective for the correct characterization

of a concept and for the full development of the ability to use and to co-ordinate registers of
representation.

KEY WORDS: Functions, visualization, history of mathematics

Une expérience didactique a propos des fonctions au collége
RESUME
Dans cette composition quelques aspects des idées de la fonction réelle, de la fonction con-

tinue, du domaine de la fonction et I’ intégral sont examinées dans 1> apprentissage des
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mathématiques particuliérement dans le collége italien (étudiants Agés de 16 4 19 ans) ; la
situation de ces conceptions utilisée dans la pratique de la salle de clase a été étudiée par
quelques examens. Le rdle des représentations est important dans 1 apprentissage des
mathématiques ; en particulier, I’ influence de la visualisation est étudiée : la représentation
graphique (¢’ est a dire la représentation cartésienne d” une fonction) est souvent considérée
la principale action de I’ étude d’ une fonction mathématique ; ce procés de visualisation peut
étre inefficace pour comprendre la correcte caractérisation d’ un concept et pour le
développement intégral de 1’ aptitude de utiliser et coordonner des registres de représentation.

MOST CLES: Fonctions, visualisation, histoire des mathématiques.

Uma experiéncia didatica sobre fungdes no ensino fundamental
RESUMO

Nesse artigo alguns aspectos das idéias de fungdo real, fungdo continua, dominio de uma
fungdo e integral sdo investigados na aprendizagem matematica, principalmente no que se
refere ao Ensino Médio Italiano (alunos com idade em torno de 16 al19). As condicdes desses
conceitos na pratica de sala de aula é estudado por meio de alguns testes. O papel da
representagdo é importante na aprendizagem de matematica; em particular, a influéncia
da visualizagdo é estudada: a representagdo grafica (denominada representagéo cartesiana de
fungdes) estd, de maneira geral, implicitamente considerada a principal agéo do estudo de uma
fungdo matematica. Esse procedimento pode ser ineficiente para a correta caracterizagéo de
um conceito € para o completo desenvolvimento da habilidade em usar e coordenar registros
de representagio.

PALAVRAS CHAVE: Funciones, visualizagdo, historia da matematica.

Introduccién ron referencia explicita a funciones: conside-

raron principalmente curvas y variables. Ob-

Un concepto fundamental tomado de la his-
toria para la diddctica de la matematica

El concepto de funcién es un elemento fun-
damental de los curriculos de matematicas de
la escuela secundaria' su importancia es no-
table también desde el punto de vista histori-
co. Newton y Leibnitz, en sus elaboraciones
originales de Calculo infinitesimal, no hicie-

servamos un crecimiento progresivo en la
importancia del concepto de funcion relacio-

nado con el analisis de relaciones entre las

operaciones sobre la variable x y el compor-
tamiento de una variable y dependiente de x.
La expresion “funcidon” aparece en una obra
matematica en 1673, en Methodus tangentium
inversa seu de functionibus, de Leibnitz
(Bottazzini, Freguglia & Toti Rigatelli, 1992,

! Nota del traductor: La escuela secundaria en Italia atiende a los estudiantes de 16 a 19 afios.
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p. 314; Smith, 1959, también encontramos el
término “funcion” en trabajos impresos de
Leibnitz de los afios 1692 y 1694),

Leonhard Euler en Introductio in Analysin
Infinitorum de 1748 definio la funcién como
“‘una expresion analitica en general compuesta
por esta cantidad variable y por algunos nu-
meros o cantidades constantes” (vol. I, p. 18
y p. 74: Euler, 1796; una introduccion simi-
lar la ofrece Johann Bernoulli en una obra
publicada por la Academia de Paris: Bottazzi-
ni, Freguglia & Toti Rigatelli, 1992, p. 315).
Subrayemos que en las introducciones origi-
nales de la funcién el problema de la conti-
nuidad no se consideraba explicitamente
(Dini, 1878, p. 36).

El objetivo de nuestro trabajo no es el exa-
men detallado de las experiencias historicas
y de las investigaciones didacticas dedica-
das al concepto de funcidn, sobre todo si se
considera la enorme cantidad de trabajos que
se produjeron en este tema. Muchos autores
han estudiado, también recientemente, aspec-
tos importantes de la introduccion de defini-
cion y de la representacion de las funciones
(citemos por ejemplo: Vinner, 1992; Duval,
1993; Fischbein, 1993); citamos una sintesis
excelente en: Slavit, 1997) y la bibliografia
es vasta. En el presente articulo deseamos su-
brayar que utilizando la prueba y conversa-
ciones?, la verificacién en la practica didactica
de fenomenos importantes como la forma-
cién de obsticulos causados por la iden-
tificacion de una funcion y de su grafica
cartesiana, asi como problemas determinados
por la falta de indicaciones del dominio de
una funcion, o bien sobre las concepciones
en relacion a las operaciones analiticas.

Indicaremos al lector algunas cuestiones im-
portantes, sin la pretension de proporcionar

una justificacion experimental a cualquier
afirmacion. Podemos asi, presentar el conte-
nido de nuestro trabajo:

1. Concepto de funcién y registros repre-
sentativos.

2. Funciones y su representaciéon grifica.

3. Funciones y visualizacién.
Una investigacion experimental

4. Funciones, curva, dominio.
Una investigacion experimental

5. Funciones y operaciones analiticas.
Una investigacion experimental

6. Conclusiones: Concepto de funcién y
registros semiéticos

1. Concepto de funcioén y registros
representativos ‘

La introduccion didactica del concepto de
funcion se basa en el uso de representacio-
nes. Frecuentemente, por ejemplo, a los alum-
nos se les ha pedido que consideren el usar
graficos cartesianos de funciones. Usualmente
se han propuesto otras representaciones (por
ejemplo visuales).

Ante todo, subrayemos que algunas costum-
bres difundidas en la practica didactica no po-
drian considerarse del todo correctas, desde el
punto de vista formal. A menudo, en algunos
libros de texto para la secundaria, la misma
ecuacion y = f{x) representa el conjunto de los
puntos del plano cartesiano, que tienen coor-
denadas que pertenecen al conjunto.

{(x;y)eDxR: y = f{x)}(en donde DcR es el
dominio de f). Alguna vezy = f{x) representa

2 Subrayamos que el autor no habia tenido lecciones en las clases consideradas en las investigaciones
experimentales expuestas en el presente articulo. En la seccién 5 analizaremos los resultados de una

investigacion experimental inédita.
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la funcion fmisma (es decir leamos: “dada la
funcion y = f{x).”, o su grafica cartesiana (y
leamos: “dada la curva y = f{x)..”). Natural-
mente se trata de abusos: una funcién f-D—-R
es una relacion por tanto es una particular
representacion de DxR (y no una ecuacion ni
una curva); la ecuacion y = f{x) se usa para
representar la funcionf. Y el grafico cartesia-
no de y = f(x} es una representacion en el pla-
no cuyos puntos pertenecen a {(x;y)} eDxR;
¥ = f{x)} estableciendo una correspondencia
univoca.

Naturalmente subrayamos que la menciona-
da indicacion de una funcién f mediante y =
f(x) es interesante desde el punto de vista di-
dactico (consideremos por ejemplo el proce-
dimiento para obtener la inversa de una
funcién dada): por ello nuestro objetivo no
es el abolir los citados usos didacticos, sino
aclarar los papeles y los términos para evitar
consecuencias negativas en la adquisicion
de conocimientos’.

Por lo que respecta a las funciones continuas,
en un trabajo anterior (Bagni, 1998) notamos
que la visualizacion estd muchas veces unida
a la continuidad y ésta a caracteristicas grafi-
cas: una funcion se dice continua en un pun-
to del propio dominio si correspondiendo con
tal punto, puede trazarse su grafico cartesia-
no sin levantar el lapiz del papel. Una fun-
cién continua en todo el dominio es una
funcién cuyo grafico puede trazarse sin “in-
terrupciones”, “saltos” o “irregularidades gra-
ficas” (Apostol, 1969, I; el libro de T,M,
Apostol es un conocido texto universitario:
Las introducciones didacticas presentes en los

textos para la escuela secundaria en Italia son
analogas ).

2. Funciones y su representacion
grafica

Respecto a los registros de representacion,
sefialamos que una consideracion suya abso-
luta debe considerarse una simplificacién. En
nuestra opinion no se puede hablar de un solo
registro representativo en términos absolutos:
existen diversos registros de representacion
(por ejemplo verbales, pero también simboli-
cos) con referencia a diversas instituciones
culturales o a diversos usos. Ademas cualquier
registro de representacion esta implicita o
explicitamente conexo a los otros: en el re-
gistro verbal las palabras se usan siempre con
referencia a su significado y tal significado
se une frecuentemente a experiencias (por
ejemplo sensoriales) que se reintegran tam-
bién a otros registros.

En general, hemos podido observar que des-
de el punto de vista de la practica didactica,
una funcién se expresa a menudo en el regis-
tro visual mediante su grafica cartesiana; na-
turalmente eso no excluye la posibilidad y la
oportunidad de un amplio uso de otros regis-
tros semidticos (por ejemplo, el uso del re-
gistro simbolico es importante en el ambito
topolégico). Evidentemente debe considerar-
se de primerisima importancia la visualiza-
cidn en la didactica de la matematica. Sin
embargo, en ocasiones, algunos alumnos pa-
recen distinguir con dificultad del concepto
de funcidn de su visualizacion grafica: como

3 Andlogas consideraciones did4cticas pueden desarrollarse por ejemplo con referencia a la simbologia
de Leibnitz para indicar la derivada (dy/dx); Castelnuovo, 1938, p. 115. Subrayamos que el papel de los
elementos histéricos en el presente trabajo es s6lo de introduccién (citamos a proposito: Harel &
Dubinsky. 1992) y no pretende fijar objetivos y metodologias en términos absolutos. Ademas, el saber
matematico no puede considerarse historicamente en términos absolutos, sino comprendido con refe-
rencia a las instituciones culturales (Grugnetti & Rogers, 2000, Furinghetti & Radford, 2002) La mis-
ma correccidon debe examinarse en el propio contexto histérico y no comparada con las convenciones

modernas (Radford, 1997).
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podremos constatar, algunos obstaculos pue-
den estar unidos a funciones cuya grafica
cartesiana no puede disefiarse. Ademas en
problemas y ejercicios, los alumnos tienen que
hacer con funciones continuas y eso puede
llevarlos erréneamente a considerar la conti-
nuidad segun el resultado de una caracteristi-
ca comun en todas las funciones: si los
alumnos asocian directa y no criticamente el
concepto de funcion en una grafica cartesiana,
ellos pueden ser inducidos a considerar in-
dispensable la presencia de una curva (la que
sea) para la concepcion de una funcion.

3. Funciones y visualizacion

Retomemos en una sintesis los resultados de
una investigacion experimental (Bagni 1998)
que tiene el proposito de hacer evidente como
la visualizacion de una funcioén mediante su
grafica cartesiana puede llevar en algunos
casos, a obstaculizar la plena comprension del
concepto de funcion (Vinner, 1983 y 1987).

La prueba siguiente se propuso a los alum-
nos de tres 3as clases de un Liceo Scientifico
en Italia (Alumnos de 16-17 afios; el Liceo

Scientifico es la escuela superior de Italia con
direccion cientifica), para un total de 75 alum-
nos) sus curriculos matematicos eran tradi-
cionales: en particular, ellos conocian el
concepto de funcion y la grafica cartesiana
de una funcion) y a los alumnos de tres Sas
clases de un Liceo Scientifico (18-19 afios),
para un total de 66 alumnos (cursos de mate-
maticas tradicionales: Bagni, 1998).

Nos hemos referido a algunos ejemplos ana-
liticos clasicos (no particularmente conexos
con la intuicion): La funcion de Dirichlet es
la funcion R—R, x—cpq(x) tal que crolx)=
0 si, y solo si x es racional; cro(x)= 1 siy
solo si x es irracional; su grafica cartesiana
puede trazarse solo para un conjunto finito
de puntos (entre las investigaciones didacticas
dedicadas a la funcién de Dirichlet indicamos:
Norman 1992; Schwingendorf, Hawks &
Beineke, 1992). Existe una situacion analoga
para la funcion de Gelbaum (Gelbaum 1961,
p. 124), considerada en ¢l punto A4 de la fi-
cha 4 localizada abajo y la siguiente pagina.

Por lo que se refiere a los alumnos de 16— 17
afios, observamos que la presencia usual de
la grafica para y = 2x (A1, unarecta correcta-

Ficha A.

A3) Rses larelacion tal que:

* six real es racional, entonces R; (x) = 0;
* si x real es irracional, entonces R; (x) = 1;
A4) R, es la relacion tal que:

Ra(x)= 1/n;

* Si x real es irracional, entonces R (x)=0 !

Se dan las siguiente relaciones entre niimeros reales; para cada una de ellas trace (si es posible)
la gréfica cartesiana y establezca si la relacion es una funcion:

A1) R, es larelacion tal que (para cualquier xeR) R,(x)=2x
A2) R;es la relacion tal que (para cualquier xeR) R;(x)=1.

e sixreal es racional, x = m/n, con m entero, n entero positivo, m/n irreducible, entonces:

* Tal funcién esta bien definida: si x es racional, s = m/n con m entero, 7 entero positivo, m/n irreducible,
entonces m, n son determinados univocamente (Gelbaum 1962, p,. 53); ésta es continua para toda x real
no racional y no continua para toda x real racional.
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Resultados - Ficha A - Alumnos de 16 -17 afios.

Disefian el grafico Respuesta: Respuesta: Ninguna respuesta
cartesiano correcto es una funcién no es una funcidén

Al 69 (92%) 71 (95%) 1 (1%) 3 (4%)

A2 61 (81%) 54 (72%) 19 (25%) 2 (3%)

A3 - ' 34 (46%) 31(41%) 10 (13%)

A4 -- 21 (28%) 40 (53%) 14 (19%)

Resultados - Ficha A - Alumnos de 18 -19 afios.

Disefian el grafico Respuesta: Respuesta: Ninguna respuesta
cartesiano correcto es una funcion no es una funcion
Al 66 (100%) 65 (98%) 0 (0%) 1 (2%)
A2 65 (98%) 58 (88%) 5 (7%) 3 (5%)
A3 -- 39 (46%) 31(41%) 10(13%)
A4 -- 21 (28%) 40 (53%) 14 (19%)

mente trazada por el 92%) se une al caracter
de funcidn que se atribuye la corresponden-
cia x — 2x (95%). Algunos alumnos tienen
algunas dificultades con la funcién constante
(A2, el grafico fue trazado correctamente por
el 81%, el caracter de funcidn fue atribuido
solo por el 72%). Las dificultades parecen
evidentes para la funcién de Dirichlet (A3) y
para la funcion de Gelbaum (A4) subrayamos
que es imposible trazar sus graficos cartesia-
nos de manera completa.

Algunos alumnos han dado justificaciones
escritas a sus propias respuestas; en particu-
lar, se nota que a menudo los errores en las
respuestas a las preguntas A3 y A4 se empal-
man explicitamente a la dificultad (o a la im-
posibilidad) de disefiar el grafico cartesiano
de las correspondencias consideradas.

Asi pues, el concepto de funcién se vincula a
menudo, directamente con la grafica carte-
siana de la relacién examinada; para muchos
alumnos tal conexion es esencial para decidir
si una relacion es una funcion; una relacion
puede considerarse una funcién si y sélo si
su grafico cartesiano es una curva con algu-
nas caracteristicas (por ejemplo, cualquier

recta de ecuacion x = a, con ge R, corte a
la curva en uno y s6lo en un punto). Tal situa-
cion, intuitiva y didacticamente importante,
debe ser controlada por el profesor, una exa-
gerada importancia que se atribuye a la re-
presentacién visual podria llevar a los
alumnos a malentendidos a propdsito del ca-
racter de algunas relaciones (como las fun-
ciones de Dirichlet y de Gelbaum) que no se
considerarian funciones en cuanto no puedan
visualizarse mediante curvas.

Considerando los alumnos de 18 — 19 afios,
los resultados no muestran una mejora sus-
tancial de la comprension del concepto de
funcidn, por lo que se refiere a las funciones
de Dirichlet (A3) y de Gelbaum (A4); sin
embargo el error que niega el caracter de fun-
cién a la correspondencia que en toda xeR
asocia el real 1, antes frecuente entre los alum-
nos mas jovenes parece ahora mas raro). Una
notable parte de los alumnos han tratado de
estudiar las funciones de Dirichlet (A3) y
de Gelbaum (A4) con base en sus graficas
cartesianas. En particular, 15 de los 18 estu-
diantes que no consideraron la funcion de
Dirichlet como una funcidn real y 16 estu-
diantes (a menudo los mismos) de los 22 no
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consideraron la funciéon de Gelbaum como
una funcion real, destacando la imposibilidad
de trazar las graficas cartesianos’.

Podemos concluir que la visualizacion de una
funciéon mediante la grafica cartesiana es
didacticamente importante, pero no debe ser
una prdctica exclusiva. Muchos estudiantes
parecen de hecho identificar una correspon-
dencia con su visualizacion (es decir con su
grafica cartesiana) y eso es un obsticulo al
considerar funciones cuyo grafica no es com-
pletamente trazable como el caso de las fun-
ciones de Dirichlet y de Gelbaum.

4. Funcién, curva, dominio

La conexioén, sin embargo, didacticamente
importante, entre una funcién y su grafica
cartesiana, puede causar una subvaloracion
de la importancia de algunos aspectos del
mismo concepto de funcion, en particular,
como veremos, puede causar problemas
conexos con el papel fundamental del domi-
nio. De hecho, el aspecto para definir una fun-
cion, es la misma presencia de la curva trazada
en el plano cartesiano, la indicacion explicita
del dominio de tal funcion puede parecer ab-
solutamente superflua: la funcion f“existiria”
si y solo si el grafico cartesiano de y = f{x)
“puede disefiarse” y eso podria erroneamen-
te sustraer significado a la indicacion del do-
minio®.

Un gjercicio comun en la practica didactica
es la investigacion del dominio de una fun-
cion dada (citaremos algunos resultados de:

Bagni 1997). Con frecuencia, a los alumnos
se les pide que consideren una funcion real f:
D — R (con D ¢ R) asignada s6lo mediante
una expresion en x, asi pues por: x — f(x).
Por tanto a los alumnos se les pide que en-
cuentren su dominio. Es decir el conjunto D
al que pertenecen todos los reales x tales que
[fix) sea un “real calculable” Tal ejercicio es
importante y debe interpretarse con cuidado:
desde el punto de vista didactico, puede con-
ducir a dificultades en la comprensioén del
concepto de funcion.

De hecho es bien conocido que la indicacion
explicita del dominio es una parte esencial de
la definicion de funcion, pero por ejemplo
en las pruebas propuestas en el examen de se-
cundaria en Ciencias (examen con el que con-
cluye la escuela secundaria el dominio se
omite a menudo, Ponemos en lista un ejem-
plo cualquiera:

“Trace las graficas cartesianas de las fun-
ciones

=x(l—2x) e _ 1
1+2x 1+2x

escriba las ecuaciones de sus asintotas”
(1973).

“Estudie la funcién

x3

- 2x% -1

y trace la grafica cartesiana” (1974)

“Trace la grafica cartesiana de la funcion
y=xe* (1990).

3 Por ejemplo, la justificacion de Claudio es interesante: “el grafico de la cuarta relacién no existe, por
tanto no puedo aplicar la regla segin la cual una funcién debe tener un grafico que puede ser cruzado
s0lo una vez por una linea recta. Nuestro profesor nos pide siempre que hagamos este control”. Por
tanto el contrato didactico tiene clausulas explicitas que se refieren a la visualizacion (Bagni, 1998).

8 Para el aspecto histérico volvemos a Bourbaki, 1966. E. Giusti subraya que si “la nocion de funcién
se define solo con referencia a los conjuntos (...) se mejora el aspecto formal pero se pierde la intuicion

inmediata”. (Giusti 1983, p. 121).

11
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Frecuentemente una funcion se indica sélo
con una simple formula, sin ninguna indica-
cion explicita que se refiera al dominio’. Con-
sideramos otro ejercicio asignado al examen
de Maturita Cientifica de 1989 (Bagni 1997):
a los alumnos se les pide que estudien la fun-
x
x-1
indicar el dominio ) Por lo que se refiere a la
determinacion del dominio, si buscamos el
mas amplio conjunto DcR tal que el denomi-
nador sea diferente de cero y la raiz cuadrada
sea real. Debemos imponer la condicién x > 1.
Sin embargo existe un problema: si x = 0 (con-
siderado como un niimero complejo, enton-

0 0
ces fl0) = JoT =T 0 + 0i es decir: 0. La

cion x — f(x) expresada por: f{x)= (sin

cuestion es la siguiente: Hemos afirmado que
de f{0) resulta ser 0 (cualquier alumno podria
preguntarse: 0 en R 6 en C?) por tanto nos
veremos inducidos a considerar 0 como per-
teneciente al dominio de f; pero para calcular
S(0) deberemos considerar 0 como un com-
plejo y calcular la raiz cuadrada de —1; esto
nos llevaria a excluir 0 del dominio de f. Cla-
ramente la decision de considerar 0 como
perteneciente o no al dominio de f depende
de cémo se defina y conciba el dominio mis-

mo, en particular del papel eventual que se
haya atribuido a las operaciones a ejecutar
para calcular el valor de la funcién. En gene-
ral en este caso la indicacion explicita del
dominio nos parece oportuna para evitar
malentendidos.

Usaremos ahora la funcién recordada; presen-
taremos de hecho los resultados de una in-
vestigacion experimental (Bagni 1997);
hemos considerado 75 alumnos, 26 de una cla-
se tercera de un Liceo cientifico (alumnos de
16 — 17 afios), 24 de una 4° clase de un Liceo
cientifico (17 — 18 afios), 25 de una 5* clase
de un Liceo cientifico (18 a 19 afios). Sus
curricula de matematicas eran tradicionales®;
conocian los niimeros complejos y los con-
ceptos de funcion y de dominio.

A todos los alumnos se les propuso la ficha B.

Ficha B. Encuentre el dominio dexla funcion
x = flx) expresada por f(x)=
Aix) expr por f(x) N

Tiempo: 5 minutos. Después entrevistamos a
los alumnos que dieron respuestas diferentes
del conjunto {xeR: x > 1} para comprender
las razones de tales respuestas (tal analisis no

Ficha B

Encuentre el dominio de la funcién x—f{x) expresada por f(x) =

X

ol

7 Observamos que ¢l habito de omitir el dominio ha causado inconvenientes, como se muestra en el
siguiente ejercicio (Maturita scientifica. Italia. 1995): <<En el cubo ABCDEGH, ABCD y EFGH son
caras opuestas y AE, BF, CG son angulos. Los angulos miden 1. Consideramos un punto P sobre el
angulo BF de modo que BP = x. a) verificar que la distancia y de P desde la diagonal AG esta expresada

por la funcién: y = /z(x2 —x+l). b) trazar el grafico cartesiano de esta funcién y determinar sus

asintotas>>. Consideremos el problema geométrico si P pertenece al angulo BF y BP = x, se debe
poner 0 < x < 1.Por consiguiente no tiene significado el hablar de asintotas de una funcién continua
definida en [0; 1] (Bagni, 1995).

8 Cuanto se afirma est4 ligado con las tradiciones curriculares, con referencia a la Escuela Secundaria
en Italia; en otros pafses las elecciones curriculares son diversas y no hay una tradicién de ensefianza de
los complejos, por lo que se refiere al nivel escolastico en el examen. Analogas consideraciones pueden
valer para la ensefianza de la integral a la que se hara referencia en la seccion 5 del presente trabajo.
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Ficha C

Jo-1

Considera la afirmacién siguiente: =—

= (Es verdadera o falsa?

Ficha D

(Por qué?

Considera nuevamente tus respuestas (fichas By C)
Ahora, después de dar respuestas a la ficha C, ;Cambiarias la respuesta que diste a la ficha B?

ha proporcionado resultados particularmente
significativos).

En este punto se analizan con mas en detalle,
las ideas de los alumnos que respondieron
{xeR: x > 1}. En particular, hemos buscado
destacar sus reacciones a una observacion que
revisa la eventual asignacion del valor x =0
en la funcion en cuestion. Para esto se les pro-
puso la ficha C:

Tiempo 5 minutos. Finalmente todos los
alumnos que habian recibido 1a ficha C so-
brepusieron la ficha siguiente, para poner en
claro eventuales reflexiones por parte de los
estudiantes:

A cada uno de los alumnos se le devolvieron
sus propias fichas B, C. Tiempo 5 minutos.

Asi pues, la habilidad de los estudiantes para
resolver los ejercicios del tipo “encuentra el
dominio de la funcion” parece muy buena. El
porcentaje de las respuestas {xeR:x > 1}
(81%) es elevado.

0
Por lo que se refiere a Jo-1 = 9 =0, los

i
alumnos se dividieron en dos grupos. Para el
39% esta afirmacion es falsa.

También las respuestas a la pregunta de la
ficha D presentaron algunas dudas; algunos
alumnos (26%) cambiaron su respuesta an-
terior.

Entre las motivaciones de los estudiantes al-
gunas afirmaciones son interesantes como se
ilustra a continuacion:

Resultados. Ficha B.

Clase (edad) 3" (16—17) 4 (17-18) 5° (18-19) Total
{xeRux>1} 18 20 23 61 (81 %)
freRxz1} 4 3 2 9 (12%)
{reRuxz1} 2 1 0 3 (4 %)

,_ Amm} 2 0 0 2 3 %)

13
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Resultados. Ficha C.

Clase (edad) 3° (16—17) 4°(17-18) 5°(18-19) Total
Verdadero 11 10 16 37 (61%)
Falso 7 10 7 24 (39 %)
Resultados. Ficha D.
Clase (edad) 3 (16—17 4" (17-18) 5" (18-19) Total
Confirmacion 12 13 16 41 (67%)
No confirmacién 4 7 5 16 (26 %)
Sin respuesta 2 0 2 4 (7%)

Los alumnos que aceptaron que

También esta afirmacidén es interesante,

0-1
9_ =0 y que 0 pertenece al dominio (por tanto
1

han cambiado larespuesta en la ficha B consi-
deran:

“Si pienso en lo que debo hacer para calcular
0) paso a paso, debo calcular la raiz cuadra-
da de -1 y luego debo dividir 0 entre el resul-
tado. Naturalmente si considero todo eso
deberé usar los imaginarios, pero a mi no me
interesa este modo de calcular f{0): una fun-
cion es una correspondencia que une directa-
mente 0 con 0, sin pasos intermedios”
(Andrea, 5° clase). La opinion de Andrea es
muy interesante: el valor f{0) se distingue
debido al procedimiento que se usa para cal-
cular tal valor.

“El numero 0 deberia aceptarse: La imagen
es real. Pienso que no seria aceptable en al-
gunas aplicaciones, cuando la funcién se usa
para representar cualquiera cosa porque en
este caso tendria que actuar con niimeros no
reales. Por ejemplo, una funcion representa
una curva” (Giampaolo, 5* clase)

Giampaolo hace referencia a algunas “apli-
caciones “ por ejemplo al grafico cartesiano
de la funcion. Algunos otros alumnos han
hablado de “graficos” o de “curvas”

" De entre los alumnos que no aceptaron que

-% = 9 = 0 y que no han considerado
- i

que 0 pertenece al dominio, citamos:

“La raiz de un nimero negativo no existe en
R. Por tanto la expresion no puede calcularse
(Carlo, 4°. clase)

Mientras que los alumnos que aceptaron la

. 0 0
afirmacion = = = ( pero que no han
vO-1 pereq
considerado que 0 pertenece al dominio, ci-

tamos.

“f{0) seria 0 en C, por tanto la igualdad es
verdadera pero es falsa en Ry 0 no pertenece
al dominio” (Alessandro 3* clase)

Como se indicé antes, las fichas utilizadas
tenian por objeto poner a la luz las reaccio-
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nes de parte de los estudiantes en una situa-
cion en que se encuentran implicadas las no-
ciones de funcién (como relacioén, como
expresion analitica, etc.) y de dominio, y en
particular las concepciones de los estudian-
tes mismos a proposito de ellas. Entonces el
ejercicio considerado puede poner en claro
algunas dudas en la mente de los alumnos:
. qué significa “encuentra el dominio” de una
funcion asignada f'? Tal vez signifique “en-
cuentra la mas amplia representacion de R
cuyos elementos son tales que f{x) sea “real”
¢{ Y por qué el mas amplio? Ademas, que sig-
nifica “tales que f{x) sea real”? f{x) podria ser
un nimero complejo con la parte imaginaria
nula, o deberia ser calculado sin utilizar
complejos con las partes imaginarias no nu-
las . Y finalmente, ;cual es la unién entre el
dominio y la grafica cartesiana en tales pro-
blemas?’. Cabe sefialar que las pruebas pre-
sentadas no demuestran nada a proposito de
las funciones y de los dominios. De hecho, se
hace referencia a ellos principalmente en tér-
minos de cémo alumnos (y profesores) inter-
pretan la palabra “calcular”. Naturalmente no
seria equivocado insertar el cero en el domi-
nio, ni seria errado el excluirlo; seria a 1a vez

posible y oportuno dar respuestas claras a las
preguntas que anteceden, pero estas respues-
tas deberian ser explicitamente comunicadas
a los alumnos para evitar malentendidos y
formar peligrosas incoherencias (Tall, 1990).

5. Funciones y operaciones analiticas

Es interesante considerar las relaciones entre
el concepto de funcion (y sus representacio-
nes) y las operaciones analiticas, en particu-
lar la integracion.

En la escuela secundaria, el simbolo Jf(x)dx
se introduce en general para indicar las solu-
ciones de la ecuacion diferencial y’(s) = f{x).
Su uso didéctico es tal vez ambiguo'®, en par-
ticular, esto lo consideran los alumnos a ve-
ces como un conjunto real de funciones, a
veces como una funcion cuya dependencia de
un pardmetro puede constituir un obstaculo.

Esta cuestion tiene importantes raices histo-
ricas por ejemplo, Isaac Newton (1642-1727)
opinaba que la derivacion era la principal
operacion analitica y consideraba la integra-
cion a la medida de un problema particular.

® Consideraciones an4logas pueden desarrollarse con referencia a otros casos como la funcién que se

€Xpresa por:
V=x +x-1

- x-1

Su dominio (real) parece ser & (las condiciones x = 0 y x > 1) son de hecho incompatibles; pero, ;qué
. . . 1 . .
sucede para x que pertenece al intervalo [0, 1)? Por ejemplo six = 3 cualquier alumno podria detenerse

. . 1 . . L
areflexionar sobre siy = \/; +1, que parece ser un numero real ( o un complejo con la parte imaginaria

nula: Bagni, 1997). Nota: al sustituir 1/3 en la expresién, obtenemos
Ve 22 22
IS et 4
y= =
2; \P i 2
MK 3

=——— y de ahi el valorde y= —+1— f +1.
1® Subrayamos que no existe propiamente “la” operacién de integracién: en efecto deberemos conside-
rar las operaciones de antiderivacion y de integracion para las teorias de derivacion y para las teorias de
la medida. Pero las consideraciones de este género no pueden proponerse a nivel de secundaria.

15
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En efecto Newton no adopt6 una denomina-
ci6n ni un simbolo especifico para la integral
{solo tal vez us6 la escritura:” para indicar tal
operacion: Bourbaki, 1963, p. 201).

Subrayamos, que la presentacion tradicional
del calculo infinitesimal a nuestros alummnos
no sigue un trayecto historico (aunque algu-

nos libros de texto propongan diversos plan-
tearnientos: Apostol, 1977). E. Hairer y G.
Wanner, en su “Analysis by its History”
(Hairer & Wanner, 1996) escriben:

“Tradicionalmente, un riguroso primer curso
de Anilisis se basa (mas 0 menos) en el or-
den siguiente: :

Conjuntos Limites,
y > funciones” - Derivadas Integrales
funciones continuas
por otra parte, el desarrollo histérico tuvo lugar en orden inverso:
Cantor Cauchy Newton Arquimedes
1875, € 1821, 1665, Kepler 1615,
Dedekind Weierstrass Leibnitz Fermat 1638

(Hairer & Wanner, 1996, p.,V) como vere-
mos, examinando los resultados de un cues-
tionario sobre el concepto de integral (y el
uso de la llamada “integral indefinida” 6 fx)dx
que representa las soluciones de y’(x) = fx)
puede ser causa de dificultades para cualquier

ecuacion diferencial y”(x) = v(x). Hemos con-
siderado 49 alumnos de 5° clase del Liceo
cientifico Italiano {18-19 afios) con un cu-
rriculum tradicional. Hemos dividido para
el caso a los alumnos en dos grupos, Ey F. A
cada alumno del grupo E le hemos presenta-

alumno. Y naturalmente estas dificultades do la siguiente tarjeta E.
aumentan si tomamos en consideracion la
Tajeta E
f(x)=...

fr(x)=x

y-a cada alumno del grupo F le hemos presentado la siguiente Tarjeta F.

Tarjeta F

g'(x)=ax+b

Tiempo 5 minutos. No se permiti6 el uso de libros o calculadoras de bolsillo.
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Resultados. Tarjeta E (25 alumnos)

Alumnos Porcentaje
1, 5 20%
fx)= gx +ox+c,
1, 11 44%
= -x"+c
6
e 1, 4 16%
X)=—Xx
6
Otras respuestas o ninguna 5 . 20%
respuesta ‘
\ Resultados - ficha F (24 alumnos)
Alumnos Porcentaje
6 0,
gx)= %ax2+bx+c %
33%
gx) = %ax’ +bx "
Otras respuestas o ninguna 4%
respuesta

La modesta dificultad del ejercicio no
influencié los resultados. Muchas veces las
respuestas son correctas (también si la cons-
tante aditiva se olvida casualmente). Después
de la prueba, los estudiantes proporcionaron
algunas justificaciones. La mayor parte de los
glumnos que en la tarjeta A, respondieron
: 1, ‘

fx) = —6—x +c afirmaron que la constante

“+¢” se puso solo al final de la resolucion
“eomo de costumbre™: esto muestra que la
actitud de los alumnos refleja tal vez la apli-
¢acién mecénica de una regla, sin una re-

flexién adecuada sobre su significado (falta
la interiorizacion, en la terminologia de
Dubinsky, quien considera la derivacion y la
integraciéon como un ejemplo fundamental:
Dubinsky, 1991; ademas: Sfard 1991).

La siguiente justificacion es particularmente
interesante. :

“Cudl es pues la solucion? ;Qué curva debo
dibujar? Si hay una sola constante la curva
tlenesufommtamblénsxsepwdemovrr
Pero qué sucede con dos constantes” {(Marco)
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La importancia de la solicitud es clara: en Grdfico 1
flx)= %x’ +cx+c, se puede poner ¢y, ¢, de

modo tal que las “formas” de las curvas obte- * /
nidas sean inversas.

* por ejemplo, los valores ¢; =-1, ¢c; = 0

llevana: y = 1613 —x (ver grafico 1)

los valores ¢,=0,c;=01llevanay= lx’
(ver gréfico 2) 6

Aun sin pretender forzar la interpretacion de
cuanto afirmé Marco, observamos que tal
consideracion de mas curvas podria parecer
problematica, en la mente de los alumnos: no
se haria referencia a una (sola) “curva” con
“su forma”, que “se puede mover” como su-
cede en las bien conocidas integrales (en pre-
sencia de una sola integracion). en esta nueva
situacion, “;’Cual es la solucién?” ; Cual cur- Grafico 2
va se debe considerar?!!.

6. Conclusiones
Concepto de funcién y registros semiéticos.

Por lo que se refiere a las investigaciones pre-
sentadas, subrayamos que para proporcionar «
resultados generales el método de los cues-
tionarios deberia estar integrado con entre-
vistas y observaciones sistematicas; ademas
las muestras consideradas son mas bien exi-
guas: seria necesario identificar los criterios
de muestreo y, por ejemplo, las caracteristi-

1 Una primera sugerencia podria referirse por ejemplo a una valoracién critica del uso del simbolo
tradicional de “integral indefinida y por ello la eventual reevaluacion de la referencia explicita a las
ecuaciones diferenciales. Seria interesante ademas la consideracion de la “integral indefinida” como
procept (donde el término se emplea segin lo que se ha introducido en el ejemplo en: Gray &Tall,
1994). Subrayamos que algunos comportamientos que se refieren a la constante de integracion (que
concuerdan con la teoria de las reglas intuitivas de Dina Tirosh) parecen confirmar el caracter simboli-
co de la ensefianza y del aprendizaje del calculo infinitesimal en: (Stavy & Tirosh, 1996), se examina a
los estudiantes, profesores en servicio y en formacion; véase ademas: Tirosh, 1994).

AT T AR e e o,
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cas de la formacién de cada uno de los alum-
nos. Por tanto nuestro trabajo no intenta pro-
poner resultados definitivos sino indicar una
problemadtica a través del examen de las si-
tuaciones aisladas (si con eso, naturalmente,
no intentamos denigrar la investigacion cua-
litativa a favor de la cuantitativa): posterio-
res investigaciones podran profundizar cuanto
se han proyectado y evidenciado otros ele-
mentos significativos, como la influencia de
los contratos didactico y experimental.

Hemos evidenciado experimentalmente algu-
nos obstaculos que se manifiestan en el apren-
dizaje del concepto de funcion en particular,
una identificacion total de una funcion con
su grafica cartesiana puede ser causa de pro-
blemas y de un falso concepto, sobre todo con
referencia a las funciones cuyas graficas
cartesianas no pueden trazarse sin dificultad'?;
hemos subrayado la presencia de algunos pro-
blemas conexos con la indicacion deficiente
del dominio de una funcion y finalmente con
la integracion.

No son pocos los obstaculos que se pueden
encontrar en relacion con la expresion de una
funcion en los diversos registros semioticos.

Por lo demads, el concepto de funcion (como
la mayor parte de los conceptos matematicos)

es abstracto: por ende es conveniente
expresarlo mediante representaciones (Duval,
1993, p. 37; la oportunidad de hacer referen-
cia a diversas representaciones en el estudio
de las funciones se encuentra en la literatura
a partir de los trabajos de J. Kaput que se re-
montan a los afios ochenta: Kaput 1989 a,
1989b; Harel & Kaput, 1991). En general, “es
el objeto matemdtico que debe ser importante,
no sus diversas representaciones semioticas”
y la distincion entre un objeto y sus represen-
taciones es un punto estratégico para la com-
prension de las matematicas” (Duval, 993, pp.
37-38), la presencia de los diversos registros
representativos es fundamental. “El funcio-
namiento cognitivo de la mente humana es
inseparable de la existencia de una variedad
de registros semioticos de representacion”
(Duval 1993, p. 39; Duval 1995 a)">.

Podemos representar una funcion utilizando
muchos registros por lo que se refiere al re-
gistro verbal por ejemplo, podemos conside-
rar una descripcion del algoritmo que calcula
f(x) para una cierta x que pertenezca al domi-
nio; podemos operar en el registro simboli-
co, visual, etc. Naturalmente es imposible
aprender las nociones matematicas sin recu-
rrir ‘a las representaciones. Todas las repre-
sentaciones son importantes y didacticamente
necesarias '* sin embargo ellas pueden cau-

"2 Con nuestra investigacion no intentamos afirmar la oportunidad de introducir funciones cuyo grafi-
co cartesiano no pueda dibujarse para los alumnos de 16-19 afios, en nuestra opinion es importante
controlar que una consideracion eventual de estas funciones no cause obsticulos al aprendizaje del
concepto de funcion.

Y Entre las diversas presentaciones semioticas, es claro que las graficas son didacticamente fundamen-
tales. E. Fischbein, al presentar su “teoria de los conceptos figurales” afirma que “la integracion de la
propiedad conceptual y figural en estructuras mentales unitarias, con el predominio de los contenidos
conceptuales respecto a los figurales, no es un proceso natural. Deberia constituir una continua siste-
mitica y principal preocupacion del profesor.” (Fischbein, 1993. p. 156).

4 La dificultad de coordinar los diversos registros representativos puede ser causa de dificultades para
los alumnos y el desarrollo de los registros solos no basta para obtener el aprendizaje pleno (Duval,
1995b, p.259; D’ Amore, 1999, p. 261). Es claro que los obstaculos examinados en este trabajo, con
referencia a los registros representativos, no agotan los problemas didacticos y no consideran los falsos
conceptos unidos al concepto de funcién (Bergeron & Herscovics, 1982; Davis, 1982; Arcavi, Tirosh,
& Nachmias, 1989); por ejemplo la linealidad parece ser considerada una caracteristica comtin a todas
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sar el que se presenten obstaculos: el concep-  va. Es pues una tarea muy importante para el
to (general abstracto) de funcion no puede y docente el control de la exactitud de los pa-
no debe de hecho identificarse ni con un al-  peles de los conceptos abstractos y de las re-
goritmo, ni con una formula, ni con una cur-  presentaciones semidticas
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