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Modelos y teorias de la comprension matematica:
Comparacién de los modelos de Pirie y Kieren sobre la evolucion
de la comprensiéon matematica y la Teoria APOE!

David E. Meel®

RESUMEN

La btisqueda de una descripcion significativa de la comprension cognitiva ha durado ya me-
dio siglo. Durante las tltimas tres décadas, se han desarrollado nuevas e integradoras pers-
pectivas alejadas de la distincion de Richard Skemp entre la comprension instrumental y la
relacional. Hasta 1987, Tom Schroeder documento la evolucion de estas perspectivas en su
sintesis PME del trabajo sobre la comprension a partir de los contrastes relacionales e ins-
trumentales de Richard Skemp. Desde 1987, el trabajo sobre la comprensién ha progresado,
y el presente documento examina los recientes marcos tedricos de la comprensiéon que han
surgido a partir de estas raices. Este documento se enfoca en dos marcos teéricos: el modelo
de Pirie y Kieren sobre la evolucion de la comprension matemaética y la teoria APOE de
Dubinsky, haciendo referencia a otros marcos teéricos contemporaneos como es el trabajo
de Comu y Sierpinska sobre los obstaculos cognitivos y epistemolégicos; las investigaciones
sobre la definicion del concepto y la imagen del concepto de Vinner y Tall; las exploraciones de
Kaput sobre las representaciones miultiples y las distinciones de Sfard entre las concepciones
operacionales y estructurales. Ademas, se explican las definiciones de la comprensién pro-
puestas por estos dos marcos, el analisis se dirige a sus elementos y construcciones, asi como
a sus vinculos con las caracterizaciones historicas y recientes de la comprensién. Este docu-
mento analiza porqué los modelos de Pirie y Kieren, y la teoria APOE satisfacen el criterio de
Schoenfeld (2000) sobre la clasificacién como una teoria y, por tltimo, concluye con el ana-
lisis de diversas interconexiones entre estas dos teorias, asi como los elementos que las distin-
guen de otras seglin sus origenes, organizaciones, relaciones con otros marcos e implicaciones
de las dos teorias tanto para evaluaciones como para practicas pedagogicas.

PALABRAS CLAVE: comprensién, modelos tebricos.

! La publicacién de este articulo es posible gracias al convenio entre Relime y CBMS (Conference
Board of the Mathematical Science) Issues in Mathematics Education. Version castellana de Models
and theories of mathematical understanding: Comparing Pirie and Kierens Model of the growth of
mathematical understanding and APOS theory, Meel D. (2003).
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Models and theories of the mathematical understanding:
Comparing Pirie and Kieren’s Model of the growth
of mathematical understanding and APOS theory

ABSTRACT

The search for a meaningful cognitive description of understanding has ensued for the past
half a century. Within the past three decades, new and integrative perspectives have grown
out of Richard Skemp’s distinctions between instrumental and relational understanding. The
growth of these perspectives, up until 1987, was documented by Tom Schroeder in his PME
synthesis of the work on understanding resulting from Richard Skemp’s instrumental/rela-
tional contrasts. Since 1987, the work on understanding has progressed and this paper examines
the new, more recent theoretical frameworks of understanding which have arisen from these
roots. This paper focuses on two theoretical frameworks, Pirie and Kieren’s model of the
growth of mathematical understanding and Dubinsky’s APOS theory, and discusses other
contemporary theoretical frameworks such as the work by Cornu and Sierpinska on cognitive
or epistemological obstacles, the investigations into concept definition and concept image by
Vinner and Tall, Kaput’s explorations of multiple representations, and Sfard’s distinctions
between operational and structural conceptions. Besides explicating the definitions of under-
standing proposed by these two frameworks, the discussion addresses their elements and
constructs as well as their linkages to historical and recent characterizations of understand-
ing. The paper then argues why Pirie and Kieren’s model and APOS theory satisfy the
Schoenfeld (2000) criteria for classification as a theory and finally concludes with discus-
sions of a variety of interconnections between these two theories as well as the elements
which make them distinct from each other such as their origins, organizations, relationships
to other frameworks, and implications of the two theories for both assessment and pedagogi-
cal practices. '

KEY WORDS: Understanding, theorical models.

Modéles et téories sur I’ entendement mathématique:
Comparaison entre les modéles de Pirie et Kieren du progrés
de I’entendement mathématique et la téorie APOS

RESUME

Larecherche d’ une €loquente description cognitive sur I’ entendement s’ y a ensuivit depuis
la derniére moiti¢ du siécle. Pendant les trois derniéres décades, nouvelles et intégratives
perspectives montrent , selon Richard Skemp, des différences entre 1’ entendement intrumentale
et relationnel. Le dévéloppement de ces perspectives, depuis 1987, a été documenté par Tom
Schroeder dans sa synthése prensentée au PME du travail sur 1’ entendement resulté des
contrastes entre I’ entendement instrumental et relationnel de Richard Skemp. Depuis 1987,
le travail sur I’ entendement a progressé et cet article examine les plus récentes et nouveaux
cadres téoriques qui ont surgit de ces origines. Cet ariticle se concentre en deux cadres téoriques
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, le modéle de Pirie et Kieren du progrés de 1’ entendement mathématique et la téorie APOS
de Dubinsky. Il discute aussi autres cadres téoriques contémporaines telles que le travail de
Comu et Sierpinska sur les obstacles épistémologiques et cognitifs ; ainsi les recherches sur
les concepts de définition et image par Vinner et Tall ; les explorations de Kaput sur multiples
représentations et finalement les différences entre les conceptions operationnel et structurel
de Sfard. En plus des définitions explicatives sur 1’entendement proposés par ces deux
encadrements, la discussion adresse ses €¢léments et construit en plus ses liens dans les
caractérisations historiques recéntes de I’ entendement. L’ article argumente pourquoi le modeéle
de Pirie et Kieren et la téorie APOS satisfassent le critére Schoenfeld (2000) de la clasification
donnée de téorie et finalement conclue avec les discussions d’ une varieté d’ interconections
entre ces deux téories ainsi qu’ élements qui sont différents un de "autre tels que ses origines,
organizations, rélations et autres encadrements ; et implications des deux téories pour practiques
d’évaluation et pédagogiques.

MOTS CLES: Entendement, modéles théoriques.

Modelos e teorias da compreensio matematica:
Comparando o modelo de Pirie e de Kieren do crescimento
da compreensio matematica e da teoria de APOE

RESUMO

A busca para uma descrigdo cognitive significativa da compreensdo seguiu para a metade
passada um do século. Dentro das trés décadas passadas, os perspectives novos e integrative
cresceram fora das distingdes de Richard Skemp entre a compreens?o instrumental e relacional.
O crescimento destes perspectives, acima até de 1987, foi documentado por Tom Schroeder
em sua sintese de PME do trabalho na compreensao resultando dos contrastes de instrumental/
relational de Richard Skemp. Desde 1987, o trabalho na compreens?o progrediu e este papel
examina as estruturas tedricas novas, mais recentes de compreender quais se levantaram destas
raizes. Este papel focaliza em duas estruturas tedricas, modelo de Pirie e de Kieren do cresci-
mento da compreensdo matematica e a teoria de APOS de Dubinsky, e discute outras estruturas
tedricas contemporary tais como o trabalho por Cornu e Sierpinska em obsticulos cognitive
ou epistemological, nas investigagdes na defini¢do do conceito e na imagem do coneeito por
Vinner e em exploragoes altas, kaput de respresentagdes multiplas, e de distingdes de Sfard
entre conceptions operacionais e estruturais. Além de explicating as defini¢des da compreensdo
propostas por estas duas estruturas, a discussdo dirige-se a seus elementos e construc¢des
assim como seus enlaces s caracterizagGes historicas e recentes da compreensdo. O papel
discute entdo porque o modelo de Pirie e de Kieren e a teoria de APOS satisfem aos 2000)
critérios de Schoenfeld (para a classificagdo porque uma teoria e os conclem finalmente com
discussdes de uma variedade das interconexdes entre estas duas teorias as.well.as os elemen-
tos que os fazem distintos de se tal como suas origens, organizagdes, relacionamentos a outras
estruturas, e implicag0es das duas teorias para a avaliagfo e praticas pedagogical.

PALAVRAS CHAVES: Compreendendo, modelos theorical.
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Presentacion

Este articulo® inicia con una breve historia de
la bisqueda de una conceptualizacion clara-
mente definida sobre el significado del tér-
mino “comprensién™, conforme al trabajo de
Schroeder (1987).

Historicamente, varias descripciones han aso-
ciado la comprension con el conocimiento:
la conexién que surge a partir de las opera-
ciones matematicas, un acto, o simplemente
una captacion del significado. El analisis rea-
liza un contraste entre el pensamiento previo
al trabajo apoyado en Skemp, que distingue
la diferencia entre la comprension instrumen-
tal, y la relacional con los diversos marcos
teoricos que se han desarrollado desde enton-
ces. En particular, una descripcion breve de
los puntos de vista tomados por Brownell y
Polya, asi como de sus contemporaneos, pro-
porciona un telon de fondo para examinar el
movimiento y distinguir entre la comprension
y el conocimiento. Esta cadena culmina en
un analisis abreviado de cuatro marcos teori-
cos recientes que se enfocan en el desarrollo
y la adquisicion de la comprension matema-
tica, mediante el establecimiento de una eta-
pa por incisos que describen el modelo de
Pirie y Kieren sobre la evolucion de la com-
prension matematica y la teoria APOE de
Dubinsky.

En resumen, Pirie y Kieren (1991a) se han
alineado a la conclusion de Schoenfeld (1989)

de la comprensién como un elemento organi-
co inestable y retrogresivo, y consideraron a
la comprensidn como un proceso de creci-
miento interminable, completo, dinamico y
estratificado pero no lineal. Rechazan la no-
cion evolutiva de la comprensiéon como una
funcidén mondtona creciente y la conside-
ran como un proceso dindmico de organiza-
ciény reorganizacion (Pirie y Kieren, 1992b,
1994b). Por otro lado, Dubinsky (1991) alinea
la teoria APOE con la perspectiva de Piaget
que explica que la abstraccion reflexiva es la
clave para el desarrollo cognitivo de los con-
ceptos logico-matematicos’. Desde la pers-
pectiva de la teoria APOE, la comprension es
un proceso interminable de construccion de
esquemas iterativos, mediante la abstrac-
cidn reflexiva; un proceso cognitivo en el
que el estudiante reconstruye y reorganiza
las acciones fisicas o mentales en un plano
mas elevado de pensamiento y, por lo tanto,
las comprende (Ayers, Davis, Dubinsky y
Lewin, 1998). Ademas de exponer estas ideas,
el presente analisis se refiere a los elementos
y las construcciones de dichas teorias. Tenien-
do en mente estos componentes, las ilustra-
ciones breves identificaran la relacion de sus
respectivas teorias con las caracterizaciones
de la comprension tanto historicas como re-
cientes.

Este documento concluye con un analisis de
diversas interconexiones entre el modelo
de Pirie y Kieren sobre la comprensién, asi
como la teoria APOE. Ambas teorias tienen

3 Aclaracién del autor: Como en el caso de cualquier revision y sintesis, este documento sélo puede
recurrir a las interpretaciones del autor sobre las imagenes de estas teorias en evolucién continua.
Como resultado, las interpretaciones y conclusiones que aqui se presentan, dirigen una mirada tempo-
ral a las teorias cambiantes, mediante la presentacién de afirmaciones de la teoria de cada un de los
escritos publicados, acumulados y apoyados de las teorias.

4 Nota de traduccién: se ha tomado el término “understanding” por comprensién

3 Un concepto légico-matemético es uno en el que las propiedades fisicas de los objetos se han abstrai-
do e integrado en el marco mental del estudiante, a través de la experiencia fisica. El andlisis de esta
experiencia sucede mediante el proceso de la experiencia fisica en lugar de la manipulacién de los

objetos fisicos de los cuales se deriva el concepto.
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origenes constructivistas, pero también con-
tienen elementos que las diferencian. Por ello,
el enfoque se encuentra en las estructuras
organizacionales de ambas teorias, con parti-
cular atencion en los elementos y construc-
ciones de cada una de ellas. Posteriormente,
el analisis expone los vinculos entre los mar-
cos tedricos recientes de la comprension, asi
como la conexion entre el modelo de com-
prension de Pirie y Kieren, con una mejora
de la teoria APOE definida por Clark et al.
(1997). El elemento final de esta seccidbn com-
para y contrasta las implicaciones de las dos
teorias, tanto para las evaluaciones como para
las practicas pedagdgicas.

1. Una breve historia
de la “comprensiéon”

Aun cuando se ha utilizado libremente el tér-
mino “comprensién” en la literatura de la
educacion matematica, durante afios se ha
realizado una bisqueda de la definicién con-
cisa del término “comprension”. En particu-
lar, Brownell y Sims (1946) sintieron que la
comprensién matematica era un concepto di-
ficil de definir y explicaron “Es muy dificil
de encontrar o formular una definicion técni-
camente exacta de “comprender” o “compren-
sion” (p. 163). Sin embargo, varios escritores
han trabajado de acuerdo con la suposicion
de que existe una nocion bien definida de la
comprension, por lo que se causaron enredos
con la filosofia en el momento que ellos de-
jaron de hablar de la comprensioén en un sen-
tido ideoldgico e intentaron explicar su
significado (Sierpinska, 1990b). De acuerdo
con Sierpinska (1990a), estas dificultades
surgen de la falta de capacidad de la comuni-
dad de matematica educativa para distinguir
entre el conocimiento y la comprension, has-
ta antes del famoso documento de Skemp
(1976) sobre la “Comprensioén instrumental
y relacional”. En particular, fue s6lo hasta una
reimpresion realizada en 1978 del Maestro de

la aritmética, que la distincion de Skemp en-
tre el conocimiento y la comprension llamé
la atencion de la comunidad de educacion ma-
tematica de Estados Unidos.

1.1 “Comprension” antes de 1978.

Antes del documento de Skemp que causo6
gran influencia, los investigadores estado-
unidenses generalmente identificaban la
comprension con el conocimiento. La com-
prension se equipard con el desarrollo de las
conexiones en el contexto de la realizacion
de operaciones algoritmicas y la resolucion
de problemas (Brownell, 1945; Brownell y
Sims, 1946; Fehr, 1955; Polya, 1945; Van
Engen, 1949; Wertheimer, 1959). Por ejem-
plo, Brownell y Sims (1946) describen la
comprensién como (a) la capacidad de actuar,
sentir o pensar de manera inteligente respec-
to a una situacidn; (b) varia respecto al grado
de exactitud e integridad; (c) varia respecto
a la situacion problemdtica que se presenta;
(d) necesita conectar las experiencias del
mundo real y los simbolos inherentes; (e)
necesita verbalizaciones, a pesar de que
puedan contener significados menores; (f)
desarrolla varias experiencias, en vez de la
repeticion de las mismas; (g) esta influida por
los métodos empleados por parte del maes-
tro; y (h) es inferida por la observacion de las
acciones y las verbalizaciones. Polya (1982)
por su parte, identifico la comprension como
un elemento complementario a la resolucion
de problemas, segun se indica en la siguiente
cita:

Se debe tratar de comprender todo; los
hechos aislados mediante su recopila-
¢idn con los hechos relacionados, los
descubrimientos recientes a través de sus
conexiones con lo ya asimilado, lo des-
conocido por analogia con lo acostumbra-
do, los resultados especiales mediante la
generalizacion, los resultados generales
por medio de la especializacién adecua-

//
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da, las situaciones complejas mediante la
separacion de las mismas en sus partes
constituyentes y los detalles mediante la
integracion de los mismos dentro de una
imagen total (p. 23)

De acuerdo con Polya (1962) esta compren-
sion no puede clasificarse como presente o
no presente debido a que es mas un problema
de extension que de presencia. En particular,
Polya (1962) identificé cuatro niveles de com-
prensiéon como una regla matematica: (a)
“mecanica”- un método memorizado que pue-
de aplicarse correctamente, (b) “indugtivo”-
la aceptacion de que las exploraciones de ca-
sos simples se extienden a casos complejos,
(c) “racional”- la aceptacidén de la prueba de
la regla, segun se demuestra por alguien mas,
y (d) “intuitiva”- la conviccion personal como
una verdad mas alla de cualquier duda. Di-
chos niveles califican la comprensiéon como
un conocimiento asociado con reglas mate-
maticas. Existen descripciones similares en
los escritos de otros investigadores durante
este periodo. Por ejemplo, Flavell (1997)
habl6 del conocimiento o comprension nu-
méricos en su analisis de la conservacion
numérica, mientras que Davis (1978) explico
la dependencia de la comprension, en cuanto
a que el conocimiento se relaciona con con-
ceptos, generalizaciones, procedimientos o
hechos numéricos. Lehman (1977) equipard
la comprension con tres tipos de conocimiento
—aplicaciones, significados y relaciones 16-
gicas.

1.2 “Comprensién” después de 1978.

El trabajo de Skemp (1976) distingui6 la com-
prension del conocimiento y enfatiz6 las ca-
tegorias de la comprension matematica (Byers
y Erlwanger, 1985). En particular, Skemp
(1976) clasific6 la comprension relacional
como saber qué hacer y por qué se debe ha-
cer, y la comprension instrumental como te-
ner reglas sin una razén. Cada una de estas

comprensiones tiene sus propias ventajas.
La comprension instrumental, de acuerdo con
Skemp (1976), tiende a permitir un recuerdo
facil para promover recompensas mas tangi-
bles e inmediatas, y para proporcionar un ac-
ceso rapido a las respuestas. Por otro lado, la
comprension relacional proporciona vias para
una transferencia mas eficiente, para la ex-
traccion de informacion desde la memoria del
estudiante, para lograr que esa comprension
sea una meta por si misma, y para promover
la evolucion de la comprension. Mds tarde, la
clasificacion evoluciond e incluyd una terce-
ra categoria denominada ldgica —organiza-
cion de acuerdo con una prueba formal
(1979)— vy, finalmente, una cuarta categoria
identificada como simbédlica —una conexion
de simbolismo y notacion para las ideas aso-
ciadas (Skemp, 1982)—, por lo que se crearon
cuatro categorias de la comprension-re-
lacional, instrumental, logica y simbdlica,
cada una subdividida en subcategorias reflexi-
vas ¢ intuitivas.

Las categorias de la comprension relacional
e instrumental generaron una variedad de des-
cripciones diversas como (a) de procedimien-
to y de concepto, (b) concreta y simbodlica, y
(c) intuitiva y formal (Ball, 1991; Herscovics
y Bergeron, 1988; Hiebert y Lefevre, 1986;
Hiebert y Wearne, 1986; Nesher, 1986;
Ohlsson, Emest y Rees, 1992; Resnick y
Omanson, 1987; Schoeder, 1987). Byers
(1977), mediante la combinacion de ideas de
Bruner y Skemp, desarroll6 una clasificacion
tetraédrica sobre la comprension, con las si-
guientes categorias: instrumental, relacional,
intuitiva y formal. Tall (1978) sugirié una
matriz de categorias (ver Tabla 1) como una
comprension descriptiva.

Otras visiones mas generales proponen que
la comprensién es el desarrollo de conexio-
nes entre ideas, hechos o procedimientos
(Burton, 1984; Davis, 1984; Ginsburg et al.,
1992; Greeno, 1977; Hiebert, 1986; Hiebert
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y Carpenter, 1992; Janvier, 1987; McLellan,
1995; Michener, 1978; Nickerson, 1985;
Ohlsson, 1988). La formacién de una red de
estas conexiones proporciona una estructura
para situar una nueva informacién mediante
el conocimiento de similitudes, diferencias,
relaciones inclusivas y relaciones de transfe-
rencia entre modelos. Por lo tanto, el desa-
rrollo de la comprension resulta un proceso
de conectar las representaciones a una red
estructurada y cohesiva. El proceso de co-
nexion requiere el conocimiento de la rela-
cion entre el conocimiento y los elementos
de la red, asi como de la estructura como un
todo.

1.3. Puntos de vista recientes sobre la
“Comprensiéon”.

A pesar de que actualmente los investigado-
res separan la comprension del conocimien-
to, existen pruebas de que la comunidad de
educacion matematica no ha alcanzado un
acuerdo unilateral respecto al significado de
“comprension”, debido a que varios autores
se acercan a €| desde distintos puntos de vista
(Schoeder, 1987). En particular, se han pro-
puesto conceptos constructivistas recientes de
la comprension, ademas del modelo de Pirie

y Kieren sobre la evolucién de la compren--

sion matematica y de la teoria APOE de
Dubinsky. Esto incluye los marcos tales como
los obstaculos cognitivos o epistemoldogicos
(Bachelard, 1938; Cornu, 1991; Sierpinska,
1990b), la definicion del concepto y la ima-
gen de concepto ( Davis y Vinner, 1986; Tall,
1989, 1991; Tall y Vinner, 1981; Vinner, 1983,
1991), las representaciones multiples (Kaput,
1985, 1987a, 1987b, 1989a, 1989b) y una
dicotomia entre las concepciones operativas
y estructurales (Sfard, 1991, 1992, 1994).
Algunas de estas definiciones tienen elemen-
tos comunes, en especial debido a que la ma-
yoria derivan de la perspectiva constructivista
subyacente de que la comprension del estu-
diante se construye mediante la formacion de

objetos mentales y de la realizacion de co-
nexiones entre ellos..

1.3.1. La comprension como la superacion
de obstdculos cognitivos.

El concepto de obstaculos cognitivos ayuda a
identificar las dificultades de los estudiantes,
ya que se relaciona con el aprendizaje y
después se utilizan para construir mejores es-
trategias de ensefianza (Cornu, 1991). Los
obstaculos cognitivos, fueron definidos en
primer plano por Bachelard (1938), y se cla-
sificaron como obstaculos genéticos o psico-
logicos, obsticulos didacticos u obstaculos
epistemologicos, dependiendo de si su apari-
cion se debi6 al desarrollo personal, a la prac-
tica de la enseflanza, o a la naturaleza de los
conceptos matematicos (Cornu, 1991). En
particular, los obstaculos epistemolégicos
contienen dos atributos esenciales: (a) son
inevitables debido a que la persona constru-
ye las comprensiones de algunos conceptos
matematicos, y (b) el desarrollo histdrico de
concepto refleja su existencia (Cornu, 1991).

Sierpinska (1990b) explico su conceptualiza-
cién de la comprension a partir de Lindsay,
Hussler, Dilthey, Dewey y Ricoeur, y consi-
der6 que la “comprension es un acto, pero un
acto relacionado con un proceso de interpre-
tacion, que es una dialéctica del desarrollo
entre mas y mas se elaboren suposiciones y
se validen dichas suposiciones” (p. 26). Des-
de esta perspectiva, la comprension deriva su
fundamento en las ideologias, predisposicio-
nes, preconcepciones, conexiones y esquemas
de pensamiento no percibidos del estudiante.
Este fundamento puede contener factores que
actian como obsticulos para una construc-
cién futura de la comprension. La superacion
de dicho obstaculo requiere que el estudiante
experimente un conflicto mental que ponga
en duda sus convicciones. Ademas, Sierpins-
ka (1987) comentd “si la presencia de un
obstaculo epistemolégico en un estudiante se
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relaciona con una conviccién de cualquier
tipo, entonces la superacion de dicho obs-
taculo no consistira en reemplazar esta con-
viccion como opuesta. Esto significaria caer
en un obstaculo dual” (p. 374). Como resul-
tado, la superacion de un obstaculo significa
que el estudiante debe despojarse de sus con-
vicciones y analizar dichas creencias desde
un punto de vista externo. Al hacerlo, el estu-
diante reconocera la suposiciones tacitas
responsables de la disonancia cognitiva, y
evaluara las hipdtesis alternativas. Esta eva-
luacion requiere que el estudiante identifique
los objetos asociados con el concepto, identi-
fique las propiedades comunes y dispares de
los objetos, generalice el alcance de la apli-
cacion de los conceptos y finalmente, sinteti-
ce la relacion entre las propiedades, hechos y
objetos para organizarlos en un todo consis-
tente.

No todos los actos de comprension correspon-
den a un acto de superacion de un obstaculo
epistemoldgico pero, en general, pueden equi-
pararse. Por ejemplo, Sierpinska (1990a)
expuso que el “superar los obstaculos episte-
molégicos y llegar a la comprension son dos
imagenes complementarias de una realidad
desconocida sobre los cambios cualitativos
importantes de los humanos. Esto sugiere un
postulado del analisis epistemologico de los
conceptos matematicos: €stos deberan conte-
ner tanto imagenes positivas como negativas,
los obstaculos epistemologicos y las condi-
ciones de comprension” (p. 28). Por lo tanto,
a decir de Sierpinska, el uso de un anélisis
epistemolégico de un concepto matematico
ayuda a determinar la comprension lograda
por un estudiante mediante la observacion
atenta de sus distintas maneras de percibir un
concepto, y de los riesgos inherentes a ellas.
El desarrollo de la comprension puede des-
cribirse en diferentes casos como la concien-
cia de un obstaculo, la cual permite nuevas
vias de conocimiento. Estas nuevas maneras
de conocer pueden tener como resultado una

adquisicion desafortunada de los nuevos obs-
taculos epistemologicos. En particular, el acto
de superar un obstaculo epistemologico puede
abrir al estudiante a un dominio mayor que
contenga obstaculos epistemologicos adicio-
nales. Desde esta perspectiva, los obstaculos
epistemoldgicos actian como la dualidad de
comprender debido a que los obstaculos
epistemologicos se enfocan en forma retro-
grada en los errores, y la comprension obser-
va hacia el futuro las nuevas formas de
conocer (Sierpinska 1990b). La medicion de
la profundidad de la comprension se logra
mediante la identificacion del nimero y la
calidad de los actos de comprension logrados,
o el numero de obstaculos epistemologicos
superados. Estos puntos de vista proporcio-
nan imagenes complementarias de los cam-
bios cualitativos en la mente, conforme el
estudiante interactiia con los conceptos.

1.3.2. La comprension como generador de
imdgenes del concepto y definiciones del
concepto.

De acuerdo con Vinner (1991), el estudiante
adquiere conceptos cuando construye una
imagen del concepto —larecoleccion de ima-
genes mentales, representaciones y propieda-
des relacionadas atribuidas a un concepto—.
Tall y Vinner (1981) escribieron:

Deberiamos utilizar el término imagen de
concepto para describir la estructura
cognitiva total que se asocia con el con-
cepto, lo cual incluye todas las imagenes
mentales y las propiedades y procesos
asociados... Conforme se desarrolla la
imagen del concepto, no necesita ser co-
herente en todo momento... Llamamos
imagen del concepto evocado a la porcion
de imagen del concepto que se encuentra
activa en un momento determinado. En
diferentes momentos, pueden evocarse
imagenes aparentemente conflictivas.
Sélo cuando se evocan simultaneamente
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aspectos conflictivos habra algiin sentido
real de conflicto o confusion (p. 152)

Resulta evidente que una imagen del concep-
to difiere de una definicion formal del con-
cepto, en caso de que la haya, debido a que la
imagen de concepto ejemplifica la manera en
que un concepto particular puede observarse
por parte de un individuo (Davis y Vinner,
1986). La imagen del concepto involucra dis-
tintos vinculos del concepto con otras estruc-
turas del conocimiento asociados, ejemplares,
prototipos y procesos. Como resultado, la
imagen del concepto es una estructura cog-
nitiva general construida por un estudiante;
sin embargo, en contextos diferentes, los dis-
tintos componentes de esta imagen del con-
cepto aparecen en primer plano. Estas
emocionantes porciones de la imagen del con-
cepto comprenden la imagen del concepto
evocada que consta de un subgrupo propio
de la imagen del concepto. Esta distincién
entre la imagen y la imagen evocada permite
explicar como los estudiantes pueden respon-
der de manera inconsistente, proporcionando
evidencia de la comprension en una circuns-
tancia y careciendo de comprension en otra.
La descripcion de un estudiante sobre sus
comprensiones puede proporcionar otras dis-
crepancias. En particular cualquier imagen del
concepto tiene una definicion del concepto
relacionadas con la forma o las palabras utili-
zadas por un estudiante para especificar el
concepto. Sin embargo, esta definicion del
concepto puede diferir de la definicion mate-
matica formal de un concepto, debido a que
la definici6n del concepto es una descripcion
individualizada del mismo.

La construccion de estas imagenes del con-
cepto suceden cuando el estudiante encuen-
tra nueva informacién y se enfrenta a la

consolidacion de esta informacion dentro de
la estructura cognitiva ya presente. El proce-
so de la incorporacidn relaciona las nociones
de Piaget sobre la transicion y, en particular,
la asimilacion y la acomodacion (Tall, 1991).
La asimilacién se relaciona con la adquisi-
cion de nuevos datos y la formacion de vin-
culos entre esta nueva informacién y la
estructura original. En contraste, la acomo-
dacion reorganiza parte del todo de la estruc-
tura cognitiva del individuo. La asimilacion
y la acomodacion subyacentes son dos meca-
nismos esenciales en el desarrollo cognitivo:
la generalizacion y la abstraccion. En mate-
maticas, la generalizacion cominmente se re-
fiere al proceso de aplicar un argumento en
un contexto mas amplio; sin embargo, el tipo
de generalizacién empleada por el estudiante
depende de la estructura cognitiva ya presen-
te en el mismo. La abstraccion, por otro lado,
se presenta cuando el estudiante se enfoca en
las propiedades de un objeto y las considera
aisladas del objeto del cual se derivaron. En
este caso, la estructura de las propiedades se
vuelve una entidad en si misma y tiene una
aplicacion en otros dominios relacionados.

Harel y Tall (1991) identificaron tres tipos de
generalizacion: la generalizacion expansiva,
1a generalizacion reconstructiva y la genera-
lizacion disyuntiva. La generalizacion expan-
siva se refiere a la expansion del estudiante
del rango de aplicacion de un esquema exis-
tente® sin reconstruirlo. En otras palabras, el
estudiante ve los métodos aplicados anterior-
mente como casos especiales de un nuevo
procedimiento generalizado. En este caso, el
alcance de la aplicacion se amplia sin recons-
truir la estructura cognitiva interna, a pesar
de que los elementos previos de la estructura
cognitiva se vuelvan subestructuras en el es-
quema de aplicacién expandido. Por otro lado,

% En este caso, un esquema se refiere a una estructura desarrollada por el estudiante para reconocer los
distintos conceptos, procedimientos, etc., vinculados en la labor de resolver ecuaciones lineales con

una variable.
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la generalizacion reconstructiva se presenta
cuando el estudiante “reconstruye un esque-
ma existente para ampliar su capacidad de
aplicacién” (Harel y Tall, 1991, p. 38). Es
decir, el estudiante busca una nueva estructu-
ra que tome los procedimientos o conceptos
relacionados que se aislaron en un principio
y los organice en elementos mas simples como
casos especiales, de acuerdo con un caso mas
general. Quiza la generalizacion disyuntiva
sea la mas preocupante, desde la perspectiva
de la ensefianza. En este tipo de generaliza-
cion, el estudiante expande el alcance de la
aplicacion mediante la construccion de un
nuevo esquema independiente que carezca de
conexion con los conceptos o procedimien-
tos antes estudiados, y que pudieran conside-
rarse casos especiales de este nuevo esquema.
Respecto a la generalizacidon disyuntiva,
Vinner (1991) declaré que “Es una generali-
zacion en el sentido de que un estudiante aho-
ra puede ser capaz de trabajar en un rango
mayor de ejemplos, pero resulta probable que
tenga un valor poco duradero para el estu-
diante debido a que s6lo aumenta el nimero
de piezas desconectadas de informacién en
la mente del estudiante, sin mejorar la capta-
cién del mismo sobre las implicaciones abs-
tractas mas amplias” (p. 12). Como resultado,
la generalizacion disyuntiva obstruye al es-
tudiante con una carga adicional que puede
resultar fallida.

La abstraccion difiere de la generalizacion
en cuanto al enfoque cognitivo del estudian-
te. En vez de ampliar las ideas desde un con-
texto hacia otro, la abstraccién se presenta
cuando el estudiante se enfoca en la estructu-
ra subyacente del contexto y extrapola las
cualidades o caracteristicas comunes. Este
proceso culmina en la construccion de un gru-
po de axiomas. Como resultado, la abstrac-
cion requiere una reconstruccion mental
masiva, con el fin de construir las propieda-
des del objeto abstracto (Tall, 1991). Una vez
que se abstraen las propiedades, su aplicacién

a un nuevo contexto requiere una generaliza-
ci6n reconstructiva debido a que “las propie-
dades abstraidas son reconstrucciones de las
propiedades originales, que ahora se aplican
en un dominio mas amplio” (Harel y Tall,
1991, p. 39). En particular, al ampliar el rango
de aplicaciones posibles se presenta la opor-
tunidad de que la generalizacién expansiva
transpire debido a que el estudiante puede
relacionar la teoria abstracta (i.e. Los axio-
mas y sus consecuencias) con los elementos
de otra estructura cognitiva. Existe un elemen-
to problematico, similar al conocimiento
compartamentalizado desde la generalizacion
disyuntiva asociada con la abstraccion. Si un
estudiante encuentra un grupo limitado de
ejemplos, es posible que éstos contengan pro-
piedades que no pertenezcan a la clase total
de objetos. Como resultado, el estudiante de-
bera regresar, quiza en forma repetida, a re-
construir el objeto abstracto y a eliminar las
propiedades no esenciales. A pesar de que este
mecanismo puede ser problematico en oca-
siones, su aplicacion permite al estudiante
crear imagenes del concepto mds extensas y
quizd mejor interconectadas, con excepcién
del caso de la generalizacion disyuntiva.

1.3.3. La comprension durante la opera-
cién con representaciones multiples.

De acuerdo con Kaput (1989a), la energia
cognitiva existe en representaciones multiples
y vinculadas. Estas proporcionan una redun-
dancia mientras permiten al estudiante supri-
mir algunos aspectos de ideas complejas y
enfatizar otras. La facilidad de estas repre-
sentaciones y sus vinculos permiten al estu-
diante comprender las ideas complejas de
maneras nuevas y aplicarlas en forma efecti-
va (Kaput, 1989a). El término representacion
es un término trans-tedrico que contiene dis-
tintas definiciones: cognitiva y perceptiva,
computarizada, explicativa, matematica y
simbolica (Kaput 1985, 1987b). En general,
un sistema de representacion (0 un sistema

g e
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simbolico) coopera en la instalacion de obje-
tos matematicos, relaciones y procesos me-
diante la creacion de un ambiente en el cual
se comparten los artefactos culturales lingiiis-
ticos que pueden expresarse en la comunidad
(Kaput 1989a). Dicho sistema de represen-
tacion consta de dos aspectos (a) dos mun-
dos, el representado y el representante; (b) los
elementos del mundo representado siendo re-
presentados; (c) los elementos del mundo
representante realizando la representacion; y
(d) 1a correspondencia que une la conexion
entre los dos mundos (Kaput, 1985).

Las representaciones matematicas o sistemas
simbolicos matemdticos son sistemas de re-
presentaciones especiales en los que el mun-
do representado es una estructura matematica
y el mundo representante es un esquema de
simbolo’ que contiene correspondencias es-
peciales (Kaput, 1987b). En particular, los
sistemas simbélicos matematicos, de 1a mis-
ma manera que el lenguaje natural y los sis-
temas pictdricos, controlan el influjo de
experiencias al separarlos en pedazos, asig-
nando los simbolos a dichos pedazos y coor-
dinando estas notaciones en un entorno
adecuado de matices y referentes complejos
(Kaput, 1987b). El sistema de simbolos ma-
tematicos y sus conexiones puede formar una
estructura que actiia como un sistema de sim-
bolos utilizado para representar otro sistema
de simbolos que exhibe una auto similitud
cuando se amplifica.

Kaput (1989a) pugna que el desarrollo y la
expresion del significado matematico del es-

tudiante pueden observarse desde el punto de
vista de la construccion de formas no opera-
cionales y estructuras en representaciones
mentales en las que una representacion men-
tal es el medio por el cual un individuo orga-
niza y coordina el flujo de experiencia. En
particular, Kaput (1987a) establece que “La
premisa fundamental es que el fenémeno ba-
sico del aprendizaje y la aplicacion de las
matematicas se relacionan con la representa-
cion y la simbolizacion, debido a que se en-
cuentran en el centro del contenido de las
matematicas y estdn simultaneamente en el
centro de las cogniciones asociadas con acti-
vidad matematica” (p.22). Desde este punto
de vista, la evolucion del significado mate-
matico es la construccion y la utilizacion de
representaciones y simbolizacion.

Cuando el estudiante construye un significa-
do personal, se presenta una negociacion en-
tre dos mundos separados: las operaciones
fisicas que pueden observarse y las opera-
ciones mentales que son hipotéticas. En par-
ticular, el desarrollo de la comprension es el
cambio de operacion en el mundo de las ope-
raciones fisicas para operar en €l mundo de
las operaciones mentales. Para cumplir con
esto, el estudiante debe aprender a emplear
“(i) interpretaciones deliberadas y activas (o
“lecturas™), y (ii) procesos organizados me-
nos activos, menos controlados consciente-
mente y menos seriales para tener fenomenos
mentales evocados por material fisico”
(Kaput, 1992, p. 522). Por debajo de los ope-
raciones fisicas se encuentran las notaciones
utilizadas para mostrar las operaciones. Un

7'Un esquema de simbolo es una coleccion de caracteres alcanzable de forma concreta, junto con reglas
mas o menos explicitas para la identificacion y la combinacién de los mismos» (Kaput, 1987b). En
esencia, un esquema de simbolo es un medio abstracto de representacion de conceptos mas complejos,
utilizando simbolos casi realistas para delinear objetos generalmente intangibles. Por ejemplo, los
ntmeros hindd-arabigos con sus concatenaciones satisfacerian la definicion de un esquema de simbo-
lo. De 1a misma manera que los ejes de coordenadas con sus reglas sintacticas podrian ser considerados

como un esquema de simbolo.
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sistema de notacion® se encuentra separado
de cualquier representacion fisica particular
(diferenciandolo de un esquema de simbolo
que debe estar unido a dos mundos: el repre-
sentado y el representante) y contiene un con-
junto de reglas que define sus objetos y las
acciones permisibles de acuerdo con estos
objetos.

Teniendo esto en mente, se puede reconocer
que la mayoria de las actividades matemati-
cas reales se relacionan con la coordinacion
de una traslacion entre los distintos sistemas
de notacién (Kaput, 1992). Dados dos siste-
mas de notacién con su conjunto de reglas
que definen los objetos del sistema, las ac-
ciones que se permitiran con dichos objetos
y los medios fisicos correspondientes en los
que el sistema puede iniciarse (en el caso del
esquema de simbolos), un estudiante puede
(i) negociar entre los dos sistemas de nota-
ciones, (ii) integrar cogniciones, (iii) trasfor-
mar objetos dentro de una representacion
particular, o (iv) realizar la comisién sobre
sistema no operacionales. Los primeros dos
mecanismos comprenden las extensiones
referenciales debido a que estos “se trasladan
en forma horizontal” entre cualquiera de los
sistemas de notacion o las estructuras mate-
maticas. En el primer caso, el significado sur-
ge de la identificacién de los componentes
conectados de los diferentes sistemas de re-
presentacion, a través de la traslacion y el se-
gundo, a través de la construccion y la prueba
de los modelos matematicos, que equivalen a
la traslacién y coordinacion de las organiza-
ciones cognitivas.

Los tltimos dos mecanismos equivalen a las
consolidaciones en las que el estudiante se

sumerge en el “‘crecimiento vertical” mediante
la transformacion de acciones a un nivel den-
tro de los objetos y las relaciones capaces de
operarse en otro nivel. El tercer mecanismo
produce un significado a través del aprendi-
zaje del patrén y la sintaxis, mediante las
transformaciones que se presentan dentro de
un sistema de notacion particular que puede
o no contener referencias a significados ex-
ternos. Este crecimiento es una reorganiza-
cién del sistema de notacién que crea una
estructura jerarquica aunque dentro del siste-
ma de notacion original. En contraste, el ulti-
mo mecanismo, la cognicion sobre un sistema
de notacién, produce un significado matema-
tico mediante la reificacion’ de las acciones,
procedimientos y conceptos dentro de los
objetos fenomenoloégicos que pueden actuar
en forma potencial como una base para nue-
vas acciones, procedimientos y conceptos en
un nivel mas alto de organizacién (Kaput,
1992). Estos mecanismos producen signifi-
cados y, por lo tanto, desarrollan comprensién
para el estudiante por medio de la creacioén
de nuevos vinculos entre los sistemas de re-
presentacion o los elementos de reorganiza-
cién dentro de un sistema de representacion.

1.3.4. La comprension como construccion
de las concepciones operacionales y
estructurales.

Sfard (1991) define los cimientos de las ma-
tematicas como dos entidades: Concepto y
Concepcién. Un concepto se refiere auna idea
oficial definida matematicamente en la que
una concepcidn involucra un grupo de repre-
sentaciones y vinculos internos del estudiante,
causados por el concepto. Estas dos defini-
ciones se relacionan con el analisis de Vinner

8 Los sistemas de notacién familiar, tales como los sistemas de numeracién y los sistemas de notacioén
geografica para una o mas variables, generalmente incluyen elementos textuales, pero también elemen-
tos estrictamente pictoricos que corresponden a los bloques de Dienes, barras de fracciones, etc.

9 La reificacion, una construccién de Piaget utilizada por Sfard y la teoria APOE, es la capacidad del
aprendiz para visualizar, casi simultineamente, los resultados de los procesos como objetos permanen-
tes inseparables de los procesos subyacentes de los cuales surgen.
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(1991) sobre la definicién del concepto for-
maly la descripcion por parte de Tall y Vinner
(1981) de una imagen de concepto. Sfard
(1991) sefiala que los conceptos matematicos
radican en una dualidad de concepcidn, por
lo que se pueden visualizar como estaticos,
instantaneos e integradores —estructurales
o dindmicos, secuenciales y detallados-
operacionales—.

Una concepcidn operacional, a pesar de que
es dificil de describir, se relaciona con los
procesos, algoritmos y acciones que ocurren
a nivel fisico o mental. Por otro lado, una
concepcidn estructural es mas abstracta, mas
integrada y menos detallada que una concep-
cion operacional. En particular, una con-
cepcion estructural es, en cierta forma,
isomorfa a la capacidad de “ver” las construc-
ciones matematicas avanzadas que no son
entidades fisicas, sino organizaciones menta-
les abstractas que pueden percibirse solo en
el ojo de la mente de cada persona (Sfard,
1991). Esta capacidad de ver los objetos in-
visibles que forman el concepto matematico
entra en el mundo de la visualizacién. Sfard
propone que las concepciones estructurales
reciben el apoyo de las imdgenes mentales
compactas ¢ integradoras, en vez de repre-
sentaciones verbales que requieren un proce-
so serial. Estas imagenes mentales permiten
al estudiante realizar ideas abstractas mas tan-
gibles y las considera casi como entidades fi-
sicas en las que las operaciones relacionadas
con ellas ocurren por completo en los ojos de
la mente. Ademas, dicha visualizacién per-
mite al estudiante desarrollar una vision
holistica del concepto, y por lo tanto permitir
observaciones desde varias perspectivas, al
tiempo que conserva la identidad de una re-
lacion dentro del concepto.

Desde la perspectiva de Sfard, la compren-
sién llega mas alla de una capacidad de re-
solver problemas o de probar teoremas (Sfard,
1994). En esencia, ella iguala la comprension

con la construccién de vinculos entre los
simbolos y el desarrollo de una concepcion
estructural. Sin embargo, de acuerdo con
Sfard (1991), “existe una profunda brecha
ontologica entre las concepciones opera-
cionales y estructurales” (p. 4). A pesar de
que existe una brecha, las concepciones
operacionales y estructurales no son exclusi-
vas en forma mutua. En particular, son com-
plementarias en el sentido de que son dos
visiones del mismo concepto matematico y
son inseparables debido a que el concepto
alberga elementos tanto operacionales como
estructurales. La concepcion operacional ob-
serva el concepto como un proceso, y la con-
cepciobn estructural iguala el concepto con un
objeto estatico trascendente de las raices de
su proceso. Sin embargo, para el desarrollo
conceptual, resultan necesarias ambas con-
cepciones. Por ejemplo, Sfard (1991) esta-
blece que “De hecho, para hablar acerca de
objetos matematicos, debemos ser capaces
de tratar con Jos productos de algunos pro-
cesos sin perjudicar a los procesos en si...
Parece que el enfoque estructural debe consi-
derarse como un nivel més avanzado de de-
sarrollo conceptual. En otras palabras,
tenemos buenas razones para esperar que en
el proceso de la formacion del concepto, las
concepciones operacionales precedan a
las estructurales” (p. 10). Esta afirmacién no
implica que las concepciones estructurales
s6lo puedan desarrollarse después de la cons-
truccidn de concepciones operacionales en
vez de que, en general, ésta sea la via natural
del desarrollo. En otras palabras, conforme
se estudia el desarrollo histérico de cualquier
concepto matematico, la sociedad pasa por
una serie de etapas que culminan en la con-
cepcion estructural. En particular, Sfard
(1991) utiliz6 un analisis histoérico de la for-
macion del concepto para identificar tres eta-
pas distintas durante el proceso: la generacion
de un proceso a partir de objetos ya familiares,
el reconocimiento emergente de los procesos
como entidades autonomas y la capacidad de
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concebir la nueva entidad como una estruc-
tura sintetizada similar a un objeto.

Estas tres etapas se clasifican como interio-
rizacion, condensacion y reificacion, respec-
tivamente. La interiorizacién se presenta
cuando un estudiante se familiariza con los
procesos, los cuales finalmente pueden
reificarse en un objeto matematico. La in-
teriorizacion en este contexto resulta similar
al mecanismo descrito por Piaget (1970), que
comprende esencialmente un cambio de con-
cepciones con base en las operaciones fisicas
hasta hacer operaciones fundadas en las re-
presentaciones mentales de los procesos. El
significado comun de la condensacion es si-
milar a sus significado en este contexto. En
lugar de trabajar mediante una secuencia lar-
ga de procesos mentales relacionados pero
distintos, la condensacion permite al estudian-
te concebir una secuencia como un solo pro-
ceso y relacionar su entrada y salida sin los
pasos que intervienen en el hecho. La aplica-
cion de un nombre para la secuencia conden-
sada da lugar a un nuevo concepto que se
mantiene fijo a una orientacion del proceso
hasta que queda reificado.

De acuerdo con Sfard y Linchevski (1994),
la reificacion es responsable del desarrollo de
los objetos matematicos. En esencia, la
reificacion es un salto cuantico desde la con-
cepcion de una nueva entidad como una
conexion estrecha a un proceso, hasta la con-

cepeion de la nocion de una entidad como un

objeto en el que se puede actuar. Como resul-
tado, la reificacion es un cambio ontologico
por parte del estudiante (Sfard, 1991). Este
cambio permite la capacidad de ver algo fa-
miliar desde una perspectiva totalmente dis-
tinta que separa la secuencia condensada de
una secuencia de origen. La estructura que se
presenta, a pesar de que esté invariablemente
conectada al proceso que ejemplifica, ya pue-
de observarse como un objeto estatico en el
ojo de la mente. Ademés, la nueva entidad

comienza a presentar su significado a partir
de su asociacion, no en el terreno de los pro-
cesos, sino como un miembro de una catego-
ria de objetos abstractos que mejoran el
alcance de las aplicaciones. En particular,
Sfard (1991) declara:

En algin momento, esta categoria se vuel-
ve el fundamento maximo de las declara-
ciones de una nueva existencia del objeto,
en vez de cualquier tipo de construccién
concreta. Una persona puede investigar las
propiedades generales de dicha categoria
y las diversas relaciones entre sus repre-
sentantes. El o ella pueden resolver pro-
blemas relacionados con la bisqueda de
todos los ejemplos de esta categoria que
cumplan con una condiciéon dada. Los
procesos pueden realizarse en lo que se
considera una entrada para el objeto re-
cién nacido. Los nuevos objetos matema-
ticos pueden estar construidos fuera del
objeto presente (p. 20)

Una vez que se ha reificado un proceso, éste
produce un objeto en el que puede actuar
un proceso de un nivel mis elevado. En este
momento, el proceso se interioriza y se repi-
te todo el ciclo. Como resultado, el sistema
trifasico de interiorizacién, condensacion y
reificacién es generalmente jerarquico y re-
petitivo.

El desarrollo de la comprension en esta vi-
sién, es la capacidad de liberarse del pensa-
miento obligado de una persona. Al hacerlo,
el estudiante obtiene la capacidad de percibir
un proceso, ya no como una secuencia de ac-
tos fisicos que se han interiorizado y conden-
sado, sino como un objeto. De acuerdo con
Sfard (1994) este objeto, junto con otros ob-
jetos del universo matemaético y las operacio-
nes realizadas potencialmente de acuerdo a
ellos, recibe un significado mediante la re-
flexion metaforica. En particular, Sfard (1994)
se apega a la tesis de Lakoff en relacién a que
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las “metaforas constituyen el universo de las
ideas abstractas que éstas crean, en lugar de
reflejarlo, las metaforas son la sola fuente
de nuestra comprension, imaginacion y razo-
namiento” (p. 47). Por lo tanto, la metafora
dota de significado a un concepto abstracto,
dado que éste proporciona una proyeccion fi-
gurativa de operaciones realizadas en unarea-
lidad fisica dentro del mundo de las ideas. Esta
descripcion resulta cierta incluso cuando el
concepto parece alejarse de la realidad fisica
debido a que lo que se encuentra por debajo
del concepto es una larga cadena de metafo-
ras que finalmente se enraizan en acciones
realizadas en una realidad fisica. Como re-
sultado, la opiniéon de Sfard es que la
reificacion, la transicion de un modo de pen-
samiento operacional a uno estructural, repre-
senta la construccion de los conceptos
matematicos y su fabricacion corresponde al
nacimiento de una metéfora. Esta metafora
lleva al objeto matematico a ser y, por lo tan-
to, a intensificar la comprension del estudiante
sobre el universo matematico.

2. El modelo de comprensién
de Pirie y Kieren

Pirie y Kieren consideran que su trabajo so-
bre la evolucién de la comprensién mate-
matica proporciona algunas respuestas a
preguntas contundentes que surgen a partir
de Sierpinska (1990b) “P1 = ;La compren-
sidn es un acto, una experiencia emocional,
un proceso intelectual o una manera de cono-
cer?... P3 = ;Existen niveles, grados o tipos
de comprensioén?... R5 = ;Cuales son las con-
diciones para que la comprension se presente
como un acto?... P7 = ;Cémo llegamos a
comprender?... P8 = ; Se puede medir la com-
prension, y como? (p. 24). La definicion ini-
cial de la comprensiéon matematica de Pirie
y Kieren evolucion6 a partir de la defini-
cion constructivista de Glasersfeld sobre la
comprensién (Kieren, 1990). En particular,

Glasersfeld (1987) propuso la siguiente defi-
nicion de comprension:

El organismo de la experiencia se con-
vierte en un constructor de estructuras co-
municativas, que pretende resolver dichos
problemas conforme el organismo los per-
cibe o los concibe... entre los cuales se
encuentra el problema interminable de las
organizaciones consistentes [de dichas es-
tructuras] que podemos llamar compren-
sién. (p .7)

Glasersfeld percibid la comprensiéon como un
proceso continuo para organizar las estructu-
ras del conocimiento de una persona. Al uti-
lizar esta definicién como un organizador
avanzado, Pirie y Kieren (1991a) desarrolla-
ron su posicion tedrica respecto a la com-
prension matematica. Ellos describieron la
comprensién matemdtica de la siguiente ma-
nera:

La comprension matematica se puede de-
finir como estable pero no lineal. Es un
fenémeno recursivo, y la recursion pare-
ce ocurrir cuando el pensamiento cambia
los niveles de sofisticaciéon. De hecho,
cada nivel de comprensién se encuentra
contenido dentro de los niveles subsi-
guientes. Cualquier nivel particular de-
pende de las formas y los procesos del
mismo y, ademas, se encuentra restringi-
do por los que estan fuera de él. (Pirie y
Kieren 1989, p. 8)

El proposito del siguiente andlisis es explicar
de manera mas precisa el modelo de Pirie y
Kieren.

2.1 Los elementos del modelo de Pirie
y Kieren sobre la evolucion de la
comprensién matematica.

De acuerdo con la definicion anterior, Pirie y
Kieren conceptualizan su modelo sobre la
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Figura 1. Una representacion diagramatica del modelo para la evolucion de la compren-
. sion matemadtica.

evolucion de la comprensién matematica
como poseedor de 7 niveles potenciales que
se muestran en la Figura 1. El proceso de 1le-
gar a comprender inicia en el centro del
modelo llamado el estrato de conocimiento
primitivo'®. Primitivo se refiere al punto ini-
cial; no a un bajo nivel de matematicas. El
contenido central es toda la informacion
que el estudiante atrae a 1a situacioén de apren-
dizaje. Estos contenidos se han analizado
con distintos nombres “conocimiento intui-
tivo” (Leinhardt, 1988), “conocimiento situa-
do” (Brown, Collins y Duguid, 1989) y
“conocimiento previo o informal” (Saxe,
1988).

Para un concepto particular como las fraccio-
nes, se puede suponer que al rastrear el creci-
miento de la comprensidon matemdtica, un
estudiante llega a la situacion de aprendizaje

con una gran cantidad de informacion que
puede o no dar forma a la evolucién de la
comprensién. Resnick y Omanson (1987) se
dieron cuenta de que sus estudiantes realiza-
ban una instruccién de trazo de mapas'' con
las representaciones mentales de la sustrac-
cién de bloques, anexas a una rica base de
conocimiento asociada con la sustraccion. En
este momento, el estudiante lleva ambas
comprensiones de la sustraccidon mas alla
del estrato del conocimiento primitivo y de
otras comprensiones que apoyan el crecimien-
to continuo. En contraste, Hiebert y Wearne
(1986), al examinar el aprendizaje decimal,
encontré que los estudiantes percibian los
simbolos decimales como parte de un nuevo
sistema simbdlico acompafiado por un nue-
vo conjunto de reglas que, por lo tanto, dis-
minuia los vinculos a un material aprendido
previamente. Por ello, los vinculos poco uti-

10 E] estrato del conocimiento primitivo primero se conocid como “realizacién primitiva” o “realiza-

¢ién” en los articulos anteriores a 1991.

1'En este caso, la instruccién de creacién de mapas consta de tres componentes: (1) el aprendizaje y la
practica de la resta con bloques de base 10 y simbolos, (2) la practica del registro simbolico sin mover
fisicamente los bloques y (3) la realizacion de la manipulacién simbdlica escrita sin la presencia de los

bloques.
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lizados del centro pueden impactar el proce-
50 de la comprension.

En un segundo estrato llamado creacion de
imagen, el estudiante es capaz de realizar dis-
tinciones con base en capacidades y conoci-
mientos anteriores. Estas imagenes no son
necesariamente “representaciones pictoricas”,
sino que transmiten el significado de cualquier
tipo de imagen mental. Las acciones que se
realizan en este estrato se relacionan con que
el estudiante realice algo, mental o fisico, para
obtener una idea sobre un concepto. Por ejem-
plo, mientras el estudiante estd realizando
actividades de doblado o cortado puede de-
sarrollar una imagen de fracciones como co-
sas que obtuvo a partir de cortar algo en piezas
iguales y mas pequefias. Como resultado, las
acciones que se realizan en este estrato
involucran desarrollar las conexiones entre los
referentes y los simbolos, segin describen
Wearne y Hiebert (1988), Greeno (1991) y
Brownell (1945) mientras el estudiante em-
plea el lenguaje de fraccion para analizar y
registrar las acciones. En el siguiente estrato
llamado comprension de la imagen, las
imagenes asociadas con una sola actividad se
reemplazan por una imagen mental. El desa-
rrollo de estas imagenes mentales, o mas pre-
cisamente imagenes orientadas por un proceso
mental, libera las matematicas del estudiante
a partir de la necesidad de realizar acciones
fisicas particulares (Pirie y Kieren, 1992b).
Estas imagenes mentales se han analizado con
distintos nombres “imagen de conceptos”
(Davis y Vinner, 1986), “marcos” y “estruc-
turas de representaciéon de conocimiento”
(Davis, 1984), y esquemas alternativos de los
estudiantes” (Driver y Easley, 1978). La li-
bertad para imaginar un concepto irrestricto
por medio de los procesos fisicos, los cuales
provocan que la imagen sea exitosa en rela-
cion a la evolucién del conocimiento mate-
matico debido a que el estudiante comienza a
reconocer las propiedades globales obvias de
las imagenes matematicas inspeccionadas.

—

En el cuarto estrato que se conoce como o0b-
servacion de la propiedad, el estudiante pue-
de examinar una imagen mental y determinar
los distintos atributos asociados con dicha
imagen. Ademas de observar las propiedades
internas de una imagen especifica, el estu-
diante es capaz de observar las distinciones,
combinaciones o conexiones entre las distin-
tas imagenes mentales. Estas propiedades se
combinan para construir definiciones que
evolucionan y que pueden definir caracteris-
ticas particulares, mientras que se ignoran
otros elementos del concepto. De acuerdo con
Pirie y Kieren (1991a), la diferencia entre la
obtencion de una imagen y la observacion de
la propiedad es la capacidad de observar una
conexién entre las imagenes y explicar como
verificar la conexion. De acuerdo con Miche-
ner (1978), estas conexiones surgen de la ex-
ploracioén y la manipulacién de un concepto
en distintos niveles como “la examinacion de
ejemplos relevantes, la perturbacion de gru-
pos vy definiciones y el cambio numérico y
pictorico” (p. 373). Es posible que en este
estrato de observacion de la propiedad el es-
tudiante se dé cuenta de las similitudes de las
distintas imagenes y desarrolle una definicién
del concepto (Tall y Vinner, 1981) creada a
partir de la interaccion entre las diversas ima-
genes vinculadas, en vez de las imagenes des-
conectadas. En relacion con la comprension
de fracciones, las acciones del estudiante re-
velan el conocimiento de que las fracciones
equivalentes se generan multiplicando el nu-
merador y el denominador por el mismo fac-
tor. La verbalizacion asociada con este estrato
consistiria en producir una serie de fraccio-
nes equivalentes como

“2/3=4/6=6/9=.."
(Pirie y Kieren, 1991a, p. 2)

La diferencia entre las acciones del estrato de
observacion de la propiedad y las del estrato
de obtencion de la imagen es la capacidad de
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observar las equivalencias y explicar las téc-
nicas necesarias para desarrollarlas.

En el quinto estrato de comprension, 1lama-
do formalizacion, el estudiante es capaz de
conocer las propiedades para abstraer las cua-
lidades comunes de las clases de imagenes.
En este estrato el estudiante tiene objetos
mentales de clases similares construidos a
partir de propiedades observadas, la extrac-
cién de las cualidades comunes y el abando-
no de los origenes de la accion mental de la
persona (Pirie y Kieren, 1989). La descrip-
cion de estos objetos mentales de clases si-
milares tiene como resultado la produccién
de definiciones matematicas completas. Fl
lenguaje que se utiliza para describir un con-
cepto no tiene que ser un lenguaje matemati-
co formal; sin embargo, las descripciones
generales proporcionadas por los estudian-
tes deben ser equivalentes a una definicion
matematica adecuada. Puede ser que en este
estrato se emplee la descripciéon de Michener
(Michener, 1978) sobre el primero de un pa-
saje de tres fases para lograr la comprension
total. Este primer estrato consiste en que el
estudiante se familiarice con el concepto y sus
conceptos circundantes. Se presenta la adqui-
sicion de las definiciones, pero el interés se
mantiene en el concepto particular, y el al-
cance de las conexiones entre éste y otros
conceptos se mantiene como minimo y local.
Respecto a las fracciones, el estudiante ahora
puede hablar de fracciones como una clase
de objetos formales no conectados con ejem-
plos especificos, y representar esta clase en
términos de a/b en el estrato de formalizacion.
El estudiante también puede visualizar las
fracciones como un conjunto de nimeros o
entidades generales que no estan orientadas
por una accién.

El siguiente estrato de comprension, la ob-
servacion, permite la capacidad de conside-
rar y utilizar como referencia el pensamiento
formal de la persona. Mas alla de la relacion

del estudiante en la meta-cognicion, el estu-
diante también es capaz de observar, estruc-
turar y organizar los procesos de pensamiento
personales, asi como reconocer las ramifica-
ciones de los procesos del pensamiento. En
este estrato, el estudiante puede producir
verbalizaciones relacionadas con la cog-
nicion, sobre el concepto formalizado. Esta
descripcién hace eco en la segunda etapa
propuesta por Michener (1978), en la cual el
estudiante obtiene una conceptualizacion ge-
neral del sujeto y su desarrollo. En particular,
la importancia reside en los “elementos y
relaciones dentro de los espacios de repre-
sentacién y la teoria como un todo; esto
tiene como resultado una vision general”
(Michener, 1978, p.376). El estudiante com-
bina las definiciones, ejemplos, teoremas y
demostraciones para identificar los compo-
nentes esenciales, las ideas de conexiony los
medios para cruzar entre dichas ideas. En el
caso de las fracciones, el estudiante ha pro-
gresado en la produccion de verbalizaciones
relacionadas con la cognicion, conectadas con
las fracciones en el estrato de la organizacion.
En ese momento, el estudiante puede obser-
var que “No hay fracciones de medios mas
pequefias” (Pirie y Kieren, 1992b, p. 247).
Dicha observacién es distinta a partir del co-
nocimiento del estrato de observacion de la
propiedad, cualquier fraccion de medios pue-
de hacerse mas pequefia debido a que puede
doblarse a la mitad; o la conceptualizacion
del estrato de la obtencion de la imagen so-
bre que, en varios dobleces se producen pie-
zas mas pequeiias.

Una vez que se es capaz de organizar las ob-
servaciones formales de una persona, las ex-
pectativas naturales son determinar si la
observacion formal es verdadera. Después de
que el estudiante logré dicha conciencia, pue-
de explicar la interrelacion de dichas obser-
vaciones mediante un sistema axiomatico
(Pirie y Kieren, 1989). Este estrato se llama
estructuracion. En este estrato, la compren-
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sién del estudiante trasciende el tema par-
ticular para la comprension que se encuentra
€n una estructura mayor. Este estrato de
estructuracion aparece bien correlacionado
con la tercera etapa descrita por Michener
(1978). En esta tercera etapa, el estudiante
comienza a observar la relacion entre distin-
tos sujetos; realiza ciertas preguntas sobre
ideas subyacentes; axiomas y ejemplos; rela-
ciona estas ideas subyacentes a través de
varios dominios y percibe la interconexion
de diversas teorias. Por lo tanto, en el estra-
to de la estructuracion, las fracciones se con-
ciben como mas alla de las entidades fisicas
asociadas con el estrato de creacion de una
imagen, las equivalencias orientadas a la ac-
cidn y asociadas con el estrato de observacion
de las propiedades, y el resultado de los algo-
ritmo formales asociados con el estrato de
formalizacion. El estudiante seria capaz en ese
momento de concebir las pruebas de las pro-
piedades asociadas con las fracciones, tales
como el cierre de las fracciones de medios en
relacion con la suma, en las que la suma de
fracciones se observa como una propiedad
logica seguida de otras propiedades logicas
(Pirie y Kieren, 1991a, 1992b).

El anillo exterior del modelo de Pirie y Kieren
sobre la comprension matematica se llama
invencion (inventizing). Originalmente cono-
cida como invencion (inventing), el nombre
de este estrato cambi6 al término actual para
distinguir las actividades asociadas con este
estrato y las inversiones que pueden presen-
tarse en las capas menores de la comprension
(Pirie y Kieren 1994b). Como resultado, el
uso de la invencion no implica que una per-
sona no puede inventar en otros niveles, sino
que se utiliza para indicar la capacidad de li-
berarse del conocimiento estructurado que
representa la comprension total y crear pre-
guntas totalmente nuevas que tendran como
resultado el desarrollo de un concepto nue-
vo. En este estrato, la comprension matema-
tica del estudiante es infinita, imaginativa y

llega mas all4 de la estructura actual para con-
templar las preguntas de “;qué pasaria si?”
Esta pregunta tiene como resultado el uso, por
parte del estudiante, de un conocimiento es-
tructurado como un conocimiento primitivo,
al investigar mas alld del dominio de explo-
racion inicial. Por ejemplo, la extension de la
notacion fraccionaria a/b para a + bi a a/b/c/d
para a + bi + ¢j + dk llevo al matematico
Hamilton de una comprension estructurada de
los ntimeros complejos a un nuevo sistema
llamado cuaterniones (Pirie y Kieren, 1991a).

2.2 Construcciones del modelo de Pirie
y Kieren sobre la Comprensién.

El modelo de Pirie y Kieren sobre la com-
prensioén contiene un dinamismo inherente
que resulta aparente en varios componentes.
En particular, la parte central del modelo, el
conocimiento primitivo, tiene una cualidad
dindmica subyacente. Por ejemplo, Pirie y
Kieren (1990), definen este cambio en la si-
guiente afirmacion:

Una consecuencia obvia de este modelo
es que los niveles externos crecen en for-
ma recursiva desde los niveles internos,
pero el conocimiento a un nivel exter-
no permite, y de hecho retiene, los niveles
internos. Los niveles externos se insertan
y envuelven a los internos. De hecho, esta
es una teoria de la relatividad de la com-
prension y, por lo tanto, una- caracteristi-
ca particular de la actividad primitiva [que
en otros documentos se conocera como
conocimiento primitivo], es que los obser-
vadores pueden considerar lo que deseen
como el enfoque de este nivel. Por e¢jem-
plo, se podria observar a una persona du-
rante el nivel de invencidn (inventing)
[que mas adelante se conocera como in-
vencion (inventizing)] como si tuviera su
comprension previa total como una nue-
va accion primitiva [conocimiento primi-
tivo]. Una consecuencia principal de esta
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linea de pensamiento es que, para un
observador, la comprension tiene una cua-
lidad fractal. Se puede observar la com-
prension de una persona “dentro” de la
accion primitiva [conocimiento primitivo]
y observar la misma estructura nivelada
(p-5)

A partir de esto, se puede ver que Pirie y
Kieren observan el centro interno, llamado
conocimiento primitivo, como una composi-
cion de modelos completos, similares a 1a to-
talidad. Esta propiedad otorga al centro
interno el atributo de: caracteristica fractal
que se hace evidente en la Figura 2. Este en-
tretejido sefiala la importancia de la informa-
cién que se encuentra en el centro interno,
debido a que la informacidn restringe el co-

.nocimiento de una persona a los estratos ex-
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ternos.(Pirie y Kieren, 1989). Como resultado,
este conocimiento central puede ayudar bené-

ficamente a un estudiante en la comprension
de un concepto, o dificultar la compren-
sién del estudiante al actuar como un obstacu-
lo (Mack, 1990; Resnick et al., 1989).

La caracteristica mas importante del modelo
de Pirie y Kieren sobre la comprension es el
proceso dindmico de redoblar. Cuando uno
se encuentra con un problema cuya solucién
no se puede encontrar en forma inmediata,
debe observarse la necesidad de volver a do-
blar para llegar a una estrato mas interno y
para extender la comprension actual e inade-
cuada de la persona. El proceso de volver a
doblar para llegar a un estrato mas interno
provoca la reexaminacion de la comprension
de un estrato en una forma diferente, a partir
de las acciones que aparecieron originalmen-
te cuando se trabajé en dicho estrato. La di-
ferencia es cualitativa y realmente distinta
debido a la motivacion asociada con volver a

Figura 2. Una representacion diagramatica del modelo para la evolucion
de la comprension matemadtica que ilustra la naturaleza similar-a si misma del centro
interno llamado conocimiento primitivo.
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doblar y la comprension desarrollada de los
anillos externos (Pirie y Kieren, 1991a,
1992a). Como resultado, la extensién de la
comprensién de una persona no es simple-
mente un producto de la generalizacién de
actividades de estratos determinados, ni una
consecuencia de la abstraccion reflexiva de
la comprension de la persona para obtener un
nuevo estrato externo, sino que mas comtn-
mente, la extension se presenta doblando de
nuevo hasta que repetidamente se reconstru-
ya y reorganice el conocimiento del estrato
interno de la persona, y de esta manera se
extienda mas aln la comprension del estrato
externo. De acuerdo con Pirie y Kieren
(1992b), dicho proceso es similar a la recons-
truccidén de un esquema existente descrito por
Sfard (1991) y Harel y Tall (1991).

Otra construccion del modelo identifica la
complementariedad de un proceso y la accion
orientada a la forma. Cada uno de los estra-
tos, mas alla del estrato del conocimiento pri-
mitivo, contiene una complementariedad de
forma y proceso, segin se identifica en la Fi-

gura 3.

Pirie y Kieren explican que se debe exhibir la
accioén orientada a la forma para que funcio-
ne completamente en un estrato (Kieren,
1990; Pirie y Kieren, 1990, 1994b).

Estas acciones orientadas a la forma se pre-
sentan como una demostracion de un agente
externo que intenta determinar el estrato de
comprension en el que un estudiante se en-
cuentra operando. Por lo tanto, la ausencia
de la accion complementaria que se presenta
en el estrato no demuestra que el estudiante
esté trabajando en una estrato en particular.
Pirie y Kieren (1991a) ampliaron esta nocion
y reetiquetaron los diagramas que se mues-
tran en la Figura 4 para permitir un analisis
mas sencillo de los estratos mezclados y
laminares, asi como los complementos de
actuacion y expresion de los mismos. En par-
ticular, Pirie y Kieren (1994b) afirman que si
los estudiantes realizan sélo acciones sin la
expresion correspondiente, entonces sus com-
prensiones se inhiben y no pasan al siguiente
estrato.

El estrato de creacion de imagen estd com-
puesto por los elementos complementarios
llamados realizacion de la imagen y andlisis
de la imagen. El estudiante que realiza una
imagen observa el trabajo previo como un tra-
bajo completo, y no regresara a él; mientras
que, un estudiante que revisa una imagen se
relaciona con la alteracién constructiva de la
conducta anterior, sin que necesariamente siga
un patron (Pirie y Kieren, 1991a). La realiza-
ci6n de una imagen puede parecer en un inicio

Figura 3. Los elementos complementarios de nivel interno.
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mas definida debido a que la ocupacion en

. cualquier actividad pareciera una realiza-
cion de imageh. Sin embargo, la realizacion
de imagen, de acuerdo con Pirie y Kieren
(1994b), consta s6lo de acciones potencial-
mente fructiferas relacionadas con la realiza-
cién intencional de algln tipo de imagenes
para un concepto.

El estrato de comprension de una imagen tiene
dos elementos complementarios, visualiza-
cion de una imagen y expresion de una ima-
gen. El acto de la expresion de una imagen
ha unido ejemplos previos y tiene un patron,
mientras que la conducta de expresion de la
imagen articula el patrén asociado con una
imagen (Pirie y Kieren 1991a). En particular,
cuando se actia en la visualizaciéon de una
imagen, un estudiante identifica un elemento
discrepante como un elemento no relaciona-
do con la imagen mental del estudiante, pero
no es capaz de expresar porqué. Por otro lado,
la expresion de la imagen relaciona al estu-
diante en la articulacion de la imagen y el ra-
zonamiento de que el elemento discrepante
no se adecua a una imagen (Pirie y Kieren,
1994b). En el estrato de observacién de la
propiedad, las dos complementariedades son

Al: Andlisis de Imagen
El. Expresion de una Imagen

istro de la P

JM: Justificacion del Método

DC: Descripcion de las Caracteristicas
DT: Demostracién de un Teorema

la prediccion de la propiedad y el registro
de la propiedad. El acto de la prediccion de
la propiedad relaciona la imagen con una pro-
piedad observada por el estudiante, y el regis-
tro de la propiedad es un acto que incorpora
dentro de la estructura cognitiva del estudiante
la propiedad observada como algo que exis-
te y parece funcionar. De acuerdo con Pirie
y Kieren (1994b), tanto el estrato de la ob-
tencién de la imagen como el estrato de la
observacién de la propiedad tienen una ca-
racteristica particular que los distingue de
otros estratos. En estos dos estratos, las
nociones de “actuacién” producen compren-
siones temporales, en el sentido de que éstas
pueden disminuir a través del tiempo si no
se coordinan con sus nociones de “expresion”
complementarias. Como resultado, la falta
de una actividad de “expresion” parece obs-
truir un movimiento més alla de sus imagenes
previas y, por lo tanto, de estratos mas eleva-
dos en su modelo (Pirie y Kieren, 1994b).

En el estrato de la formalizacién, la aplica-
cion del método y la justificacion del método
son dos elementos complementarios, mien-
tras que el estrato de observacion contiene las
complementariedades de la identificacion de

CT: Cmoclmlentode IPn'mutlvo
£ Gomprenscn oeaimoge
de la Propiedad
F: Formalizacion
: Obsenacion
E: Estructuracion
I Invencién

RI: Realizacion de ta Imagen
VI Visualizacion de la imagen
PP: Prediccion gg' Ia& Propiedad

AM: Aplicacién étodo
IC: Identificacién de las Caracteristicas
CT: Conjetura de un Teorema

Figura 4. Anillos con complementos de actuacion y expresion identificados.
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las caracteristicas y descripcion de las ca-
racteristicas (Pirie y Kieren, 1994b). E1 dlti-
mo estrato que contiene complementariedades
es el estrato de estructuracion y contiene la
conjetura de un teorema y la demostracion
de un teorema (Pirie y Kieren, 1994b). Las
complementariedades para estos tres estratos
de sumodelo se definen sin ninguna otra des-
cripcién mas alla de la presentacion de térmi-
nos ilustrativos respecto a Pirie y Kieren
(1994b).

La ultima construccién del modelo son los
anillos mas oscuros llamados limites de falta
de necesidad. Estos limites se refieren al paso
del estudiante hacia una comprension mas
elaborada y estable que no requiere necesa-
riamente los elementos de los estratos mas
bajos (Pirie y Kieren, 1992b). Por ejemplo,
una vez que los estudiantes han cambiado al
estrato de obtencion de la imagen, ya no re-
sulta necesario obtener ejemplos de creacion
de imagen o elementos a partir del estrato del
conocimiento primitivo. Una persona que se
encuentra en el estrato de obtencion de ima-
gen, se encuentra en un estrato cualitati-
vamente distinto de comprension cuando se
involucra activamente en las actividades de
visualizacion de la imagen y expresion de la
imagen en la que el estudiante no necesaria-
mente visualiza un objeto matematico como
resultado de una actividad de realizacién, sino
como una entidad con caracteristicas identifi-
cables (Pirie y Kieren, 1991a). El cambio
de un estrato de realizacion de la imagen ha-
cia un estrato de obtencion de la imagen, in-
volucra un cambio cualitativo en los procesos
de pensamiento asociados. El estudiante ha
cambiado de los estratos asociados con el co-
nocimiento no consciente al pensamiento
consciente. Por lo tanto, moverse en limites
de “falta de necesidad” significa un impor-
tante cambio cualitativo en la comprension
de la persona. También se presentan cambios
cualitativos similares cuando se alcanzan
los estratos de formalizacion o de estructura-

cion, debido a que ya no hay necesidad de
una imagen o de un significado concreto para
la actividad matematica. Sin embargo, la su-
peracion de un limite de “falta de necesidad”
no implica que el estudiante quiza nunca re-
grese a ese nivel bajo de comprension. De
hecho, estos limites de “falta de necesidad”
generalmente se cruzan nuevamente durante
los momentos en que se vuelve a doblar para
reorganizar y reconstruir las comprensiones
de niveles mas bajos, con el fin de expandir
las comprensiones de niveles mas externos.

3. Teoria APOE de Dubinsky

La propuesta de Piaget sobre el proceso de
abstraccion reflexiva como-la clave de la
construccion de los conceptos 16gico-mate-
maticos, influyeron el desarrollo de Dubinsky
sobre la teoria de Accion-Proceso-Objeto-
Esquema (teoria APOE). En esta teoria, el
desarrollo de la comprension “... comienza
con la manipulacion de los objetos fisicos o
mentales previamente construidos para for-
mar acciones; las acciones se interiorizan para
formar procesos que se encapsulan para for-
mar objetos. Los objetos se pueden volver a
desencapsular hacia el proceso desde el cual
se formaron. Finalmente, las acciones, los
procesos y los objetos se pueden organizar
en esquemas” (Asiala et al., 1996, p. 8). El
mecanismo de la construccion de estos esque-
mas, la abstraccion reflexiva, es el corazon
de la teoria APOE debido a que separa las
propiedades conectadas e identifica los ele-
mentos salientes que comprenden el concep-
to en forma separada del contexto. En
particular, la abstraccion reflexiva extiende
la construccion de conexiones entre los con-
ceptos abstraidos y constituye una estructura
fuera de las abstracciones relacionadas.

De acuerdo con Dubinsky (1991), existen cin-
co distintos tipos de construcciones de Piaget
que son esenciales para desarrollar concep-
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tos matematicos abstractos —generalizacion,
interiorizacidn, encapsulamiento, coordina-
cion y reversion—. La quinta construccion,
la reversién, que se considera como un ele-
mento crucial para el pensamiento matemati-
co avanzado desde la perspectiva APOE, no
fue parte de la descripcion de Piaget sobre la
abstraccion reflexiva, a pesar de que estaba
contenida en sus escritos (Dubinsky, 1991).
Las acciones que se presentan describen los
componentes de la teoria APOE, definen sus
diversas construcciones y relacionan los com-
ponentes y construcciones.

3.1 Elementos de la teoria APOE.

Dubirisky propone que un esquema es mas
que una entidad estética, debido a que conti-
nua siendo inseparable de su propia evolu-
cion continua y dindmica. La Figura 5 muestra
la estructura de un esquema e identifica las
construcciones que influyen.

La piedra angular mas importante de la com-
prension es la accion (similar a los esquemas
de accion de Piaget). Asiala et al. (1996) iden-
tifica que la comprensién de un concepto
matematico se origina mediante la manipula-
cion de objetos fisicos 0 mentales previamente

construidos para formar acciones. Una accion
se equipara con cualquier operacion mental o
fisica repetible que transforma de alguna
manera un objeto fisico 6 mental. Como re-
sultado, las acciones tienden a ser algoritmicas
pornaturaleza y en forma externa (Clark et al.,
1997). Enrelacion con el concepto de funcion,
un estudiante puede concebir una funcién
como algo relacionado con la aparicion de
nimeros en una expresion algebraica y el
calculo de los valores resultantes. Dicha con-
ceptualizacion parece ser restringida y estatica
debido a que continfia inexorablemente vin-
culada a las evaluaciones individualizadas que
se presentan una a la vez.

A pesar de que una concepcion de la accion
parece tener un enfoque limitado, la construc-
cion de la comprension resulta un elemento
necesario, debido a que las acciones se reali-
zan en objetos matematicos dentro del ambito
de experiencia del estudiante. Conforme una
accion se interioriza a través de una secuen-
cia de repeticion de la accion y el reflejo de
la misma, la accion ya no se maneja por in-
fluencias externas, pues se vuelve una cons-
truccion interna llamada proceso (similar a
las operaciones de Piaget). El logro de esta
concepcidn de proceso indica que el estu-
diante puede reflejar el proceso, describirlo e

Interiorizacion
Accidn
OBJETOS PROCESOS
Coordinacién
inversa
Encapsulacion
Generalizacion

Figura 5. Esquemas y su construccion.
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incluso revertir los pasos de transformacion
sin requerir el estimulo externo (Asiala et al.,
1996). En particular, el estudiante puede
utilizar este proceso para obtener nuevos pro-
cesos, ya sea mediante la coordinacion o la
reversion. La coordinacion de los procesos
multiples relacionados da como resultado la
construccion de nuevos procesos. En distin-
tas ocasiones, resulta necesario para el estu-
diante encontrar elementos de un nuevo tema
y reconocer las estructuras subyacentes que
permiten la aplicacion de diversos procesos
desarrollados en un contexto distinto. Ade-
mas, existen situaciones en las que el estu-
diante encuentra temas que requieren la
composicion de procesos aparentemente no
relacionados para crear una estructura mas
compleja (Dubinsky, 1991). Por otro lado, la
reversion permite al estudiante concebir un
nuevo proceso que deshaga la secuencia de
transformaciones que comprenden el proce-
so inicial. La reversion es, esencialmente, la
construccion de un proceso que €8 una con-
traorden de un proceso internalizado. Por
ejemplo, con respecto al concepto de funcion,
un estudiante puede vincular dos o més pro-
cesos juntos para producir una funcién com-
puesta que coordine diversos procesos en un
proceso singular o que revierta una funcioén
para obtener lo inverso de la funcién. Ade-
mas, el fortalecimiento de una concepcion de
proceso permite un mayor acceso del estu-
diante a las nociones como las de uno-a-uno
y otras.

Cuando el estudiante puede reflejarse en un
proceso y transformarlo por medio de una
accion, el proceso se considera como encap-
sulado para convertirse en un objeto. De
acuerdo con Sfard y Linchevski (1994), el
proceso de reificacién es casi un sinénimo
del encapsulamiento. Una vez encapsulado,
el objeto existe en la mente del individuo y
necesita la asignacion de una etiqueta para el
objeto (Dubinsky et al., 1994). La etiqueta
resultante permite al estudiante nombrar el

objeto y conectar dicho nombre con el proceso
a partir del cual se construy6 el objeto perse-
guido; esta vision dual del objeto resulta esen-
cial debido a que el estudiante necesita ser
capaz de desencapsular un objeto y regresar
al proceso en una forma anterior a su encap-
sulamiento. El desencapsulamiento permite al
estudiante utilizar las propiedades inherentes
al objeto para realizar nuevas manipulacio-
nes a partir de él. Por ejemplo, respecto a las
funciones, un estudiante debe facilitar el
encapsulamiento de procesos a objetos y de-
sencapsulamiento de objetos a procesos cuan-
do se consideran manipulaciones como la
suma, multiplicacion por la creacion de con-
juntos de funciones (Asiala et al., 1996).

El elemento final de la teoria APOE, el es-
quema, es una coleccion de procesos y obje-
tos (Dubinsky et al., 1994). Esta coleccién
puede ser mas o menos coherente, pero el
estudiante la utiliza para organizarse, com-
prender y crear un sentido del fenomeno o
concepto observados. Como resultado, un
€squema contiene generalmente otros esque-
mas subordinados para abarcar varios puntos
de un dominio particular. El término esque-
ma tiene fuertes conexiones con el uso que
da Piaget al término esquema (schemata)
que se relaciona con las descripciones de ima-
gen del concepto de Tall y Vinner (Asiala et
al., 1996). Sin embargo, los esquemas desig-
nados por Dubinsky et al.(1994) correspon-
den a los esquemas tematizados de Piaget, los
cuales indican que la coleccion fusionada en
un objeto en el cual pueden tener lugar accio-
nes. En particular, estos esquemas son repre-
sentaciones mentales de los conceptos, dado
que existen en la mente del estudiante. Como
resultado, Dubinsky et al.(1994) sefiala que
“Un esquema puede utilizarse para resolver
una situacion problematica desempacandolo
y trabajando con los procesos y objetos del
individuo. Un esquema también puede tratarse
como un objeto en el sentido de que se pue-
den aplicar en acciones y procesos” (p. 271).
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Esta capacidad de concebir un esquema como
un objeto de acuerdo al cual las acciones y
los procesos pueden transformar el esquema,
infiere una cualidad fractal con esquemas que
contienen otros esquemas como elementos.

En particular, los esquemas son estructuras
de organizacion que incorporan las acciones,
procesos, objetos y otros esquemas que el
estudiante invoca para resolver una situacion
problematica de las matematicas. La construc-
cién de dichas estructuras requiere un meca-
nismo llamado generalizacion, el cual permite
un alcance mas amplio de la utilizacién del
esquema, y que también recibe el nombre de
generalizacion expansiva por parte de Harel
y Tall (1991). En particular, la generalizacién
de un esquema ya construido se presenta
cuando el estudiante amplia el ambito de apli-
cacion sin cambiar la estructura del esquema.
Piaget se refiere a dicha construccién como
una asimilacién reproductiva o generalizada,
y la llamé la generalizacion extensional
(Dubinsky, 1991). Dicha generalizacion es la
forma més simple y familiar de la abstrac-
cion reflexiva, debido a que se relaciona con
la aplicacion de un esquema ya existente para
un nuevo conjunto de objetos.

Mas recientemente, Clark et al. (1997), mien-
tras investigaban la construccion de la com-
prension de la regla de la cadena de un
estudiante, intentaron utilizar esta nocion de
esquema para negociar entre los miembros del
equipo de investigacion RUMEC las expli-
caciones sobre las comprensiones exhibidas
por el estudiante. Sin embargo, se volvio6 apa-
rente durante este intente de clasificar las res-
puestas del estudiante, que las descripciones
de las acciones, procesos y objetos eran insu-
ficientes en este contexto. En respuesta, Clark
et al. (1997) sefial6 que “en el curso de estas
negociaciones, nos percatamos que las Accio-
nes, Procesos y Objetos por si mismos no eran
suficientes para describir 1a comprension del
estudiante sobre la regla de la cadena” (p.

353). En esencia, para el concepto de laregla
de la cadena que incorpora distintos subcon-
ceptos, la teoria APOE no proporciona una
explicacion lo suficientemente solida para los
distintos matices encontrados, ya que no es
el resultado del encapsulamiento de un solo
proceso.

Clark et al. (1997) regresé a los escritos de
Piaget y Garcia para analizar el mecanismo
triado que resulta util en la descripcion del
desarrollo del esquema. Este mecanismo de-
fine tres etapas particulares en el desarrollo
de un concepto: Intra, Inter y Trans. “La eta-
pa Intra se caracteriza por el enfoque de un
solo objeto en aislamiento desde otras accio-
nes, procesos y objetos. La etapa Inter se ca-
racteriza por el conocimiento de las relaciones
entre las distintas acciones, procesos, objetos
y/o esquemas. Consideramos que es util 1la-
mar “preesquema’ a la coleccién que se en-
cuentra en la etapa Inter del desarrollo.
Finalmente, la etapa Trans se caracteriza por
la construccién de una estructura coherente
que subyace en algunas de las relaciones des-
cubiertas en etapa Inter del desarrollo” (Clark
et al., 1997, pp. 353-354). Esta mejora del
concepto de esquema permitié a Clark et al.
(1997) explicar las acciones y afirmaciones
de los estudiantes respecto a la regla de la
cadena, asi como-a McDonald, Mathews y
Strobel (2000) les permiti6 estudiar el desa-
rrollo cognitivo del concepto de sucesion.
Como consecuencia, la nocién de esquema
continuia siendo reexaminada y redesarrollada
conforme evoluciona la teoria.

3.2. Construcciones de la teoria APOE.

La construccion de la comprension desde la
perspectiva APOE, pasa por varias etapas ma-
nejadas por impulsos externos que después
se internalizan y se reflejan, para finalmente
organizarse. En particular, Asiala et al. (1996)
definieron el desarrollo del conocimiento ma-
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tematico desde la perspectiva de la teoria
APOE de la siguiente forma:

El conocimiento matematico de un indi-
viduo es su tendencia a responder a los
problemas matematicos percibidos me-
diante el reflejo de los problemas y sus
soluciones dentro de un contexto social y
por medio de la construccién o recons-
truccion de las acciones matematicas, pro-
cesos y objetos, y organizandolos en
esquemas para utilizarlos en la solucion
de situaciones (p. 7).

El acto de lareflexion, una construccion esencial
para la teoria APOE, es la atenci6n consciente
del estudiante para las operaciones que esta
realizando. Este reflejo tiene una funcién in-
tegral en el aprendizaje y en €l conocimiento
debido a que se relaciona con el alcance mas
alla de la contemplacion en la realizacién
particular de técnicas y algoritmos, sin im-
portar su complicacion (Asiala et al., 1996).
En particular, la reflexién proporciona al es-
tudiante una conciencia de la forma en que
trabajan los procedimientos, la apreciacion de
un resultado sin realizar operaciones fisica-
mente, la capacidad de analizar y manipular
variantes algoritmicas y la capacidad de ob-
servar la relacion y organizar la experiencia.
Esta reflexion es una parte integral de la abs-
traccion reflexiva que consta de propiedades
para plasmar en papel durante las situacio-
nes, mediante la atencidn consciente a las ac-
ciones, la interiorizacién de dichas acciones
en procesos, el encapsulamiento de los pro-
cesos en objetos y, finalmente, la organiza-
cion relacionada con acciones, procesos,
objetos en entidades mentales llamadas esque-
mas. En particular, la reflexion de un esque-
ma con intencién de transformarla amplia la
comprension del estudiante generando medios
adicionales para construir un objeto (Asiala
et al., 1996). Por lo tanto, la teoria APOE re-
presenta la construccion de objetos desde dos
fuentes distintas —el encapsulamiento de

los procesos y las reflexiones de los esque-
mas—.

Otra construccién esencial de la teoria APOE
relacionada con los esquemas es la des-
cripcién tedrica llamada descomposicion
genética. El hecho de que los esquemas sean
entidades generales engendrara una de las
dificultades inherentes del analisis de un es-
quema del estudiante. Para superarla, aunque
no por completo, Dubinsky y otros utilizaron
la descomposicion genética de conceptos para
describir los vinculos y las representaciones
con un concepto. Una descomposicion genéti-
ca de un concepto deriva de tres fuentes: los
datos psicologicos, las ideas de Piaget sobre
la formacidn del concepto y la comprension
del concepto apegado a los matematicos
(Dubinsky, 1991). Los datos psicologicos ob-
tenidos a partir de las observaciones de los
estudiantes en medio del aprendizaje del con-
cepto. Las ideas de Piaget sobre las mejoras
decisivas influyeron la construccion y la re-
vision de la descomposiciéon genética del
modelo. Estas mejoras se generaron a partir
de las reflexiones en los experimentos del
aprendizaje, los cuales seguian los ajustes
del modelo y acomodaban de una mejor ma-
nera los fenomenos nuevos y relevantes para
producir un modelo mas rico y representativo.
Debido a que el modelo requiere una menor
modificacion para representar los datos ge-
nerados desde un experimento de ensefianza,
existe mayor evidencia de que el modelo es
descriptivo. Por Gltimo, las descripciones ma-
tematicas de un concepto son esenciales de-
bido a que la descomposicion genética debe
tener sentido a partir de la perspectiva mate-
matica. Sin embargo, de acuerdo con Dubins-
ky (1991), la descomposicién genética no
refleja necesariamente la manera en que un
matematico en particular analizaria el concep-
to para formular un método y ensefiar dicho
concepto. Como resultado, una descomposi-
cion genética es una descripcion idealizada
de las representaciones, vinculos, objetos,
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procesos y acciones esperadas matematica-
mente, que casi siempre se atribuyen al con-
cepto. Ademas, la descomposicion genética
proporciona un trayecto posible para la for-
macion de un concepto por parte del estudian-
te; sin embargo, puede no ser representativa
de la trayectoria que tienen todos los estudian-
tes (Dubinsky, 1991).

Asiala et al. (1996) afirman que “Nuestra
comprension tentativa sugiere que el esque-
ma del concepto de un individuo incluye su
vision del concepto, la cual esta descrita por
la descomposicion genética, asi como otros
conceptos percibidos para vincularse al con-
cepto en el contexto de las situaciones pro-
blematicas” (p. 12). Como resultado, el
esquema de] estudiante puede o no represen-
tar la totalidad, o incluso una parte, de la des-
composicién genética. Este esquema puede
no contar con los elementos esenciales o con-
tener elementos que no se consideran mate-
maticamente conectados al concepto. Sin
embargo, como sefiala Dubinsky (1991) “No
es posible observar directamente ninguno de
los esquemas del sujeto o de sus objetos y
procesos. S6lo podemos inferirlos desde nues-
tras observaciones de los individuos, los cua-
les pueden o no traerlos para que resuelvan
los problemas —situaciones en las cuales el
sujeto busca una solucidn o trata de entender
un fenémeno—. Pero estos mismos actos o
el conocimiento y la solucion de problemas
o las nuevas preguntas y la creacion de nue-
vos problemas son los medios (en nuestra opi-
nién, los Unicos medios) a través de los cuales
el sujeto construye un nuevo conocimiento
matematico” (p. 103). Como resultado, la
intencién de descubrir un esquema del estu-
diante mediante la presentacion de nuevas
tareas, la observacion de las manifestacio-
nes externas y larealizacion de las inferencias
sobre las acciones, procesos, objetos y esque-
mas internos a partir de ellos parece ser inutil.
La inutilidad surge de la posibilidad de que la
relacion con una tarea motiva la reorganiza-

cién del pensamiento. Sin embargo, las res-
puestas consistentes a través de diversas ta-
reas indican que el estudiante asimilé una
porcion de un esquema ejemplificado en
una descomposicion genética.

4. Analisis de los elementos
compartidos y distintivos

El modelo de Pirie y Kieren sobre la evolu-
cién de la comprension y la teoria APOE de
Dubinsky tiene varios elementos isomorfos
entre si y algunos de ellos que son diferentes.
Por ejemplo, se puede analizar por qué el
modelo de Pirie y Kieren sobre la evolucion
de la comprension matematica y la teoria
APQE de Dubinsky satisface el criterio aso-
ciado con el estatus de una teoria, comparar
los origenes de ambas teorias, relacionar sus
estructuras organizacionales, examinar los
vinculos de las teorias alternativas de la com-
prension y analizar la implementacion de teo-
rias respecto a las practicas de evaluacion e
instruccion. Como resultado, los siguientes
incisos identificaran estas cualidades compa-
rables, asi como las cualidades que distinguen
ambas teorias.

4.1. ;Por qué estos dos marcos satisfacen
el criterio para una teorfa?

Antes de pasar a la pregunta de si el modelo
de Pirie y Kieren y la teoria APOE realmente
satisfacen el criterio de una teoria, se requie-
re aclarar algunos términos. Un modelo es una
representacion Gtil solo en el grado en el que
describen los vinculos entre los objetos re-
presentados y organiza una estructura que nos
ayude a comprender dichos objetos. En ge-
neral, un modelo puede ocultar sistematica-
mente caracteristicas particulares con la
intencion de simplificar relaciones y, por lo
tanto, dejar de representar gran parte de la
situacion. Como consecuencia, el modelo pro-
porciona una descripcion de la realidad para
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trabajarla que se enfoca en los objetos y en sus
relaciones sin ostentar una verdad absoluta.
De la misma manera, una feoria no afirma
ser una verdad absoluta y sus explicaciones se
enfocan en el nivel de mecanismo. Esto es,
se enfocan en meta-relaciones en vez de los
objetos representados en una situacion par-
ticular, mientras que aun lucha con la des-
cripcion del fenémeno complejo que se esta
trabajando. Por tiltimo, el término marco tes-
rico que se ha utilizado en este documento es
una descripcion de un modelo o teoria que no
se ha analizado de acuerdo con el criterio de
Schoenfeld (2000).

Asi que ;Cual es el criterio de Schoenfeld?
De acuerdo con Schoenfeld (1998), existian
tres criterios que podian definir si un marco
tedrico podia clasificarse como una teoria:
el poder explicativo, el poder predictivo y el
alcance. Estos tres criterios se expandieron
segun Schoenfeld (2000) para incluir: (a)
poder descriptivo, (b) poder explicativo, (c)
alcance, (d) poder predictivo, (e) rigor y es-
pecificidad, (f) susceptible de falsacion, (g)
capacidad de replicabilidad y (h) varias fuen-
tes de evidencia (“triangulacién’). Cada uno
de estos requisitos se definira y se presentara
un an4lisis de la manera en que el modelo de
Pirie y Kieren sobre la evolucion de la com-
prension matematica y la teoria APOE de
Dubinsky satisfacen este criterio.

4.1.1 Poder descriptivo.

El poder descriptivo se relaciona con la ca-
pacidad del marco tedrico para capturar las
caracteristicas esenciales bajo investigacion,
en formas que permiten un andlisis fidedig-
no del fenémeno que se esta describiendo
(Schoenfeld 1998). Resulta claro que tanto el
modelo de Pirie y Kieren sobre la evolucion
de la comprensién y la teoria APOE de
Dubinsky satisfacen este primer criterio. Pirie
y Kieren utilizan transcripciones de entrevis-
tas e imagenes gréaficas para definir el fen6-

meno de un estudiante entre los niveles de su
modelo para identificar los tipos de compren-
sion utilizados para resolver diversas pre-
guntas durante los procesos de una entrevista.
De la misma manera, la teoria APOE de
Dubinsky utiliza técnicas de recoleccion
de datos orales y escritos para formar un do-
cumento descriptivo que clasifique el nivel
de comprension alcanzado por el estudiante.
En este sentido, ambas teorias proporcionan
suficiente descripcién por la cual un lector
puede interpretar la teoria y reconocer los
datos correspondientes a las conclusiones.
Ambas teorias proporcionan al observador de
las acciones 0 expresiones externas del estu-
diante un medio de recolectar, organizar y
analizar dichas observaciones. Al mismo
tiempo, ambas son incompletas, pues dejan
sin explicar elementos periféricos y descri-
ben asuntos focales.

4.1.2. Poder explicativo.

El poder explicativo se refiere a la capacidad
del marco para explicar los mecanismos-des-
cripciones de como y por qué las cosas se jun-
tan y funcionan. De acuerdo con Schoenfeld
(2000), las explicaciones proporcionan las
razones subyacentes del porqué un estudian-
te puede o no realizar una tarea en particular.
En esencia, una teoria debe contener térmi-
nos precisos y descriptivos que indiquen los
objetos importantes de la teoria, sus interrela-
ciones y las razones por las que ciertas cosas
en particular pueden ser posibles o no.
Dubinsky y McDonald (2001) argumentan
que el poder explicativo de la teoria APOE
reside en la capacidad de la teoria para sefia-
lar las construcciones mentales particulares
de las acciones, procesos, objetos y/o esque-
mas que un estudiante parece realizar, a pe-
sar de que otro no lo haya hecho. De una
manera similar, la teoria de Pirie y Kieren les
permite explicar las diferencias en el desem-
pefio del estudiante, basados en el nivel de
comprensioén correspondiente a los concep-
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tos anteriores. Por ejemplo, en Pirie y Kieren
(1992a), ellos marcan una diferencia entre el
desempefio de los estudiantes basados en su
capacidad para trabajar con “tercios”, con ba-
se en las acciones y expresiones externas del
estudiante proporcionando una indicacion de
diferencias en los estratos de operacion. En
particular, su teoria sefiala las imagenes de-
sarrolladas, las relaciones observadas entre
imégenes, las descripciones formalizadas
de dichas relaciones, etc., como explicacio-
nes de las variaciones en el desempefio del es-
tudiante.

4.1.3. Alcance.

El alcance se relaciona con el rango del fené-
meno que analiza la teoria. En esencia, una
teoria comprensible debe aplicarse a un am-
plio rango de fen6menos mas que en un
concepto localizado. La teoria APOE se ha
empleado ampliamente por parte de Dubinsky
y miembros de su equipo RUMEC en diver-
sos temas como: funciones, algebra abstracta
(operaciones binarias, grupos, subgrupos,
normalidad, grupos cocientes), matematicas
discretas (induccion, permutaciones, sime-
trias, cuantificadores existenciales y univer-
sales), calculo (limites, regla de la cadena,
derivadas, sucesiones infinitas), estadistica
(media, desviacion estandar, teorema del li-
mite central), teoria de nimeros elementales
(valor de lugar en base n, divisibilidad,
multiplos, conversiones entre bases) y frac-
ciones. El nimero de conceptos menciona-
dos sefiala claramente la aplicabilidad de la
teoria APOE a un amplio rango de fenéme-
nos que estdn comunmente vinculados a las
matematicas superiores, a pesar de que se han
investigado unos cuantos temias con nifios
menores (Dubinsky y McDonald, 2001). En
contraste, el modelo de Pirie y Kieren sobre
la evoluci6n de la comprension se enfoca ge-
neralmente en el desarrollo de la compren-
sion en nifios pequefios. Como consecuencia,
el rango del fenémeno para el que se aplica

la teoria de Pirie y Kieren es menor ante la
teoria APOE. Los conceptos tales como las
fracciones, las funciones cuadraticas y otros
contenidos a nivel de estudios medios, han
sido foco de sus investigaciones con un es-
tudio del aprendizaje geométrico en Pirie y
Kieren (1991a). Sin embargo, otros han em-
pleado el modelo de Pirie y Kieren sobre la
comprension con respecto al calculo (Meel,
1995), el conocimiento del algebra abstracta
(Grinevitch, en preparacion) y las interven-
ciones del profesor (Towers, Martin y Pirie
2000) con lo que surge la posibilidad de que
el modelo de Pirie y Kieren pueda aplicarse a
un rango mayor de fendmenos de los concep-
tos matematicos de nivel escolar basico.

4.1.4. Poder predictivo.

El poder predictivo no se encuentra en el ni-
vel de los realizados en las ciencias fisicas,
sino que se refiere a la capacidad de una teo-
ria para proporcionar predicciones razonables
respecto a las acciones y expresiones obser-
vadas con base en informacioén anterior. En
esencia, el poder predictivo permite al inves-
tigador anticipar las respuestas, gracias al
conocimiento previo, antes de que el partici-
pante responda. El modelo de Pirie y Kieren
sobre la evolucion de la comprension se re-
fiere al peso de la informacion previa obteni-
da del estudiante, con el fin de identificar
las imagenes y estructuras construidas por el
mismo. Teniendo esto en mente, la teoria de
Pirie y Kieren sugiere acciones y expresio-
nes potenciales de un estudiante con respecto
a una nueva tarea, con base en su experiencia
con tareas anteriores. Por ejemplo, en Pirie
y Kieren (1992a), se establece lo siguiente
acerca de la estudiante “Sandy, una nifia
superdotada de ocho afios que habia mostra-
do una comprension formalizada con respecto
a las “fracciones de medios”, pareci6 aplicar
un método formal para generar nuevas frac-
ciones” (p. 515). Conforme los estudiantes
utilizaron su conocimiento sobre las “fraccio-
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nes de medios” e intentaron extrapolar esto a
“fracciones de tercios”, resulté claro que la
teoria de Pirie y Kieren permitira a los maes-
tros anticipar las imagenes potenciales desa-
rrolladas y la manera en que sus estudiantes
interactuarian con esas imagenes recién de-
sarrolladas. Otros ejemplos sobre las predic-
ciones probables de las respuestas de los
estudiantes se encontraron en Martin y Pirie
(2000) con respecto a las intervenciones del
profesor. De una manera similar, la teoria
APOE permite el desarrollo de las prediccio-
nes. De acuerdo con Dubinsky y McDonald
(2001), 1a teoria APOE proporciona una opor-
tunidad de realizar predicciones comproba-
bles “de que si una coleccién de acciones,
procesos, objetos y esquemas particulares se
construyen de cierta manera por parte de un
estudiante, entonces este individuo probable-
mente tendra éxito utilizando ciertos concep-
tos matematicos y en ciertas situaciones
problematicas” (p .4). Las tres composiciones
genéticas de los conceptos empleados por la
teoria APOE proporcionan informacion des-
criptiva, asi como los medios para generar
hipdtesis sobre la manera en que se presenta
el aprendizaje y cuales son los elementos que
interactian en el desarrollo de la compren-
sién del individuo acerca de un concepto par-
ticular.

4.1.5. Rigor y especificidad.

El rigor y la especificidad se refiere a la ca-
pacidad de la teoria para identificar claramen-
te los elementos inherentes a la teoria y los
mecanismos que los conectan. De manera
explicita, el rigor y la especificidad se refie-
ren a que los términos y las relaciones de la
teoria estan bien definidos, es decir, si usted
estuviera entrevistando a un estudiante, po-
dria detectar facilmente que éste estuviera tra-
bajando con un estrato en particular, de
acuerdo con el modelo de Pirie y Kieren, o
con una concepcién particular, de acuerdo con
la teoria APOE. Anteriormente se definie-

ron en este documento los elementos y cons-
trucciones del modelo Pirie y Kieren y de la
teoria APOE de Dubinsky. Estas descripcio-
nes no s6lo proporcionan la clasificacion de
los elementos y sus vinculos, sino que identi-
fican sus relaciones con otras perspectivas re-
lacionadas. Como ejemplo de los datos del
estudiante y como un medio de interpretacion
de las conversaciones se encuentra el anali-
sis de la descripcion de Pirie y Kieren (1994b)
de Teresa o Julie trabajando con fracciones,
la descripcion de Pirie y Kieren (1992) de
Sandy, el inciso 7.1.4 de 1a descripcion de Ada
en Brown et al. (1997) que fue un cambio
entre la concepcion de accion y proceso de
un grupo, o la descripcion del capitulo 7 en
Cottrill (1999) que describe a los estudian-
tes, como Tim, Al, Ray, Peg y Jack, desde una
perspectiva de operacion a nivel Intra, Inter o
Trans.

4.1.6. Capacidad de falsacion.

La capacidad de falsacidn se necesita en cual-
quier teoria. En la practica, la capacidad de
falsacion se refiere a que las predicciones rea-
lizadas y los elementos definidos por la teo-
ria deben apegarse al anilisis empirico. De
hecho, tanto el modelo de Pirie y Kieren como
la teoria APOE de Dubinsky no afirman que
sus marcos sean verdad, pero sirven como
lenguaje descriptivo que necesita escrutinio
y comprobacioén. Por ejemplo, Dubinsky y
McDonald (2001) establecen que:

No creemos.que una teoria del aprendizaje
sea una afirmacion de la verdad y, por lo
tanto, puede haber una aproximacién a
lo que realmente esté sucediendo cuando
un individuo trata de aprender uno u otro
concepto matematico, este no es nuestro
enfoque. Por el contrario, nos concentra-
mos en la manera en que la teoria del
aprendizaje de las matematicas puede ayu-
darnos a comprender el proceso de apren-
dizaje al proporcionarnos explicaciones
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del fenémeno que podemos observar en
estudiantes que estan tratando de construir
sus comprensiones de los conceptos ma-
tematicos y sugiriendo direcciones para
la pedagogia, que puedan ayudamos en
este proceso de aprendizaje (p .1).

De la misma manera, Pirie (1988) afirma:

En la actualidad, nunca podemos abarcar
completamente la “comprension” por si
misma. Como Piaget establece (1980)
para todo conocimiento, con cada paso
que nosotros damos para acercarnos a
nuestro objetivo, €l objetivo en si se aleja
y los modelos sucesivos que creamos pue-
den ser solo aproximaciones que nunca
alcanzan el objetivo, y que siempre con-
tinuaran teniendo propiedades sin descu-
brir. Sin embargo, podemos intentar
categorizar, dividir y elaborar facetas
de los componentes de la comprension de
una manera que nos muestre una com-
prension mas profunda del pensamiento
de los nifios (p. 2).

Como consecuencia, ni el modelo de Pirie y
Kieren ni la teoria APOE proclaman la ver-
dad, sino que afirman que proporcionan un
lenguaje para los mecanismos necesarios para
describir el desarrollo en una variedad de pro-
piedades.

Desde esta perspectiva, tanto Pirie como
Kieren y sus colegas, asi como Dubinsky y
sus colegas del RUMEC han continuado rea-
lizando pruebas empiricas de la aplicacion de
sus marcos respectivos a distintos conceptos
matematicos, de acuerdo con una gran varie-
dad de propiedades. Cuando se explore un
nuevo concepto O se examinen nuevas pro-
piedades, los investigadores mejoraran y
adaptaran sus marcos para explicar mejor el
fenémeno y de esta manera trascender las
descripciones anteriores, al mismo tiempo que
mantienen la compatibilidad con las afirma-

ciones previas. De esta manera, estos marcos
proporcionan opticas dinimicas para visuali-
zar situaciones y las interacciones contenidas
dentro de dicha situaciones. Como consecuen-
cia, cualquier cambio a su veracidad debe
enfocarse en la consistencia interna del mar-
co y en su capacidad para interpretar situa-
ciones de acuerdo con dichas restricciones.

4.1.7. Capacidad de replicacion.

La capacidad de replicacion se encuentra muy
unida al rigor y a la especificidad. De acuer-
do con Schoenfeld (2000) “Hay dos conjun-
tos relacionados de problemas: (1) Pasard lo
mismo si las circunstancias se repiten? (2)
(Otros, con la capacitacion adecuada, veran
lo mismo en estos datos?” (p. 648) En parti-
cular, la capacidad de replicacion se relacio-
na con la capacidad del marco para describir
conductas similares en forma similares, asi
como grupos distintos de investigadores ca-
pacitados en un marco particular, observan-
do y describiendo eventos similares con
lenguaje similares. Esto es, que el marco debe
definirse lo suficientemente bien para que
otros puedan observar los mismos datos y lle-
gar a las mismas conclusiones.

Generalmente, la capacidad de replicacion se
relaciona con la capacidad de un investiga-
dor para examinar los procedimientos y las
construcciones, implementar un estudio uti-
lizando dichos procedimientos y construccio-
nes, e interpretar los datos en una manera
similar. Los analisis de la aplicacion tanto del
modelo de Pirie y Kieren como de la teoria
APQE de Dubinsky, para el anélisis de los
conceptos matematicos particulares, indica
claramente sus respectivos métodos de re-
coleccion de datos, el empleo de estructuras
teoricas, el modo de analisis y los resultados
generales o transcripciones analizadas sintac-
ticamente. Al ser capaz de revisar el lenguaje
y el trabajo de los participantes de estos estu-
dios, uno puede obtener una vision de la
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interaccion de las teorias y de los datos con
una confianza en la capacidad de replicacion
de dichos métodos para otros participantes y
situaciones. Sin embargo, la condicién adi-
cional de la capacidad de replicacion no debe
construirse con certeza. El modelo de Pirie y
Kieren y la teoria de APOE de Dubinsky pro-
porcionan diversos resultados posibles que
asumen que un estudiante interpreta las pre-
guntas de manera anticipada por los investi-
gadores (ver el inciso 4.5.2 de prdcticas
instructivas para un analisis mas profundo).

4.1.8. Triangulacion.

Elultimo criterio identificado por Schoenfeld
(2000) fue el de la triangulacion. Esto quiere
decir que una teoria no debe desarrollarse ba-
sada en un conjunto limitado de experiencias,
sino que debe utilizar informacién recolecta-
da en una variedad de propiedades (entrevis-
tas de salén, trabajo individual sobre tareas,
trabajo en parejas, etc). De ser asi, la teoria
puede examinarse de acuerdo a consistencias
internas asi como de acuerdo con la sensibili-
dad a los factores locales que no resultan de
influencia para el caso general. Ademas, la
triangulacioén se refiere a la capacidad de
la teoria para utilizar varios recursos de in-
formacién cuando se analizan conceptos par-
ticulares, asi como en mantenerse informado
del amplio rango de fenémenos. Como ya se
analiz6, tanto Pirie y Kieren como Dubinsky,
sincronizaron sus teorias en un espectro am-
plio del fenémeno y en una variedad de
propiedades al reunir evidencia sobre los es-
tudiantes a partir de diversos recursos. Con
respecto al uso de una triangulacion interna,
el modelo de Pirie y Kieren se enfoca en la
coleccidn de datos de una entrevista en una
base individual, como parte de pares o gru-
pos, y como parte de una clase. Las interpre-
taciones relacionadas a la ubicacioén de los
estudiantes con respecto a la teoria también
surgen de la interaccién del estudiante con
varias tareas disefiadas para ayudar al inves-

tigador a observar los cambios en el conoci-
miento matemadtico. Por otro lado, la teoria
APOE de Dubinsky utiliza el trabajo escrito
y los datos de entrevistas para fusionar una
vision de las acciones, procesos, objetos y/o
esquemas desarrollados por un estudiante. Al
utilizar este enfoque de los dngulos, los mé-
todos de recoleccion de datos por los investi-
gadores APOE otorgan al investigador una
vision general desde el trabajo escrito y des-
pués, la capacidad de enfocarse en pequefios
pedazos de conocimiento durante las entre-
vistas.

Este analisis ha proporcionado medios de
validar las afirmaciones de que el modelo
de Pirie y Kieren sobre la evolucion de la
comprension y la teoria APOE de Dubinsky
satisfacen el criterio establecido por Schoen-
feld (2000). El resto de esta seccion identifi-
cara las cualidades que conectan las dos
teorias, asi como las cualidades que las hacen
distintas.

4.2. Origenes de las teorias.

Tanto el modelo de Pirie y Kieren sobre la
evolucion de la comprension y la teoria APOE
de Dubinsky surgen desde un punto de vista
constructivista. El modelo desde APOE y
Kieren surge de la percepcion de Glasersfeld
de que la comprension es un proceso conti-
nuo de organizacion de las estructuras de co-
nocimiento de la persona, mientras que los
anélisis de Piaget sobre la abstraccion reflexi-
va llevan a la construccion del marco tedrico
APOE. De acuerdo con cada teoria, el estu-
diante participa activamente en la empresa de
construir la comprension desde los elemen-
tos y las situaciones que le proporcionan los
problemas matematicos. De acuerdo con el
modelo de Pirie y Kieren y la teoria APOE,
esta construccion es un proceso en el que los
estudiantes se comprometen continuamente
en el acto de organizar sus propias estructu-
ras de conocimiento (Ayers etal., 1988; Pirie
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y Kieren, 1991a). Como resultado, ambas
teorias describen la comprension como un
proceso interminable. Ademas de este lazo de
union, el vinculo entre las teorias no termina
con sus raices constructivistas. Ambas teorias
desarrollaron la tradicion de la observacion
significante y la interaccioén con los estudian-
tes en relacion con el contenido matematico
particular. A este respecto las dos teorias son
similares y distintas.

El origen primario del modelo de Pirie y
Kieren descansa en la observacion de la en-
sefianza y el aprendizaje de las matemadticas
a nivel escolar medio y superior como son
las fracciones y las funciones cuadraticas
(Pirie y Kieren, 1989, 1991a). Dichas obser-
vaciones se presentan como parte de los “ex-
perimentos de ensefianza” de una clase entera
con Tom Kieren fungiendo como maestro, y
los estudiantes se encontraban en un ambien-
te constructivista (Pirie y Kieren, 1994a). Se
seleccionaron estudiantes similares a “Sandy”
(Pirie y Kieren, 1992b) de entre el amplio
ambiente de aprendizaje para las sesiones de
entrevistas individuales. De manera simulta-
nea a las entrevistas, las actividades en clase
fueron grabadas en audio o video, mientras
que los asistentes de investigacion rastreaban
el trabajo de los subgrupos de estudiantes,
discutiendo las transcripciones con notas de
campo y recolectando trabajo entre los estu-
diantes (Pirie y Kieren, 1992a). Estas distin-
tas herramientas se estudiaron con la presencia
de actividades que permitieron a Pirie y
Kieren probar, elaborar y desarrollar construc-
ciones y propiedades en su teoria.

Pirie y Kieren (1992b) describen un ambien-
te de aprendizaje general en el cual los estu-
diantes se comprometen durante un par de
semanas con un area de fracciones utilizando
la “familia de medios” y las exploraciones de
doblado de papel. Un pasaje de una entrevis-
ta con Sandy después se utilizo para ilustrar
varias preguntas del entrevistador y respues-

tas de Sandy. Un elemento que debe conside-
rarse es que las preguntas del entrevistador
no fueron fijas sino que reaccionaron ante las
respuestas de Sandy, mientras que se realiza-
ban nuevas preguntas, elaborandolas sobre las
viejas o logrando la comprension de las res-
puestas de los estudiantes. Al utilizar las trans-
cripciones, los investigadores procedieron a
producir un mapa detallado de la evolucion
de la comprension de Sandy conforme se ob-
servaba durante la entrevista. La frase “se-
gln se puede observar” es de gran importancia
debido a que Pirie y Kieren (1994) afirman
que “no haciamos afirmaciones sobre lo que
podia estar pasando en la ‘cabeza de los estu-
diantes’” (p. 182). Como resultado, todas las
inferencias sobre lo que las imagenes inter-
venian para responder preguntas la manera
en que Sandy regreso a las formas previas de
conocimiento con el fin de ampliar su com-
prension, y la estabilidad de las interpretacio-
nes del entrevistador respecto a las respuestas
de Sandy (para un mayor analisis, ver Pirie y
Kieren, 1992b, pp. 249-255) fueron media-
das por las reacciones del estudiante a las pre-
guntas y trianguladas con otras respuestas del
estudiante.

De manera integral al proceso general de la
validacion de la teoria se encuentra una re-
flexion sobre los componentes de la ensefian-
za utilizados para estimular a los nifios a que
se involucren activamente con el contenido y
que exploren personalmente las interconexio-
nes del contenido. Sin embargo, los resulta-
dos de las intervenciones disefiadas por el
maestro, incluso aquellas con una intencion
especifica, dependen de las acciones y las in-
terpretaciones del estudiante (Pirie y Kieren,
1992a). De hecho, los estudiantes pueden in-
terpretar un comentario de un maestro en
una manera no intencionada, causando asi una
respuesta inesperada. Como consecuencia, la
simple examinacién de lo que el estudiante
hace frente a una tarea matematica no es su-
ficiente (Pirie y Kieren, 1992a). Por ejemplo,
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las preguntas realizadas por el entrevistador
o ¢l maestro necesitan analizarse respecto a
la respuesta del estudiante, en vez del efecto
pretendido. Ademads, el entrevistador o el
maestro debe reconocer que el estudiante pue-
de comprender las cosas en distintos niveles,
y por lo tanto los investigadores deben espe-
rar que los estudiantes respondan en distintos
niveles en diversos puntos durante la clase o
la entrevista.

En contraste con el enfoque de Pirie y Kieren
sobre la evolucion de la comprension del es-
tudiante en las matemaéticas de la escuela de
nivel medio, la teoria APOE desarroll6 la ob-
servacion de los estudiantes trabajando con
algebra abstracta, funciones y céalculo, mate-
madticas discretas y teoria elemental de los
nameros (Dubinsky y McDonald, 2001). De
acuerdo con Asiala et al. (1996), este desa-
rrollo continfia involucrando un ciclo de in-
vestigacion (ver Figura 6) comenzando con
un andlisis teérico de los elementos percibidos
como necesarios para el desarrollo de la com-
prension conceptual, el disefio de actividades
e instrucciones que permitan que los estudian-
tes realicen las construcciones requeridas, la
observacion y evaluacion de las construccio-
nes del estudiante y las reflexiones sobre la
capacidad de la teoria para capturar los mati-
ces de dichas construcciones.

La composicion particular de este ciclo de
investigacion involucra la mezcla de (a) ob-
servacion de los estudiantes en el proceso de

aprendizaje de conceptos matematicos, con
el fin de identificar el desarrollo de estructu-
ras conceptuales, (b) el analisis de datos a la
luz de la teoria APOE subyacente para gene-
rar una descomposicion genética que indique
una manera posible en que un estudiante pue-
da construir un concepto, (c¢) el disefio de acti-
vidades e instrucciones para ayudar a cambiar
a los estudiantes a fin de que ejecuten dichas
construcciones y por lo tanto realicen las abs-
tracciones reflexivas particulares que indica
la descomposicion genética y (d) la repeti-
cion del proceso después de la reflexion en la
descomposicion genética y el tratamiento
instruccional {Dubinsky, 1991). Este ciclo de
investigacion contintia en forma espiral sobre
si mismo, combinado con la reexaminacion
explicita de la capacidad del andlisis teérico
para describir los distintos matices descubier-
tos durante la observacion y reevaluacion,
hasta que se alcance una estabilidad entre el
anélisis tedrico y la capacidad para explicar
lo que significa aprender un concepto par-
ticular y la manera en que los tratamien-
tos instruccionales que se sugieren ayudan a
los estudiantes a lograr dicho aprendizaje
(Dubinsky, 1994).

De manera integral en dicho ciclo de investi-
gacion se encuentra la examinacion del apren-
dizaje del estudiante en situaciones de salén
de clases en las que en varios casos se utilizd
el Ciclo de ensefianza ACE (que se describira
més adelante en este documento). Por ejem-
plo, Asiala et al. (1996) describen una colec-

Disefio e

ém;'ﬂe_mentactg‘m
de 1a instruccion)

Figura 6. El marco de investigacion ciclico APOE.
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cién de datos enfocados en las respuestas del
estudiante para los instrumentos escritos y las
entrevistas individuales. Las entrevistas se
grabaron en audio, se transcribieron y se re-
lacionaron con la documentacion auxiliar pro-
ducida por el estudiante (Asiala et al., 1996).
Estos datos se utilizaron mas adelante para
“evaluar la utilidad de nuestros modelos de
cognicién preguntando si las construcciones
mentales propuestas en los analisis inicia-
les eran realizadas por los estudiantes. En se-
gundo lugar,...[para) evaluar el desempefio

matematico de los estudiantes en las tareas

relacionadas con los conceptos” (Asiala et al.,
1998, p. 15). En efecto, se analiz6 una des-
composicién genética del concepto a la luz
de varias respuestas de instrumentos y entre-
vistas, con el fin de determinar la eficacia del
modelo para detectar y explicar las diferencias
en la comprension al sefialar las construc-
ciones mentales especificas de las acciones,
procesos, ebjetos y/o esquemas que mantie-
ne el estudiante.

Por ejemplo, la investigacion relacionada con
la teoria APOE se enfoca en la capacidad de
la descomposicion genética para describir las
construcciones mentales potenciales en tanto
que el estudiante pasa a través de las distintas
etapas del desarrollo cognitivo. En Asiala et
al. (1996), los investigadores describen la
evolucion de una descomposicion genética del
concepto del limite. La descomposicion re-
sultante fue:

— La accion de evaluar la funcion f en al-
gunos puntos, cada punto sucesivo mas
cercano a a que el punto anterior.

— La interiorizacion de la accion del Paso
1 a un proceso unico en el que f(x) se
aproxima a L como x se acerca a a.

— El encapsulamiento del proceso del Paso
2 de manera que, por ejemplo, al hablar
de las propiedades de combinacion de li-

mites, el proceso del limite se vuelve un
objeto para el cual se pueden aplicar ac-
ciones (ejemplo, determinar si se mantie-
ne una cierta propiedad).

— Lareconstruccion del proceso del Paso 2
en términos de intervalos y desigualda-
des. Esto se realiza introduciendo célcu-
los numéricos de la cercania del enfoque
en simbolos,

O<Ix-al<dylf(x)-Ll<e.

— La aplicacion de un esquema de cuantifi-
cacion para conectar los procesos recons-
truidos de los pasos previos para obtener
la definicion formal del limite....

— Una concepcion €-6 completa y aplicada
a situaciones especificas (Asiala et al,,
1996, pp. 174-175).

En ese momento los investigadores imple-
mentaron una serie de actividades instruccio-
nales de siete semanas que involucraban a
estudiantes de célculo con tareas relaciona-
das con computadoras y trabajo de grupo.
Estas actividades se disefiaron para ayudar a
los estudiantes a realizar construcciones men-
tales definidas en la descomposicién genética
antes mencionada € incluyeron investigacio-
nes de computadora en aproximaciones, re-
presentaciones gréficas del concepto del
limite, construcciones auxiliadas por compu-
tadora sobre el valor de aproximacion al li-
mite, construcciones basadas en computadora
sobre el concepto del limite y ventanas €-§.

A partir de las entrevistas de los estudiantes
seleccionados, la descomposicion genética se
revisé para que reflejaran de mejor manera
las construcciones que se estaban observando.
Sin embargo, debe hacerse notar que la creen-
cia similar a Pirie y Kieren en relacion con la
imposibilidad de rastrear la observacion de
la cognicién interna de una estudiante, los des-
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cubridores de la teoria APOE concordaron
con la postura constructivista'? radical de
Glasersfeld, de acuerdo con Asiala et al.
(1996), y afirmaron que “es imposible para
un individuo conocer realmente qué esta suce-
diendo en la mente de otro individuo” (p. 29).
Como resultado, la descomposicién genética
modificada da lugar a la observacion conti-
nua y la revisitacion de la teoria en general, e
incluso la revisién y la mejora o, en muy pocos
casos, una mejora de la teoria para explicar
mas profundamente el fenémeno observado,
que no se puede describir en términos de la
teoria original. En particular, Cottrill et al.
(1996), observd que se necesitaba un paso
incluso mas preliminar a la descomposiciéon
genética que se relaciona con la accion de la
evaluacién de f en un solo punto, cerca o igual
aa. Ademas, los Pasos 2 y 3 de la descompo-
siciébn genética original se realizaron para
permitir la posibilidad de varios procesos que
dan lugar a la construcciéon de esquemas
coordinados, que entonces pudieron actuar y
que finalmente fueron encapsulados. Utilizan-
do esta descomposicidén genética modificada,
Cottrill et al. (1996) fue capaz de reconciliar
sus observaciones basadas en los datos de la
entrevista, y de realizar atribuciones para las
diferencias de desempefio de los estudiantes,
asi como proporcionar sugerencias pedago-
gicas para la atencion cada vez mayor de los
procesos del dominio y el rango, y como uti-
lizar la funcién para coordinarlos.

Resulta claro que el modelo de Pirie y Kieren
y la teoria APOE de Dubinsky estan cimenta-
dos en una gran observacion e interacciones
del maestro con los estudiantes que realmen-

te estan haciendo matematicas. Ambas teo-
rias se fundaron en raices constructivistas si-
milares y este fundamento subyacente ha dado
como resultado elementos comunes conside-
rables entre los marcos tedricos. Por ejemplo
la investigacién de medios para describir la
comprension matematica y la capacidad para
detectar diferencias observables y minimas
entre los estudiantes. Sin embargo, el desa-
rrollo de la teoria APOE a partir de las inves-
tigaciones dentro del contenido matematico
subgraduado, y la utilizacién de la descom-
posicion genética de los investigadores APOE
indica un énfasis en la porcién matematica
de la comprension matematica. En contraste,
Pirie y Kieren se enfocaron en el elemento de
la comprension al relegar el contenido mate-
matico al fondo. A pesar de que los enfoques
son distintos, ambas teorias son sensibles a
las acciones matematicas de los estudiantes e
integran las observaciones continuas de las
acciones de los estudiantes en el contexto para
que los investigadores reevalien y modifi-
quen sus teorias y, por lo tanto, describan
mejor las construcciones de los estudiantes.

4.3. Organizacién y mecanismos
de las teorias.

Pirie y Kieren organizaron sus modelos
en ocho estratos —Conocimiento primitivo,
creacion de la imagen, obtencion de la ima-
gen, observacion de las propiedades, for-
malizacion, observacion, estructuracion e
invencién— y cada uno de los estratos deli-
nea un cambio cualitativo en la evolucion de
la comprension del estudiante. Ademas, el
modelo contiene una construccion de la que

12 Glasersfeld no concuerda con la afirmaci6n de Piaget sobre que los componentes de la realidad de un
individuo pueden reflejarse y, por el contrario, apoy? la idea de que la realidad se encuentra mas alla
del alcance del observador, en relacién con la justificacién de la experiencia. Como consecuencia, ¢l
cree que incluso una persona puede elegir tareas o experiencias bien definidas, el proceso constructivo
no alcanza terminaciones prescritas y que resulta insostenible que existan representaciones internas
perfectas del estudiante, como una realidad construida.
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se hace referencia como los “limites de falta
de necesidad”. Cuando el estudiante pasa al
limite de “falta de necesidad” el estudiante
muestra la capacidad de “trabajar con nocio-
nes que ya no estan unidas en forma obvia a
las formas anteriores de la comprension, pero
estas formas previas estan integradas a los
nuevos estratos de la comprension, y estin
listos para obtener el acceso en caso de que
se necesiten” (Pirie y Kieren, 1994b, p 172).
Como resultado, los estratos mas cercanos al
limite interno de “falta de necesidad” indican
una comprension diferente en forma cualita-
tiva, en comparacion con los estratos previos,
mientras que los estratos mas cercanos a un
limite externo de “falta de necesidad” se re-
lacionan con la nueva comprensién y coor-
dinacion de los mismos en relaciones mas
ricas. Las acciones que se encuentran entre
los dos limites sucesivos de “falta de necesi-
dad”, se comportan como unidades que pri-
mero involucran la construccion de una nueva
manera de concebir y de organizar estas nue-
vas concepciones en una forma capaz de ser
transformada en un estrato de concepciones
mayor.

Los tres limites de “falta de necesidad” divi-
den el modelo de ocho estratos de Pirie y
Kieren sobre la comprensién, en cuatro uni-
dades que tienen conexiones fuertes a los ele-
mentos de la teorfa APOE de Dubinsky. En
particular, el primer limite de “falta de ne-
cesidad” se presenta entre los estratos de crea-
cion de la imagen y de obtencion de la
imagen, debido a que el estudiante obtiene
una imagen de un concepto y no necesita ac-
ciones externas como ejemplos especificos de
creacion de la imagen (Pirie y Kieren, 1994b).
Esta descripcion es similar a las diferencias
entre las concepciones de accidon y proceso
descritas por Dubinsky et al.(1994) en la que
la concepcion del proceso indica que el estu-
diante internaliz6 las acciones externas y, por
lo tanto, permiti6 la coordinacion y la rever-
sién de los procesos para formar nuevos pro-

cesos mentales. Este primer limite de “falta
de necesidad” en el modelo de Pirie y Kieren
sobre la comprension, separa las acciones
externas y lps procesos internos que apenas
se estan desarrollando y que el estudiante crea
a partir de dichas acciones.

El siguiente limite de “falta de necesidad” en
el modelo de comprensién de Pirie y Kieren,
aparece entre los estratos de observacion de
las propiedades de formalizacion. En este
caso, el estudiante va de la obtencion de ima-
genes de un concepto a la fusion de éstas en
una idea matematica formal (Pirie y Kieren,
1994b). En particular, el atravesar este limite
indica que el estudiante disminuy6 la confian-
za en las imagenes y le permiti6 concebir las
ideas matematicas como un objeto mental si-
milar a una clase (Pirie y Kieren, 1992). En
la teoria APOE, el pasar de una concepcion
de proceso a una concepcion de objeto, suce-
de cuando “un individuo refleja una opera-
cién aplicada a un proceso particular, segin
sea consciente del proceso como una totali-
dad, y se da cuenta de las transformaciones
(ya sean acciones o procesos) que pueden
actuar en €l, y es capaz de construir realmen-
te dichas transformaciones, entonces él o ella
piensan en el proceso como un objeto. En este
caso, podemos decir que el proceso ha sido
encapsulado en un objeto” (Asiala et al., 1996,
p- 11). Por lo tanto, un avance a una concep-
cion de objeto se relaciona con la fusién de
los procesos de un concepto en un objeto que
ya no requiere los procesos subyacentes, pero
aun los mantiene en el sentido de la dicoto-
mia operativa/estructural de Sfard. El altimo
limite de “falta de necesidad” descrito por
Pirie y Kieren se encuentra entre los estratos
de la observacion y la estructuracién de su
modelo. El trascender estos limites, de acuer-
do con Pirie y Kieren (1994b), indica que el
estudiante ha desarrollado una estructura
matemadtica y no requiere el significado que
se le otorga mediante los estratos internos de
la comprensién. De la misma manera, el mo-
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vimiento entre la concepcion del objeto y la
concepcion del esquema se relaciona con el
estudiante en la construccion de una estruc-
tura coherente de acciones, procesos, objetos
y esquemas subordinados que existen en la
mente del estudiante. Esta estructura permite
al estudiante tratar situaciones problematicas
permitiendo que este desencapsule el esque-
ma y trabaje con los objetos y procesos sub-
yacentes que lo acompafian (Dubinsky et al.,
1994). Por lo tanto, los limites de “falta de
necesidad del modelo de Pirie y Kieren sobre
la comprension, dividen su modelo en cuatro
unidades similares a los cuatro niveles de la
teoria APOE de Dubinsky. Los estratos del
conocimiento primitivo y de la creacion de
imagen corresponden a la concepcion de la
accién; la creacion de la imagen y la obser-
vacion de las propiedades corresponden a
la concepcion de los procesos; los estratos
de formalizacion y observacion necesitan
una concepcion del objeto y los Gltimos es-
tratos en estructurarse e inventarse organizan
una estructura similar a la concepcion del es-
quema.

Ademads, ambas teorias contienen un meca-
nismo comparable por la extension de la com-
prension. El modelo de Pirie y Kieren sobre
la comprension proporcionan el redoblado
COmO un mecanismo generativo que corres-
ponde al regreso del estudiante a un estrato
interno de la comprension para discutir, rees-
tructurar o expandir las comprensiones inade-
cuadas de los estratos mas internos (Pirie y
Kieren, 1994b). En el caso del redoblado,
este ajuste en la comprension del estrato mas
interno recibe la guia a partir de las experien-
cias y comprensiones construidas como par-
te de los estratos mas externos. Inadecuado
puede referirse a dos cosas distintas: incom-
pleto o insuficiente. Incompleto implica que
el elemento adicional debe agregarse a un
estrato mas bajo de comprension para apoyar
el desarrollo de la comprension en un estrato
mas elevado. Este tipo de redoblado tiende a

presentarse cuando el estudiante no ha alcan-
zado completamente el estrato de formaliza-
cion y debe reestructurar los estratos mas
bajos para incorporar las nuevas imagenes
necesarias para construir una comprension
formalizada. Insuficiente sugiere el alcance
de la comprensién como un estrato mas bajo
que necesita expandirse para informar la
extension de la comprension en un nuevo
grupo de circunstancias. Por ejemplo, un es-
tudiante puede tener una comprension forma-
lizada sobre la suma de pares de fracciones,
utilizando el truco generado personalmente
de la multiplicacion cruzada, pero cuando se
enfrenta con la necesidad de sumar trios de
fracciones, el estudiante puede redoblarse a
la creacién de imagen para crear un método y
lograr esta suma (Pirie y Kieren, 1992). En
este caso, dicha actividad consiste en expan-
dir el alcance de la comprension para mane-
jar la suma de tres fracciones, pero esta
expansion recibe una direccion desde la com-
prensién formalizada ya presente, y por lo
tanto la sugerencia de posibles estrategias para
la expansion.

Esta ultima descripcion corresponde a la re-
presentacion de Dubinsky sobre el desencap-
sulamiento que es un regreso a “el proceso
mediante el cual fue encapsulado para cons-
truir el objeto desde un inicio” (Dubinsky,
1994, p. 271). En particular, el desencapsula-
miento permite al estudiante regresar al pro-
ceso que origina al objeto, coordinar dichos
procesos para formar nuevos que puedan por
si mismos encapsularse en nuevos objetos.
Como resultado, el desencapsulamiento tie-
ne la funcion generativa de regresar a la for-
ma previa de pensamiento para proporcionar
un fundamento para la extension de la con-
ceptualizacion previa. Por ejemplo, para en-
tender la suma de funciones, Dubinsky (1991)
afirma que el estudiante debe desencapsular
los objetos de la funcion hasta sus raices orien-
tadas al proceso, dichos procesos deben
coordinarse a través de una suma de un punto
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bien ponderado, y después el proceso resul-
tante encapsulado para formar un nuevo
objeto. Como resulitado, el mecanismo de de-
sencapsulamiento de la teoria APOE de
Dubinsky permite la extension de la compren-
sion al expandir el alcance de las comprensio-
nes previas, de manera similar al mecanismo
de redoblado del modelo de Pirie y Kieren
sobre la comprension.

4.4. Vinculos a otros marcos tebricos. !°

El modelo de la evolucion de la comprension
de Pirie y Kieren, la teoria APOE de Dubinsky
y otros marcos te6ricos contemporaneos sobre
la comprension, forman visiones distintas,
pero compatibles en relacion con el desarrollo
de la comprensién. En particular, cada marco
se ha desarrollado para proporcionar a los in-
vestigadores y profesores de nivel medio un
método para observar la comprensién como
un proceso continuo en el cual la interpreta-
cion se predica de acuerdo con las estructuras
de conocimiento individual del estudiante, la
dinamica social de la situacion de aprendizaje
en la que se presenta dicho aprendizaje, y las
restricciones de las manifestaciones de dicha
comprension debido la naturaleza del ambien-
te. Se cuenta con el contenido y las propieda-
des en las que los investigadores adaptan sus
marcos particulares, cada uno enfocado en
distintos componentes y descubriendo co-
nexiones especificas entre dichos componen-
tes. Esto produce una coleccién de marcos
tedricos en la que cada uno proporciona una
imagen de un estudiante comprometido en el
desarrollo de la comprensidn; pero, como en
el caso de cualquier retrato, ciertas caracte-
risticas de dicho desarrollo se resaltan y otras
pierden énfasis. En esta seccion, el objetivo

sera explicar mas profundamente las relacio-
nes, en caso de que las haya, del modelo de
Pirie y Kieren sobre la evolucion de la com-
prension y la teoria APOE de Dubinsky res-
pecto a sus marcos teoricos asociados con los
obstaculos comunicativos y epistemologicos,
las definiciones del concepto, la imagen del
concepto, las representaciones multiples y las
entidades operacionales y estructurales.

4.4.1. Errores, concepciones erroneas y
obstdculos epistemologicos.

Los investigadores atribuyen los errores y
las concepciones falsas a las extrapolaciones
basadas en los ejemplos insuficientes, los
ejemplos ambiguos, los vinculos perdidos o
incluso los vinculos parciales entre piezas
relevantes del conocimiento, tales como el
conocimiento conceptual o de procedimien-
to (Hatano, 1988; Hiebert y Carpenter, 1992;
Hiebert y Wearne, 1986; Mansfield y Happs,
1992; Silver, 1986; Tall, 1989; VanLehn,
1986). De acuerdo con Ferrini-Mundy y
Gaudard (1992), estos errores funcionan
como ventanas para observar el trabajo inter-
no de la mente de un estudiante y correspon-
de a los elementos del marco tedrico de los
obstaculos epistemolégicos antes descritos en
este documento. Tanto el modelo de Pirie y
Kieren sobre la comprension como la teoria
APOE de Dubinsky contienen componentes
que representan el desarrollo y superan las
concepciones erroneas y los obstaculos episte-
moldgicos.

En particular, Pirie y Kieren representan el
posible desarrollo de las concepciones errd-
neas cuando analizan los movimientos dentro
de su modelo. Dicho movimiento requiere la

13 E] uso continuo del “marco teérico” en relacién con otro trabajo reciente sobre la comprensién, no
pretende expresar que estos no satisfagan los requisitos identificados por Schoenfeld (2000). Es posi-
ble que algunos, si no es que todos, satisfagan estos requisitos, pero este documento no pretende

discutir el estado de los mismos.
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construccion de conexiones adicionales que
finalmente alcanzarén el estrato estructurado
en el que la red se volvié una entidad estable.
En el proceso del estrato de cambio de la ob-
tencion de la imagen a la de la observacion
de las propiedades, y después al estrato de la
formalizacion, el estudiante procede a través
de un proceso de imagenes de internalizacion,
propiedades del conocimiento asociados con
grupos de imagenes y la integracion de va-
rias propiedades reconocidas en objetos
mentales formalizados que no tienen contra-
dicciones internas (Pirie y Kieren, 1991a). Un
estudiante que pasa de la obtencion de ima-
gen a la formalizacién no tiene que superar
una concepcion erronea al realizar dicha tran-
sicion, debido a que las imagenes potencial-
mente problematicas quiza ni siquiera se
hayan construido. Sin embargo, el trabajo en
la observacién de las propiedades dentro de
un dominio limitado de imigenes puede te-
ner como resultado la extrapolacion de las
conexiones a partir de las imagenes evoca-
das, que pueden ser incompletas en el domi-
nio de todas las imagenes asociadas con un
tema. Esta construccion, a pesar de que no se
encuentra en forma obligatoria, puede dar
como resultado el desarrollo de una imagen
problematica considerada como una concep-
cion errénea. En el caso de que surja dicha
concepcion erronea, el paso de la observacion
de la propiedad a la formalizacién significa
que el estudiante ha superado algunas de estas
falsas concepciones basadas en la propiedad,
al reconocer las inconsistencias con las co-
nexiones establecidas, desarrollando conexio-
nes correctas, forjando redes de conexiones
elaboradas y, finalmente, construyendo obje-
tos mentales.

Varios de los mismos mecanismos para desa-
rrollar y superar las concepciones erroneas
identificadas en el analisis del modelo de Pirie
y Kieren, también existen en la teoria APOE.
Por ejemplo, Dubinsky et al.(1994) mencio-
na que “la teoria general de Piaget (1975) in-

cluye la idea de que los conceptos estan cons--

truidos en un estrato que resulta adecuado para
trabajar con un ambiente matematico, pero
que cuando se confronta un nuevo fenéme-
no, es necesario reconstruir conceptos en un
estrato mas elevado. Por lo tanto, 1a construc-
cion se retrasa, la concepcion del estudiante
de algunas nociones matematicas puede ser
adecuada en un estrato, pero errénea en otro”
(p- 295). Desde la perspectiva de Dubinsky,
una concepcion erronea es una comprension
que no se reconcilia con un contexto mas
amplio, pero que sigue siendo razonable en un
alcance mas estrecho. Por lo tanto, Dubinsky
(1991) utiliza una ““falta de comprensién” para
referirse a que el estudiante no ha construido
un esquema adecuado para el concepto exa-
minado. Sin embargo, la superacion de obs-
taculos epistemologicos resulta igual a la
interaccion del estudiante con un ambiente
desequilibrado, la reflexion de las compren-
siones realizadas y la reorganizacion de dichas
comprensiones para integrar los elementos
discrepantes de las situacion perpleja.

4.4.2. Conexiones con las imdgenes de
concepto.

Como ya se menciond, tanto ¢l modelo de
Pirie y Kieren sobre la comprension como la
teoria APOE de Dubinsky tienen caracteristi-
cas asociadas con la imagen de concepto. En
particular, Pirie y Kieren (1992a), aiin cuando
no se refieren directamente al término ima-
gen de concepto, establecen que un “nifio
pequefio utiliza los objetos mentales creados
por si mismo, algunos de los cuales tienen
una cualidad figurativa, pero otros son abs-
tractos, para crear el conocimiento matema-
tico” (p. 505). Esta cualidad figurativa surge
particularmente en los estratos de obtencion
de imagen y observacion de la propiedad, a
pesar de que también existen en otros estra-
tos. Ademas, dicha descripcion hace eco en
la definicion de la imagen de concepto como
una coleccién de imagenes mentales, repre-
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sentaciones y propiedades relacionadas, atri-
buidas a un concepto por parte del estudiante.
De hecho, Pirie y Kieren (1994b) comenta-
ron que el uso de la palabra “imagen” en la
descripcion de dos estratos se debia a que
la “evidencia en estos niveles generalmente
se basa en la representacién pictérica” (p.
166); sin embargo, la comprensién a dichos
niveles no se restringe s6lo a este modo
de expresion, sino que incluye la creacién de
imagenes mentales que se define por el con-
cepto razonablemente establecido de los ob-
jetos mentales. Por otro lado, la palabra “idea”
puede haberse utilizado porque se pensaba
que “imagen” era menos ambigua y tenia
menos connotaciones buscadas por la teoria.

Ademas, Pirie y Kieren (1992b) realizaron
conexiones con el trabajo de Harel y Tall
(1991) en relacion con la generalizacion.
Conforme Harel y Tall (1991) detallaron las
distintas construcciones mentales del es-
tudiante, utilizaron técitamente frases tales
como “el sujeto reconstruye un esquema exis-
tente” y Pirie y Kieren (1992b) conectaron
esto explicitamente a una de las caracteristicas
esenciales de su teoria, es decir, el redobla-
do. También resulta de interés la creencia de
que la generalizacion disyuntiva se integra
con la idea general de Pirie y Kieren (1992b)
de la comprension desconectada, en tanto que
esta abstraccion genérica “‘se adecua con nuestra
teoria en relacion a que la comprension crece
al observar las propiedades de la imagen de
una persona, y a realizar observaciones en la
formalizacién de 1a persona” (p. 245). Como
consecuencia, las imagenes y procesos conec-
tados dentro del marco tedrico de la imagen
del concepto tienen lazos fuertes con los ele-
mentos del modelo de Pirie y Kieren.

El modelo tedrico de la definicién/imagen del
concepto, de acuerdo con Dubinsky (1991),
explica por qué falla el desarrollo de la com-
prension, mientras que la abstracci6n reflexi-
va describe los elementos esenciales para el

desarrollo de la comprension. Sin embargo,
Asiala et al. (1996) afirman que la nocion de
la imagen del concepto proporciona explica-
ciones gue van mas alla del porqué la com-
prension no se desarrolla. Ellos consideran
que la imagen del concepto corresponde al
esquema de Piaget que se encuentra muy
vinculado al uso del esquema en la teoria
APOE. De acuerdo con Dubinsky (1996), “Un
esquema es una colecciéon mas o menos co-
herente de objetos y procesos. La tendencia
de un sujeto a invocar un esquema para lle-
gar a la comprensioén, lidiar con ella, organi-
zar o lograr un sentido fuera de la situacion
problematica percibida en su conocimiento de
un concepto individual matematico. Por lo
tanto, un individuo tendra una amplia varie-
dad de esquemas” (p. 102). Como resultado,
una imagen de concepto y un.esquema sirven
para el mismo proposito de organizar y es-
tructurar las comprensiones obtenidas en re-
lacién con un concepto. Ademds, las Ultimas
dos oraciones citadas por Dubinsky se ase-
mejan a la descripciéon de Tall y Vinner de las
imagenes del concepto evocadas que se rela-
cionan con las.porciones de una imagen del
concepto. activado por un estimulo particu-
lar. De hecho, Tall y Vinner (1981) afirman
que los “distintos estimulos pueden activar
diferentes partes de la imagen del concepto,
desarrollandolos de una manera que no nece-
sita ser totalmente coherente” (p. 152). Por
lo tanto, existe una fuerte conexion entre las
imégenes del concepto y los esquemas.

4.4.3. Conexiones a las representaciones
multiples y a las concepciones
operacionales y estructurales.

Pirie y Kieren no realizan una referencia espe-
cifica a las ideas de las representaciones mul-
tiples como las describe Kaput. Sin embargo,
se presenta una discusion de la dualidad de
Sfard sobre las concepciones operacionales
y estructurales en algunos documentos escri-
tos por Pirie y Kieren. Por ejemplo, Pirie (1988)
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en un documento retrata brevemente algunas
de las interpretaciones de la comprension,
como son: instrumental, racional, intuiti-
va, construida, formalizada, etc y menciona
que, de acuerdo con Sfard, una concepcion
operacional es del primer paso para la adqui-
sicion de una nueva idea matematica. Esta
afirmacion representa el vinculo a una nocién
operativa inicial de un concepto con la cons-
truccion de una comprension inicial. En el
documento de Pirie y Kieren (1992b) aparece
un anélisis mas amplio, en el que identifican
el trabajo de Sfard como “interesado en com-
prender a un nivel de pensamiento algoritmi-
co” (p. 244). Esta descripcion indica una
creencia de que la pugna de Sfard respecto a
la adquisicion de ideas matematicas viene de
nociones derivadas en forma operacional des-
de un principio, las cuales se fusionan me-
diante la interiorizacién, la condensacion y
la reificacion desde un punto de vista estruc-
tural. El vinculo del trabajo de Sfard con el
modelo de Pirie y Kieren sobre la compren-
sidén se enfoca en la preocupaciéon de Sfard
por la actividad de formalizacion en la com-
prensién matematica. Sfard (1991) implica
que el proceso de reificacién, como es la
objetivizacion de una nocién operacional,
involucra un cambio dificil por parte del es-
tudiante. Pirie y Kieren cree que su teoria
proporciona la descripcion de varias accio-
nes y mecanismos que son integrales a este
cambio (Pirie y Kieren, 1992b). Sin embar-
g0, la creencia de Pirie y Kieren (1992) sobre
la no linealidad del crecimiento de la com-
prension los separa de Sfard.

De una manera muy similar al modelo de com-
prension de Pirie y Kieren, la teoria APOE de
Dubinsky no muestra conexiones explicitas
para el marco tedrico de Kaput sobre las
representaciones multiples. Sin embargo, Du-
binsky (1994) menciona que €l se aproxima
a la idea de las representaciones multiples de
una manera distinta a la de otros investiga-
dores. En vez de utilizar herramientas que se

proporcionan en un ambiente de computadora,
Dubinsky creé investigaciones en las que los
estudiantes se relacionan con la computadora
en el desarrollo de sus propias herramientas
para comparar las distintas representaciones
de un concepto. Ademas, la teoria APOE de
Dubinsky se conecta con la dualidad opera-
cional y estructural de Sfard (Dubinsky et al.,
1994). Sfard y Linchevski (1994) exponen
este vinculo cuando atribuyen la teoria APOE
de Dubinsky, segin lo descrito en Dubinsky
(1991), como proporcionadora de un modelo
muy cercano a su dualidad proceso-objeto de
conceptos matematicos. En particular, ellos
afirman que la principal conexion entre es-
tos dos marcos es la descripcion de Piaget
sobre la abstraccion reflexiva.

Ademas, el término “reificacion” y el uso de
Dubinsky de “encapsulamiento” tiene signi-
ficados similares debido a que ambos surgen
de la descripcion de Piaget sobre los origenes
operacionales de las nociones matematicas
(Sfard, 1994). En particular, Sfard (1991) es-
tablece “El trabajo pionero en este campo lo
realizé Piaget, quien escribi6 en su libro so-
bre la epistemologia genética (1970, p 16) “la
abstraccion [matematica] aparece no desde el
objeto en el que actlia, sino desde la accion
en si misma. Me parece que esto es la base de
la abstraccion logica y matemética” (p. 17).
Como consecuencia, Sfard indica que, tanto
el trabajo de Dubinsky como su trabajo, ela-
boran mas ain las ideas originales de Piaget,
y que su caracterizacion de una dicotomia
entre las concepciones operacionales y estruc-
turales proporciona una conjetura mas amplia
para la dualidad del pensamiento matematico.

4.4.4. Vinculos del modelo Pirie y Kieren
sobre la comprension hacia una mejora de
la teoria APOE.

La mejora de la descripcion del desarrollo del
esquema proporcionado por Clark et al.
(1997) revela una conexién interesante en
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algunos estratos del modelo de comprension
de Pirie y Kieren. En particular, Clark et al.
(1997) identificaron tres etapas en el desa-
rrollo de un concepto: Intra, Inter y Trans, las
cuales fueron descritas en el inciso 3.1. En
la etapa Intra, un estudiante tiene una
coleccion de reglas pero no ha reconocido la
relacién entre ellas. Esto es similar al estrato
de Obtencién de imagen del modelo de Pirie
y Kieren sobre la comprension, la cual se des-
cribe como un nivel en el que las imagenes
de un concepto se construyeron a partir de
actividades Unicas, pero que dichas imagenes,
también aisladas, forman un fundamento para
conocimiento matematico (Pirie y Kieren,
1991a). La etapa Inter se presenta cuando el
estudiante puede organizar los distintos ca-
sos encontrados y reconoce las relaciones
entre dichos casos (Clark et al., 1997). Esta
etapa es isomorfa al estrato de Observacion
de la propiedad que indica que el estudiante
puede analizar las imagenes obtenidas para
las propiedades especificas y relevantes, con
el fin de observar sus distinciones, combina-
ciones y conexiones, y predecir su actuali-
zacién (Pirie y Kieren, 1991a). La realizaci6n
de la etapa Trans indica que el estudiante cons-
truyé una estructura subyacente para un con-
cepto particular. En este momento “Los
elementos del esquema deben cambiar de
ser descritos esencialmente por una lista, a ser
descritos por una sola regla” (Clark et al.,
1997, p. 360). Esta descripcion resulta simi-
lar al estrato de Formalizacion que se rela-
ciona con el estudiante en la contemplacion
consciente de las propiedades observadas para
abstraer las cualidades comunes de estas ulti-
mas y, por lo tanto, construir posiblemente
una definicion matematica total para acom-
paiiar el nuevo objeto mental de tipo clase
(Pirie y Kieren, 1991a). Por lo tanto, cada una
de las etapas de esta mejora de la teoria APOE
estd razonablemente correlacionada con los
tres estratos del modelo de comprension de
Pirie y Kieren, la observacion de la propie-
dad y la formalizacion.

4.5 Implementaciones de evaluacién e
instruccién.

Tanto el modelo de comprension de Pirie y
Kieren como la teoria APOE de Dubinsky
retiinen informacion sobre la comprension del
estudiante y cuestionan como utilizar estos
datos para ajustar las practicas de instruccion
y promover la evolucion de la comprension.
Los siguientes dos incisos intentan proporcio-
nar informacion sobre las implicaciones de
estas teorias con respecto a la evaluaciony a
sus ramificaciones para la instruccion.

4.5.1. Evaluacion de la comprension.

En relacion con las opiniones expresadas por
Pirie y Schwarzenberger (1988), al igual que
Simon (1993), Pirie y Kieren (1989, 1992b)
reconocen la utilidad de las entrevistas para
rastrear los movimientos del estudiante a
través de los estratos de la comprension. En
particular, Pirie y Kieren creen que un instru-
mento escrito, en especial un examen de op-
cion multiple, no expone completamente lo
comprendido por el estudiante por lo que
ésta solo puede ser inferida y no medida. Ellos
afirman que los instrumentos descritos son
menos factibles de ahondar en la evolucion
de la comprension del estudiante, puesto que
los instrumentos descritos desde su punto de
vista, proporcionan imagenes estiticas de las
expresiones externas del estudiante. Como re-
sultado, ellos consideran que las entrevistas
son los principales medios de descubrir la
comprension cambiante del estudiante. Estas
entrevistas permiten realizar deducciones so-
bre la conciencia del estudiante acerca de las
relaciones entre los conceptos, la capacidad
de adaptar los procedimientos a situaciones
nuevas, la posesion de ejemplos genéricos y
la fluidez del lenguaje y el simbolismo.

El establecimiento de inferencias sobre los
movimientos entre los estratos de compren-
sidn solo pueden aparecer después de que el
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estudiante realice acciones y expresiones
(Kieren, 1990; Pirie y Kieren, 1990). Estas
acciones orientadas a la forma!* y las
verbalizaciones demuestran a un agente ex-
terno la operacion del estudiante a nivel de
comprensién. Sin dicha demostracién, el
agente externo puede pensar que no se ha al-
canzado la comprension. Las situaciones que
requiere el estudiante para actuar y verbalizar
en referencia con situaciones complejas y
Unicas, resultan integrales para establecer su
nivel de comprension. Estas circunstancias
pueden ayudar a presentar el nivel actual de
comprension del estudiante y promover el
desarrollo de la comprension cuando se le
incita en una situacion de entrevista. Las
preguntas de la entrevista actian como he-
rramientas de ensefianza y se vuelven un ins-
trumento de diagndstico util debido a que en
€l pueden provocar la comprension en un es-
trato mas externo, invocar el redoblado o
validar la comprension del estudiante. Atn
cuando un investigador deseé categorizar
las preguntas, la categorizacion sélo se pre-
sentara después de que el escucha responda
a las preguntas y demuestre el efecto de la
pregunta en la comprensién cambiante del es-
tudiante. En particular, una pregunta provo-
cativa llevara al estudiante a un estrato mas
externo y le permitira un desarrollo de la com-
prensién mas continuo. La validacion de las
preguntas proporciona evidencia de que un
estudiante esta trabajando con un estrato es-
pecifico de comprensién mediante su moti-
vacion para demostrar, de manera verbal o
simbolica, las acciones matematicas actuales
(Pirie y Kieren, 1991a).

Por lo tanto, el uso de Pirie y Kieren de
preguntas provocativas, invocativas y de va-
lidacién coinciden con la afirmacion de Gla-

— I

sersfeld acerca de que ain cuando se puede
estar “estudiando la construccion de la reali-
dad matematica de individuos dentro del es-
pacio de su experiencia, en esta construccion
no hay finales prescritos con los cuales lucha
esta construccion, a pesar de que puede ha-
ber tareas o espacios bien definidos por ex-
periencia” (Steffe y Kieren, 1994, p. 721).
Como resultado, Pirie y Kieren (1990, 1991a)
se encuentran en la postura de que no pueden
dar a un estudiante la comprension en vez de
que el estudiante cree su propia comprension.
Ademas, Pirie y Kieren (1994b) afirman que
“Cada comprensioén matematica de la perso-
na es Unica. De hecho, debido a que creemos
que todo conocimiento esta construido y or-
ganizado en forma personal, los estudiantes
construirdn en cualquier ambiente la com-
prension de alguna manera” (p. 526). Como
resultado, el proceso de las entrevistas se vuel-
ve una herramienta de ensefianza y una opor-
tunidad para traficar las evidencias externas
mostradas por el estudiante y examinar la
forma en que éste responde a diversas pre-

guntas.

En contraste, la evaluacion de la compren-
sion desde la perspectiva de la teoria APOE
de Dubinsky es menos constructivista radi-
cal en naturaleza. En vez de confiar comple-
tamente en las entrevistas, la aplicacion de la
teoria APOE, de acuerdo con (Asiala et al.
1996), utiliza comiinmente dos tipos de he-
rramientas: los instrumentos escritos y las
entrevistas profundas. Estos instrumentos
escritos incluyen elementos estandares, gene-
ralmente abiertos por naturaleza, enfocados
en el contenido y en las respuestas del estu-
diante y reciben un analisis relativamente
tradicional. Estos instrumentos escritos pro-
porcionan un amplio enfoque de lo que los

" Una accidn orientada a la forma es la demostracién externa del estudiante, que resulta atil para
indicar el estrato de comprension en el cual el estudiante puede estar trabajando. Ver el inciso 2.2

para un andlisis mas profundo.
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estudiantes pueden o no estar aprendiendo, y
las indicaciones sobre posibles construccio-
nes mentales. Desde esta amplia postura, las
entrevistas después se vuelven mas estre-
chas en las comprensiones manifestadas al
reunir informacion adicional. En particular,
(Asiala et al., 1996) sefiala que las “entrevis-
tas son mucho mas valiosas que los instru-
mentos de evaluacion escrita utilizados en
forma independiente... [ya que] para un estu-
diante, el trabajo escrito puede parecer esen-
cialmente correcto, mientras la transcripcion
[de la entrevista] revela muy poca compren-
sidn; mientras que para otros estudiantes lo
contrario podria resultar verdad” (p.25).
Como resultado, las entrevistas se vuelven he-
rramientas para permitir que una persona ob-
serve las sefiales externas de comprension
interna; sin embargo, todos los datos recolec-
tados en referencia con el estudiante se jun-
tan para obtener una mejor perspectiva de la
comprension obtenida.

El disefio y el uso de las preguntas de entre-
vista son otro tema en el que las practicas de
la teoria APQE divergen en forma importan-
te de las practicas de las entrevistas asocia-
das con el modelo de Pirie y Kieren sobre la
comprensién. De acuerdo con Asiala et al.
(1996), las preguntas de las entrevistas sur-
gen de la descomposicion genética desarro-
llada anteriormente por el entrevistador.
Después de la etapa de la entrevista, el anéli-
sis de los datos alimenta la categorizacion de
las respuestas del estudiante, haciendo refe-
rencias a ellas con respecto a las construccio-
nes mentales propuestas, que se encuentran
definidas en la descomposicién genética, y
examinando la descomposicion genética de
acuerdo con estos datos. En particular, Clark
et al. (1997) establecen que “las respuestas
del estudiante se comparan para encontrar
puntos matemdaticos muy finos, los cuales
parecen entender algunos estudiantes (u ope-
raciones que algunos pueden realizar), pero
que otros no. Después, intentamos encontrar

una explicacién para las diferencias en re-
lacién con la construccion de acciones, pro-
cesos, objetos y/o esquemas. Si podemos
encontrar una explicacion que parece funcio-
nar, entonces se utiliza para revisar la des-
composicion genética” (p. 189). Por lo tanto,
los entrevistadores sirven a un propdsito dual
de ofrecer una comprension de las construc-
ciones matematicas de los estudiantes, las ma-
tematicas aprendidas y utilizadas, y los
poderes descriptivos y explicativos de la des-
composicion genética.

4.5.2. Prdcticas de instruccion.

Pirie y Kieren (1994b) observan que las compren-
siones recogidas de su modelo de comprensién
resultan ttiles en la planeacion y la participa-
cion en las elecciones matematicas, asi como
en la realizacién de observaciones sobre el de-
sarrollo del curriculo. A partir de sus creencias
sobre el desarrollo de la comprension mate-
matica del estudiante, ellos construyeron una
variedad de practicas de instruccion que rela-
cionan el ambiente del salon de clases con la
promocién de la evolucion de la comprension.
Bajo estas practicas se encuentran un grupo
de creencias que motivan la implementacion
y las interacciones del maestro con los estu-
diantes. En particular, Pirie y Kieren (1992a)
identifican cuatro principios esenciales a los
que los maestros deben apegarse cuando crean
un ambiente constructivista para motivar el
aprendizaje en la comprension matematica:

1) Aunque un maestro pueda tener la in-
tencion de hacer pasar a los estudiantes
hacia objetivos de aprendizaje matemati-

~ cos particulares, debe estar consciente de
que dicho progreso puede alcanzarse por
parte de algunos de los estudiantes, pero
es posible que otros no lo alcancen como
se esperaba...

2) Enlacreacion de un ambiente o aprovisio-
namiento de oportunidades para los nifios
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con el fin de modificar su comprension
matematica, el maestro actuara de acuerdo
con la creencia de que existen diferentes
caminos para llegar a la misma compren-
si6n matematica...

3) El maestro estara consciente de que dis-
tintas personas tendran distintas compren-
siones matematicas....

4) El maestro sabra que para cualquier tema
existen diferentes niveles de comprension,
pero que éstos nunca se alcanzaran “de
una vez y para siempre” (pp. 507,-,508).

El primer principio sugiere que el maestro
constructivista debe estar consciente y reac-
tivo al ambiente de salon de clases que se
encuentra en constante evolucion. Esta con-
tinua reestructuracion de salén de clases se
registra mediante las observaciones de las
fabricaciones de comprension de cada uno de
los estudiantes, asi como de las construccio-
nes de toda la clase. Como un resultado, y de
acuerdo con Kieren {1997), un maestro de-
bera poner énfasis:

1. Enescuchar, en lugar de simplemente oir;

2. En actuar con los estudiantes para reali-
zar las matematicas, en vez de simplemen-
te mostrar a los estudiantes co6mo realizar
las matematicas;

3. En establecer un discurso efectivo del ar-
gumento matematico o de la conversacion
matematica en vez de simplemente el dis-
curso de decir, interrogar y evaluar;

4. En el mecanismo del pensamiento mate-
mdtico del estudiante, en vez de simple-
mente en las respuestas del estudiante;

5. Enel maestro y los estudiantes como una
relacion referida con sus acciones, uno
aprendiendo del otro;

6. En el maestro como co-desarrollador de

" un curriculo matematico vivo y no sélo

un recipiente o conducto de un curriculo
pre-decidido (p. 33).

Este énfasis transforma el ambiente del salén
de clases y permite que los maestros enfoquen
la comprensién construida por los estudian-
tes, individuos, mientras se tiene la concien-
cia necesaria para planear experiencias
adicionales en el salon de clases.

El segundo principio implica que el maestro
debe reconocer que no hay una forma especi-
fica o una secuencia de instruccion, dado que
no hay un patrén unico o mejor para cons-
truir la comprension. Sin embargo, Pirie y
Martin (1997) identifican una secuencia efec-
tiva para la ensefianza del concepto de ecua-
ciones lineales. Esta secuencia, ain cuando
se presenta como aplicable en todo el salon
de clases, relaciona al maestro con la com-
prension realizada por los estudiantes indivi-
dualmente dentro de la clase. En un principio,
el maestro proporcioné organizadores avan-
zados para llevar los elementos del conoci-
miento primitivo al frente de la mente de los
estudiantes y prepararlos para el desarrollo de
la comprension. Después de ésto, el maestro
presento una tarea que requeria investigacion,
llevando a los estudiantes a exploraciones que
expondrian el pensamiento del mismo, cau-
sando la reflexion y guiando su pensamiento
futuro. El maestro realiz6 constante suplicas
a los estudiantes para que redoblaran y reco-
nocieran los niveles mas inferiores de la com-
prension sin presionarlos en una forma
inadecuada. A pesar de que se describe como
una secuencia, el estudiante recibe distintas
preguntas y sondeos; sin embargo, esta prac-
tica de instruccion general parece ser exitosa
{Pirie y Martin, 1997).

El tercer principio propone que el maestro
considere que la comprension de cada alum-
no estd mediada por la comprension interna
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realizada por el individuo. Como resultado,
el maestro no puede suponer que la compren-
sion de cierto tema pueda transmitirse u
obtenerse por los estudiantes. La razén de ello,
de acuerdo con Pirie y Kieren (1992a), “La
comprension de un tema no es una adquisi-
cién. La comprension es un proceso continuo
que por naturaleza es Unico para el estudian-
te” (p. 508). Por lo tanto, al parecer Pirie y
Kieren sostienen que el maestro no puede
desear impartir una version idealizada par-
ticular de la comprensién a los estudiantes.

El 1ltimo principio se relaciona con las res-
puestas del estudiante en relacién con las ob-
servaciones encontradas en el salon de clases.
Aunque aparecen evidencias externas que
indican que diferentes estudiantes llegaron a
la misma comprension, cada estudiante tiene
una comprension tnica. Como resultado, el
maestro debe validar el nivel de comprension
de cada estudiante y comparar los niveles de
comprension entre todos los estudiantes.
Ademds, la instruccion no debe enfocarse Gni-
camente en las formas de pensamiento corres-
pondientes a un s6lo estrato, puesto que el
proceso normal de evolucion requiere que los
estudiantes redoblen sistematicamente hacia
los estratos anteriores de la comprension.
Como resultado, el ambiente de aprendizaje
debe construirse para promover el redoblado
con la esperanza de motivar la evolucién de
la comprension en los estudiantes.

Como fundamento de todo este analisis se
encuentra la creencia de que el “maestro no
puede proporcionar la comprension al estu-
diante. Sélo el estudiante puede construir su
propia comprension. La funcién del maestro
es provocar y permitir esta evolucion” (Pirie
y Kieren, 1991a, p .5). La provocacion y la
motivacion de la evoluciéon va mas alla de
la simple solicitud a los estudiantes para tra-
bajar con matematicas de alto nivel, e incluye
la generacion de oportunidades para promo-
ver la comprension. Los tres tipos de pregun-

tas, provocativo, invocativo y de validacion,
son una parte integral de esta labor. Al utili-
zar estas técnicas de cuestionamiento, el
maestro puede dirigir la comprensién indivi-
dualizada de un estudiante al provocar un
cambio a un estrato mas externo de compren-
sion, mediante la solicitud del redoblado aun
nivel previo de comprension, y mediante la
motivacion de los estudiantes para validar su
propio razonamiento (Pirie y Kieren, 1990).

El enfoque de instruccién para fomentar el
pensamiento conceptual conectado con la teo-
ria APOE de Dubinsky difiere de la organi-
zacion proporcionada por Pirie y Kieren, a
pesar de que contiene algunas caracteristicas
similares. De acuerdo con Cottrill (1996), “La
principal contribucion que realiza la [perspec-
tiva teérica APOE] para disefiar la instruccion,
es sugerir una construccion mental especifi-
ca que pueda realizarse en el aprendizaje del
material. La instruccion se enfoca en hacer
que los estudiantes realicen estas construccio-
nes” (p. 169). Como resultado, la descompo-
sicion genética representa una via posible en
que un estudiante pueda lograr el desarrollo
de una comprension conceptual, asi como una
guia para el desarrollo de una actividad cons-
tructiva. En especifico, la descomposicion
genética proporciona al maestro una trayec-
toria general que puede llevar al estudiante a
construir una comprension adecuada. Sin
embargo, Dubinsky et al. (1994) no conside-
ran el desarrollo de una secuencia de instruc-
cién como una secuencia simplista y lineal
en la que el tema complejo se divide en una
secuencia coherente en forma légica de los
componentes pequefios. En efecto, Asiala et
al. (1996) sefiala que, de acuerdo con la teo-
ria APOE, “la evolucion de la comprension
es no lineal en gran medida con inicios y de-
tenciones; el estudiante desarrolla una com-
prension parcial, regresa en forma repetida al
mismo conocimiento, y periddicamente resu-
me y enlaza las ideas” (p. 13). Por lo tanto,
las practicas pedagogicas necesitan represen-
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tar simultdneamente la construccion de la
comprension del estudiante sobre diferentes
conceptos con un concepto subordinado al
otro. Para lograrlo, las experiencias de ins-
truccion desde la perspectiva APOE emplean
la aplicacién holistica.

Laidea [de la aplicacion holistica] es que
todo esté salpicado en una forma holistica.
Cada individuo (o equipo) intenta crear
un sentido fuera de la situacion —es de-
cir, intentan realizar los problemas que el
maestro le pidi6 resolver, o contestar las
preguntas que el maestro o el compafiero
estudiante le hizo—. De esta manera,
el estudiante mejora su comprensién de
uno y otro concepto poco a poco. Ellos
contintan llegando a él, siempre intentan-
do crear un mayor sentido, siempre apren-
diendo un poco més, y en ocasiones
sintiendo una gran frustracion. Y ésta es
la funcién del maestro, no eliminar este
frustracion sino ayudar a los estudiantes
a aprender a manejarla, y utilizarla como
un martillo para aplastar su propia igno-
rancia (Dubinsky et al., 1994, p. 300).

Una parte integral de esta estrategia se rela-
ciona con los estudiantes que se encuentran
en ambientes intencionalmente desequilibra-
dos que se integran tanto como es posible con
el concepto que se estd estudiando. Resulta
de particular importancia el aspecto social de
la situacién de aprendizaje (Asiala et al.,
1996). En vez del ambiente que apoya la ex-
ploracion individualizada, los individuos
componen un grupo de aprendizaje coopera-
tivo, cada uno brindando su propia perspecti-
va sobre el material presentado y por tanto,
construyen su propia version de la compren-
sién. Sin embargo, para que el grupo se co-
munique con eficiencia, los miembros deben
mediar sus comprensiones al grupo durante
la discusi6n. Por lo tanto, de acuerdo con las
perspectivas de Dubinsky desde la teoria
APOE, el contexto social en el que se realice

el aprendizaje mejorara la construccion
individualizada de la comprension.

Un ejemplo de lo anterior al enfoque pedag6-
gico tedrico fue acufiado por los investigado-
res APOE como el Ciclo de ensefianza ACE,
el cual integra actividades, discusiones en
clase y ejercicios. El disefio del enfoque pe-
dag6gico se centra en la obtencién de cons-
trucciones mentales especificas sugeridas por
el analisis te6rico. Para cumplir con ésto, las
actividades se relacionan con grupos de apren-
dizaje cooperativo que se involucran en la
exploracion de conceptos matematicos, utili-
zando tareas por computadora como medios
para construir una base de conocimiento. En
particular, Asiala et al. (1996) afirmaron que
“Es importante observar que hay diferencias
esenciales entre estas actividades por compu-
tadora y el tipo de actividades que se utilizan
en el “aprendizaje por descubrimiento”. Mien-
tras que algunas actividades de computadora
pueden involucrar un elemento de descubri-
miento, su objetivo primario es proporcionar
a los estudiantes una base de experiencia, en
vez de llevarlos hacia las respuestas correc-
tas” (p. 14). En efecto, las actividades por
computadora sirven como medios para ayu-
dar a los estudiantes a lograr el sentido de las
diferentes porciones del concepto total y, por
lo tanto, establecer en forma incremental el
estado para mejorar la comprension del estu-
diante a través de la reflexion personal y la
discusién de grupo. Ademds, las actividades
por computadora llevan hacia el frente los
componentes que se necesitan para realizar
las construcciones mentales que requiere el
analisis teorico.

Para una mayor creacion sobre el fundamen-
to de las actividades por computadora, las
discusiones del salon de clases se reflejan en
las actividades por computadora y relacionan
a los estudiantes, los equipos de trabajo y las
tareas de papel y lapiz (Asiala et al., 1996).
El instructor involucra activamente a los gru-
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pos en las discusiones de las experiencias por
computadora y la manera en que el trabajo de
papel y lapiz se integran con dichas experien-
cias y proporcionan ocasionalmente defini-
ciones, explicaciones y generalizaciones de
integracion para avanzar en la discusion. Fi-
nalmente, en el Ciclo de ensefianza ACE, los
ejercicios asignados después de la conclusién
de las actividades por computadora y de la
discusion del salén de clases, se consideran
relativamente tradicionales pero con la inten-
cion de “reforzar las ideas que [los estudian-
tes] construyeron, para usar las matematicas
que aprendieron y , en determinado momen-
to, comenzar a pensar sobre las situaciones
que se estudiaran més adelante” (Asiala et al.
1996, p. 14). Una diferencia importante de
los ejercicios contenidos en el texto tradicio-
nal y en los textos que surgieron de la teoria
APOE es que, en los textos tradicionales, los
ejercicios proporcionan problemas modelo
que corresponden a los ejemplos y la teoria
presentada en un capitulo particular. Estos
modelos, desde la perspectiva de la teoria
APOE, sorteara el desequilibrio y la forma-
cién de una construccién mental rica, con-
siderada necesariamente para la construccion
de la comprension. Como resultado, los tex-
tos basados en la teoria APOE incorporan el
ejercicio después de las actividades por com-
putadora y la discusion de las matemaéticas
contenidas en ellos. Los textos no proporcio-
nan “ejemplos elaborados” lo que obliga a los
estudiantes a investigar las ideas subyacentes
de una actividad, reflejan las actividades de
computadora e integran aquellas con la dis-
cusion en clase para buscar los vinculos y las
vias de solucion.

5. Conclusion

Aunque existen varios marcos tedricos sobre
la comprensién matematica, parece que tanto
el modelo de Pirie y Kieren sobre la evolucion
de la comprensién matematica como la teo-

ria APOE de Dubinsky incluyen las carac-
teristicas mas importantes de los mismos. Pirie
y Kieren (1989) plantean la comprension
como un proceso conectivo, de varios estra-
tos, no lineal y recursivo con caracteristicas
fractales. Desde esta perspectiva, el desarrollo
de la comprension se involucra con la cons-
truccion y la reorganizacion de las estructuras
de conocimiento de la persona. El movimiento
entre los estratos de.comprension es un resul-
tado de la generalizacion y va mas alla del
nivel previo y la reconstruccion de una com-
prension de estratos mas bajos. Dicho movi-
miento se evoca mediante el redoblado. La
construccion de la comprension permite la
examinacion de las conexiones construidas
entre las imagenes del concepto, la ubicacién
de las conexiones faltantes, incorrectas o par-
ciales y la reorganizacion de estas conexio-
nes en una estructura estable y consistente.
De la misma manera, Dubinsky afirma que la
comprension debe entrelazarse en el desarro-
llo del esquema, por lo que requiere de varias
construcciones especificadas por la abstrac-
cion reflexiva. Desde esta perspectiva, el de-
sarrollo de la comprension es un proceso
continuo, aunque no lineal, de los esquemas
de construccién de mayor elaboracion que fu-
sionan acciones en el proceso, y este proceso
se regresa encapsulado en objetos, a partir de
los cuales se presentan nuevas acciones. El
esquema organiza estas acciones, procesos,
objetos y esquemas subordinados en una es-
tructura que trasciende los componentes al
mismo tiempo que proporciona el significa-
do de un concepto.

Este documento busca dirigir las relaciones
de estas dos teorias para marcos historicos y
recientes de la comprension matematica, con
el fin de identificar elementos y construccio-
nes de las teorias; para analizar sus raices; para
crear hipétesis sobre cémo se relacionan sus
organizaciones y para analizar las impli-
caciones de estas teorias en las practicas de
evaluacion de la instruccion. Ninguna de las
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teorias supero a la otra, puesto que cada teoria
tiene su propio conjunto de perspectivas, asi
como su propio conjunto de fortalezas. Para
seleccionar una teoria en véz de otra, se re-
queriria analizar las perspectivas de la teoria.
Este documento busca proporcionar un ana-
lisis coherente de las dos teorias al comparar
y contrastarlas en diferentes niveles y desde
diferentes puntos de vista. Como resultado,
este documento resolvié varias preguntas;
pero al hacerlo, dio lugar a otras.

La primera, de las perspectivas filosoficas -
{COomo pueden el modelo de Pirie y Kieren

sobre la evolucion de la comprension y la teo-
ria APOE de Dubinsky informar € investigar
en forma simultanea? Segundo, ;Si se analiza
la misma sesi6n de entrevistas desde la pers-
pectiva del modelo de Pirie y Kieren sobre la

comprension y desde la teoria APOE de
Dubinsky, qué aspeetos-se-descubririan como
comunes? ;Se descubririan en uno, pero se
ocultarian en et otro? ;Cuadles son las impli-
caciones instructivas que aparecerian? Terce-
ro, ;Cuales son las diferencias operacionales
que resultan evidentes en un salon de clases,
de acuerdo con el modelo de Pirie y Kieren
sobre la comprensién, y en un salén de clases
basado en la teoria APOE de Dubinsky?
(Cambiarian los objetivos del maestro? ;Las
diferencias afectarian en forma importante la
préctica instructiva, los procedimientos de

‘evaluacion y la interpretacion, las actitudes

hacia las pruebas estandarizadas, o la accién
de los estudiantes? Esteé documento no puede
esperar a resolver estas preguntas; sin embar-
g0, quiza en una investigacion futura la res-
puesta esté a nuestro alcance.
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