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El teorema de Pitagoras como paradigma de la enseiianza de la
geometria plana: simplificar no siempre simplifica

Alejandro R. Garciadiego*

RESUMEN

El objetivo de este ensayo es poner de manifiesto, al considerar como un caso la demostracion
del teorema de Pitagoras, como el estudio de la historia y filosofia de las matematicas puede
arrojar luz para percatarse sobre la existencia de conflictos cognitivos en la practica docente.
Cuando por fines didécticos se simplifica un concepto matematico, surgen confusiones
metodologicas que se convierten en barreras infranqueables para el estudiante. Tanto maestros
como alumnos no s6lo desconocen los origenes y las causas de un conflicto de esta naturaleza
en el aprendizaje de las matematicas, sino que en ocasiones tal confusion es inadvertida.

PALABRAS CLAVE: Euclides, Geometria Plana, Teorema de Pitdgoras, Ensefianza, Historia

Pitagoras’ Theorem as a paradigm for plane geometry teaching: to simplify
not always simplify

ABSTRACT

The goal of this paper is to show how the study of history and philosophy of mathematics can
shed light on becoming conscious of the existence of cognitive conflicts in the pedagogical
activity. The proof of the Pythagorean theorem is taken as a particular illustration of that
situation. When a mathematical concept is simplified for the sake of didactical aims, some
methodological confusions emerge and these may become unsurmountable barriers for the
student. Teachers, as well as students, are not just unaware of the origins and causes of a
conflict of such a nature in the learning of mathematics but, in some occasions, they do not
realize the conflict itself.

KEY WORDS: Euclid, Plane Geometry, Pythagorean proposition, Pedagogy, History.

Le théoréme de Pythagore comme paradigme del’enseignement de la
géométrie plane: simplifier ne simplifie pas toujours

RESUME

Nous allons considérer dans ce travail la démonstration du théoréme de Pythagore pour mon-
trer comment 1’étude de I’histoire et de la philosophie des mathématiques peuvent nous aider
a trouver quelques conflits cognitifs dans la pratique éducative. La simplification d’un con-
cept mathématique a de fins didactiques pose des problémes qui vont devenir des difficultés
presque insurmontables pour 1’étudiant. Les origines et les causes des conflits mentionnés

Fecha de recepcion: Marzo de 2001.
*Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional Autonoma de México.

251



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa

252

ci - dessus passent inapergues tant pour 1'éléve comme pour le professeur et parfois méme le

conflit n’est pas apergu.

MorTs CLES: Euclide, Géometrie Plaine, Théoréme de Pitagore, Apprentissage, Histoire.

Teorema de Pitagoras como paradigma do ensino do geometria plana:

simplificar non sempre simplifica

RESUMO.

O objetivo deste ensaio € mostrar, a partir do caso da demonstragio do teorema de Pitigoras,
como o estudo da histéria e filosofia da matematica pode propiciar luzes para se advertir
sobre existéncia de conflitos cognitivos na pratica docente. Quando, para fins didaticos, se
simplifica um conceito matematico, surgem confusdes metodolégicas que se convertem em
barreiras intransponiveis aos estudantes. Tanto os professores, como-os alunos, nio somente
desconhecem as origens e as causas de um conflito desta natureza na aprendizagem da mate-
matica, como ha ocasides em que-a confusio estabelecida ¢ inadvertida.

PALAVRAS CHAVE: Euclides, Geometria Plana, Teorema de Pitagoras, Ensino, Historia

I

Uno de los oficios més antiguos que reportan
diversos objetos historicos es el del maestro.

Fuentes originales --vasijas, papiros y codi- -

ces, entre otros—-contienen alusiones a sacer-
dotes, hechiceros, brujos o maestros que
debian transmitir su conocimiento a la gene-
racion subsiguiente (Closs, 1993, p. 144). Al-
gunos historiadores de las matematicas
(Aaboe, 1964, p. 27; Neugebauer, 1957, p.

30y Van der Waerden, 1954, p. 67) han suge-
rido que el objetivo de un gran niimero de las
tablas cuneiformes, asi como de algunos de
los manuscritos griegos que sobreviven, era
de caracter pedagogico.

Una de las obras.matematicas que mayor in-

fluencia ha ejercido en la historia de la ense-
flanza de las matematicas es la escrita por

-Euclides, los Elementos, en el afio 300 antes

de Cristo, aproximadamente. Sin embargo,

Ilustracion. Detalle de una vasija clasica maya en que se muestra una escena de clase (dibujo
de Closs, basado en Robicsek y Hales, 1981, vasija 56)
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poco o casi nada se sabe de Euclides (Heath,
1925, 1, pp. 1-6; Euclides, 1991, pp. 9-14) e
incluso por muchos afios se confundié su lu-
gar de nacimiento, por lo que se le asignaba
una identidad ajena. El origen de esta des-
orientacion se le atribuye a la obra de Valerio
Maximo (Heath, 1921, I, pp. 355-356), quien
vivio en el siglo I de nuestra era, unos tres-
cientos afios después de que apareciera
Euclides en escena. Valerio Maximo es autor
de Nueve libros de acciones y dichos memo-
rables, dirigido a escuelas de retérica, ya que
ejemplificaba algunas virtudes y vicios hu-
manos. Por lo mismo, si nada sabemos de la
vida de Euclides, tampoco sorprende que, aun
después de mas de dos mil afios, haya dudas
en torno al objetivo de su obra.

Dos anécdotas sobre la personalidad de
Euclides se han perpetuado en la historia de
las matematicas; ambas estan intimamente
relacionadas con los procesos de ensefianza.
En la primera, se dice que un estudiante adi-
nerado cuestiond la utilidad practica de lo que
se le ensefiaba. La leyenda relata que Euclides
le solicitd a un esclavo que le otorgara a este
estudiante unas monedas para que satisficie-
ra su necesidad material (Gow, 1884; pp. 195-
196; Van der Waerden, 1954, p. 196 y
Thomas, 1939, p.437, acreditan esta versién
a Estobeo). La segunda relata que el rey
Ptolomeo 1, al ser ensefiado sobre algunos
principios basicos de geometria, cuestiono si
no existiria un camino real para las matema-
ticas, sugiriendo una via especial para €1, bre-
ve y sencilla. La respuesta de Euclides fue
negativa (Cajori, 1894, p. 35).!

En los Elementos, Euclides present6 las de-
mostraciones de 465 proposiciones diferen-
tes. Para hacer su proyecto aiin mas solido,
se propuso utilizar s6lo herramientas que es-
tuvieran contenidas en su tratado, es decir,
conceptos explicitamente formulados para de-
sarrollar su obra. Algunos comprendian defi-
niciones, nociones comunes (principios
logicos evidentes en cualquier disciplina, no
unicamente en matematicas) y postulados
(aseveraciones que se aceptan como eviden-
tes para tener un punto de partida). Asi, cada
nueva proposicion se basaba en proposicio-
nes previamente justificadas. De ninguna
manera se permitia introducir, en el proceso
de alguna demostracion en particular, elemen-
tos que fueran ajenos a esta concatenacioén de
argumentos logicos.

Euclides no es el autor de la gran mayoria de
las demostraciones. Es mas; se sabe que al-
gunos libros ya habian sido ordenados casi
en la forma como é1 los presentd. Por ejemplo,
el libro I se le atribuye, casi en esa misma
sucesion, a Hipocrates de Quios (Bunt, Jones
y Bedient, 1976, p. 141; Kline 1992, p. 69) o,
al menos, se discute que este Gltimo ya habia
presentado una versiéon muy semejante. 2

La gran mayoria de los comentaristas de
Euclides (Archibald, 1934, p. 16; Ball, 1908,
pp- 51-56; Burton, 1988, pp. 155-156; Eves,
1976, p. 15 y Proclo 1970, p. 57) alaban su
labor editorial, ya que dicha empresa requi-
1i6 de un gran esfuerzo mental, penetrante y
analitico. * Otros historiadores han sefialado
supuestos errores graves cometidos por

! Algunos autores, como Eves (1976, p. 115), atribuyen esta anécdota a Alejandro Magno, quien fue
entrenado en matematicas por Menaeco, aunque otros (Boyer, 1986, p. 141) no especifican el nombre
del maestro. Existen otras versiones que atribuyen la misma anécdota a otros reyes y a otros maestros

(Heath, 1925, 1, nota 4).

2 Se afirma que los platonicos Leon y Theudius, predecesores de Euclides, ya habian propuesto arre-
glar los teoremas de tal forma que los posteriores se apoyaran en los anteriores (Proclo, 1970, pp. 54-

56 y Gow, 1884, p. 197).

3 Proclo (1970, p. 57), por ejemplo, afirma que debemos admirar a Euclides por su precision admirable
y perspicacia cientifica y por el orden y seleccion de los teoremas.
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Euclides, al violar las propias leyes que él
mismo habia impuesto.* Durante siglos, y
ante la controversia, al dudar los matemati-
cos acerca de algunas de las pruebas ofreci-
das por Euclides, han intentado elaborar
demostraciones alternativas, como Toussaint
(1993), por mencionar solamente a uno de los
mas recientes. Otros, como Kline (1992, p.
114; por mencionar unicamente a uno de los
mds accesibles) comentaron sobre la aparen-
te duplicacion de las proposiciones que es
ostensible entre los libros 1y VIy V y VII,
respectivamente (Knorr, 1975, pp. 303-304).
Justo es decir, sin embargo, que la gran ma-
yoria de los errores que se le habian imputa-
do a Euclides son improcedentes. Los yerros
mas bien habian sido cometidos por aquellos
matematicos, filosofos e historiadores que
juzgaban a Euclides con criterios modernistas,
anacronicos a su época, y que desconocian el
contexto de la matemética griega. La mayor
parte de tales juicios se produjo al concebir a
las matemdticas griegas como indistinguibles
de las actuales: pensar que las matematicas
griegas no eran mds que uno de los primeros
eslabones de una matematica lineal, continua
y acumulativa. Sin embargo, se sabe hoy que
existen conceptos creados por los matemati-
cos griegos que son ontologicamente diferen-
tes a los contemporaneos (Berggren, 1984;
Grattan-Guinness, 1996; Jones 1987a y
1987b, y Unguru, 1975 y 1979).

II

Los Elementos estan compuestos por trece li-
bros; algunos tratan sobre geometria, otros
sobre aritmética. El primero de ellos contie-
ne lo que ahora podriamos llamar los funda-
mentos de la geometria plana. Contrariamente
al tratado en general,’® el objetivo principal
del primer libro es muy claro: la presentacion
y demostracion del teorema de Pitagoras. Este
teorema tiene la propiedad de entrelazar y
unificar gran nimero de proposiciones de la
matematica en general (geometria, trigono-
metria, algebra, calculo, entre otras) y no tni-
camente de la geometria plana.® Es mas,
algunos historiadores, como Dauben (1991),
han medido el grado de sofisticacion matema-
tica de algunas culturas primitivas no tradi-
cionales en funcién de que estas comunidades
poseian conocimiento de dicha proposicion.

La proposicion 1. 47, es decir, la 47 del pri-
mer libro de Euclides, que se conoce como
teorema de Pitagoras, afirma que en los tridn-
gulos rectangulos el cuadrado del lado que
subtiende el angulo recto es igual a los cua- .
drados de los lados que comprenden el an-|
gulo recto. En otras palabras, en todo|
triangulo rectangulo el area del cuadrado |
construido sobre la hipotenusa es igual a la
suma de las areas de los cuadrados construi-i
dos sobre los catetos (véase Figura 1). Si4 es |

4 En relacién con la demostracion de la primera proposicién del primer libro (construir un tridngulo:
equildtero), Heath (1925, I, p. 242) hace notar que Euclides no tiene derecho a asumir la existencia de
un cierto punto al intersecarse dos circulos sin introducir un nuevo postulado. Por su parte, Kline;
(1992, pp. 125-127) sostiene que Euclides no debié utilizar el principio de superposicion de figuras, ya
que implica el principio de movimiento, el cual no tiene base logica dentro de los Elementos.

5 Durante mucho tiempo se ha mantenido (Cajori, 1894, p. 30; Gow, 1884, p. 125 y Knorr, 1975, p.
288) la hipétesis de que el objetivo del trabajo en general era presentar la construccion de los cinco
sélidos regulares geométricos, la cual, a su vez, era sumamente congruente con la supuesta influencia
platonica en Euclides (Jones, 1987b).

¢ En la mayoria de las distintas ramas de las matematicas hay proposiciones que, por su naturaleza y
profundidad, juegan el papel de elementos unificadores y sintetizadores de una teoria. Por ejemplo, el
teorema del buen-orden permite desarrollar una aritmética de los nimeros cardinales y ordinales
transfinitos dentro de la teoria de conjuntos (Fraenkel, 1976, pp. 116-122). Otro ejemplo es el teorema
fundamental del célculo, que admite tratar a los procesos de derivacion e integracién de una funcién
como operaciones inversas (Boyer 1949, p. 10).
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C I

II T+ =11

Figura 1 Teorema de Pitagoras.

el area del cuadrado construido sobre la
hipotenusa y B y C son las areas correspon-
dientes a los cuadrados construidos sobre los
catetos, entonces

A=B+C

Existen pruebas tan sencillas de esta propo-
sicién que se pueden presentar sin el uso de
palabras. Una de ellas se ilustra en la Figura
2, en la que inicamente es necesario contar
el numero de cuadros que aparece en cada
uno de los cuadrados. Tal demostracion sin
palabras es sumamente informal y sencilla.
Sin embargo, hay dos objeciones que pue-
den surgir inmediatamente en la mente de
los estudiantes. Esta prueba no es satisfac-
toria, ya que la propiedad enunciada no se
cumple para todos los ternos de niimeros
enteros consecutivos. Por ejemplo, el teore-
ma de Pitdgoras no es valido para un tridn-
gulo con lados de longitud iguala 1,2 y 3;
ya que, 12 + 22 32, Tampoco es valido para
un triangulo cuyos lados midan 5, 6 y 7 res-
pectivamente, ya que 5° + 6% # 72, Una se-
gunda objecion podria surgir cuando algin
estudiante preguntara por aquellos triangu-
los cuyas longitudes no se puedan expresar
con numeros enteros. /Qué pasa, por ejem-
plo, con un triangulo donde uno de sus la-
dos podria medir 3.5 unidades?

Figura 2 Demostracion sin palabras.

Bajo tales inquietudes, el maestro podria dis-
currir la siguiente demostracion. Sea el trian-
gulo (A)ABC (véase Figura 3), donde el
angulo (£)BAC es igual a un dngulo recto y
AB = AC. Constriyase sobre 4B el cuadrado
(0)ABDE y sobre AC el cuadrado (J)ACGF.
Tracense los segmentos de recta DA, AG, EB,
FCyEF.

Por hipotesis,
AB=AC
¥y, por construccion,
AB=AE

Luego, por el postulado 4, que afirma que to-
dos los angulos rectos son iguales entre si
(Euclides 1991, p.197),

£BAC = £LBAFE

B C

Figura 3 Demostracidon geométrica.

255



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa

56

Por la proposicion 1.4, que sostiene si dos
tridngulos tienen dos lados del uno iguales a
dos lados del otroy: -thenen iguales los dngu-
los comprenﬂldaa' enye Ias rectas iguales, ten-
drén tgmbiégn las ﬂ;spect:vqg bases iguales, y
un trtangulo serd Lgﬁal ﬁh;!;ro, .y los éngulos
restantes, § sdber, loa“ subtdndidos por lados
iguales, serd&tqmblen igugles respgactﬁvamen-
te (Euclides 1991 spp ZQS 21)6) se tendré que

A&;AC;‘* ABAE.
Ahora, por construccion
BD=DEyBD=BA=AC,

y por la definicion 22 (que caracteriza a los
cuadrilateros) y el postulado 4, tenemos que

4BAC= 4BDE
Asi,
ABAC = ABDE,
y por la nocién comun 1, que afirma que co-
sas iguales a una misma cosa son también
iguales entre si (Euclides 1991, p..199), re-
sulta que
ABAC = ABAE = ABDE - ..
De manera anéloga! se demuestra que
ABAC = ACAF = ACGF,
pero también se cumple que
 ABAC=ARAF, - |
ya que 7
 AB=AC=EA =AE? :

y, por la proposicion 1.15, que afirma que si
dos rectas se cortan, hacen los angulos del

vértice iguales entre si (Euclides 1991, p.
219), se tiene que

o

ZLBAC= LEAF

‘De aqui que*

ABAC = ABAE = ABDE = ACAF =
ACGF = AEAF +

Asique, . : h :

area (0 ABDE) = area (ABDE) +
area (AEAB),

Yy como
ABDE + AEAB = AEAB + ABAC,
entonces

4rea (O ABDE) = area (AEAB) +
area (ABAC)

De manera analoga,

srea (O ACGF) = drea (ACAF) +
.12  area (AFAE),

Y, ¢Omo,

" 4rea (O BEFC) = érea (AEAB) + drea
(ABAC) + drea (ACAR) + irea (APAE),

entonces, por la noc1on comn 1, tenemos que

érea (i]: BEF C) = area (O ABDE) +
. area (0 ACGF).

Abhora bien, algin alumno podria sefialar que
ésta alin no-es una demostracion satisfactoria
del teorema de Pitagoras,ya que se ha supues-
to-que 4B es igual a AC. Es decir, se:ha pro-
puesto como :hipotesis, desde el inicio, que
dos de los lados del tridngulo son iguales, por
lo que se trata de una: demostracion que solo




El teorema de Pitigoras como paradigma de la ensefianza de la geometria plana

: simplificar no siempre simplifica

es valida para el caso particular en que el
tridngulo rectdngulo fuera isosceles. Enton-
ces, se tendria que proceder a demostrar la
misma proposicién para los tridngulos
equilateros y los escalenos. Uno de los pun-
tos esenciales que debe comprender todo es-
tudiante es que una demostracion matematica
rigurosa exige que cualquier proposicion sea
probada en toda su generalidad posible. En
este caso, se pretende aseverar la proposicion
1.47 para todo tridngulo rectangulo, indepen-
dientemente de su forma, posicién o tamafio.
Si se muestra una figura es unicamente para
ilustrar el caso, pero la demostracioén no debe
depender de aquélla.

Se dice que es muy factible que en la época
de Euclides, dada la relevancia e impli-
caciones de la proposicién, se conociera casi
una docena de pruebas diferentes con distin-
tos grados de dificultad. A primera vista, a
partir de la imagen euclideana del teorema de
Pitagoras (véase Figura 4), éste parece ser
bastante complejo. Es mas, uno estaria tenta-
do a pensar que en el pasado ha observado
imagenes més sencillas.

Pero volvamos al salon de clase. En la actua-
lidad, si se deseara presentar a los estudian-
tes un posible objetivo general para un curso
de geometria elemental plana, se podria ase-
verar sin duda alguna que, debido a las
implicaciones de su uso en la misma geome-
tria y en otras ramas de las matematicas, di-
cho objetivo es entender el teorema de
Pitagoras. Pero, para involucrar a nuestros
estudiantes y obtener su atencidn, una vez ex-
puesta la figura y explicado el principio,
pregunteseles cudles podrian ser algunas de
las metas intermedias antes de poder demos-
trar la proposicién con su mayor grado de
generalidad. Lo primero seria aprender a

Figura 4 Imagen de la proposicion 1.47.

construir los cuadrados que se erigen sobre
los tres lados del tridngulo. Para eso se re-
quiere saber construir una recta perpendicu-
lar, y una recta paralela a otra ya dada.
También se necesita poder comparar entre si
las areas de los cuadrados que se construyan,
y asi por el estilo.

11

Empero, se carece de un prefacio, prologo o
introducci6én que discuta cuéles son los prin-
cipios metodolégicos del tratado de Euclides.
Asi, cuando uno abre el texto por primera vez,
se encuentra abruptamente con una lista de
veintitrés definiciones.” A continuacion, apa-
rece una lista de cinco postulados (como el
numero 1: Dados dos puntos cualesquiera,
€stos se pueden unir por medio de una recta),
seguida de cinco nociones comunes (la 5: El
todo es mayor que cualquiera de sus partes).
Con estas hipdtesis se propuso Euclides de-
ducir el contenido de su tratado. Como es ra-
zonable suponer y, dadas las limitaciones que
¢l mismo se impuso, el tratado de Euclides

7 Algunas de ellas, debido al desconocimiento del contexto de fa matematica griega, se podrian consi-
derar innecesarias, como la tercera definicion afirma: los extremos de una linea son puntos (Euclides,

1991, p. 189).
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empieza por lo mas elemental y va aumen-
tandose el grado de dificultad. Asi, las prime-
ras proposiciones son:

L.1. Construir un triangulo equildtere (Eucli-
des 1991, p.201). - ; *

Sobre un punto, ¢onstruiruna recta igual
a otra dada (ibidem, p. 203).

De dos rectas desiguales, restar de la
mayor una igual a la menpr” (ibidem, p.
205). : b

Primera caracterizacion de igualdad de
triégngulos, que ya hemos usado con an-
terioridad (véase pagina 256).

[.2.

L.3.

1.4.

A continuacion, se demostrara la proposicion
1.5 como un ejemplo del método euclidiano:
En los triéngulos isésceles los dngulos de la
base son iguales entre si, y prolongadas las
dos rectas iguales, los angulos situados bajo
la base serdn iguales entre si (Euclides 1991,
p. 208).

Demostracion: Sea ABC el triangulo isosceles
en el que los lados AB y AC son iguales (véa-
se Figura 5). Por el postulado 2, prolonguese
la recta AB hasta F'y la recta AC hasta G; so-
bre la recta AF; tbmese gl azar un punto D.
Ahora, por la proposicion 1.3, sobre la-recta
AG cérteseunarecta (4E) igual a la recta 4D.

A

F G
Figura'5 Proposicién L5.

Unanse B con E 'y C con D (por el postulado
1). Ahora, como la recta AD es igual a la rec-
ta AE, la recta AB es igual a la recta AC (por
hipétesis) y el.dngulo comprendido entre ellas
es el mismo (£BAC). Entonces, por la pro-
posicion 1.4,

AADC = AAEB
Pero si.estos tridngulos son iguales,. enton-
ces, por la misma propasicion 1.4, se tiene que

los dngulos correspondientes también son
iguales..

Ahora, sia igilales (ADy AE) se restan igua-
les (4B y AC), por la nocién comun 3, los !
resultados son iguales (BD = CE). Por el uso
de la proposicion 1.4, se sigue que BE=CDy
el dngulo comprendido entre las rectas respec-
tivamente iguales también es igual, es decir,

£LBDC= LBEC

Si se aplica una vez mas la proposicion 1.4,
se obtiene que

ACBD = ABCE
Esto jgnplica, a su vez, que

ZACD = LABE

ZEBC=£DCB

Ahora, nuevamente por la nocién comim 3,
si a iguales se restan iguales, entonces

ZABC = ZACB,
que es lo que se pretendia mostrar.
Es necesario hacer hincapié en la metodolo-
gia seguida por Euclides. Se pretende esla-

bonar una cadena de razonamientos en la que
cada nueva proposicion se deduzca del cono-
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cimiento previamente establecido. A pesar de
posibles errores menores, la obra de Euclides
eclipso a las ya conocidas en su época, pues
fue capaz de encontrar el conjunto de princi-
pios logicos que permitian subsiguientemente
deducir el conocimiento geométrico.

Algunas otras proposiciones directa o indi-
rectamente implicadas con la proposicion
pitagorica son:

1.8. Si dos tridngulos tienen sus tres lados
respectivamente iguales, entonces los
triangulos serdan iguales y los tres dn-
gulos respectivos seran iguales (segun-
do criterio de igualdad de tridngulos)
(Euclides 1991, p. 212).

1.9. Dividir en dos partes iguales un dngu-
lo rectilineo dado (ibidem, p. 213).

1.11. Trazar una perpendicular a otra recta

en un punto sobre ella (ibidem, p. 214).

Construir un angulo rectilineo igual a

otro ya dado, sobre una recta dada y en

uno de su puntos (ibidem, p. 215).

1.32. En todo triéngulo, si se prolonga uno
de los lados, el dngulo externo es igual
a los dos angulos internos y opuestos, y
los tres angulos internos del tridngulo
son iguales a dos rectos (véase Figura
6) (ibidem, p. 241).

1.23.

Veamos la demostracion de esta dltima pro-
posicion. Sea cualquier tridngulo dado ABC.
Prolonguese uno de sus lados (BC) hasta D.
Por la proposicién 1.31, ® tracese por €l punto
C larecta CE que sea paralela a AB. Ahora,
por la proposicién 1.29,° se tiene que los an-
gulos alternos son iguales entre si. Por tanto,

ZBAC = LACE

A E

B C D
Figura 6 Proposicion 1.32.

Como las rectas AB y CE son paralelas y por
construccion la recta BC incide sobre ellas,
por la proposicion 1.29 nuevamente se sigue
que

ZCBA = ZDCE.
Pero
LACD = LACE + ZDCE
De aqui, por la nocién comin 1, se sigue que
ZBAC + LABC = AACE + /DCE

Ahora, porla nocién comun 2 (si a iguales se
suman 1guales los resultados son iguales), -

ABAC + AABC+ AACB ZLACE+
ZDCE + LACB

Luego, por la proposicion .13 (si una recta
levantada sobre otra forma angulos, o bien
formar4 dos rectos o bien angulos iguales a
dos rectos) (Euclides 1991, p. 217), se obtie-
ne que

LACE+ ZDCFE + ZACB = 2 rectos

® Proposicion 1.31: Por un punto dado trazar una linea recta paralela a una recta dada (Euclides 1991,

241).

% Proposicién 1.29: La recta que incide sobre rectas paralelas hace los angulos alternos iguales entre si,
y el (4ngulo) externo igual al interno y opuesto, y los (angulos) internos del misme lado iguales a dos

rectos (Euclides 1991, 238).
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y, por la nocién comun 1,
ZBAC + LABC + ZACB = 2 rectos,
que es lo que se pretendia demostrar.

En este punto seria conveniente recordarles a
los estudiantes cuil es el objetivo central de
este desarrollo y cuestionarlos tanto sobre al-
gunos conceptos que ya han aprendido como
sobre aquellos que aun falta introducir. Por
ejemplo, alin no se sabe como construir cua-
drados. Asi, algunas otras proposiciones son
las siguientes:

1.37. Los trigngulos que estan sobre la mis-
ma base y entre las mismas paralelas
son iguales entre si (Euclides 1991, p.
247).

Si un paralelogramo tiene la misma base
que un triagngulo y estd entre las mis-
mas paralelas, el paralelogramo es el
doble del triangulo (ibidem, p. 252).
Trazar un ewadrado a-partir.de una rec:
ta dada (ibidem. p. 259).

1.41.

1.46.

Finalmente, se llega al objetivo central. Aho-
ra se demostrara la proposicion que le da co-
herencia légica.al grueso de la geometria
plana y que la relaciona con muchas otras ra-
mas de las matematicas. Dada nuestra inne-
gable vocacion y dedicacién pedagogica, es
factible entender a aquellos maestros que,
preocupados por la comprension de sus estu-
diantes, buscan la manera de simplificar esta
prueba, sobre todo si se toma en cuenta que,
siendo el principio mds importante, no se de-
sea que el estudiante se quede con alguna duda
o se pierda en la demostracion.

Asi que el maestro, profesional y honestamen-
te angustiado, presenta a sus estudiantes una
demostracién de la proposicion: pitagérica,
alternativa a la dada por Euclides. Historia-
dores de las matemdticas (Heath, 1921, I, pp.
144-149 y 1925 1, pp. 350-356) han discuti-

do cuales pudieron haber sido algunas de las
alternativas que Euclides pudiera haber usa-
do para demostrar el teorema de Pitagoras.
En la actualidad, nuestro espectro para esco-
ger es ain mayor.-Existe un texto de Loomis
(1968) en el que se han incluido mas de dos-
cientas demostraciones diferentes de la pro-
posicién 1.47.

Por la simplicidad del argumento, y por la sen-
cillez de la demostracion, el pedagogo pudo
haber escogido la siguiente: constriyase un
cuadrado que tenga por ladoa + b,donde a y
b corresponden a los catetos de un tridngulo
rectangulo.

Entonces, el maestro argumenta: el drea del
cuadrado (véase Figura 7) es igual a

(a+b)

El area del cuadrado se puede calcular tam-
bién como la suma de las areas de los cuatro
triangulos que se ferman al unir los puntos P,
O, Ry S marcados en los.lados del cuadrado |
exterior, como se muestra en la Figura 7, mas
el area del cuadrado interior. Asi, con esta
opciodn se tiene que el area total es igual a

aa-by2+ ¢
b P a
a
b
R
Q
b
a
a R b

Figura 7 Demostracion algebraica.
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Por la nocion comun 1, se obtiene que
(@a+ b} =4(a-b)2+.
Al desarrollar el binomio y simplificar,
a*+2ab+ b*=2ab+
y, al simplificar una vez mas, se llega a
at+br=7

que es lo que queriamos demostrar.

Iv

Cualquiera podria sentirse orgulloso de pre-
sentar esta demostracion alternativa. Matema-
tica y visualmente es mucho mas sencilla que
la de Euclides. Pero, en el afan por simplifi-
car una demostracion, que se suponia com-
pleja, se han traicionado algunos principios
metodologicos que se propusieron a los estu-
diantes al inicio. ;(D6nde quedo ese método
constructivo y deductivo? ;Dénde quedo ese
esfuerzo por apoyarse en el conocimiento
anterior y inicamente utilizar las proposicio-
nes ya demostradas? Inconscientemente, ;qué
es lo més peligroso, el estudiante se siente
confundido y traicionado? ;De donde surgid
la nueva demostraciéon? No deberia sorpren-
der al maestro si un estudiante de desempefio
promedio preguntara: k

Profesor, jpara qué tuvimos que apren-
der todo lo anterior? ;De qué nos sirve
conocer como trazar perpendiculares o
construir cuadrados? De acuerdo con la
demostracion que usted nos ha presenta-
do, no habia razén alguna para estudiar
las proposiciones que tratan sobre dngu-
los alternos internos o sobre tridngulos y
paralelogramos construidos sobre las
mismas paralelas o las diversas condicio-
nes para la igualdad de triangulos. Nin-
guna de estas proposiciones interviene en
la demostracion de la proposicion que se

nos habia indicado era el centro de aten-
cion de nuestro compendio de geometria
plana. Algunas de estas proposiciones no
fueron sencillas. ;Por qué no se nos ad-
virtié desde un principio que con nues-
tro conocimiento previo de algebra era
suficiente?

En el afan por simplificar una demostracién
se han traicionado y sacrificado dos princi-
pios metodolégicos fundamentales:

1) El modo de proceder autocontenido. Es
decir, en los procesos de demostracion o
construccidn nicamente se podia recu-
rrir a lo que ya con anterioridad se habia
construido o demostrado. .

2) Se pas6 por alto que se construye de lo
sencillo a lo complejo. Euclides parte de
cémo construir un triangulo equilatero,
continta con la construccion de rectas es-
pecificas, y asi en adelante.

Como veremos a continuacion, la demostra-
cion de la proposicion 1.47 aparentemente es
larga y posiblemente compleja, pero no hay
un solo paso que no esté previamente justifi-
cado. Por el contrario, la demostracion alter-
nativa que se presentd parte de una expresion
algebraica relativamente compleja,

(@a+bP=4(a- b)2+

y, después de simplificaciones, se llega a una
expresion mas sencilla, -

@+ =

Incluso, la mera presentacién tipografica de
la pagina muestra cdmo se parte de una ex-
presion larga para arribar a una mas corta.

A continuacion, se reconstruye la demostra-
cién del teorema de Pitdgoras proporcionada
por Euclides en sus Elementos.

261



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa

262

Proposicion 1.47. En los triangulos rectangu-
los, el cuadrado del lado que.subtiende el
angulo recto es igual a los cuadrados de los
lados que comprenden el dngulo recto
(Euclides 1991, p. 260).

Demostracion. Sea el AABC tal que el ZCAB
es recto (véase Figura 8).

Sobre AB constrityase el [J ABDE, sobre AC
el J ACGF y sobre BC el [ BCIH (proposi-
cion 1.46). Tracense los segmentos de recta
AH, AI, BGy CD (postulado 1). Desde el pun-
to A, tracese AJ perpendicular a BH (proposi-
cion 1.12).

Por hipétesis,
ZBAC es recto,
N por@onstrué:ciéri, |
ABAE también es recto.

Luego, por la propesicién 1.14, que afirma
que: si dos rectas forman con una cualquiera
y en un punto de ella dngulos adyacentes
iguales a dos rectos y no estdn en el mismo
lado (de ella), ambas rectas estardn en linea
recta, (Euclides 1991, p. 218) los segmentos

H 1] |
Figura 8 Proposicion 1.47.

ACy AE estan sobre una misma recta CE. De

manera analoga, AB y AF estan sobre la mis- ;
ma recta BF. Por la misma construccion, se |

tiene que
ZHBC = /DBF

y, por la nocién comin 2 (a iguales se afiaden
iguales), se tiene que

ZLHBC+ ZCBA = /Z/DBF + Z/CBA
Pero

ZHBC+ ZCBA=/ZHBAy
£DBF + £LCBA = £DBC,

de lo cual se sigue, por la nocién comin 1,
que R

-ZLHBA = /ZDBC
Ahora, por la proposicion 1.4,
ADBC = AABH,

ya que ambos tridngulos tienen dos lados res-
pectivos iguales (DB = ABy BC = BH) y el
angulo comprendido entre estos lados corres-
pondientes también es igual, en este caso
£LHBA = ZDBC.

Se sigue, por la proposicion 1.41, que el érea
del rectangulo BHJK es igual a dos veces el
area del triangulo ABH, es decir,

drea (0] BHJK) = 2 area (AABH),

ya que tienen la misma base BH, y se encuen-
tran entre las mismas paralelas, BH 'y AJ. Por
la misma proposicién 1.41, se tiene que

area (0 EABD) = 2 area (ADBC),

debido a que tienen la misma base y se en-
cuentran entre las mismas paralelas. Por tan-
to, por la nocién comun 1,

area (O BHJK) = area (1 BDEA)
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De manera analoga, se demuestra que
drea (O CIJK) = area (0 ACGF)
Como,

area (0 BHJK) + area (O CIJK) = area
(O BCIH),

finalmente, por la nocién comun 1 (cosas
iguales a una tercera son iguales entre si), se
sigue que

area (0 BCIH) = 4rea (0 ABDE) + area
(O ACGF),

que es lo que se pretendia demostrar.

No cabe la menor duda de que la demostracion
es elegante, sofisticada y larga, esto tlltimo a
pesar de que sblo se argumenta la primera
parte de la demostracion, la segunda tinica-
mente se esbozd de manera analoga. Es obvio
que la primera demostracion, al ser mas bre-
ve, puede presentar un numero menor de po-
sibles complicaciones a los estudiantes y, por
lo mismo, debe ser mas facil de comprender.

(Por qué decidié Euclides incluir la que apa-
rece en su texto? ;Fue por su sencillez? Esta
cualidad es la que todo maestro de matemati-
cas busca cuando presenta un nuevo corcepto
a sus estudiantes. No. Como se ha mostrado,
sencillez no fue necesariamente la cualidad
de la prueba de la proposicion 1.47 que
Euclides incluyo en los Elementos. Entonces,
(era Euclides un mal maestro? De acuerdo
con las dos anécdotas mencionadas al inicio
de este ensayo, uno podria inferir que Euclides
era severo y parco. Sin embargo, a lo largo
de la distancia y el tiempo seria imposible
juzgarlo sobre su actividad pedagodgica y cual-
quier juicio que se adelantara seria altamente
subjetivo y carente de sentido historico.

Al procedimiento euclidiano de construir el
conocimiento de lo sencillo a lo complejo se
le conoce como “método sintético”. De he-
cho, el enunciado de la proposicion subraya
su caracter geométrico. Se asevera una pro-
posicion en funcidén de los cuadrados “cons-
truidos” sobre los lados del tridangulo.
Supuestamente, la demostracion euclidiana
tiene la gran ventaja de no introducir elemen-
tos ajenos a la concatenacion de argumentos.
Una vez que se han establecido las reglas, lo
unico que procede es deducir las proposicio-
nes en el orden adecuado. El gran éxito de
los Elementos radica en su caracter pedago-
gico. Al lector se le lleva de la mano, propo-
sicidén por proposicion.

Hay un gran inconveniente en cuanto al mé-
todo sintético. Tal sistema ordena, como ya
se ha dicho, de lo sencillo a lo complejo, pero
no explica como avanza (o se crea) el nuevo
conocimiento matemético. Es 16gico pensar
que Euclides no se sento a trabajar, y después
de haber propuesto una lista de definiciones,
postulados y nociones comunes, se dijo a si
mismo: Yoy a desarrollar la geometria pla-
na. ;Cudl serd el primer objeto a construir?
No. Como ya se ha sefialado, la gran mayoria
de las proposiciones contenidas en los Ele-
mentos ya habian sido. descubiertas cuando
aparecio Euclides en escena. Algunas son atri-
buidas a matematicos que lo precedieron en
mas de doscientos o trescientos afios (Tales
de Mileto o los pitagdricos, entre otros). In-
cluso, como ya se dijo, Hipocrates de Quios
(450 a.C.) habia difundido un escrito que con-
tenia esencialmente las mismas proposiciones
que el libro I del texto producido por Euclides.
En ningiin momento se ha atribuido a Euclides
el descubrimiento original de dichas propo-
siciones. Su labor como revisor fue titanica,
pues tuvo que encontrar las definiciones mas
precisas, los postulados mas sencillos y el
orden adecuado de las proposiciones. A pe-
sar de que, como ya se habia argumentado, el
tratado no contiene una seccion sobre los an-
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tecedentes logicos y filosoficos, es claro que

- Euclides ha aceptado ciertos principios que

sigue y respeta (Jones, 1987b). De no haber
sido asi, seria razonable encontrar cierto tipo
de inconsistencias y lagunas. Sin embargo, su
tratado fue tan exitoso que opacéd versiones
que se habian producido con anterioridad y
se convirtié en el texto por excelencia, aiin
hasta el dia de hoy.

Existe un segundo método en mateméticas, el
analitico. Aparentemente, este nuevo vocablo
no es extrafio al maestro. De hecho, algunas
ramas de las matematicas lo incluyen (geome-
tria analitica, analisis matematico y anélisis
numérico, entre otras). Un diccionario indica
que este vocablo se refiere al proceso de sepa-
racion y distincion de las partes de un todo
hasta llegar a identificar sus principios consti-
tutivos; es decir, contrariamente al método sin-
tético, el analitico va .de lo compuesto a lo
sencillo. Tal vez sean los cientificos naturales
—sean bidlogos, quimicos o médicos— quienes
estén mds acostumbrados, de manera conscien-
te, a ltevar a cabo tal proceso. El quimico, por
ejemplo, tiene a su disposicion diferentes téc-
nicas o procedimientos (didlisis, calentamien-
to, y centrifugacién, entre otros) que le
permiten descomponer una sustancia para tra-
tar de comprender cudles son los elementos que
la conforman. La tabla periédica ordena todos
estos primeros elementos.

En ocasiones, el matematico también proce-
de, mediante diferentes técnicas y estrategias,
por medio de un método de separacién. Es
comun que al enfrentar un problema comple-
jo, un matemadtico intenta reestructurarlo en
partes mas elementales. Por ¢jemplo, ‘en 4l-
gebra, al pretender solucionar un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas,
un matematico puede proceder, entre otros; a
simplificar, sustituir o igualar. En 4lgebra es
cristalino: se trata de a partir de una expre-
sién sumamente compleja, después del uso
de diversas técnicas que estin a disposicion

de uno se llega a lo mas sencillo, los valores de
las incognitas. Obsérvese, simplemente, la ti-
pografia subsecuente (Baldor, 1968, p. 325):

3(2x+y)-200-0)=-4(+7),
3(2y + 3x) - 20 = -53

Al realizar las operaciones,

6x+ 3y -2y + 2x = -4y - 28,
6y +9x - 20 =-53

transponer y ordenar

6x +3y-2y+ 2x + 4y =-28,
9x +6y=-53+20

reducir,

8x + 5y =-28,
9x + 6y = -33

dividir entre 3 ambos miembros de la segun-
da ecuacion,

8x + 5y =-28,
3x+2p=-11. (1)

Al multiplicar los términos de la primera ecua-
cién por 3'y los de la segunda por 8,

24x + 15y = -84,
24x + 16y = -88

multiplicar por -1 los términos de la primera
ecuacion,

-24x - 15y = 84,
24x + 16y = -88

y sumar miembro a miembro los términos de
ambas ecuaciones, se obtiene

y=-4
Al sustituir y = -4 en (1),

3x +2(-4) =-11
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y de aqui se despeja la incognita x:

x-8=-11
3x=-3
=-]

La tipografia claramente nos muestra la
simplificacién de la expresion que original-
mente se tenia. Para realizar dicha descom-
posicion, al igual que un médico, fisico o
biblogo, entre otros, recurrimos a diversas es-
trategias. Partimos de un compuesto y lo frac-
cionamos en sus partes mas elementales (en
este caso, el valor particular de lax y de la y).
Esto es, procedimos, metodolégicamente ha-
blando, de manera inversa a la seguida por
Euclides y traicionamos nuestros principios
basicos.

Desde luego, no se sugiere que no debe
procederse a través del método analitico. Los
dos tienen objetivos diferentes y tienen que
ser usados en situaciones diferentes. Pero se
requiere ser consistente, y si se ha propuesto
utilizar alguno de los dos, entonces es nece-
sario usar el mismo hasta el final, a menos
que lo que se pretenda sea ilustrar la diversi-
dad de los métodos. Sin embargo, en este caso
se debe ser explicito con el alumno y mos-
trarle las diferencias.

\

Es muy importante tomar en cuenta que los
Elementos no estaban dirigidos a estudiantes
ingenuos e inmaduros. Més bien comprendian
un texto exhaustivo y légicamente coherente
del conocimiento geométrico y aritmético que
hasta ese entonces se habia logrado. Euclides
no buscaba introducir la demostracién mate-
maticamente mds sencilla, sino una que fuera
consistente con los principios establecidos a
través del desarrollo de su trabajo. Recorde-
mos que todos y cada uno de los pasos de la
demostracion estin autocontenidos en el tra-

tado. Todo lo que el estudiante habia apren-
dido con anterioridad se utilizd en la prueba
de la proposicion 1.47. Si fuimos capaces de
explicarle al alumno desde un principio cual
era la meta principal, entonces él, al final,
deberia tener una idea precisa de donde par-
tio, a donde llegd y como le fue posible ha-
cerlo.

Por el contrario, si recapacitamos sobre la
prueba algebraica presentada, a pesar de ser
mucho mas breve y probablemente también
mads sencilla, ésta parece ser totalmente ajena
al contexto de lo previamente tratado, pues
no se requirié usar una sola de las proposi-
ciones demostradas con anterioridad. Es més:
la argumentacion de la prueba contradice los
principios metodolégicos que nos habjamos
propuesto originalmente.

Aqui.no se requirié construir de lo sencillo
hacia lo complejo, como lo ilustra claramente
la tipografia de la pagina. De hecho, lo reali-
zado por el maestro prosiguié una metodolo-
gia completamente contraria. El parti6 de una
expresion algebraica y procedié a descompo-
nerla en sus componentes mas elementales,
para poder mostrar que

a+ b =c?

Ademas, podriamos reflexionar que en nin-
gun momento se hace una interpretacion de
cual era el significado geométrico de a* o b2
Como es claro, en la figura usada en la de-
mostracion ni siquiera fue necesario construir
los cuadrados sobre a y b. La demostracion
pierde su caricter geométrico para adquirir
un caracter algebraico.

Cuando finalmente llegamos al objetivo cen-
tral, volteamos la espalda a lo conocido y nos
sometimos a una metodologia que descono-
ciamos. Si los maestros, de manera conscien-
te, se topan con dificultades al transitar de un
método a otro, ahora imaginese a los estu-
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diantes que no tienen la menor idea de lo que
sucede.

En el caso de la demostracion pitagdrica, es
posible que el estudiante haya entendido con
mayor claridad la demostracion algebraica
que se le presentd. Sin embargo, y esto es mas

importante ain, dejo de percibir un objetivo
mas amplio y general que le daba mayor sen-
tido, no a una proposicion en particular, sino
a toda una rama de las matematicas. En nues-
tro afan por ensefiarles un arbol a nuestros
alumnos, les hemos ocultado la grandeza y
diversidad del bosque en su conjunte.
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