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Sobre la geometria sintética y analitica.
La ellpse y sus construcclones

Angel Contreras de la Fuente’
Marfa Contreras.Quesada®
Manuel Garcia Armenteros’

RESUMEN
En el curriculum del segundo curso del Bachillerato espafiol aparece, en el bloque teméatico de
geometrfa, una unidad diddctioa denominada “Cénicas”, cuyo desarrolio consideramos muy im-
portante en la formacion de los futuros estudiantes universitarios, puesto que: en-¢l nivel superior

se parte de la base de que los programas de ensefianza secundaria son verdaderamente impartidos.

Sin embargo, en algunos de los Institutos. de Educacion Secundaria de nuestro. pajs la elipse ni
siquiera llega a tratarse en clase, a'10;més que se aspira en el desarrollo de la unidad es poder
realizar un estudip dela circunfarencia. Las consecuencias. posteriores en el primer afio universi-
tario —ligadas al desconocimiento de las conicas— obviamente son negativas para los estudian-
tes. En este trabajo se propone un estudio sintético-analitico de las construcciones con la elipse
que consideramos motivador y formador para los alumnos de Bachillerato,

ABSTRACT

Within the curriculum for the second year in Spanish upper secondary schools (17-18 year
old students, appr.) we can find & unit called “conicals”, in the subject Geometry We consider
that the development of thig unit is ‘essential for the adequate training of prospective uhiver-
sity students, since it is assumed in this institution that the programmes are actually fulfilled
in secondary schools. Nevertheless, the fact is that, in some Spanish secondary schools, el-
lipses are ot even dealt with in class, studying circumferences at the most. The subsequent
consequences in the first year at the university —as a result of not knowing conicals— are
obviously negative to the students. In this paper we suggest a synmetlc-analytlcal approach
to the constructions based on the ellipse that we thmk is motlvatmg and tmnmg—onentated
for upper secondary school students.

RESUME

Les directives pour le curriculum de deuxiéme année du Bachillerato espagnol proposent; dans le
groupement thématique de Géométrie, une unité didactique nommée “Coniques”: Etant donné
que Pinstitution “Université” entame ses enseignements sur la base que les programmes du
secondaire sont vraiment expliqués, nous considérons I’importance du développement de

® Fecha de recepcién: Octubre del 2001.
*Universidad aén,
¢ Universidad de Granada.
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cette séquence en vue de la formation des futurs étudiants universitaires. Cependant, I’expé-
rience nous démontre que, dans certains établissements de ’enseignement secondaire de notre
pays, I’ellipse n’est point travaillée en classe et que I’on arrive, tout au plus, a étudier la
circonférence. Les ¢onséquences postérieures, liées 4 la méconnaissance des coniques, dans
une premiére anmée universitaire, sont clairement négatives pour les étudiants. Le travail que
nous proposons se veut une étude analytico-synthétique des constructions faites avec I'el-
lipse, que nous considérons motivant et formateur pour les éléves du secondaire.

RESUMO

No curricult’ do segundo:curso do Bacharelato espanhol aparece, na matéria de Geometria,
uma unidade denéminada: “Cénicas™; cujo desenvolvimento.consideramos muito importante
na formacio dos futuros-estirdantes universitarios, visto que na instituicdo “Universidade” se
parte do prinefpio de que os programas do ensino seeundario s#o, de fato, realizados. Ndo
obstante, na realidade, et #lguns dos Institutos d Educagio Secundéria do nosso pais, nem
sequer se fala da elipse rias autas, podéndo en alguns casos, se fazer 0 estudo da circunsferencia.
As consequéncias disso no primeiro ano universitdrio, ligadas ao.desconhecimento das cénicas,
sfo obviamente negativas'para o8 estudantes. Neste trabatho propde-se um estudo sintético-
analitico das constru¢Bes com a élipse que consideramds miotivadoras para os:alunos do

Bacharelato.

METODOS SINTETICOS
Y ANALITICOS EN LA
EDUCACION MATEMATICA

Aunque en este trabajo nos re_feriremos ala
geometria sintética tipica del modelo eucli-
deg, con una base¢ axiomética, y a la geome-
tria a,nalitica,-vde} modelo cartesiano, la
utilizacion de métodos analfticos y sintéticos
en el plano de la metodologfa matemética va
mas alld de la enseflanza de las construc-
ciones de la elipse, implicando a todas las ra-
mas de las Mateméticas. Por tanto, es
convenieate definir y dar e¢jemplos de estos
dos térmings tan importantes en la Didactica
de {a Matematica. -

En general, por analisis se entiende la des-
composicion de la materia objeto de estudio
para conocer con mayor facilidad cada una
de sus partes. Ejemplo de ello lo tenemos en
aritmética, cuando en la numeracién se des-

compone cierto nimero en unidades de los
diferentes 6rdenes, y. en las operaciones de

varias cifras que en definitiva, se reducen a

operar por separado con las unidades de di-
VErsos érdenes (aunque se acompafian ade-

. mas de pasos de sintesis). Otro ¢aso tipico es

la descomposicion en factores primos.

En geometrfa, para la contextualizacién del
andlisis se pueden citar los procedimientos de
obtencion de 4reas, por ejemplo, para el tra-
pecio, descomponiéndolo en dos tridngulos
por medio de una diagonal, o el poligono re-
gular dividido en tridngulos is6sceles. El
recortado de papel en la escuela primaria es
un analisis materializado.

La sintesis consiste en la composici6n de ele-
mentos dados para obtener el conocimiento
del conjunto. En geometria encontramos un
ejemplo de esto en la obtencién del area del
triangulo componiendo un paralelogramo de
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cuya area se deduce la de aquél. Para hallar
la suma de los 4ngulos de un tridngulo se com-
ponen los tres 4ngulos en un mismo vértice
trazando por él una paralela al tercer lado. El

ensamblado del trabajo manual es la- materia-

lizacién de este método.

En la practica, ambos métodos se utilizan
conjuntamente formando el método analiti-

co-sintético, como en el caso ya sefialado de

la obtencién del drea de un triéingulo-redu-
ciéndolo-a un paralelogramo, y cuya mate-
rializacién tenemos en el plegado de los
trabajos manuales. :

Un interesante ejemplo en el nivel de educa-
cién primaria (Eyaralar, 1933, pp. 16-17), en
el que se pueden observar perféctamente de-
limitados y coordinadés ambos métodos en
la resolucién ‘de -problenias asi como la po-
tencialidad que adquieren con el uso conjun-
to, es ¢l mgmente :

“Un propietario quiere cercar-un Jardin de
99 m por 11 m,-.con una tapia ‘que le cuesta 9
ptas. el metro. Permutando este jardin por otro
de igual extension, pero cuadrado, ;cudnto se
ahorra con la construccion de la tapia?”

i

Andlisis

Ahorro = Costo 1.* tapia — Costo 2.*
Costo 1.* = Perfmetro 1.* x 9 ptas.
Costo 2.* = Perfmetro 2.* x 9 ptas.
Perfmetro 1.* tapia = (11 +99) x 2

Perimetro 2.* tapia = lado x 4 -
Lado del cuadrado: / Area

Area del jardin = 99 x 11

Sintesis

Area del jardin = 99 x 11 = 1089 m?
Lado del cuadrade = 4\]‘10'89 =33 m
Perimetro 2 =33 x4=1132m
Perimetro 1.2=(11+99) x2 =220 m.

Costo 2. * tapia = 132 x 9 = 1188 ptas.
Costo 1. tapia = 220.x.9 = 1980 ptas.
Ahorro = 1980 —1188= 792 ptas

En el contexto de las construcciones geomé-
tricas elementales, un sencillo ejemplo que

evidencia la coordinacién de ambos métodos

es el siguiente:

“Traza porun punto P unarecta que equxdlste.

de dos puntos dados N y Q ”

Método analitico

Se supone el problema resueito:

Se comienza par construir:la figura trazando

la recta, tomando en ella el punto P y,.a un
lado y a otro de la misma, los puntos N y Q,

equidistantes de ella. Es decir, siguiendo la
marcha a la inversa de lo’ indlcado en el enun-

ciado.
N
P M Q
T N
“Q
Siendo:

NN=QQ' = AMNN=AMQQ = NM=MQ
De aiqui se deduce la construccién: Unir el
punto dado P con el punto medio M de NQ.

Método sintético B

Unase N con Q y tomese el punto medio M
del segmento NQ y unase P con M. En efecto

siendo: .

MN=MQ = AMNN=AMQQ = NN-=QQ'

113



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa . -
[ g

114

Puede observarse cémo este método sintéti-
co, en cierto modo, sigue un camino opuesto
al analitico. Ademds, podemos decir que
mientras el segundo es el método de la in-
vencién, el sintético desempeﬁa el papel de
exposicién de la verdad.

Pasando a otro contexto, el de los estudios
tedricos sobre la Didactica de la Matematica,
es frecuente observar el importante papel que
se asocia a la sintesis en laformacién de con-
ceptos. Asi, por ejemplo, en Dreyfus (1991,
p. 35), siguiendo la perspectiva del AMT
(Advanced Mathematical Thinking); se con-
sidera la sintesis como un proceso cognitivo

involucrado en la abstraccion, al sefialar: “Sin-

tetizar significa combinar y componer partes
de aigo de-tal manera que formen un todo,
una entidad. Frecuentemente, esta entidad
engloba m4ds cosas que la suma de las partes.
En algebra lineal, por citar un.caso, los estu-
diantes aprenden habitualmente una determi-
nada cantidad de hechos aislados sobre la
ortogonalizacién de vectores, cambios de
base, soluciones de los sistemas de ecuaciones
lineales, etc. Mds adelante, en el proceso de
aprendizaje, es de esperar que todos estos
hechos, no relacionados previamente, se fun-
dan en una unica imagen dentro de la cual
esta todo incluido y relacionado. Este proce-
0 es una sintesis”.

Sierpinska (1997, p. 150), al analizar la com-
prension, considera que esta constituida por
diversas categorfas de operaciones mentales:
identificacién, discriminacion, generalizacién
y sintesis, y sefiala: “La elaboracién de un
concepto hace una importante llamada a la
abstraccién de rasgos distintivos y a la sinte-
sis de estos rasgos en un todo coherente. Se
puede hablar de pensamiento conceptual
cuando ‘la sintesis abstracta obtenida de este
modo llega a ser la forma fundamental del
pensamiento, permitiendo al nifio captar la
realidad que le rodea y darle sentido’. La sin-
tesis en si misma es el punto culminante de

una serie de identificaciones, de discrimina-
ciones y de generalizaciones”.

Como puede observarse, en cualquier rama
de las Matemiéticas aparecen los métodos sin-
téticos y analfticos como elementos ‘impor-
tantes en la resolucién de problemas, en los
razonamientos que conducen a las construc-
ciones geométricas, en la formacién de con-
ceptos. En este trabajo nos centraremos en
estos métodos en cuanto a las construcciones
elementales de la- elipse tratando de aportar
conocimiento a las interrelaciones que se dan
en la ensefianza entre técnicas sintéticas y
analfticas.

REFLEXIONES ACERCA DE LA
ENSENANZA DE LAS CONICAS
EN 2.° DE BACHILLERATO

La ensefianza de las c6nicas es un tema que,
en la LOGSE (MEC, 1992), ha sido relegado
a segundo curso de Bachillerato. El tratamien-
to que se observa en los libros de texto es de
tipo analftico, casi exclusivamente, y no se
encuentra explicacion para tal comportamien-
to salvo que —como mucho nos tememos—
se haya destinado para las Matematicas de este
nivel educativo la metodologia y técnicas
analiticas cuando se estudian temas de geo-
metrfa. Esto parece corroborarse al analizar
el curriculo de geometria de la ESO, en el que
unicamente se desarrollan contenidos de tipo
sintético. Como sefiala Gascén (2001, p. 3):
“... lapresunta alternativa entre geometria sin-
tética y geometria analitica es, en realidad,
una falsa alternativa fruto de un andlisis
epistemolégico superficial”. Es decir, no se
ven razones cientificas que aconsejen impar-
tir un tipo de geometrfa u otro, salvo la pro-
pia inercia de los programas y textos de “toda
la vida”.

Es posible que —a la hora de su transposi-
cién al aula— las razones para dividir la geo-
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metria en sintética y analitica puedan deber-
se a una desgraciada distincién que siempre se
ha hecho: la geometria euclidea se impartird
en los niveles elementales, o en todo caso en
la asignatura de dibujo, y la cartesiana en ni-
veles posteriores de Bachillerato. Cuesta pen-
sar que el hecho de que: Euclides y Apolonio
nacieran varios siglos antes de Cristo y Des-
cartes dieciséis después, haya sido—y lo siga
siendo— una poderosa razén para decidir la
secuencia de contenidos de geometrfa.¢n la
educacién secundaria.

En el citado trabajo (Gascon, 2001, p. 18) se
puntualiza: “Queremos acabar reivindicando
la necesidad imperiosa de seguir investigan-
do cdmo deberian conectarse, en la geometria
de secundaria, las técnicas sintéticas con las
analiticas”. Es decir, las interrelaciones entre
geometria sintética y geometria analftica sen
necesarias en la ensefianza de la geometria
ya que, aunque ésta es un cuerpo de conoci-

mientos tedricos, cuando se utilizan modelos

de representacion para interpretarios es ne-
cesario distinguir entre objetos 'y relaciones
geométricas, que son de naturaleza: teérica,
de sus manifestaciones en los diversos siste-
mas que conducen a realidades de tipo espa-
cio-gréfico. Como sefialan Capponi y Laborde
(1993, p. 265): “Los objetos y relaciones de
la geometria requieren, por parte del indivi-
duo, conocimientos y controles, mientras que
las relaciones espacio-graficas requieren pri-
meramente una aprehensién y controles
perceptivos”. '

Por otra parte, en las condiciones sociales
actuales, con metodologias para impartir la
ensefianza de las Matemdticas cada vez méas
alejadas del formalismo, es muy importante
la motivaci6n de los alumnos —en este senti-
do es interesante el trabajo de Rio Séanchez
(1994)—. Por tanto, el profesor debe alejarse
de lo que supone una secuenciacién rigida de
los contenidos geométricos, en caso cortra-
rio la empresa de enseflar geometria puede

resultar poco menos que inviable. De aqui que
propuestas en las que se muestre la conve-
niencia de abordar determinados tépicos
geométricos desde diversas perspectivas pue-
den ayudar a la construccidn de situaciones
de ensefianza capaces de interesar e integrar
a los estudiantes en el discurso geométrico,
un ejemplo de ello se reflejaen Contreras et
al. (2001). ;

Es decir, la ensefianza de la geometria nece-
sita aportaciones.que intenten clarificar los
puntos débiles que impiden el avance. Como
apuntan Figueiras y Colab. (2000, p. 46): “La
enseflanza de la geometria-ha sido objeto de
numerosos estudios, ha generado varias ex-
periencias, pero sigue siendo una asignatura
pendiente. Cabria preguntarse donde est4 el
punto débil de la cuestién...”

En este trabajo se intenta ofrecer una propues-
ta integradora de la visi6n sintética y analitica
de la geometria en el tema de la elipse, el cual
se imparte en segundo curso del Bachillerato.
Se desea mostrar la posibilidad —y quizés la
conveniencia-— de abordar dicho tema desde
una doble perspectiva: la sintética y la analiti-
ca, complementandose entre si.

Por otra parte, se realiza un pequefio estudio
de tipo interdisciplinar entre la geometrfa y
la 6ptica buscando dos objetivos. En primer
lugar, contextualizar, por medio de una apli-
cacion practica, la conica elipse. Como sefia-
la Van Reeuwijk (1997, p. 13): “...los
contextos y la vida cotidiana deberfan des-
empefiar un papel preponderante en todas las
fases del aprendizaje y la ensefianza de
las Mateméticas, es decir, no s6lo en:la fase
de aplicacién, sino también en la fase de ex-
ploracién y en la de:desarrollo, donde los
alumnos descubren o atin- mejor reinventan
las Mateméticas™. En segundo lugar, hacer
notar cémo avanza el desarrollo de los cono-
cimientos, no en forma aislada sino paralela
y de modo cooperativo y complementario.
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Por lo anterior; en este. trabajo se ha-destina~:
do un apartado en‘el que se estudiandos.con-
ceptos fisicos de-gran utilidad—polarizacién:
y elipsometria—- intimamente conectados con.
la cémica elipse. Es decir; dada aqui sostenes
mos la necesidad de conexion entre los estus:
dios pre y yniversitarios, nos ha:parecida
pertinente ‘realizar i breve: estudio: de-tipo:
motivador y contextualizador sobre esos dos:
conceptos fisicos. En este sentido, Luelmo
(1997, p. 7) puntualiza;“Las situasiones reas
les bien elegidas y-adaptadas:a:los estudiaps
tos, constituyen un:e¢lemento motivador. Por.
tanto, los contenidogmatomaticos que ensellas
pueden aprenderse; ne solo adquicren. signi-
ficado desde unpunto de vista intelectual; sino:
relevancia, en cuanto que se aplican & waa si-;
tuacién persanal o profesionalnteresante. Bk
reto para ¢l profesorado estriba, pop tinto,ea,
seleccionar situaciones que movilicen
emotiva ¢ intelectualmente: al alumnade?. -

ALGUNAS CONSIDERACIONES o
SOBRE LA ENSENANZA- =
APRENDIZAJE DE L4 ELIPSE

El enfoque const,ructmsta del aprendlza]e
sostiene que todo nuevo concepto se adquie-
re desde: las estructuras conceptuales previas
que ya posee. ¢l individup, de tal forma que
dicho aprendizaje seré significativo si el co-
nocimiento:se comstruye a partir de las ideas
que ya e tienen: Como. sefiala Emest (1994,
pp.1-2): “Lo que las.diversas formas de cons-
tructivismo comparten eg-la metéfora.de la
carpinterfa, la-arquitectura y ¢l trabajo de
construccion:. Esto se refiere a la construccién
de:estructuras a partir. de piezas existentes,
posiblemente prepacadas de modo especial
para-la tarea,’ La metdfora describe la com-
prension como-la construccién de estructuras
mentales, y el término “reestructuracidn”, con
frecuencia usade como sin¢nimo de *acomo-
dacién’? o “cambio conceptual”, contiene esta
megéafora”. (BRI LT S

Es.frecuente que ‘los; alummos desarroilen
ideas: respecto. a: fentmends .ds:la ¥ida:real
antes.de que se desarrolle sw:estudia en el
curricule escolar. Vygotsky das:denomina
“concephas espontineos”. Es posible.que, en
algunos.ca$ps; esas.ideasprevias sean correc-
tas; perp-en otros; ain. siendo erréneas, son
peteheialnichte correctas: por 16 que convie-
ng: tenércondgimiento de las mismas de cara
al d¢samdollo:de situaciones de ensefianza
quafaciliten el\gprendizaje del concepto im-
plicado.

En Rfo (1994) se estudiaron las ideas pre-
vins de los alumnos de Bachillerato en torno
a,lag conigps;.Algunos de los resultados ob-
tenidos, tanfa-incorrectos como correctos,
son los sighientes:..a) Un 6valo censtruido
cam<ustEg arcos de circunferencia es una
elipse; b) Al achatar una circunferencia se
obtiene una elipse; ¢) Dos arcos secantes de
igual radio no constituyen una elipse; d) Los
tres tipos de-conicas (elipse, hipérbola y pa-
rébola) son.jndependientes, no guardan nin-
guna relacion estructural entre si, directa ni
indirecta, . . g

Al tratarse. de conceptos esponténeos, las
ideas previas, fglinen un conjunto de: carac-
teristicas: g menudo son de.caracier lmplim-
to; en algn,mos .Gasos tienen un componente
histérico; son resistentes al cambio. Por tan-
t0, es conyenignte Mtilizar las ideas previas
en la.gnsefianza a fin .de obtener un cambio
conceptual en los estudiantes acerca de las
mismas, facilitando experiencias que cues-
tionen dichas nociones.

Respecto al problema de la aproximacion de
la elipse por medio de arcos circulares, en ¢l
que- quedarian mcluldos las primeras ideas
citadas, en. Rosin y Pitteway (2001) se des-
criben apraximaciones circulares de la elipse
en los campos. de la astronomia, del arte y de
la arquitectura, sefialando que; “Aunque la
aproximacion de la elipse por arcos c'i'rc’:ula;
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res parece un problema simple, la investiga-
cién pone en evidencia una gran rlqueza de
posibilidades” (p. 23).

En Cantoral y Farfan (1998) se desarrolla una
aproximacion tedrica a la Didéctica de las
Matemadticas de naturaleza epistémica, que
supone un avance respecto a los enfoques
constructivistas de {a Matemética —al reumir
una gama mas completa de ¢lementos
modelizadores del conocimiento matemati-
co—. Se trata de una aproximacién de tipo
socioepistemoldégico que incorpora cuatro
componentes fundamentales en la construc-
cién de dicho conocimiento: su naturaleza
epistemoldgica, :su- dimension: seciocultural,
los planos de lo cognitivo y los modos de tras-
mision via la ensefianza. Aunque esta teorfa
se basa en el pensamiento y el lenguaje
variacional, consideramos que muchas de sus
ideas motrices pueden aplicarse a otros cam-
pos de la Didactica de la Matemética, como
en el caso de la enseflanza de la geometria.,
Asi, ofrecer un universo de construcciones de
la elipse a los estudiantes, tanta. sintéticas
como analiticas, extenso y rico en significa-
dos, incorporando elementos visuales como
parte de su actividad matemadtica al enfrentar
problemas, se facilitara el transito entre los
métodos sintéticos y analiticos de esta coni-
ca, con lo que se abre la posibilidad de poder
ver, de modo significativo, construcciones de
las conicas de tipo unificador (Santos-Trigo
y Espinosa-Pérez, 2002). ‘

Por tanto, para lograr, por una parte, una rup-
tura con las ideas previas de los alumnos
respecto a la elipse y, por otra, facilitar el
paso fluido entre los métodos sintéticos y
analiticos, se efectuara un recorrido por las
distintas construcciones de la elipse. Comen-
zaremos ¢l estudio acudiendo a la historia,
describiendo algunos aspectos de la obra de
Apolonio sobre las cénicas que es un mode-
lo paradigmatico de cémo usar el método de
sintesis.

LA ELIPSE.
APOLONIO-DESCARTES

Efectuaremos una sucinta incursién en la his-
toria de las Matematicas respecto a la cénica
elipse, lo cua) puede ayudarnos a centrar el
tema que nos ocupa. Como sefiala Sierra
(1997, p. 182) respecto al uso de la historia
en la Didéctica de las Matematicas: “Para el
profesor constituye un antidoto contra el for-
malismo y el aislamiento del conocnmento
matemético y un conjunto’ de mpdios que le
permiten apropiarse mejor de dicho conoci-
miento, a la vez que le ayudan a. ordeh&r la
presentacion de los temas del curriculo”. A;de
mas, Guichard (2001, p. 319), reﬁrléndosga
las construcciones geométricas, apunta: “In-
vestigar y encontrar ciertos problemas en la
historia de nuestra disciplina nos deberia per-
mitir una mejor delimitacién de este tipo de
problemas (construcciones geométricas) y dar
sentido e interés a esta actividad geométrica”
(p. 319).

Para Apolonio (Douady, 1992), una elipse es
la seccién de un cono por un plano no per-
pendicular a su eje (F igura 1) Y razona de la
forma siguiente:

Sean Cy C' dos puntos cuatesquiera de la elip-

se, y KCL y K'C'L' dos secciones circulares

del cono perpendiculares al eje. Si conside-

ramos los tridngulos rectangulos KCL y
K'CL!, se tendrd:

MC? = MK . ML; M'C?=MK'. M'L'

Ademas, los tridngulos GMK y GM'K' son
semejantes, por lo que: ~ .

KM GM
KM GM
Los tridngulos AML y AMTL' tamblén son
semejantes, por lo que: ‘
ML MA

ML' MA -
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. Figura |

Por tanto, al multiplicar miembro a miembro:
KM-ML _MA-MG
KM -ML' MA-MG

Pero, por el teorema de la altura:

(Mc) MA-MG
(M‘C') MA -MG
Se obtiene, por tanto:
" MA-MG
Es decir, la relacién
Mmc?
‘MA-MG

_ M'C'z
MA MG

es constante para todo punto C de la elipse.

Para mostrar cémo el método sintético de
construccion de la elipse realizado por
Apolonio fue utilizado por Descartes, muchos
siglos después, al obtener la ecuacion
cartesiana de esta c6nica (con lo que mostra-
mos la continuidad y complementariedad his-
térica de ambas técnicas), acudiremos al

segundo libro de la Géométrie de Descartes,
a los pérrafos precedidos por el titulo: “Ma-
nera general para encontrar lineas rectas que:
corten las curvas dadas, o sus tangentes, en
angulos rectos”. Aunque ¢l cilculo sobre la
tangente y la normal que vamos a efectuar
pudiera parecer desconectado de la ecuacion
de la elipse, hay que -observar que es total-
mente necesario para, pesteriormente, poder
utilizar una de las relaciones obtenidas —en
concreto la (1)-a fin de eliminar la variable
x, tal como se muestra a continuacion.

Para calcular la normat a CP & la ¢urva C ¢én
P, Descartes (Douady, 1992) refiere los pun-
tos de une curva con la ayuda de dos ntime-
1os positives y y x. Toma tna recta AG como
didmetro de 1a curva (siemipre que ésta lo ad-
mita)y llama M a la proyeccion ortogonal de
un punte C d¢ la curva sobre AG. Descartes
denomina y = AM 'y x = CM (como puede
observarse, esto no es aiin la referencia que
nosotros llamames“cartesiana”). La ecuacién
de una curva es una relacién, algebraica en
general, enfre x'y y.

Descartes calcula'laj ‘normal a una curva en
un punto de la formia siguiente (Figura 2):

Figura 2

Lla;paAM=y§CM=x;CP#s; PA =v. De
donde: PM =v-y. ‘

Como CP? = CM? + MP? , se tendré que:

Poxt(voyf =R+ -2up+ )
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De aqui se obtienen las dos relaciones que
han de verificar las coordenadas de todo punto

P perteneciente a la recta AG:
1) x={ -V +2p-)
y y=v- st - x

Para calcular la ecuacién de la elipse (Figura
3), Descartes sigue la definicién de Apolonio
de que

MC?

MA -MG
es constante, designa_n&o a esta razén por
r
q.

donde g es la longitud del eje AG (o lado trans-
versal de la elipse), 10 cual equivale a referir
la ecuacién de la elipse a sus vértices.

Fi ig:fra 3

Con las notaciones elegidas por Descartes, la

ecuacion de la elipse es:
2 .
_ ¥ lovieny-p-I,2™
y(a-7) 4 q

Eliminando x entre.esta.ecyacién y la rela-
cién (1), se obtiene la ecuaclén fundamental
de la clipse:

. .
SV syt =ry-Ty
q

o bien
o 2 2
z+qry—2qu+qv -gs
q—r

=0’

o incluso
2_2
- ~2 vi-s
2, qr—<qv y+ q( )
q-r r
Al comparar ambos métodos, observamos el
conjraste de aquel que se basa en los teore-

mas de la geometria de Euchdes —con la ele-
gancia y rigor de sus deducciones— con

respecto al, segpndo de Descartes, en el que

estd presente un “el ‘cad * céleylo algorit-
mico. Sm embargo como ‘se ha podido ob-
servar, Descartes necesxté de la relacién
sintética de. Apolonio éra obtener la ecua-
cién de la 'ehpse Es dec1r se trata de méto-
dos no enfrentados %mo complementanos y
como tales consnderamos qup se han de pre-
sentar en las sxtuaclones de ensefianza

Si queremos obtener de la ecuacxén anterior
con asterisco (*) una expres:én para la ehpse
similar a su ecuacién canénica, hay que con-
siderar la elipse referida a su centro O. Es
decir, para enlazar esta ecuaclén con la cono-
cida, referida al centro O, se tendra:

- oM? cM?

- +——=1-
at b

Siponemos: OM=q-y; CM‘—x se obtiene:

(a- y)

—-1,
‘ a’ b’
es decir:
267 b’
2“4 2
X =——y-~—35Yy
‘ - a .
Sisetoman:
- 2
r b
g=2ay — =
q a

se obtiene Ia ecuacién de la elipse de Des-
cartes, ’
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cual oculta su complementanedad

Por tanto, se sostiene la tesis de que cualquier
estudio sobre la elipse ha de abordarse desde
la 6ptica de sus propiedades sintéticas y ana-
liticas, en una labor de coordinacién de am-
bos sistemas de representacion como medijo
para lograr que el objeto matematico elipse
pueda emerger de‘un sistema de tareas crea-
do para tal fin. - ' ‘

DISTINTAS CONS’TRUCCIONES
m: LA ELIPSE o

En este t‘rabajo, eftema de 2.%de Bachillerato
r;lacmnado con ef estudlo de las cémcas se
establece con un dlS' :
mfa geometria siritética-

lgscando un proce d

te c

heurfitlco—— sea caPaz ‘dé hacer ver al alum-
no la necesi ambas ‘estra-
tegias: la’ smiéhcay ta analitica. $in embatgo,
si se consulta cualqmer libro de texto de este
mvgi académlco (De la Tlave'y Peral, 1998;
Beéscos y Perid, 1999; Monteagudo et al,

1998 2“Colera et al., 2001), observamos que
c¢ ¢l estudio analitico, mientras el sin-
tético qued’a'relegado umcamente para Ia de-
finicion. De éste modo se pierde Ia ‘ocaion
de facilitar al lector la oportunidad de efec-
tuar un paralelismo entre ambas técnicas, lo

R TULE TN

El estudio centrado en construcciones gréfi-
cas elementales de la elipse (Alonso-Misol,
1933; Camara, 1945; Puig Adam, 1973;
Olabarrieta, 1945), mostrard que es posible
introdugcirse en un mundo dialéctico de cons-
trucciones —basadas en técnicas sintéticas y

analiticas— que conduce al estudiante de
Bachillerato a un conocimiento de cierta pra-
fundidad sobre esta interesante cénica. Asi-
mismo, se eludirdn complicados mecanismos
de calculo al utilizarse razonamientos basa-
dos en unos cuantos pasos faciles de expli-
car. Unicamente en las construcciones ﬂnales

aparece cierta complicacién, aunque se po-

drian utilizdr conse:paso”™ ﬁentera enfre. los

niveles pre y usiversitario. -

A. CONSTRUCCIONES
POR TRAZADG CONTINUO:

KA-I ])ajt(;a1 fg;;g;, F.y F,y lalongjtud del
eje mayor,:2g; (Figura 4), {métoda deIJard:-

nero).

Construccién sinté‘t'i&?

Esta construccl()n se basa en una técmca sin-
tética, mediante la cial se foma uh ‘ilo de
longitud 2a que queda fijado por sus extre-
mos en ambos focos. Manteniendo el hilo ten-
50, se dibujar la elipse, ya que todo punto P

de. la figura verificaque su. suma de distan-

cias 8 los focas:es ponstante,y- vale 2a- (por
ser la longitud del hilo); FP.+ F'P. = 2a.

LB
Figura 4

Otra variafite ﬂ‘é‘é'sfé’i@iéiﬁ@&eﬂ&ﬁ%iﬁnieme:
A-IL.- Datos: semiejes, ay b.

Conocida la relacion ¢ = & — b2 haciendo
‘centro en B, con ‘radio OA’= g, se'traza uh
arco sobre AA’ ‘que cortars al eje mayor en
los focos, F y F’ (Figura 5). A continuacién
se procede siguiendo el método anterior, con
lo que el punto Pdescribira 1a elipse.
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Figura 5

A-III .- (Por medio del compés eliptiico).
Datos. se conocen los semiejes, a'y b.

Construccién sintética

Consiste en un dispositivo con dos reglas per-
pendiculares y una tercera regla, conectada a
ambas por los extremos, de longitud a + b
(Figura 6).

Manteniendo los extremos Q y R sobre OQ y
OR, respectivamente, un punto P sobre esta
regla QR, que siempre distaade Qy bde R,
describe un cuarto de elipse al moverse.

Con el dispositivo de dibujo, se observan dos
puntos que necesariamente pertenecen a la
elipse (A y B). Sin embargo, no se puede ase-
gurar que los puntos que describe P sean de
la elipse.

.

Argumentacion analitica:

Se supone que cada una de las reglas perpen-
diculares son, respectivamente, los ejes de
abscisas y ordenadas. A las proyecciones del
punto P sobre los ejes se les denomina x y y.

Sea a el angulo que, en una posicién deter-
minada, forma QR con OR. B

En el tridngulo rectangulo QPS tenemos:
xX=acos a.

De la misma manera, en el tridngulo rectén-
gulo PRT tendrfamos: y=bsena.

Despejando de ambas expresiones:

x Y

— =cosa; = = sena

a b
Y, por ultimo, recordanda la relacién funda-
mental de trigonometria:,

2 yz

sén’a +cos’a = —t

a b

que es la ecuacién reducida de una elipse.

=1)

Por qitimo, colocando“’ei'dispositi’vd en los
cuadrantes segundo, tercero y cuarto, el pun-
to P describira la €lipse compléeta.

A-IV. (Por medio del elipségrafo de Mann-
hein.) Datos: se conocen los dos semiejes
a=a+f, b=a-p (donde ay S son las
medidas de los lados del paralelogramo ar-
ticulado).

Construcci6n sintética;
Sobre dos rectas perpendiculares se sitiia un

paralelogramo OPQR articulado en sus vérti-
ces, de lados a y 3, los cuales se conocen en

funcion de a y b —donde:
a+b a-b
Q= Yy = ’
2 A= 2

121



Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa

122

Figura 7.

respectivamente—, con el vértice O en el puri-
to de interseccion de las dos rectas  perpendi-
culares (Figura 7).

Una vez situado el paralelogramo, se hace
mover Q de modo que los dngulos POxy ROx
se manténgan iguales. La figura descrita sera
una elipse de semiejesa+ B y-a—§ .

Los puntos sobre las rectas perpendiculares o
ejes, tienen una explicacién evidente. No asi
el resto de los puntos descritos por Q.

Argurpelntgciéq_agalitica:

Si llamam0§ a lp,s coordena,das de Q por @ ),
se tendra:

x= acos@ + ﬂcoéé ) ,y,’.-.—-' asend — ﬂsér‘nay

Sacando factor, comiin y despejando tenemos:
y .

a-B,

Recordando de nuevo la relaclén fundamen—

ml ae u'igonomm eenclu;mos'

2 3
XY

k v 7 =1
@) (p)
Por tanto, el vértice Q describird una elipse
de semicjes g+ Y a-f-

Y senf =

cosf =

a+ﬂ

B. CONSTRUCCIONES
POR PFNTQS AISLADOS :

B-1.- (Utlﬁzando el concepto de anomalia

excénlrleq:ﬂmv mmejes ayh. -

Construccnin sintética:

Se trazan dos circulos de radios a 'y b, como
indica la Figura 8, y sea OR = a un radio ar-
bitrario.

El én(gulo que forma OR con b, a, se llama
anomalia excéntrlca

Por R se traza una paralela a OB, y por C (in-,
terseccién de OR con la circunferencia de ra-:
dio b), una paralelaa OA. El punto P, de corte
entre am‘bas esté en la elipse.

o
¥ —mnne e

Figura 8

Argumentacion sintétim-annmicé {sin im;r
la anomalia excéntnca)

Los triangulos A RPC yA RR‘O son seme-

. jantes, por lo que se tendré:
RC RP
. RO RR'.

Si ahora consideramos x y y las coordenddas
del punto P, en un sistema de referencia con
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ejes AA' y BB!, al sustituir obtendremos:

27 2
a-b a-x -y
_'J'ﬁ"
a -x

de donde, realizando operaciones:
\l a - x

=1

. x
es decir: pe +

e

Argumentaci6n analitica (utilizando la ano-
malia excéntrica):

Si llamamos x y y a la abscisa y ordenada,
respectlvamente del punto P, tendriamos

x=asena,y=bcos a.

De nuevo, despejando: .
LE oy
o — =Sena s — = cCosa -
F',a .. - .
Elevando al cuadrado ambas expresjomes y
sumé4ndolas, concluimos que:

2 2
S
a b

B-11.- (Utilizando los focos). Datos: ejes y
focos.

Construccion sintética:

Sean AA'= 2a BB 2b FF 2c Yy sea X
un punto arbltrarlo de AA (F igura 9)

¢ Con centro enF’ y radlo XA’ dcscrlblmos
un arco. o

. Con centro en, F y ;adr;o XA describlmps
otro arco. gy

A Py

* . Ambos arcos s¢ cortan en un punto P que
_esde la ehpse

Figura 9

ES8 SRR E5 DS CEPREr (o)

En efecto: PF’ + PF = XA’ + XA =2a.

B-IIL. (Por aﬁmdad con el circulo princi-
pal.) Datos: sem:ejes, ay'b

Definicion! Se denomina efroulo prindipat al
que tiene por centro el dein ehpse y radio 8l
pardmetro-a. i £

Construccién sintética (Figura 10):

* Sean P, un punto del circulo principal, y
X, un punto del eje mayor, arbitrarios.

*  Por C se traza utia tangerte al circulo, que
se corta con la recta XP en un punto M.

* Por B se traza una r;aralela aCM, y por
M, una parglela a OB, cortandose ambas

el sl

')
Z

§
Iy
/
\ L
-u,f"{s’
e U
\ SO
K4

w»‘“.,_'.

o}
>

o “Figura 10

¢ Unimos M’ con' X y por P trazamos ina
paralela a OB.
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* Ambas rectas se cortan en un punto P’ que
es el de la elipse.

En efecto, XM, XM' y XR son rectas concu-
mrentes cortadas por dos paralelas PQ y RM,

por lo que, aplicando el Teorema de Thales,
tendriamos: : :

Argumentacién analitica:
De la rélacién anterior, deducimos:
) few b R
PQ=_PQ
Considerando que A'A es el eje de las abscisas

y OB el de las ordenadas, las coordenadas del
punto Q son (x, 0) y, por tanto: al.ser

PQ=val=x*, ot
PQ= % Va* -—le .
por lo que P' tendrd las coordenadas

( : 2 2] |
X, —vVa —-x .
. a

Veamos si P' es un punto de la elipse de
semiejes ay b. Para ello, sus coordenadas han
de satisfacer la ecuacién de ésta:

serd

t=1>

2 2 22
X +(a-xt)=a’">a" =a

Por tanto, P* es un punto de la elipse.
Se puede observar la. relevancia de la
complementariedad de ambas técnicas, sin-

tética y analitica, en el trazado de la elipse y
su justificacion.

B-1V. (Utilizando los circulos directores.)

Datos: semieje a 'y los focos.

Definicién: se llama circulo director a todo

circulo con centro en uno de los focos y ra-

dio, la longitudes 2a (Figura 11).
Construcci6n sintética:

¢ Sea F'C un radio arbitrario del circulo di-
rector.

¢ Unamos C con F, y sea PM la mediatriz
del segmento FC.

* Esta mediatriz cortar4 al radio ™'C en un
punto P que estar4 en la elipse.

@

’

%
S e

. Figura il

En efecto, FP + PC=F'P + PF = 2aq.

Ademas, la mediatriz PM ser4 la tangente por
M a la cénica (por ser el 4ngulo CPM igual al

FPM y el 4ngulo CPM igual al QPF', se ten-
dré que: los 4ngulos FPM y QPF' seran tam-
bién iguales). '

PERSPECTIVAS UNIFICADORAS
DE LA CONSTRUCCION DE LAS

CONICAS

Ya se ha expresado que una de las ideas pre-
vias sobre las cénicas, detectadas en alumnos
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de Bachillerato, consistia en estimar los tres
tipos de conicas (elipse, hipérbola y parabo-
ia) como independientes, sin: guardar ningu-
na relacién estructural entre si, directa ni
indirecta, por lo que-desde el punto de vista
didactico, vemos necesario —aunque este tra-
bajo se dedique a la elipse— hacer un breve
estudio referencial a esta idea. El propdsito
es construir conocimiento a partir de cuestlo-
nar y romper con la misma.

En Santos-Trigo y Espinosa -Pérez (2002) se
exploran las propiedades de las cénicas por
medio de un software dindmico, generando
estas tres curvas a través de un interesante
dispositivo que permite unificar la construc-
cién de las mismas.

Dado que puede consuitarse en trabajo refe-
rido, unicamente damos una sucinta explica-
cién: dada una circunferencia de centro O y
de radio R, por un punto exterior (P) de su
didmetro se traza una secante que corta a la
circunferencia en los puntos M y N; se hallan
los puntos simétricos de dichos puntos (M'y
N'). Las rectas que unen cada punto simétri-
co con el centro de la circunferencia, cortan a
la secante en dos puntos (I1 y 12) que son de
una conica. Segin la distancia 4 de] punto P a
la circunferencia, se obtendra la elipse

(d > 2R), la pardbola (d =2R) o la hipérbola
(d <2R).

Es una elegante forma de construir las tres
cénicas: de medo unificado —~con lo que se
consigue la ruptura-conla idea previa—y tie-
ne el componente didactico adicional de im-
plicar a- los estudiantes en un universo
dialéctico interesante, muy en la linea de la
construccién del conocimiento por el. propio.
alumng. Sin: embarge, si se busca una expli-
cacién analftica a esta construccién, es:un
asunto muy complejo al alcance de muy po-
cos alumnos de Bachillerato problemaresuel-
to por Castro:(2002), qué no se describe en
este trabajo dada su extension.Lio mismo ocu-
rre con la via sintética, en la que el teorema
de Pappus, muy desligado:de fa: geometria
elemental, planea como elementoitedrico ica-
paz de dar explicacién a la construccion. -

Por tanto, es obvio que para dar sentido a este
tipo de construcciones séiréquibéé’ wt reper-
torio previo de otras construcciones mas sen-
cillas que:preparen al estudiante para abordar
empresas mas complejas, de aqui que nuestra
propuesta pueda ser un buen:.complemento a
este tipo d& apreximaciones. Sin duda, como
punto final a los planteantientos sintético-ana-
liticos, esta construccion unificadora sirve de

puntos de la conica

Figura 12
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“sintesis™ a la construccion de las drferentes

cOnicas.

En determinados casos se realizan trabajos de
verdadera investigacion en el aula sobre cons-
truccion de-cénicas, aungue han de.tratarse
de asignaturas.concebidas especificamente
para profundizar enla materia. En el estado
espafiol existen:centros de Bachillerato en.los
que se: desarrollan iexperiencias de construc-
ciones de¢cdnicas de notable complejidad. Tal
es:el.caso: de 1a asignatura impartida por el
Dr Font en Barcelona (Catalufia); S Historia
de la Ciencia: Origens de laGeometria Ana-
litica™. Bivésta se:desarrollan métodos sinté-
tlco-analitlcos ;sobre. las cémcas :

Asi en Garcia,fPérez y Rivilla (2002)39‘ ha
realizado el siguiente estudio sobre construc
cioén de: cémicas: :

PR()BLEMA DE PAPPUS

“A eomlnuacn'm dado que ya tenemos cier-
®9 conocimientos sobre lugares geométricos
y sus‘métodos de resolucion;.el tutor os va a
proponer sésolver el:problema:de Pappus que
era 'nuestro pnnmpal objectxyo ERITI

Problema de Pappus

“Sean AB, AD, AE, EF, GH, etc., diversas li-

neas dadas, se tiene que encontrar un punto

C, desde el que se trazardn diversas lineas
rectas sobre las lineas dadas como CB, CD,
CF y CH, de manera que los dngulos CBA,
CDA, CFE, CHG estén dados, y de manera
tal que el resultado de la multiplicacién de
una parte de estas lineas sea igual al resulta-
do obtenido por las multiplicaciones de los
otros, o bien que guarden alguna otra propor-
ci6én dada.”

El parrafo anterior es el enunciado textual

del problema, pero es muy complicado; para |

expresarlo-de una manera mas comprensi-

ble, el.objetivo del problema es encontrar un

punto-cualquiera unido-a los puntos de las

rectas con determinados dngulos de manera

que las distancias de dos rectas sean iguales

a-las otras:dos multiplicadas por un nimero
cualquiera.

Hggv',emos, la resolucion del problema de
Pappus con cuatro rectas, aunque puede ha-
cerse con cualquier niimero de rectas.

Esta es la representacién grafica del proble-
ma para el caso de cuatro rectas:

thura 13

Método analitlco

Para aphcar 1o métodos analmcos alaresolu-
ci6n del problema consideraremos tres fases:

a) Traducir el problema de Descartes a la
notacién actual.

b) 'Aplicar los conocimientos de trigonome-
trfa al problema de Pappus.

¢) Escribir la condicién del problema en
notacion moderna. Simplificar las condi-
ciones para llegar a Ja ecuac1én del lugar
geométrlco

1. Es pomble resolver el problema analitica-
- mente y para cllo interpretaremos su enun-
ciado con ecuaciones.

CB-CD=K-CF-CH KeR
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Para agilizar lascosas es més ficil traducir el
problema con la notacién actual y no con la
de Descartes que habla de las rectas con le-
tras y no utiliza ecuaciones. Sean:

Ax+By+ C‘|= 0 recta que-pasa por EyF.
Azx + Byy + Cy= 0 recta qﬁe‘ 1.)as'a‘por AyD.
Ax+By+Cy=0 recta que pasa por B:y A.
Agx + By + Cy= 0 recta que pasa por G y H.

El punto.C tendrd coordenadas (x,.y), supo-
niendo que se utiliza un sistema de coorde-
nadas en el que se ha mtroducxdo una notacxén
actual. ‘

2.. Tomando cualquiera de las re;:tas yla per-
pendicular de la recta al punto.C, de ma-
nera que se forma un tridngulo.

En este punto nos encontramos con un pro-
blema trigonométrico y geométrlco que he-
mos de relacionar.

A partir de la trigonometria llegamos a la si-
guiente conclusion:
4
sen@p, = — °
&) D

Después de llegar a esta ecuacién sustituimos
la distancia “d” por su férmula:

|Ap,+Bp2+c|
= s ———— —P

A’2x+ B,y+C,

' 2 2
d A,+B
CD= L2
senp, seng,
] A,x+B,y+C, I

sen¢2\/A2 +B, l

Esta sustitucién ha de hacerse con los seg-
mentos de la ecuaclén

CB-CD= KCFCH

Sustltuyendo los segmentos. dp esta férmula
obtenemos la siguiente:

1 A,x+B‘,y+C," ‘ II‘Azx-FBZyQO-Cz l
sen(180—¢i)\/Alz +Bl2 ||sen¢i\/A22 + B22 |

) | Ax+By+C, H Agx+B,y+C, I

lse’w’l\[Alz *’Blz ”‘ﬁ"@g,‘{r{\: + B42 ,

Para trabajar trigonométricameénte:se ha de
restar 180—¢, a fin de obtener el dngulo inte-
rior del tridngulo formada por el segmento
CB, en caso contrario la férmula anterlor para
:los segmemos nd fmclonaria. Che s

2 baby o

[}
n
4%
+* - d .
H
" b ) C' I3
3 D
 Figural4
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~Figura 15 -

Simplificando los denominadores de la ecua-
cién se obtiene un niimero real al que llama-
remos Z para obte‘ner una ecuaclén nids
sencilla. - ovAY .

Ax+B,y+C, ||A,x+B,y+C, _
K]Alx+BlyTC7 A4x+B4yTC4
N } A Z, -

3. Después de hacer un gran namero de
célculos:se obtiene ia siguiente ecua-
cien: .

Ax2+By2+ny+Dx+Ey+F=0

Esta es la ecuacion general de 1a familia de
las cénicas; por tanto, la solucién del proble-
ma de Pappus es una cdnica.

LA ELIPSE EN LA
MODELIZACION

DE LA POLARIZACION
YLA ELIPSOMETRIA

La polarizacién es una propledad de una onda
transversal de naturaleza cualquiera’y-én par-
ticular, de las ordas luminosas, en la que la
magnitud vectorial que se propaga —es de-
cir, el vector campo eléctrico— es paralela a
un plano fijo. En este caso tendremos luz li-
neal. Pero cuando se describe una curvaen el

plano perpendicular a la direccién de propa- !

gacion, obtenemos luz eliptica o circular, se-

gun que dicha curva sea una elipse o una
circunferencia, respectivamente.

Una de las mayores aplicaciones de la luz

polarizada es la medida del indice complejo !

de refraccién y del espesor de peliculas del-
gadas, tanto en Fisica como en Biologia. El
campo de la Optica dedicado a dicha medida
se denomina elipsometria, el cual se ocupa
de la medida y del estudio de la polarizacién
eliptica de la luz (Collet, 1993).

Veamos la elipse de polarizacién. Se super-

ponety dos ondas planas con sus vectoreseléc-
tricos perpendiculares dirigidos segiin los ejes
x ey, que se propagan en un medio homogé- :

neo e isétropo en la direccidn positiva del eje

)
1

z y con una diferencia de fase & entre ellas |

(Casas, 1994).:

Figura 16

de modo que vienen representadas por las dos
ecuaciones siguientes:

E, £ A,cos(et - kz)
Ey = A,cos(wt - kz + J)

donde @ es la frecuencia angular y k el nie
mero de onda.
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Para calcular el lugar geométrico del extre-
mo del vector £ hace falta hacer z= 0 en las
ecuaciones anteriores:

E, = A cos(wt)
Ey = A,cos(wt + §)

y eliminando o ¢ entre las dos, desarrollando
cos(wt + &) en la segunda y sustituyendo en
el desarrollo coswt por la expresion dada por
la primera, obtenemos:

—% cosd - — = senwisend

A, A,
Multiplicando la ecuacién primera en la que
hemos hecho z =0 por send:

-X send = cos wtsend
1

Finalmente, elevando al cuadrado las dos
ecuaciones anteriores Y sumando tendrfamos
la.ecuacién de la elipse de polarizacién:

2 2
E} E EE,

"2 +-L2-—2 X 658 = sen’d
A, A, A1A2

La ecuacién anterior, tomando E =x y
Ey = y, representa la denominada elipse de
polarizacion, cuya excentricidad y orientacién
de sus ejes en el plano x, y depende sélo de 4,
pero no del ¢ Por tanto, la luz resultante de

esta superposicion es luz polarizada eliptica.
En caso de que el desfase tomase los valores
5=(2m+ 1)525 :

tendrfamos la ecuacion de una elipse referida
a sus propios ejes.

En resumen, haciendo un estudio de la elipse
de polarizacién podemos saber con qué tipo

Figura 17

de luz trabajamos, cuestién muy importante
en elipsometria.

CONCLUSIONES

En este articulo se ha realizado un conjunto
de construcciones sobre la cénica elipse con
técnicas propias de la geometrfa sintética,
otras con técnicas de la geometria analitica y
algunas otras que utilizan tanto las sintéticas
como las analiticas. De esta forma, se ha pro-
bado la continuidad y la complementariedad
existente entre ambas técnicas, mostrando,
ademds, la posibilidad de coordinar las mis-
mas y aflorando, por tanto, la falsa divisién
curricular entre las dos geometrfas: una, la
sintética, presente en los programas de
la Enseflanza Secundaria Obligatoria; y la
otra, la analitica, propia del Bachillerato.

En el aspecto instruccional —si el tipo de
metodologia de enseflanza que se utiliza en
la clase es de tipo constructivista—, al referir
el estudio de la elipse en 2.° de Bachillerato a
situaciones de construccién de diversas figu-
ras, en las que_conviven las técnicas sintéti-
cas y analiticas, pueden conseguirse efectos
positivos para los estudiantes, ya que por una
parte, éstos pueden temer una participacién
més activa y reflexiva en la elaboracién del
objeto matemdtico elipse; por otra, se coloca
al estudiante en disposicién de afrontar los
estudios universitarios con amplios conoci-
mientos geométricos sobre las conicas que,
de otro modo, quedarfan focalizados en as-
pectos puramente analiticos. Obviamente,
habrfa que completar este tipo de estudios con
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planteamientos snmlares para la hipérbola y
la parébola. \‘ ST

Por tltimo, aunque en scgungg ﬁrmmo, se ha
abordado el aspeeto-de rinterdisciplinariedad
como elemento motivador y contextualizador
de la actividad matématica. Al conectar deter-
minados conceptos de la Fisica con la cénica

elipse ¢reemas que, ademads de los elementos
motivadores siempre presentes en este tipo de
comportamientos, se consigue enlazar la rea-
lidad de las aplicaciones cientificas ~—centra-
das en los conceptos de polarizacién y .
elipsometria, propios del mundo de la Opti-

ca— con la modelizacidn-matemaética centra-

da en la elipse.
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