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Estudio de la evolucién didactica del punto de inflexion:
una aproximacion socioepistemolégica*

Apolo Castafieda Alonso*

RESUMEN

Este trabajo forma parte del programa de investigacion Pensamiento y Lenguaje Variacional,
cuyo foco de interés son los procesos del pensamiento que inciden en el estudio de la mate-
matica del cambio. El autor ha dirigido sus esfuerzos al analisis de la derivada, en particular
la de segundo orden, y busca caracterizar en ella una de las propiedades de las curvas que se
relaciona directamente con la segunda derivada: el punto de inflexién. Asi, presenta primero
un bosquejo socioepistemolégico de tal idea y después una caracterizacién con base al estu-
dio realizado.

ABSTRACT

The work presented hereunder is part of the research program of Thought and Variation Lan-
guage, which is focused on the study of the processes of thought involved for the study of the
mathematics of change. The attention has centered in the study of the derivative, particularly
of the one of second order, as the intention is to characterize one of the properties that the
curves have, and which is directly related with the second derivative: the inflection point. The
research starts with a presentation of a social-epistemological outline of this idea, and then a
characterization based on the study performed

RESUME

Le travail présenté¢ c1—dessous falt partie du programme de recherche sur la pensée et le lan-
gage variationnel qui s’intéresse-2 I’étude des mécanismes de la pensée impliqués dans I’étude
de la mathématique du changement. L’attention s’est portée sur I’étude de la dérivée et no-
tamment de celle de la dérivée seconde. On cherche ici & caractériser I’'une des propriétés des
courbes directement en rapport avec la dérivée seconde, le point d’inflexion. La recherche
présente tout d’abord une ébauche socio-épistémologique de cette idée puis un ensemble de
précisions découlant de I’étude réalisée.

RESUMO

O trabalho a seguir faz parte do programa de pesquisa de Pensamento e Linguagem de Vari-
acdo, que se interessa no estudo dos processos de pensamento envolvidos para o estudo da

* Resumen de la Tesis de Castaheda, A. (2000). Estudio de la evolucion didéctica del punto de in-
flexion: una aproximacioén socioepistemologica. Tesis de Maestria. Centro de Investigacion y de Estu-
dios Avanzados del IPN. México.

* Programa de Matematica Educativa. Centro de Investigacion en Ciencia Apllcada y Tecnologia Avan-
zada del IPN.
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matemética de mudanga. A aten¢3o tentrou-se no estudo da derivada.é, particularmente, na
de segunda ordem. Q propdsito ¢ caracterizar uma das propriedades das curvas diretamente
relacionada com a segunda derivada: o ponto de inflex3o. A pesquisa apresenta, primeira-
mente, um rascunho. socio-epistemologico desta ideia e depois uma caracterizago baseada

no estudo realizado.

OBJETIVO

La investigacioén desarrollada por Gonzﬂez »
(1998) ha dejado ver la importancia de estu-~:

diar el. concepto de derivada a través. de un

acercamiento que enfatiza el tratamiento:de. -

cada uno de sus ordenes, atendiendo.a: sus
propiedades y favoreciendo estrategias de
andlisis para lograr el trénsito entre una y otra,

de manera que la derivada se asuma como la

coordinacion de las que le suceden.

Tal argumento emana de las reﬂex1ones"‘
eplstemoléglcas que hace Bos (1 974), donde‘”

muestra el intrincado proceso por ¢l cual se
establece y construye la derivada como ‘obje-
to matemadtico. Sin embargo es dentro del
programa de investigacion Pensamiento y
Lenguaje Variacional (Pulido, 1997; Cantoral
R. et al, 2000; Farfan R., 1993 y 1997;
Cantoral R. y Farfan R., 1998, Cantoral, R.,
1997a) cuando se formula la tesis que sostie-
ne enfaticamente .que la.nocién de derivada

no puede construirse sino:hasta después de

haber cons’mndo la de derwada sucesiva.

Ello S1gn1ﬁca que el conoepto de derivada se
construye a través de 1a sintesis-que resulta
del estudio de cada orden de derivada, donde
se han identificado caracteristicas y relacio-
nes entre cada orden, asi como la informa-
cién que proporcionan, de manera que, al
coordinar toda esa informacion, surgen ele-
mentos que posibilitan expresar el concepto
de derivada como tal.

Un aspecto importante en todo este escenario
es el que se refiere al transito entre derivadas.
Ya algunos trabajos, como el del mismo
Gonzalez, han advertido que el estudio de la

derivada en los sistemas did4cticos se ha vis-
to favorecida por la algoritmia, lo cual dismi-
nuye significativamente la posibilidad de

:coordinar las distintas 6rdenes entre deriva-

das, e inhibe algunas caracteristicas que aso-
cian la correspondencia entre la funcién y su
derivada y viceversa; al verse limitado el es-
tudio de graficas y su andlisis, se ven reduci-

" das también las habilidades de prediccién de

comportamientos y formas gréficas. Al res-
pecto, Cantoral R. y ] Farfan R. (1998) ponen

‘especial él‘lfaSIS en la importancia de integrar,

prev1o al estudlo del célculo, un lenguaje gra-

fico, como medlo ‘que permlta la transferen-

cia de campos conceptuales virtualmente
ajenos a causa de las enSefianzas tradicionales.

Hay en el medio un generalizado distancia-
miento entre la didéctica tradicional —que
busca, con fines bien justificados, el dominio
algoritmico de la derivada- y las actividades
tendientes a favorecer el estudio de la deriva-
da valiéndose del lenguaje. grafico como re-
curso, e incluso es comun hallar en los libros
contemporaneos de célculo un tratamiento de
la derivada que favorece y enfatiza las reglas
de derivacion, haciéndo que su significado se
constrifia por ejemplo, a una regla de cuatro
pasos o bien a un cociente.

La investigacion que se presenta tiene como
interés ampliar y reconstruir el significado de

" los conceptos del célculo, buscando escena-

rios alternativos donde se exhiban caracteris-
ticas, propiedades o relaciones, de tal forma
que el proceso para acercarnos a un concepto
sea a través de miltiples referencias y no sélo
por las definiciones. Mas concretamente, este
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trabajo se aboca al andlisis de la segunda de-
-rivada y muy particularmente sobre el punto
de inflexion, concepto que mantiene un vin-
culo muy cercano con la segunda derivada y
establece puentes de comunicacién con la
primer derivada y la funcién primitiva.

Los textos escolares muestran una relacion
entre la segunda derivada y el punto de in-
flexién basada en criterios en los que se ha-
cen implicaciones a partir de las propiedades
analiticas: Granville (1986), apunta que “.. .1a
segunda derivada cambiara de signo en ese
punto [al hacer referencia al punto de in-
flexién]y si es continua debe anularse... lue-
go se verifica la siguiente igualdad: En puntos
de inflexién f(x) = 0”

Dicho criterio se verifica mediante las pro-
piedades de las derivadas.que fortalece la al-
goritmia, mas no desarrolla una idea clara del
punto de inflexion, es decir, no atiende al re-
greso en la implicacion, pues no importa real-
mente el punto, sino el uso de algoritmos para
determinarlo en la curva.

Tal circunstancia genera en nosotros la si-
guiente mquietud: ;Es posible establecer las
condiciones que caractericen a un punto de
inflexién? Con la intencién de dotar de signi-
ficados multiples a la segunda derivada, nos
preguntamos también por las nociones que se
asocian, y es evidente que el punto de in-
flexion tiene un sitio relevante en el estudio
de la segunda derivada. Ahora, parece natu-
ral que nuestra biisqueda de referentes con el
fin de determinar el punto de inflexion se ha-
llan en los procesos de construccion de la obra
matematica, en aquellos momentos en que se
problematizaron situaciones, se fundamenta-
ban propiedades geométricas y se estudiaron
a las segundas variaciones, precisando asi una
base de significados primarios, entendidos
como las reflexiones que son la parte funda-
mental en la construccién del conocimiento,
asi como las practicas asociadas.

Nuestra reflexion parte de-considerar las apor-
taciones de los trabajos cldsicos de calculo,
pero también otros textos que han interveni-
do en la constitucién del célculo. Para la his-
toria de las matematicas, algunos estudios que
no se consideran “obras eruditas™ han pasado
olvidados durante afios, y son juzgados por
la comunidad como materiales de segunda.
Consideremos por principio-que, en general,
no ha existido una sensibilidad para aceptar
que la obra matematica no es de unas cuantas
personas, sino del sistema cultural, y que los
conocimientos se difunden y heredan. Hay
procesos de difusion del saber que, si bien no
son explicitos; puéden predecirse debido a la
caracteristica social que tiene el conocimiento.

Las obras de L’Hospital y Agnesi, poco co-
nocidas (algunas veces brevemente citadas en
la historia) estdn inmersas en un momento de
suma importancia. Poco después de haberse
publicado los primeros trabajos de Leibniz en
1684 y 1686, y de Newton en 1687, referen-
tes al nuevo célculo, el ambiente erudito —un
tanto tenso— manifestaba preguntas sobre
la legitimidad de ese saber al cuestionar los
fundamentos, sobre todo respecto a los infini-
tesimales. L’Hospital, quien mantuvo cierta
relacion 'y cercanfa con Bernoulli, escribié en
1696 su Analyse des infiniment petits, trata-
do de célculo diferencial que representa el
primer libro editado especificamente para fi-
nes de divulgacion. Maria Agnesi, por su-par-
te, redacté en 1748 Institutioni Analitiche,
volumen que inclufa un tratado de célculo
diferencial.

Es posible distinguir una demarcacioén entre
los trabajos de Agnesi y L’Hospital respecto
a los de Newton y Leibniz, tomando en cuen-
ta su intencionalidad e inevitable cambio de
referente epistemoldgico. En este sentido,
nuestro estudio también incorpora una re-
flexion tedrica, al analizar la naturaleza
epistemoldgica de los conceptos matematicos
que aparecen en los libros de L’Hospital y
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Agnesi —pensados con fines didacticos—, de
manera que se pueda precisar la existencia
de una base de significaciones sobre tales
nociones que haya determinado alguna
reorientacion en las ideas matematicas erudi-
tas de siglos posteriores. Se busca, asf, hacer
un estudio transversal y vertical basandonos
en la socioepistemologia como fundamento
tedrico y que, ademds, permita determinar los
principios fenomenolégicos que caracteriza-
ron a los trabajos de la época, referentes a
L’Hospital y Agnesi.

JUSTIFICACION

Los productos de investigacion de la mate-
matica educativa pretenden incidir positiva-
mente en la marcha del sistema didactico, al
proponer condiciones para-un funcionamien-
to 6ptimo de quienes lo componen en una
relacion dindmica (profesor, estudiante y sa-
ber). Sin embargo, no se reducen a proponer
e implantar “formas alternativas para una
mejor ensefianza”, como otras tradiciones te6-
ricas asumen, sino que considera como obje-
to de estudio a los procesos escolares de
construccion, transmisién y adquisicién
de contenidos matematicos en el contexto del
salon de clase. Asi, es posible que atiendan a
varios aspectos que subyacen en la compleji-
dad de las ideas y los procesos de las mate-
méticas. &

La matemética educativa, al propugnar por
una investigacién basada en el anélisis
sistémico de las regularidades didacticas y de
los fendmenos de aprendizaje en general, da
lugar a estrategias y fundamentos para afron-
tar situaciones de enseflanza-aprendizaje, a fin
de mejorar sus practicas, sugerir métodos y
enfoques u organizar contenidos escolares.
Dicho ejercicio se ha visto apoyado por tres
factores: el interés de los matemdticos por
involucrarse en asuntos referidos a la ense-
fianza y el aprendizaje, la formacién de co-

munidades de investigacion en el seno de gru-
pos con paradigma propio, y la labor de difu-
sién a través de revistas especializadas y
publicacién de trabajos, constituyendo lazos
entre la investigacion y la realidad del aula.

En el nivel superior, los trabajos que abordan
tal vertiente se han centrado en el estudio de
problematicas relacionadas con la matemati-
ca de ese grado educativo, olvidando al siste-
ma did4ctico en su conjunto y obviando la
explicacion del fenémeno educativo desde
la perspectiva social (y, en consecuencia, las
referidas a la construccion social del conoci-
miento). Lo anterior se traduce en limitacio-
nes de esos productos de investigacion, pues
dan un muestrario de dificultades que tienen
los estudiantes sobre nociones vistas en cla-
se, sin analizar, por ejemplo, el vinculo de los
conceptos matematicos con las practicas so-
ciales y culturales, asf.como el conjunto de
significados y sentidos que se les otorgan en
la cotidianidad de los estudiantes (Cantoral,
1998a). '

En el caso de los estudios concernientes al
célculo, Cantoral asevera que una gran ma-
yoria se ubica en la exploracién de nociones
matemdticas, exponiéndose los problemas de
aprehensién generados por una complejidad
intrinseca que tienen los conceptos estudia-
dos. Entre algunas investigaciones que repor-
ta, estdn los acercamientos estadisticos de
Anderson y Orton donde se muestra una re-
lacién de problemas detectados con sugeren-
cias didacticas, apoyadas con materiales
diversos en clase, a fin de lograr la apropia-
cion de las ideas. Baséndose en la dicotomia
imagen del concepto-definicion del concep-
to, Vinner y Tall explican algunas problema-
ticas de aprendizaje, al referirse a la conducta
que manifiestan los estudiantes en relacion
con la imagen del concepto. Thompson realiza
una elucidacién mas amplia con sus catego-
rias de anélisis, proceso y objeto, sustentadas
en la aproximacion teérica de Piaget.
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Cornu y Sierpinska, por su parte, hablan de
las dificultades que muestran los estudiantes
en témminos de obstaculos epistemologicos,
intentando “equipararlas” con las reportadas
en la historia del desarrollo conceptual de la
matematica. De tal manera, sus trabajos ofre-
cen listas de obstaculos epistemolégicos que
afrontan los alumnos al estudiar algunos con-
ceptos, hallazgos que han podido ser utiliza-
dos como referencia, pues anticipan algunos
comportamientos de los estudiantes durante
situaciones de aprendizaje.

Desde la perspectiva que ofrece una visién
incluyente, sensible al reconocimiento de que
el conocimiento es una construccién social,
los-acercamientos sqcioculturales dirigen sus
esfuerzos a.revelar la naturaleza epistemo-
l6gica del saber, mediante un analisis de las
circunstancias sociales y culturales que han
permitido su consolidacion; asimismo, iden-
tifica situaciones que contribuyeron al desa-
rrollo conceptual de la ciencia. No se trata de
investigacion histérica, aunque se sirve
de ella, sino hay la intencion de aprehender y
precisar el origen del conocimiento, en tér-
minos de advertir los usos sociales que se le
asocian desde su misma génesis, los sentidos
y significados de los conceptos, evolucién y
desarrollo, al igual que su incursion en las ins-
tituciones educativas. Asi, es posible utilizar
estos hallazgos para el disefio de situaciones
donde el saber se presente desde su propia
epistemologia.

MARCO TEORICO

En sentido tradicional, la transposicion didac-
tica explica el transito del saber sabio al sus-
ceptible de ser ensefiado, o con un caracter
didactico (Chevallard, 1991). Estas clases de
conocimiento se distinguen por su naturale-
za: el saber enseflable se encuentra alejado
de la epistemologia del sabio, y en razén de
que sus origenes parecen estar sepultados, da

la impresién de no pertenecer a ningun tiem-
po y no es legitimado por nadie, excepto por
el profesor que imparte clase.

Si bien ambos tipos de saber estan intimamen-
te relacionados, son distintos y no podrian
aceptarse como isomorfos. Bajo tal premisa,
los libros manejan conocimientos de distinta
indole y no pueden ser catalogados en un
mismo estatus, ya que responden a intereses
de difusion diferentes. El interés de nuestro
estudio, cifrado en esta distincion, sefiala dos
niveles para la difusién del saber: el erudito,
generado dentro de un ambiente cientifico, y
pensado para fines didicticos, que se incrus-
ta en una textura social.

El saber erudito proviene del trabajo intelec-
tual de una elite cientifica. Aun encarnado en
algun autor, mantiene una riqueza conceptual
compuesta de problemas, situaciones y sig-
nificados que se reduce gradualmente cuan-
do es compartido a una comunidad cientifica
en un primer proceso de transposicion, al
requerirse para ello un cierto grado de
despersonalizacion. Asimismo, conserva una
naturaleza propia del ambito erudito donde
fue creado, ya que no responde a intereses o
preocupaciones generalizadas dentro de la
sociedad, sino pertenece a un grupo y nace
de sus practicas y sus necesidades.

Un objeto que emerge del saber sabio s6lo
puede llegar a tener existencia como tal den-
tro de su propio ambito, cuando su insercién
a la ciencia lo hace como util; su trascenden-
cia social deviene en el momento en que res-
ponde a ciertas practicas sociales y constituye
un medio eficaz para resolver problemas de
otras esferas.

La investigacion socioepistemoldgica (Canto-
ral & Farfan, 1998) reconoce ese hecho; no
obstante, busca otorgar un estatus de cons-
tructor de conocimiento matematico al
sistema social y a sus actores —que no nece-
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sariamente pertenecen a la élite erudita—, ad-
mitiendo sus précticas cotidianas y el saber
que de ellas se deriva, como el de las ¢tmias ,
el producido por sociedades que son someti-
dos mental o-fisicamente, el que desarrollan
grupos sociales especificos (obreros, campe-
sinos, comerciantes, politicos, etc.); ¢ inclu-
so .aquel que constituyen los educadores, a
través de pedagogias o libros.para la ense-
flanza de una determinada érea.
Tedo este conocimiento, -al no ser visto con
el mismo estatus que el de carécter cientifico,
se halla olvidado 0 menospreciado debido a
sus rafces epistemologicas; sin embargo, tiene
una realidad objetiva y mantiene una‘influen-
cia, mas o menos explicita, sobre el sistema
social en que &5t incrustado. Al integrarlo al
saber ensefiable es posible, por unaparte; res-
petar la diversidad cultural de los pueblos; por
otra, desarrollar situdacionescde aprendizaje
mejor adaptadas a:sus condiciones.

Se tiene, asi, una caracterizacion de la fluencia
del saber. E! erudito, que deviene en ensefiable;
ambos ejercen una hotable influencia: sobre
¢l ¢onocimiento erudito, al reclamar, por

ejemplo, el fundamento tedrico de un saber,
no a través de la:mediacién -de la noosfera
que refiere Chevallard cuando explica el pro-
ceso de transposicion del saber erudito al es-
colar, sino por el sistema social, que otorga al
conocimiento un estatus'y un reconocimien-
to a través de su uso generalizado.

La dignificacién del saber sogiocuitural por
la-que aboga la socioepistemologia exhibe la
posibilidad de una relacién entre el saber sa-
bio y el surgido de la textura social (Figu-
ra 1), a través de la identificacion de lazos de
filiacién y demostrar que:no son plena-
mente auténomos; es decir, ‘hay.una base
social' de' significados, creencias o costum-
bres colectivas (Durkheim, 1895) que ejerce
coaccidn: Si bien la transposicion didactica
explica como el saber-erudito-deviene en uno
de cardcter didéctico, una de las preguntas que
aborda estetrabajo consiste en determinar los
mecanismos:por los:cuales:ocurre un proceso
inverso: si un saber que emerja de la textura
social pueda afectar al conocimiento.erudito.

Tal inquietud 'se sustenta'en las explicaciones
de Durkheim sobre los:fendmenos sociales

.. Saber
sociocultural




Estudio de la evolucién diddctica del punto de inflexion: una aproximacion socioepistemolégica

(Timasheff, 1955), que pueden ser de dos ti-
pos: los aspectos colectivos de creenciasy los
aspectos colectivos de précticas de grupo. El
primero se centra en reconocer una base de
valores colectivos que concede mas o menos
importancia al saber, de acuerdo con sus nor-
mas y paradigmas, respecto a lo que es o debe
ser ciencia; por ejemplo; en la Edad Media
las universidades tenfan un programa de es-
tudio que incluia a’la filosofia griega v, bajo
ciertos argumentos, se le concedfa un alto
valor para la formacién de los estudiantes;
esto no se da en las instituciones del XIX; o
en el hecho de reconocer ‘que la sociedad ha
aceptado como iitil el conocimiento ciéntifi-
co (Cantoral, 2000).-El segundo fendmeno
considera que existen netesidades humanas
de supervivencia y, a través de la ingenieria y
otras actividades, se produce un conocimien-
to que casi siempre es heredado a las futuras
generaciones. Dichas situaciones son intrin-
secas a cualquier tipo de organizacidn social,
y su importancia trasciende hacia todo el sis+
tema social, incluyendo a la élite erudita.

La tonstruccion de la matemética responde a
ciertos intereses o preocupaciones, ya sea eru-
ditos o socioculturales, pero no se crea con €l
propésito expreso de ser ensefiable, al grado
de que no tendria sentido un conoeimiento de
tal naturaleza. De ahi que la disposicion del
saber para la transmiisién o incorporacién a
un sistema de ensefianza no sea del todo trans-
parente; es un imbricado proceso donde los
conceptos sufren un conjunto de transforma-
ciones adaptativas (Chevallard, 1985) que
desemboca en la formulacion de un saber dis-
puesto a ser'enseflado, al cual se le agregan
otras nociones para que logre consistencia. A
estas nociones Chevallard las‘define como
paramatematicas y protomatemdticas.

Asi, el proceso de transposicién didactica es
cultural, puesto que las formas como se ajus-
ta un saber a un escenario did4ctico respon-
dena variables de tipo social (desarrollo

tecnologico, descubrimientos geograficos
o politica econémica de un pafs), y en €} tam-
bién participan los elementos para la transpo-
sicién, seglin la terminologia de Chevallard.
Uno de ellos es la desincretizacion, donde las
explicaciornes o el uso de: ciertos.simbolos o
instrumentos mediante los cuales el saber se
asocia:zon una cultura de cierta época le son
desprovistos cuando se modifica.su escena-
fio sociocultural inicial: Ello da como resul-
tado’ un-saber que parece ho pertenecer a
ningun momento de la historia de la humani-
dad; es atemporal y acultural porque no con-
tiene elementos que pudieran concederle una
raiz o base de significados sociales..

La despersonalizacion, en un-hivel distinto al
que tiene cuando un nueve: conocimiento
matematico se construye y difuride, explica
la forma en que un saber es disociado de las
problematicas originales: que-te: daban senti-
do y razén-(o, quizé, necesidad) de ser. En-
tonces, el saber transpuesto mo; muestra su
génesis epistemol6givaty su naturaleza que-
da reducida b:defini¢iones, lemas y:teoremas
que sélospreséntan un concepto :finamente
construido; sin ‘permitir recrear los conflic-
tos, conjeturas’ € interpretaciones originales
que le dieron los primeros significados.
Chevallard apunta que:la textualizacion es una
forma de despersonalizacion; los libros de
texto desproveen de situaciones asociadas con
el saber original. Citemos el ¢aso'de dos ti-
pos de libros de texto: para quienes se ifitere-
saron por difundir las ideas del célculo, las
obras antiguas intentaban esclarecer aquellas
tesis ‘oscuras mediante un tratamiento mas
homogéneo y con un-simbolismo unificado,
a diferencia de ‘los tratados originales, que
resultaban ser sumamente:complicados; mien-
tras que les contempordneos presentan con
pulcritud y rigor matemitico ejemplos, defi-
niciones, teoremas, una extensa lista de pro-
blemas ‘de aplicacion y; €n ocasiones,
ejercicios. Esto pone en evidencia dos formas
distintas del sentido de la textualizacion, aun-
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que es preciso reconocer que se trata de dos
diferentes niveles de difusion del saber.

Los libros de texto posibilitan, ademas, el
control social de los aprendizajes, ya que al
tener un-reconocimiento social y cultural im-
portante funcionan como una autoridad mo-
ral con un estatus de verdad en cuanto al
contenido que tratan y a la forma como plan-
tean problemas o aplican conceptos, de tal
forma que, implicitamente, autorizan el uso
de una didéctica sustentada a partir de los prin-
cipios -sobre los que se fundamenta el libro,
filoséfica o psicolégicamente, o bien aten-
diendo a la forma en que se presentan sus
contenidos, lo cual lleva a creencias muy ge-
neralizadas acerca de que el aprendizaje es
isomorfo en relacion con el orden de exposi-
cion del saber (Chevallard, 1985).

Otro de los requisitos para la transposicion
didactica, de acuerdo con Chevallard, es ¢l
relativo a la programabilidad de la adquisicion
del saber, pues el conocimiento es recortado
de su tamafio original a fin de adaptarlo, mas
o menos prolificamente, a un tiempo escolar,
haciéndolo también coherente con su nueva
estructura en los tiempos estimados.

Sin embargo en muchas ocasiones el sistema
educativo es moldeado por buenas volunta-
des humanas, al buscar una ¢ptima organiza-
cién del saber para su presentacion en el salon
de clase, se apoya en criterios que proceden de
la psicologia, la pedagogia, las teorfas de apren-
dizaje, o de la intuicién basada en la tecnolo-
gia, entre otras disciplinas. Desde el punto de
vista de la didictica de las matematicas, al-
gunos de estos acercamientos, procedentes de
supuestos o de la fe, no tienen un sustento
que les permita asegurar que su exposicion
de contenidos redittie en un mejor logro del
aprendizaje. La transposicion. didactica se
convierte, entonces, en una guia cuando
se hace uso de la epistemologia para dotar de
significados al saber que dispuesto a ser en-

seflado. Chevallard concede otras virtudes a
la transposicién didéctica: 1) como herra-
mienta que permite recapacitar, es decir, to-
mar conciencia de-la naturaleza del saber y
de su significado primero, asi como de los
que adquirié en el momento de su introduc-
cion al sistema escolar; 2) como argumento
de distancia, al distinguir la disparidad entre
el saber erudito y el escolar, reconociendo sus
enfoques y significados; 3) como recurso le-
gitimador. El saber que aparece con el titulo
de “escolar” posee por si mismo una validez,
por la raiz epistemolégica de la cual procede
y-por la compatibilidad necesaria (fruto de
transposiciones didéacticas), para ser adapta-
do a su entorno didéctico; asi, hablar de
la génesis de un saber escolarizado como tal
—sus filiaciones, rupturas o reformulaciones—
resulta un ambito, pues el saber escolar se
constituye como un objeto cerrado y se legi-
tima desde la propia escuela cuando aparece
incrustado en un curriculo y avalado por un
proyecto que lo justifica. Incluso Chevallard
explica que el profesor se enfrenta a sus estu-
diantes diciendo “pueden creerme” ante la au-
sencia de argumentos para legitimar el saber.

En conjunto, a través de la transposicién di-
dactica se puede ejercer una vigilancia
epistemolégica sobre el conocimiento esco-
lar: entre mas se conoce la naturaleza de las
cosas, tantas mas posibilidades se tienen de
utilizarla eficazmente. Bajo tal supuesto, esta
metodologia percibe la identidad del conoci-
miento, su fin y los significados que la didac-
tica ha olvidado; recupera explicaciones que
no habian sido tomadas en cuenta; dota de
significados a los conceptas; repersonaliza el
saber; resignificar nociones, ademas de que
puede rescatar aspectos para la preparacion
didactica del saber.

Por ejemplo, cuando el saber envejece y se
percibe que se ha vuelto obsoleto € inclusp
esta en desacuerdo con la sociedad, es necesa-
rio llevar a cabo un proceso de reinstauracién

|
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del conocimiento escolar a través de un ana-
lisis del saber sabio; de esta manera, se logra-
ra nuevamente una compatibilidad entre el
sistema de ensefianza y su entorno. O bien,
cuando el saber parece estético:y los estudian-
tes ya no-lo asimilan con la frescura que otras
generaciones lo hicieran, el analisis: cientifi-
co del proceso de transposicion, basado en
un estudio epistemoldgico, evita.caer en
la vision simplista de borrar y suprimir con~
tenidos para subsanar las fallas al sistema edu-
cativg.

- METODOLOGIA

Enmarcado en el acercamiento socioepiste-
moléglco Pensamiento y Lenguaje Varia-
c1onal es un programa de investigacién que
se ifiteresa por estudiar los fenomenos rélati-
vos a la ensefianza, aprendizaje y comunica-
cién del saber matemdtico propio de la
vanacnén y el cambio en la situacién escolar,
y en referencia al medio social que le cobija
(Cantoral & Farfan, 1998). Los conceptos
matematicos adquleren un significado en el
seno de determinado grupo social; son pro-
diictos cultdrales, legmmados 4 partir de'las
prﬁctlcas humanas y de su relacu’m con Gtros
dommlos cientificos, de ahf quie resulte impor-
tante describir y caracterizar los escénarios
donde los estudiantes aprenden niatematicas,
en un intento por ‘entender [o§ fenémeros de
socializacién del conocimiento en el salén
de clase. ) ;
El analisis.desde una postura sociogultural
requiere de una aproximacion sistémica
robusta que incorpore argumentos para ¢l es-
tudio de la construccion :social del conogi-
miento, atendiendo a.la epistemologia, a los
planos cognitivo y didactico, asi como a la
dimensién sociocultural; dicho proceder, en
conjunto, no se entiende como una comparia-
mentalizacion, sino como una entidad
metodologica que se articula a partir de argu-

mentos de indole sociocultural. Asi,-e] estu-
dio epistemologico incorpora explicaciones
sociales respecto a la construccion del ceno-
cimiento: el cognitivo considera los procesos
del pensamiento como base de las explica-
ciones de las funcienes mentales; la didacti-.
ca se muestra en estrecha relacion.con ¢l
escenario sociogcultural y ias practicas huma-
nas asociadas-con la-eenstmecion del cono-
cimiento, mientras. que la sociocultural
eventyalmente pamcipa como mtegradora de
las demas.

Por su propia naturaleza, la dimensidn
sociocultural es quizd una componente de
transicion que h habria de desaparecer una vez
que las anteripres reformulen sus propias pre-
guntas, atend;endo a varlables de tipo
sociocultural. El acercamignto soc1oeplste-
moléglco como io ha llamado’ Cantoral
(1998a), cobua a una eplstemologla que no
se reduce a una eventual clasificacion de obs-
taculos, sino se encamma por una parte, a
proporcnonar una base de significados a los
conceptos matematicos mediante el anallsls
del origen social del conoc1mlento en térrnl-
nos de determinar su naturaleza dentf de un
sistema sociocultural, es decir, atender a aque-
llas preguntas fundamentales (ya sean de ca-
racter etnpirico 6 monal)’ e’ péithitieron
el surgimiento de‘unt éonocihidito y su even-
tual desarrollo.

Tal metodologia, que: rescata. una base de
significados primarios.de los.:conceptos
matematicos, s¢ basa en estudios de tipo
sociolégica, intentado, a través de.sus plan-
teamientos; descubrir la dindmica de las rela-
ciones sociales em,torno a un conocimiento

para tratar de esclarecer los mecanismos por.

los .cuales se: constituye, camo-los criterios
de validez o los paradigmas.que controlaron
las opiniones en cuanto a la consistencia 16-
gica de ese saber. Dicho proceso no esta con-
trolado por voluntades humanas individuales,
dado- que es intrinseco al sistema social, y
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aunque:los individuos formari:parte de €1, son
estos paradigmas y.griterios socialmente acep-
tados: (a.veces no-explicitamente) los que
moldean la forma:de pensar.-A ¢a distancia:en
el tiempo, es posible detsrminar que este:tipo
de fenémenos titne una realidad -objetiva ; un
poder coercitivo y una difusion generalizada
sobre los individudlsy Astaly practicas colecs
tivas dé grupo Durkiieim das caracteriz6 como
hechos: sociales,: ineluyetrdora: las institucio-
nes que favorecen el desarrolio delsteencias
o modos de conducta que, al igual qué los
paradigmas, tienen existencia externa al in-
dmduefy ito eoaémoﬂawrl -

RN VR
i

Esta eplstemologla tamblen contrlbuye a for-
mular exp’llcaclones sobr¢’ld v1da del conocl-
mlénto erudlto Y su eventual mtroducc16n a
un’ 51Stema de dlqulOI‘l 9 enseflanza dentro
de un émblto soc1al Apoyémdonos enlatrans-

“““ liar
las expllcaclones sobre naturaleza so¢ ial dél
conocm‘nento Y. aporta al estudlo los prqce-
s0S medlante los cuales un conoc1m1ento éru-
dito se mcorpora _a través de refbrmulamones

Siviass

| i;R/II’\I(QMIﬂPOTESIS, o
DELTRABAIO.... .

Es importante reconocer que aunque L’Hos-
pital y Agngsi:réalizaroniun trabajo en‘tefet
rencia 4 etros, sus obras o 3on simples
rediceionés' dék saber-original del: Célcuto,
st complejos ajuistes dldéctlcos que, eviden-
temente, ‘debeidiferit de'los originales en
virtud de‘str inténcionalidad por llevar el'sa-
bet efudito @ dtro Ambitd: Dicho punte nos
conduce a 14 t8&is-eentral sobre la-que se basa
este trabajo: prifrero, qhe el calculo noes una
coleccion de verdades'estructuradss’ por una
16gica erudita, sirio uny Sistenta dindmtico con-
formado por transpbsiciones gue determinan
significados sucesivos; dado que los doncep-

tos matermatices no s¢ definen de una vez y
para siempre: Elo posibilitakreer que los tra-
bajos de Agnesi 'y 1.*Hospital generaron re-
percusiones arun:nivel tedrico-conceptual
sobre:la actividad matemdtica. posterior; de
tal forma, nuestra investigacion:secentra €n
déterminar si las contribuciones de Agnesi y
I’ Hospital, que conducen a una transposicion
en uncierto sentido inversa a la convencio-
nal, al consideraralcaleulo:.como un sistema
orgranizado,despetsonalizada y descontextua-
lizado de su origen, constituyen una fuente
referencial de conocimiento, adicional a los
trabajos de Newton y Leibniz, para ser incor-
porada a otrés estudios teéricos de matemati-
cos de snglos posteriores.

Probar esta hlpéte51s llevaa conﬁnnar el pa—
pql que Juega el sistema cultural como varia-
ble dentro. del proceso de seleccmn y
orgamzacnén de conocxmlento y concederle
un estatus dentro de la construccion concep-
tual ‘del calculQ y de las ciencias en general
Smf,mbargo cabe hacer la 51gu1ente dlstm-
c16n las obras de L’Hospital y Agnesi t;enen
un estatus dlstmto a las de Newton y Lelban
debldo asu aturaleza eplstemoléglca asi, lla-
marcmos a l[as prlmeras libros de calculo an-
tiguo, Y a lqs §egundos libros orlgmales de
calculq Cop ene. reconocerlas y ofrecerles
una a.precxacl, 1 di erente sin: catalogar su lm-
Qgrtanma por. la condlcn(m que poseen.

La actnvndad matemétlca de hecho, no:esta
separada del sistema cultural; se admite que
la ‘produccion:cientfica corresponde a:una
practica humana.:Enmtonces; los avances ma-
temdticosise encuentran asociados con: la di-
namica del sistema“cultural, que participa
como variableen el praceso de formulacion
del cofiocimiento. Los trabajos de L'Hospital
y-Agnesi constatan esto,. pues se conciben
coimno. obras de difusién que:hagan accesible
el coniocimiento ‘del calculo a un namero
mayor de personas. :
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PRINCIPALES RESULTADOS

Los tratados de L’Hospital (1696) y Agnesi
(1748) constituyen los primeros eoncebidos,
* especificamente para la difusion del Célculo,
por lo cual su tratamiento del saber, como ya
hemos sefialado, trata de ser didactico y cla-
ro, incluyendo ademds ejemplos, problemas
y amplias explicaciones, de tal forma que un
lector no necesariamente experto en la mate-
ria podria acercarse sin problema a ellos.

Una parte importante de los textos que he-
mos citado se:refiere a las caracterizaciones
. de los conceptos, a la preocupacion de Agnesi

y L'Hospital por no restringir los conceptos a.

una defini¢ion formal,.¢n su intento pog acer-
car las.nociones a.situaciongs. ya: conogidas,
coma. 13 representacion de. curyas:geo-
métricas,, 0.copocimigntos previos, como las
nociones procedentes del mundo sensible
(concavidad y convexidad).

Las dos obras, que distan entre si 52 afios,
tienen semejanza en el manejo del conoci-
miento, pero también demarcan interesantes
cambios. Habria, que considerar que L’'Hos-
pital vivié un periodo de conformacién del
calculo aun més dificil; medio siglo después,
el calculo habia tomado ya un papel en el es-
cenario matematico, e incluso la historia re-
gistra la publicacién de otra obra de célculo
de difusién, aunque de menor importancia:
Analiza demontre, del italiano Rampinelli.

Agnesi tuvo la virtud de no sélo recoger el
saber desarrollado por la escuela leibniziana,
sino también el generado per Newton, lo cual
se aprecia al concebir en su obra una dinami-
ca en la concepcién de las curvas, y cuando
argumenta siempre esta pensando en el dibu-
jo que hace un punto al moverse 0 en la
fluxién de una ordenada para devemr en otra

Estas dos versiones muestran la vida de un
saber dispuesto para la difusion, sus eventua-

W

" les transformaciones y nuevas caractérizacio-

nes. Nuestra. atencién a:sliag;se‘debe, entre
otras cosas al reconocimiento social que tu-
vieron, tal es el caso del libro de Agnesi el
cual fue reconocido por la Académie des
Sciences como un trabajo de importancia y
trascendencia, un titulo que merece ser con-
siderado por cualquiera que desee incursionar
en el estudio del célcula.

" A fin de investigar la influencia que ejercie-

ron estos trabajos en las nuevas generaciones
de matematicos, analizamos enseéguida las
caracterizaciones y el tratainiento que hicie-

ron Agnesi y L’Hospital-de-las ideas- infinite- ’

simales, para trazar una ruta en la evolucién

de los conceptos: c6mo el saber erudito devino !

en uno destinado a la difusién, y la manera

en-gue éste permitié und evdlucidr contep-

fual hacia teorias analitieds del célculo pro—
pihs de un éiibito erudito AER

CARACTERIZACION: &
DEL PUNTO DE INFLEXION

Las caracterizaciones de'Agiisiy L'Hospital
son de dos tipos. Las geométricas, que usan
argumentos geométricos ¢omo magnitud, y
las analiticas, que atienden a las propiedades
infinitesimmales que ‘exhiben. Agnesi pealiza
més:caracterizaciones del punto-de.inflexion,
aunque alginas tienén mucha oercania con las
4ue mostrd L' Hospital. La presentacion de las
ideas de L’Hospital se hacen ensel recuadro
de la izquierda, y las-de Agnesien el’ de 1a
derecha (Figuras 2 y 3). coatn

Ui rdsgo de los libros analizados es su carac-
ter geométrico, que prevalece en las presen-
taciones y argumentaciones; incluso los titulos
de los capitulos evocan el uso del calculo
como un instrumento para resolver ciertas
problematicas ya conocidas por la geometria.

_Algunas caracterizaciones de los conceptos

del calculo tienen fundamento geométrico,
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Referente a la subtangerite

En su modelo, explica que cuando AP crezca
continuamente, AT lo hard también, hasta que
P llegue a caer en E, después del cual AT ird
disminuyendo. Esto supone que el punto L es
un punto “extremo” o maximo de la subtan-
gente en el momento en que P cae sobre E.

, Sighb de las segundas diferencias

Cuanda la curva es primero céncava, enton-
cesla segunda diferencia ser4 negativa hasta
el punto de inflexion contrario; si la curva pri-
mero es convexa entonces las segundas di-
ferencias seran positivas hasta antes del punto
de inﬂexlén

Camblo de 51gno en la segunda diferencia

El punto de inflexion se determima cuando su
segunda diferencia cambia de: positiva a ne-
gativa.0.de negativa a positiva

Respecto a su forma

Cuando una curva es primero convexa y des-
pués céncava, el punto que determina el cam-
bio representa el punto de flexién contraria.

N ,«Réfcrentc a, lé'éﬁﬁiéﬁgente

Dada una curva AEM prlmero céncava y
después convexa, se determina en el punto D
larecta DT y enel punto E larecta EP, Cuan-
do la abscisa AB crezca contmuamcntg yB
caiga en H, entonces AT (la subtangente) ha-
bra crecido; E determma en el punto de in-
flexién, a lo cual AT dejard de crecer vy,
pasando el punto, ir4 decreciendo, determi-
nando asf la relac1én

ap=2%_».
&

Al dlferencxar y tomar dx constante, tenemos

dy’ds - ydsddy - dy*d
dy ’

Fig. 7.

al igualarlo a cero o a infinito, dividiendo por
—ydx y multiplicando por —ajzz obtendremos
ddy =0, o bien ddy = .

(Agnesi: 1748. Figura de Tom. II, Lib. II
TXII)

Figura 3

por lo cual no se requiere disponer de mayo-
res argumentos que algunas nociones de la
geometria; de hecho, hemos de recordar que
la propia Agnesi explic6 que el uso de la geo-
metria dentro de su obra proporcionaba sen-
cillez al estudio de las nociones del célculo.

La exposicion de los contenidos no parece ser.

aleatoria. Tanto Agnesi como L’Hospital se
ocuparon por presentar el saber matematico
en forma l6gica, es decir, atendlendo a una
evolucién y de una manera gradual, primero
por las caracterizaciones, la formulacién de
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definiciones, la presentacion de ejemplos y,
en el caso de Agne51 algunos problemas re-
sueltos. Asf, las obras tienen autonomia propla
y no dependen de otros tratados o articulos

. La mclusu’)n de ejemplos en cada capftulo

mtenta 11ustrar al Iec,tor No se trata solo de
e_]erc1c1os resueltos en nuestra opmlén tlenen
un fm mas profundo dlstmguu la naturaleza
de la obra respecto alade otrqs tra‘ba_los como
los de caracter erudito.’ Slstemétlcamente
L’Hospital y Agnesi incorporaron ejemplos
con la intencién de ampliar las explicaciones.

Respecto al papel que desempefiaron estos

- libras, hemos identificado, en: prineipio, la

importancia que tienen al abordar y aclarar
ideas del oscuro calculo, como Bos seffala.
L’Hospital vino a aclarar ideas y a organizar-
las, y fue un medio importante para quien
quisiera acercarse a las ideas del calculo.
Como dijimos, Agnesi aparecié en la escena
medio siglo después que L'Hospital, con un
tratado que resultd ser de gran‘impacto, nota-
ble profundidad y orden, al grado que la Aca-
demia de Ciencias de Paris lo reconociera
como la mejor obra de cuantas se habian es-
crito hasta ese entonces.

Admitimos que estas obras sirvieron para fi-
nes de difusién, ya que la restringida edicién
de textos eruditos limitaba enormemente las
pos1b1hdades para que las personas del 4mbi-
to no académico se acercaran a la produccién
de los intelectuales. Por tal motivo, tuvieron
el mérito de hacer asequible el saber, despren-
derlo de la élite erudita y ponerlo al alcance
de mas personas.

En ofro sentido, la produccion de L’Hospital
y Agnesi fue referencia inmediata para quie-
nes quisieron aceércarse al estudio del calcuto
en un nivel ihicial. Bos (1974) habla acerca
de 1a3 propiedades diddcticas de la obra de
L’Hospital; debido a que las notas de Leibniz
eran poco claras, este nuevo trabajo vino a

dar luz a las nuevas ideas. Por su parte, el
libro de Agnesi, que no necesité de mayores
referencias que las que la Academia de Cien-
cias le otorgara, goz6 de reconocimiento y de
amplia aceptacion, por lo cual su lectura fue
indispensable para quien se quisiera acercar-
se a hacer teoria erudita.

En nuestra bisqueda de una base de signifi-
caciones para los conceptos del célculo, en-
contramos que algunos han desaparecido del
escenario, como la caracterizacién del punto
de inflexion:a través de la subtangente maxi-
ma; sin embargo; otros;continiian vivos en los
libros de textos con&emporaneos Cltemos los
sxgmentes o :

a) La caracterlzaclén del punto de inflexién
a través de argumentos geométricos.
L’Hospital'y Agnesi llamaron al punto de
inflexién como el lugar geométrico don-
de ocurre un camblo de concawdad

La caractenzamén dél punto ‘de inflexi6én
a partir de observar el signo de Tas segun-

das diferencias. Agnesi observé lag prople-
dad que guardan las segundas diferéncias
en un intervalo que contiene al punto de
inflexién; cuando éstas modifican su sig-
1o, es porqueia curva geométrica contie-

- ne un cambio de concava a convexa; o
viceversa, por:le.que el sitio:donde se tie-
ne cero de la segunda diferencia es el pun-
to inflexién en 14 curva.

b)

La caracter1zac1on del punto de inflexién
analiticamente, donde se cumple que la
segunda diferencia es igual a cero.

Al considerar la estructura y organizacion de
las obras de L’Hospital y Agnesi, pensadas y
escritas en forma ¢lara, asi como tomando en
cuenta las caracterizaciones de los concep-
tos, y que algunas todavia se hallan en los
actuales libros de texto, concluimos que el
desarrollo del calculo no se dio de-forma li-
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neal dentro de una élite erudita. Para consti-
tuir una base de significados del célculo, se

requirié del cuidado en la orgapizacion, ca-

racterizacion y argumentacion desde distin-

tos planos, incluyendo las ideas que aportaron.

los autores de obras de difusion; a quienes se
debe un grado de originalidad.

que el saber que organizado y reformulado
dentro de un ambiente no erudito sirvié de
base para el desarrollo tédrico de orden for-
mal del calculo. Asf, hemos determinado un
puente que parte de la academia erudita,
deviene en el saber dispuesto para la difusion,

N

y muevamente ejerce algin tipo de influencia
sobre la gente del ambito erudito de afios pos-
teriores, preocupada por otorgar al-calculo un
fundamento teéricg. '

Por supuesto, no negamos un transito di:;nto
de las obras clasicas a los trabajos eruditos

. de fundamentacién. Tal flujo, en sentido in-
Para términos teérlcos de esta 1nvest1gac16n -
consideramos a este fenémeno como una
transposicién didé4cticaen forma ir inversa, ya

verso de la transposncnén dldéctlca no respon-

'de a los mecanismos de control que ejerce la

noosfera; se determma por otras vanables to-
talmete mdependlentes como los reclamos
de la sociedad, que conforma a través de sus
individuos un éstatils y déterminado valor al
tonocifitiento, porlo’ que el 4mbito erudito
reconoce, valida y crea lanecesidad dé dotar
de sustento a un saber amptiamente usado.
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