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Explicacién sistémica de fen6menos didacticos ligados
‘a las convenciones matematicas de los exponentes*

Gusiavo 'M‘artinez Sierra

RESUMEN ‘‘‘‘‘‘

Ciertas respuestas de estudiantes de diferentes niveles escolares en torno a los exponentes no
naturales son de gran interés por dos motivos: No permiten la construccién de conocimiento y
estdn relacionadas con una forma de conocimiento, que hemos llamado Convenciones Mate-
méticas que, hasta donde sabemos, no hansldo ob;gto explicito de estudio de otras investiga-
ciones. Asf con el objetivo de buscar una expﬁcaclén en términos de las interacciones del
sistema didactico se realizé un estudio. Los resultados permitieron establecer los elementos
necesarios para entender a profundidad los fenémenps didacticos a que atiende y aporta Ias
bases para la discusion del funcionamiento didctico de las convenciones matemdticas. Ade-
mas, a través del estudio, se ‘busca la confo £ acion de una linea de mvestlgacn‘)n que inténta-
r4 determinar en qué sentido se puec_ien_ 1derar a las convenciones matemétlcas como
piezas en la construcc1én social del qonoclmlento

I o d

- ABSTRACT -

Certain responses from students of dlfferent school levels, regarding the non- -natural expo-
nents, have appealed our atténtion for two reasons: Such responses do not llow the building
of skills and are related with a form of knowledge which we have called mathematic conven-
tions. To this extent we know these have not been an explicit object of study*at other re-
searches. The above situation has led us to perform a study with the purpose of elaborating
explanations, in terms ‘of* the inferactions of the didactic system, based on those responses
from the students.: The results of this study allow us to establish the necessary elements in
order to-understand the depth of the related didactic phenomena and -also gives us the basis
for the discussion of the didactic operation of the mathematic conventions. Furthermore, we
seek to shape a line of investigation that will intend to determine in which sense the mathematic
conventions can be consideréd as pieces of the social building of knowiedge.

* RESUME

Notre attention a été appelée par certaines réponses d’étudiants de différents niveaux scolai-
res sur les exposants'non naturels et ce, pour deux raisons: ces réponses ne permettent pas la

* Resumen de la tes;s de. Martmez, G, (2000) Hacia. una explicacion sistémica de los fengmenos
diddcticos: El caso de las convenciones en el tratamiénto de los exponentes no naturales. Tests de
Maestria’ México: Departamento dé Matemitica’ Educativa del Centro de Investigacion y de Estudios
Avanzados del Institut6é Belitécnico Nacional.

* Programa de Matematica Educativa. Centro de Investngacnén en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avan-
zada del IPN, México.
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construction.de connaissances et elles sont liées & une forme d¢ connaissance que nous appe-
lons les conventions, mathématiques qui, d’aprés. cg. que nous. savons, n’a pas fait I’objet
explicitement d’ études ou d’autres recherches. Ceci est a |’origine d’une étude réalisée dans
le but de trouver upe explication a ces réponses des étudiants, en fonction des interactions du
systéme didactique. Les résultats de cette étude nous permettent d’établir les éléments néces-
saires en vue de comprendre & fond les phénomenes didactiques en jeu et jettent les bases
d’un débat sur le fonctionnement des conventions mathématiques. L’objectif est également
de créer une ligne de recherche permettant de déterminer dans quelle mesure les conventions
mathémathues peuvent éter conslderes comme des éléments de la construction sociale de la
connaissance.

e
f P N

. RESUMO

Algumas respostas de estudantes de dlferentes niveis escolares €m torno aos exponentes ndo
naturals chamaram nossa atengdo por “duas razdes: Essas respostas ndo permitem a constru-
950 de conhemmentp e estﬁo relacionadas com uma forma de conhecimento que nds chama-
mos de conven;ées matemétlcas e que até onde sabemos ndo foram objeto explicito de estudo
de outras pesquisas. Em conseqtiéncia disto, reahzaremos um estudo visando elaborar expll-
cagdes no que diz respeito as interagdes do sistema didatico ‘sobre essas respostas dos estu-
dantes. Os resultados deste estudo nos permitem estabelecer os elementos necessarios para
entendermos a profundidade dos fenémenos didaticos que ele abrange e fornece as bases
para discutir o funcionamento didético das convenqées matematicas. Além disso, persegui-
mos a conformacﬁo de uma linha de pesquxsa que tentara determinar em que sentido € possi-
vel considerar as convenqées matematicas como pecas na construqﬁo social do conhecimento.

1. INTRODUCCION

La problemética general que guia este traba; :

jo es la consideracién de-que el saber mate-
matico no fue creado para la escuela por lo
que su insercién racional en ¢lla debe aten-
der a las multiples variables que determinan
la transposicion didéactica. De esta manera un
problema matemdtico es resuelto una vez que
se construye una prueba que demuestre su

veracidad por ejemplo, que toda funcién es -

expresable en serie de potencias o bien que
indique su imposibilidad construyendo una
cierta funcion que muestre que la afirmacion
general es falsa.

Sin embargo ese resultado y los métodos que - :
- ron estudiantes al momento de establecer va-

se emplearon pasaron de la disputa académi-
ca a los textos escolares: ;Cémo lo hicieron?
y ;en qué se transformaron? Una vez qué di-

chos resultados fuerpn transpuestos a los tex-
tos y-de ahi llevados a la ensefianza, se inicia
lo que propiamente llamaremaos la Matemati-.
ca Escolar:, el mas.importante praducto de la

-transposicion y principal objeto de estudio de

nuestra disciplina. .

La investigacién que se reporta est4 inmersa

~dentro del acercamiento socioepistemoldgico

que intenta explicar, con base en considera-
ciones de indole cultural y social, la construc-

~cién de los conocimientos matematicos

escolares. Desde esta perspectiva se detecta-
ron algunos fendmenos didacticos que giran
alrededor de tas respuestas que proporciona-

lores para la expresién 2* (x mimero entero o
racional), asi como 1 falta de argumentos para
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justificar las respuestas consideradas como
correctas.

La primera ocasion en la que encontramos
dichos fendmenos fue en la investigacién de
Lezama (1999), cuyas evidencias dieron
cuenta de. que tales hechos no permiten la
construccién de la nocién' de funcién
exponencial abordada en ese estudio. Esta
circunstancia nos plante6 cuestionamientos
sobre la naturaleza del conocimiento que es-
tablece, por ejemplo, que 2°=1 y sobre su vida
escolar.

Dos hipétesis fueron manejadas desde el prin-
cipio: que no es un objeto de ensefianza'y que
es una forma de conocimiento cuya naturale-
za, que hemos identificado con el nombre de
convenciones matematicas’, no puede ser
explicada por las teorias que el acercamiento
socioepistemolégico ha tomado cémo pun-
to de partida para su desarrollo: la Teoria de
Situaciones Didacticas y la Teorfa de la Trans-
posicién Didéctica. La falta de investigacio-
nes enfocadas en el estudio explicito de
convenciones matematicas, motivé a realizar
un estudio mas detallado en la busqueda de
la explicacién sistémica de los fenémenos
antes sefialados; en este sentido se aportaran
los elementos bésicos para abrir la discu-
si6n sobre el funcionamiento didactico de las
convenciones matematicas y contribuir a una
linea de investigacién que busque determi-
nar en qué sentido se pueden considerar a las
convenciones matemdticas como pieza en la
construccién social del conocimiento. Poste-
riormente se plasmarén estos resultados en
disefios experimentales.

2. PLANTEAMIENTO DEL .
PROBLEMA DE INVESTIGACION
Y SU JUSTIFICACION

En esta seccidn se enuncian elementos que
muestran como se detecto el problema de in-
vestigacién que nos lleva a un conjunto de
preguntas de investigacién que ser4n enun-
ciadas al final de la seccién. Asimismo pro-
porcionamos elementos sobre la pertinencia
del estudio. dentro de la disciplina de la Ma-
tematica Educativa.

2.1 Antecedentes de la investigacion

La nocién de funcion es basica dentro de la
matemética escolar actual ya que la encon-
tramos en todo curriculo del nivel medio su-
perior y superior. A partir de esta nogi6n se
articula, en la enseflanza tradicional, tadas las
nociones fundamentales del calculo (deriva-
da e integral) y de otras disciptinas cientifi-
cas. Es por ello que existen numerosas
investigaciones que muestran (por ejemplo
Harel & Dubinsky, 1992) c6mo la ensefianza
del concepto de funcién en las etapas inicia-
les del aprendizaje del célculo es problemati-
ca: Dicha problemadtica presenta diversas
dimensiones (Cantoral & Farfan, 1998, pp.
355-356): . . ‘

“Desde el punto de vista del sistema de
enseflanza, tradicionalmente el curso
de precélculo es un repertorio de proce-
dimientos y: algoritmos provenientes
esenciajmente del algebra y de la geo-
metria analitica, tocando con mayor o

! Una noci6n matematica es tomada en el mismo sentido que Chevallard (1997) le atribuye en su Teoria
de la Transposicién Didactica. Esto es, objetos de conocimiento construidos; susceptibles de ser ense-

flados y utilizados en aplicaciones précticas.

2 El término convenci6n matemética lo utilizamos para especificar aquellos acuerdos que se presentan
necesarios para dotar de coherencia interna a una teorfa matemética y a su respectivo aparato simbélico
y algoritmico. De esta manera distinguimos las convenciones matematicas de otro tipo de convencio-
nes, como por ejemplo las sintacticas que se establecen por definicion: 23=2%2*2 o 2*3=2+2+2.
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menor énfasis el'estudid’ de funci6n, ha-
bitualmente sobre:la définicibn de
Dirichlet-Bourbaki. Su eniséfianza tiende
a sobrevalorar los procedimientos anali-
ticos y-la-algoritmizacion, dejando de
lado -a los argumentos visuales, entre
otras causas per no considerarlos como.
matemdéticos, o:bien.per-la concepcion
que de la matemética y de su:ensefianza
se posea, sin.considerar, por ejemplo; la
estructura cognitiva: d¢ los estudiantes a-*:
los que se dirige. A ello'seatha el con- .
trato didactico establecido, que como
parte de la negociacién impide que el sta-
tus del profesor sea demeritado; si: éste -
no resuelve satisfactoriamente los proble-
mas planteados en el curso, el recurso

-algoritmico permitira subsanar decorosa-

- mente lo establecido en el contrato ali-:
gerando 'y eliminando difieultades:
intrinsecds al coatenido matemdtico.: -
En la perspectiva deila construccion: so-

“ cial-del"conocimiento, diremos que la
naturaleza del concepto de fancién esen:
extremo ¢ompleja, su desarrolo se ha: '
hecho casi a la par del humano; es-decit,-:

~ ‘encontramos vestigios del usb-de corres-~i
-pondencids en la antigtedad; y actual- -

‘‘mehte se debate sobre la vigencia, en ¢l
ambito de las matematicas, del paradig-
ma de la funcién como un objeto analiti-
co. Empero, ef concepto de-funcién
devino protagdnico hasta que se‘le con-
cibe como tma férmula, es decirhasta que
se logrd la integracion entre dos domi-
nios de representacion: el'dlgebra y la
geometria. La complejidad del concepto
de funcién se refleja en las diversas con-
cepciones y diversas representaciones
con las que se enfrentan los estudlantes y
profesores A

La identificacion de esta amplia problemati-
ca ha sido el resultado de diversas investiga-
ciones dentro del grupo de investigacién del
Area de Educacion Superior del Cinvestav:
(Soto, 1988; Quiroz, 1989; Farfan, 1991;
Trajillo, 1995) y su eventual tratamiento se
ha visto reflejado en otras (Lezama, 1999;
Can.toral & Farfin, 1998 Albert & Farfén,
1997) : L s

Dentro de la perspectiva global mencicriada
anterformente, se encuentra la invéstigacién
de Lezama (1999), de la cual se ha tomado
parte de los datos empiricos. La investigacion
dé Lézama 'tuvo por objetivo el estudio de
reproducibilidad ‘de situaciones didacticas y

e eltd 3¢’ disefid e implement6 una ingenie-
ta did4tiica que buisca'la construccién de la

nociénde t4 funcién ‘exponencial, en’ tanto
sus caractérfsticas geométncas De sus explo-
racnon’es prehminares de sus puestas en es-

Ia presente mvesﬁgacuﬁh se-detectaroh varios

fenbmenos didacticos’y de entre ellos desta-

can los snguiehteS'

. Las respuestas relteradas de estudiantes
" de nivel secundario, ‘medio y superlor’
'endonde afirman: A) 2°=0, B)2°=2,C)
C 2= (25(-2)(-2).y D) 2°= -8 ya que
2’=8ysele coloca el s1gno o
. __Laausencia de:a_rgumentos entre estudian-
;. tes de nivel secundario, medio y superior,
... dlistintos. a la.memoria (como ‘leyes’),
.para. establecer qug: 2° = 1, 272 = 1/2%,
212= 1, ... ,

* Las respuestas reiteradas de estudiantes
de nivel medio fueron: A) 27 = .002, B)
2= 2(-3/2)=-3 :

3 En el sistema educativo mexicano las edades: promedio que tienen los estudiantes en los diferentes
niveles ¢scolares es el siguiente: Nivel secundario 12 a 15 afios, en el nivel medio o bachillerato 15 a 18

afios y en el nivel superior 18 a 22 aflos.
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* Sixno es entero, clzs solamente una nota-
1

cion* (22 = 3:23 =43, etc...)

* Si los estudiantes tenfan el recurso de la
representacion por medio del radical, ig-
noraban y no tomaban en cuenta la natu-
raleza de dicho nimero al-considerar
V2 = 1.4, pero no interpretaban este
nimero como resultado de una “exponen-
ciacién” sino como una notacion.

*  Algunos estudiantes de secundaria afirma-
ron: A) 2'=2*2 ya que el dos s¢ multipli-
cauna vez y B) 2'=2 ya que 2*1=2.

En cuanto al primer fenémeno se sefiala que
los argumentos para establecer tales igualda-
des son coherentes con la ensefianza de la
nocién de exponente natural y con una con-
cepcion del cero como nada y del -3 como
un niamero natural con un signo menos junto
a é1. De esta manera encontramos lo siguien-
te (parafraseando a los estudiantes):

¢ 2% =0 ya que ‘por la definicién de
potenciacién 2° es el 2 multiplicado cero
(nada) veces es nada (cero)’. '

e 2°=2yaque ‘no_‘hay nada como expo-
nente’.

* 2'=2%2 ya que el dos se multiplica una
vez.

© 27=(-2)(-2)(-2)027=-8yaque2’=8
y se le coloca el signo.

De ‘acuerdo con las evidencias es necesario
puntualizar que tales fenémenos se presen-
tan con diversos matices en los diferentes ni-
veles escolares. Esto es detallado en los
anexos del estudio (Martinez, 2000).

4 Es decir, que no es calculable.

2.2 El problema de mvestlgaclon
y su justifieacién

La deteccién de los fendmenos antes citados
proporciona evidencia de que: la nocién de
exponente no natural, puede no haber alcan-
zado la estabilidad necesaria para, por ejem-
plo, la construccién de la nocién de funcién
exponencial. Ademads, destaca el hecho de que
los fenémenos antes mencionados no-fueron
todos previstos, al menos de manera explici-
ta, por el analisis preliminar de la investiga-
cion de Lezama (1999); por lo que en este
sentido uno de nuestros objetivos de investi-
gacion es el de realizar un anélisis que forta-
lezca el anélisis preliminar realizado por
Lezama. Debido a esto hemos asumido como
problema de investigacién a: “La explica-
cién’, mediante un estudio sistémico, de los
fen6menos didacticos especlﬁcados ante-
riormente”.

De acuerdo con el problema la investigaci6n
derivé en una serie de preguntas en términos
del sistema did4ctico. Al tener como objetivo
la explicacion de las respuestas de los estu-
diantes —las cuales reflejan sus concepciones—
planteamos cyestionamientos en torno del
saber y del profesor-institucién. En cuanto al
saber ensefiado se consideran las siguientes
preguntas: ;cudles fueron los mecanismos que
permitieron la construccién y la aceptacién
social de la nocién de exponente no natural?
y ¢cudl fue la relacién de la nocién de expo-
nente no natural con la nocién de funcién
exponencial en la construccién social de
ambas nociones? En cuanto al profesor-insti-
tucién: ;Cual es la vida escolar de los expo-
nentes no naturales?

Estas preguntas se formularon con el objeti-
vo de establecer los mecanismos del consen-
so en dos grupos sociales; el primero, el de la

5 Hacemos notar que utilizaremos el término “explicacion” en el sentido mas primitivo de lo que

significa hacer teorfa.
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sociedad de matemdticos que construy¢ la
nocién de exponente no natural y.el segundo,
el de la sociedad (alumnos-profesor) que
conforman un sistema didéctico con el fin de
estudiar la misma nocioén. La hipétesis fun-
damental es que los mecanismos que se en-
cuentran en el primero propercionarin
elementos para entender los mecanismos del
segundo y con ello responder a la pregunta
de investigacién. Cabe destacar que siempre
se tendran presentes las diferencias cualitati+
vas entre ambos grupos sociales, tales dife-
rencias serdn estudiadas en detalle en el
andlisis didactico que aborda la pregunta en-
focada en el profesor-institucion.

3. MARCO TEORICO
Y METOPOLOGICO

La postura tedrica que esta investigacion asu-
me para su realizacion es la consideracion de
que la Matemitica Educativa tiene como ob-
jeto de estudio al sistema diddctico (los
saberes, la institucion-profesor y el alumno)
y a los fenémenos (diddcticos) que en €l su-
ceden; es decir, esta perspectiva asume como
objeto de estudio la complejidad de los he-
chos educativos, al considerarlos como resul-
tado de una continua interaccién entre los
componentes del sistema didactico que
se conforma con el objetivo de la adquisicion,
en situacion escolar, de los conceptos y mé-
todos de la matematica. Todo ello con base
en consideraciones de indole cultural y so-
cial sobre la construccién de los conocimien-
tos matematicos escolares.

Se tiene entonces una perspectiva sistémica
reconociendo que el sistema didactico esta
constituido por tres subsistemas:

* institucion—profesores®

* los alumnos y

* un cuerpo de conocimientos a aprender
(saber ensefiado) alrededor de un saber
(designado ordinariamente por el progra-
ma) se forma un contrato didactico, que
toma a ese saber como objeto de un pro-
yecto compartido de ensefianza y apren-
dizaje; y que une en un mismo sitio a
profesores y alumnos.

y por:

* un estrato que Chevallard (1997) deno-
mina la nodsfera (lugar donde se piensa
el funcionamiento didactico) del sistema
didactico.

* un entorno social y cultural que determi-
na las relaciones entre los componentes
del sistema didactico y la nodsfera.

De esta concepcion, se desprende que nues-
tra disciplina intenta teorizar sobre los fené-
menos didacticos y que la intencién de una
investigacion es la de generar conocimiento
de tipo descriptivo, explicativo o predictivo
sobre alguno de tales fenémenos. En este sen-
tido la presente investigacién pretende reali-
zar un estudio de caricter explicativo sobre
algunos fenémenos ligados a la construccion
de la nocién de funcién exponencial.

Para responder a la pregunta: ;Cuéles fueron
los mecanismos que permitieron la construc-
cion y la aceptacion social de la nocién de
exponente no natural?, se tomé como mode-
lo la construccién social del conocimiento
matematico, lo que se entiende por epistemo-
logia dentro de la llamada perspectiva
constructivista.

Para responder a la pregunta: ;Cuél es la vida
escolar de la nocién de exponente no natu-
ral? se debe tener un modelo del funciona-

¢ En lo sucesivo utilizaremos el nombre genérico de profesor.
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miento global del sistema didéctico el cual se
tomarda de la Teoria de la Transposicién Di-
déctica. Ademads se ha tomado el concepto de
contrato diddctico para situar en un medio
didactico a las respuestas de los estudiantes.

Algunos de los hallazgos de esta investiga-
cion, en lo referente a la epistemologia de la
nocioén de exponente no natural, han motivado
a considerar la nocion de “metamatematicas”
para explicar la naturaleza de ciertas nocio-
nes y argumentaciones.

3.1. Epistemologia

La perspectiva constructivista asume que la
epistemologia se ocupa de preguntas, en un
‘sentido amplio, referentes a construccion so-
cial del conocimiento y en un sentido mas
preciso, se ocupa de preguntas del tipo: ;Qué
es lo que posibilita (o impide) la construc-
cion del conocimiento? o ;A través de qué
procesos el conocimiento pasa de un estado
considerado menor a un estado considerado
mayor. La epistemologfa genética inaugura-
da por Jean Piaget intenta responder dichos
cuestionamientos. ‘

La tesis fundamental de la epistemologia
genética es que el sujeto (o la sociedad) no
aprende los conceptos en forma aislada, sino,
mas bien, asimila y adapta las situaciones en
las que el conocimiento tiene significados
construidos, éstos, mediante la accion del su-
jeto sobre el objeto y en este proceso sus es-
tructuras de conocimiento se adaptan a las
situaciones contextuales.

Esta tesis puede ser dividida en dos: 1) la te-
sis interaccionista segun fa cual los conoci-
mientos actuales del sujeto (o la sociedad)
proceden de la interaccion de su experiencia
y sus conocimientos anteriores y 2) la tesis
operativa que afirma que los conocimientos
se derivan fundamentalmente de la accién con

I

el mundo, ya que es asi como el sujeto pone a
prueba sus conocimientos y los modifica.

Dentro de nuestra diseiplina estas ideas han
sido sistematizadas, con fines didacticos para
establecer un medio adecuado para el apren-
dizaje, en la Teoria de las Situaciones
Didacticas de G. Brousseau. Este distingue
en su articulo Fundamentos y métodos de la
diddctica de las matemdticas (Brousseau,
1993) entre: a) las situaciones de accién, cuya
finalidad es hacer y lograr; b) las situaciones
de formulacion, cuya finalidad es producir un
mensaje y comunicarlo; ¢) las situaciones de
validacion, cuyo objetivo es demostrar la ver-
dad de un enunciado o de una teoria y lograr
la adhesion de los demas y d) situaciones de
institucionalizacion cuyo objetivo es el de
establecer la correspondencia entre el cono-
cimiento que es producto del proceso de adap-
tacion y el que es admitido como valido por
la sociedad.

3.2. Teoria de la transposicion
didactica

De acuerdo con esta teoria (Chevallard, 1997),
el saber a ensefiar se presenta mediante tex-
tos de saber, éstos tienen como una de sus
caracteristicas la de seguir un orden légico
en la presentacion de los saberes. Todo el dis-
curso tiene un principio y un fin (autoconten-
cion de los textos de saber) y opera por un
encadenamiento légico de razonamientos. El
sistema educativo vive una ficcién (funcional-
mente necesaria) de la correspondencia entre
los tiempos de aprendizaje y los tiempos de
ensefianza. Hoy sabemos un hecho fundamen-
tal: la coherencia l6gica no garantiza el apren-
dizaje (el ejemplo mds conocido es el que nos
proporciona la llamada reforma de la mate-
madtica moderna).

La teoria establece que el saber a ensefiar di-
fiere cualitativamente del saber erudito (esto,
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claro esta, debido a los fenémenos de la trans-
posicién didactica). En este sentido se preci-
san las caracteristicas del saber ensefiable:
desincretizacién, despersonalizaci6n, progra-
mabilidad, publicidad y el control social de
los aprendizajes.

Otro de los aspectos de interés para esta in-
vestigacion, es el funcionamiento didactico
de los saberes que proporciona la teoria, la
cual establece diferentes niveles de explici-
tacion en el discurso didactico (Chevallard,
1997 pp. 57-61 ; Chevallard, et al., 1998 pp.
220-223):

* Nociones protomatematicas: Aquellas
cuyas propiedades son utilizadas en la
practica para resolver ciertos problemas,
pero de forma que la nocién misma no es
reconocida ni como objeto de estudio ni
como instrumento ttil para el estudio de
otros objetos. Como ejemplo tenemos la
nocién de simplicidad o patrén presente
por ejemplo en las tareas algebraicas de
factorizacion y- simplificacién' de expre-
siones algebraicas.

* Nociones paramatematicas: Nociones
que se utilizan conscientemente (son
reconocidas y designadas) como instru-
mentos para describir otros objetos mate-
maticos, pero no se les considera como
objetos de estudio en si mismas; y por lo
tanto no son objetos de evaluacién direc-
ta, sino que son identificadas al momento
de presentarse su no-maestria por parte de
los estudiantes. Como ejemplo de este tipo
de nociones tenemos la de demostracion:
a un alumno se le pide demostrar aunque
ésta no haya sido considerada como ob-
jeto de ensefianza.

* Nociones matematicas: Objetos de co-
nocimiento construidos, susceptibles de
ser ensefiados y utilizados en aplicacio-
nes practicas. Las nociones matemdticas

son por tanto objeto-de estudio es si mis-
mas, ademas de servir como instrumento
para el estudio de otros objetos. Son los
contenidos que son el objeto de una eva-
luacién explicita y este tipo de nociones
son designadas comunmente por la
curricula.

Cabe aclarar que estos niveles de explicitacion
no son absolutos, pues a veces es posible lle-
var una nocion a un nivel superior de explici-
tacion, a este respecto Chevallard (1997)
menciona que la nocién paramatematica de
demostracién puede ser objeto de definiciones
légicas y precisas en la l6gica matematica.

Estas nociones forman distintos estratos del
funcionamiento del conocimiento matemati-
co escolar que podemos dividir en dos gran-
des grupos: las de nociones explicitas que
estan conformadas por las nociones matema-
ticas; y nociones implicitas conformadas por
las nociones paramatematicas y las nociones
protomatemaéticas. La importancia de estas
distinciones en niveles de explicitacion es que
proporcionan elementos para el analisis del
discurso didactico.

En relacién a la Teoria de Situaciones Didac-
ticas en (Chevallard, et al., 1998) los niveles
de expligitacién son relacionados con la teo-
ria de situaciones didacticas como lo mostra-
mosenlaTablal.

La intencién de considerar las relaciones exis-
tentes, al seguir a Chevallard, entre los dife-
rentes niveles de explicitacién en el discurso
didactico y los modos de funcionamiento de
los conceptos mateméticos que establece
Brousseau en su Teoria de Situaciones
(Brousseau, 1993) es la de establecer las di-
ferencias y semejanzas cualitativas entre la
construccion social y la construccion escolar
(o vida escolar) de la nocién de exponente no
natural.
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Forma del Modo de Tipos de interaccién Tipo de Estatuto, en clase, de las
conocimiento funcionamiento del alumno con el situacion nociones
matematico medio adidéctica correspondientes
Modelo Un modelo implicito Intercambio de Accién ‘Nociones
implicito que sugiere una informaciones no ' protomatematicas
decisién o un algoritmo. | codificadas (La
accién influye
directamente sobre
el medio). .

Lenguaje o Un lenguaje que Intercambio de Formulacion Nociones
modelo permite la produccion |  informaciones paramatematicas
explicito de un mensaje codificadas segun

. un lenguaje.
Teoria Una teoria permite Intercambio de Validacion e Nociones matematicas
construir proposiciones Jjuicios. Instituciona-
y juicios lizacion
Tabla 1.

3.3. La nociéon de metamatematicas

Utilizaremos el término “consideracién
metamatematica” para designar, en un senti-
do amplio, ciertos elementos de informacién
o de conocimientos sobre ¢l funcionamiento,
sobre la utilizacién o sobre el aprendizaje de
las mateméticas. En un sentido mds preciso
Robert y Robinet (1996) sefialan que existen
diferentes formas o niveles de informacién y
de conocimientos sobre el funcionamiento,
sobre la utilizacién o sobre el aprendizaje de
las mateméticas:

* De la informacién del conocimiento ma-
tematico (métodos, estructuras, organiza-
cion),

f

e acerca de la informacién del funciona-

miento matemético, por ejemplo, la ex=..

plicacion sobre el rol del juego de marcos
en la resolucién de problemas, el rol de
las preguntas, de los ejemplos y contra-
ejemplos, el papel de la localizacién de
los pardmetros en una cuestién matemd-
tica, etc. y

* de lainformacién de naturaleza epistemo-
logica sobre las matemaiticas, por ejem-
plo la naturaleza unificadora del 4tgebra
lineal. R

Diremos que una nocién es de tipo metamate-
matica cuando funciona como una organiza-
dora de las nociones protomatemadticas,
paramatematicas y matematicas. Seflalamos
que esta organizacioén no es un proceso 16gi-
co sino producto de otras necesidades; como
por ejemplo la organizaci6n teérica de la de-
finicién formal del limite o la funcién unifi-
cadora de los exponentes no naturales (lo cual
se mostrara en el andlisis epistemolégico).

En este sentido se entiende que las conven-

-ciones matematicas son el producto de consi-
“deragiones metamatematicas; ya que éstas

provienen de acuerdos que se presentan
necesarios-para dotar, por ejemplo, de cohe-
rencia-interna a una teoria; es decir que las
convenciones matematicas surgen de consi-
deraciones metamatematicas que reflexionan
sobre la naturaleza de las mateméticas como
disciplina cientifica. Este tipo de considera-
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ciones proviene de exigencias tales como, por
ejemplo, que la matemética ha de estar libre
de contradicciones o que debe proporcionar
los métodos mas sencillos y generales.

Sefialamos que la distincidn entre una nocién
matemaética y una metamatematica, para nues-
tros fines, no es absoluta. Esta distincion de-
pende fundamentalmente de las caracteristicas
de los alumnos y profesores que se relacio-
nan con ellas.

La sensibilidad de nuestra disciplina ante la
existencia de obras mateméticas que tienen
un referente epistemoldégico metamatematico
ya ha sido tomada con anterioridad. Algunos
investigadores como A. Robert y J. Robinet
(Robert & Robinet, 1996) han sefialado que
algunas obras matematicas no se .pueden
transponer mediante procesos, a-didacticos
debide, fundamentalmente, a sus caragteris-
ticas epistemoldgicas. Ellos consideran entre
sus ejemplos a la naturaleza unificadora de la
definicion formal de limite y a los conceptos
inmersos en éalgebra lineal y proponen, para
su enseflanza, el recurso de la “palanca” meta
(es decir; 1a utilizacién, como recurso didac-
tico, de la informacién clasificada conro
“meta”)- N

T,= Teoria consideradacomo

final - .
N

-3.4. Convenciones matemadticas

Una:convencion matematica es un agregado
(bajo la forma de una definicién, un concep-
to, una restriccién, una interpretacién entre
otras) a una teorfa (0 un marco conceptual),
establecido con el objetivo de que una estruc-
tura, o parte de ella, de objetos matemadticos
construida con anterioridad se conserve. Este
agregado puede surgir por diversos requeri-
mientos; por ejemplo de generalizacién, uni-
dad o para evitar contradicciones dentro de

-la teoria.

De lo anterior se desprende que el anélisis
epistemolégico de una convencién matema-
tica puede serrealizada caracterizando la evo-
lucion de una teoria considerada como inicial
To hacia, upa.teorfa considerada como final
T,. Como T, se considera heredera de cierta
estructura de T, podemos considerar que las
convenciones mafematicas son los agregados
en T, para que dicha estructura se conserve.
La eleccion del tipo de estructura que debe
preservarse depende de los objetivos especi-
ficos que pretenda alcanzar T, y por esta mis-
ma razén es posible que otra estructura de T,
sea abandonada por los nuevos requerimien-
tos (ver la Figura 1).

Estructuras preservadas por
medio de una convencion

/- matematica
Estructuras Presérvadgs por Estructuras no
otros mecanismos € preservadas
Nuevas estructuras A .. To=Teoria considerada como
i inicial

Figura I. Caracterizacion de las convenciones matematicas.
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Esta primera caracterizacion muestra que las
convenciones mateméticas son un mecanis-
mo de construccion del conpcimiento o parte
de otros; por lo que la atencion siempre esta-
ra puesta en ese matiz; mas alla de lo que el
sentido comun pueda sugerirnos lo que es una
convencién matematica.

La caracterizacion anterior coloca el énfasis

para entender a las convenciones matemati-
cas como instrumento teérico, para satisfacer
ciertos requerimientos de preservacién-de un
conocimiento anterior dentro de una nueva
organizacion del conocimiento. Por tal moti-
vo es importante el tipo’de consideraciones
metamatemdticas vertidas en un proceso de
construccion, las cuales se presentaran bajo
la forma de argumentos sobre lo que se debe
o0 no se debe conservar.

En nuestros dias, en el caso que interesa, el
concepto de exponente natutal mayor a uno
es presentada como una definicion (mediante
una igualdad) para organizar la accién de
multiplicar de manera reiterada una misma
cantidad atendlendo requerlmlentOS de eco-
nomia en la escritura’en la sintaxis aritmética
y algebraica. En ténmnos matematicos esta
definicién provoca la existencia del ob_|eto
matemético llamado potencia que surge de la

interaccion de los objetos base y exponente.
La definicion anterior de potencia genera de
manera deductiva la estructura operativa si-
guiente {designadas cominmente como leyes
de los exponentes):

AnAm___._An+m,

AYA"=A""conn>m+],A#0

( An)m= A"m

Posteriormente se definen los exponentes no
naturales con el objetivo de conservar la es-
tructura operativa anterior, mediante diversos
argumentos mostrados en la Tabla 2.

En el analisis espistemologico, que posterior-
mente se presentard, se realizé un trabajo se-
mejante para determinar las caracteristicas
epistemoldgicas de otras formulaciones de los
exponentes que se han hecho a lo largo del
devenir histérico.

3.5. El contrato didactico

Tomamos como referente teérico, para dar un
matiz a las respuestas de los estudiantes como

Argumentos .
An Am= An+m An / Am An-m ( An ) m_ Amn
E |[Cero A'AT=AI A" =1 =°A‘/ A*=A**= A= [No hay argumentos
X ’ A'=1
P
O [Negativo ATATE S AVFITC AToA [ /AT=A" /A= A¥*=A7 | No hay argumentos
I8 : = (A= A = YA=A'? | = 1/A? =A? ,
N : ‘ ‘
T |Fraccionario  [A?A?’=A7=A%=1 = |No hay argumentos AVP=Al=A>
E A?=1/A% A=A

Tabla 2. Argumentos modernos para establecer las convenciones.
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el resultado de su interaccién con un medio
didactico, tal referente lo tomaremos de la
nocién de contrato diddctico: ¢l conjunto de
condiciones que determinan implicitamente
aquello que el profesor y el alumno tiene la
responsabilidad de asumir y en lo cual, cada
uno estd comprometido delante del otro ante
un contenido matematico especifico. Esta
nocioén nos permite modelar la relacion di-
déctica existente entre profesor y alumnos, ya
que estos se involucran en un juego con re-
glas que funcionan como las cldusulas de un
contrato. Sin embargo, dichas reglas no tie-
nen nada de explicito, se revelan esenclalmen-
teenla transgresnm de las mlsmas '

Examinar desde este punte de vista 14 éstrue-
tura de la enseflanza clase/ejercicio nos pro-
veerd de un modelo-de las relacionés a las
que se encuentra sometido el estudiante -al
momento de contestar el cuestionario, ¥a que
podemos considerar que en tal estructura es
en la que se encuentra comiinmente inmer-
so’. El docente cumple su contrato, en la es-
tructura de la ensefianza clase/ejercicio, dando
lecciones para aprender y ejercicios para ha-
cer. Debe prever en su clase partes que el
alumno pueda aprender, darle problemas fac-
tibles (en los cuales el enunciado anticipa to-
dos los datos necesarios y solamente aquellos,
con los cuales la solucion es posible de encon-
trar combinando razonablemente los elemen-
tos del curso a aprender). El alumno cumple
su contrato si aprende sus lecciones:(bien o

mal) y si €] hace sus ejercicios (correctos

0 no). Si el ahimno no comprende o no sabe
co6mo hacerlo, el docente debe “ayudarle”
orientando el trabajo del alumno, por ejem-
plo, por medio de indicios que le guiardn o
de pequefios interrogantes intermediarios
elementales llevandolo al resultado.

7 Es conveniente enfatizar que los estudiantes han
contestado al cuestionario antes del establecimien-

to del contrato didactico propio de una situacién

didéactica.

Otra funcion del contrato es hacer evolucio-
nar la significacion de los contenidos. El con-
trato didactico registra el “envejecimiento” de
los contenidos ensefiados y de .esta manera
interviene en la progresion del saber.

4, METODOLOGIA

La metodologfa que se desprende de la pos-
tura sistémica y de las tres preguntas.con que
hemios descrito el problema de: investigacién

determinan la necesxdad de reallzar

Un andlisis eplstemoldglco que busque esta-
blecer un esquema de la génesis y desarrollo
historico de la nocion de exponente no natu-
ral desde un punto- de vista epistemolégico.
Este analisis contemplara el estudio del fun-
cionamiento y de las diversas formulaciones
de las nociones que nos interesan, mediante
la consulta, en lz;l medida de lo posible, de tex-
tos mateméticos antlguos orlgmales

Un anilisis didéctico que cumplira con el
objetivo de construir un esquema de la vida
escolar del exponente no natural, que contem-
plaré el andlisis de programas de estudio para
identificar aquellas de sus partes que consi-

deran la noci6n de exponente no natural y el

analisis de textos mas utilizados. Ademas se
realizara un estudio con profesores con el
objetivo de determinar, con mayor precision,
la vida escolar de la nocién de exponente no
natural.

5. Analisis epistemologico

El andlisis epistemolégico permitié realizar
el siguiente esquema de la construccién so-
cial del exponente no naturat:

* En el marco del pensamiento algebraico,
la nocién de exponente no natural surgié
como una convencién debida a la inten-

~itpién de preservar la relacién entre las
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x° xl x7 XJ x‘

xS x6 x7 xS x9

0] X g g 43

B &6 b 1333 4

Tabla 3. Simbolos utilizados per Marco Aurel para los caracteres “césicos”.

progresiones aritmética y geométrica, con
el fin de unificar un ajgoritmo para la mul-
tiplicacién de monomios; es decir, apare-
ce como una convencion matemética para
que no exista contradiccion con el apara-
to simbélico-algoritmico con que se con-
taba en esos momentos. Esta convencion
surge de un principio metamatematico que
establece que en matematicas se busca el
mayor grado de generalidad en sus
algoritmos.

¢ En el marco del problema de cuadraturas
de curvas existi6 una auténtica reconstruc-
ci6n de las convenciones; ya que emergie-
ron como organizadoras de las férmulas
de cuadraturas. Esta convencion surge de
un principio metamatematico que estable-
ce la necesidad tedrica de que las formu-
las de cuadraturas estén dadas por una
tinica férmula o algoritmo.

No siendo de gran interés la cronologia del
desarrollo histérico de la nocién de exponen-
te no natural, se establecieron categorias de
analisis que se encuentran directamente refe-
ridas al problemé' de investigacién y que la
relacionan con otras nociones: nimero, igual-
dad, representacion, consideraciones metama-
temdticas y con las ocasiones de uso que
permitieron su aceptacion generahzada

5.1. Consideraciones
metamatematicas como
fuente de las convenciones

En este apartado se detalla cémo es que la
nocién de exponente no natural fue construi-
da mediante diferentes con51d‘erac‘10nes

metamatematicas que se rigen de los princi-
pios de: 1) uniformidad en los métodos para
realizar las operaciones entre monomios, 2)
continuidad o permanencia de las férmulas
para determinar la cuadratura de curvas y 3)
induccion para la umforrmdad de las opera-
ciones con monomios.

5.1.1. Uiﬁformidad en los métodos
para realizar las operaciones entre
monomios

La idea de utilizar la relacion entre la progre-
sién aritmética y la progresién geométrica
para la operatividad multiplicativa entre
monomios fue utilizada, de acuerdo con
(Meavilla, 1993), por diversos algebristas del
siglo XVI; entre ellos Esteban de la Roche
(1520), Christoph Rudolff (1526), Petrus
Apianuas (1527), Gemma Frisius (1540) y
Michel Stifel (1544). Para ejemplificar la
manera en que era utilizada la relacién para
la operatividad multiplicativa entre monomios
se ha tomado lo siguiente del estudio de
Meavilla (1993) sobre la obra Libro primero
de arithemetica algebratica de Marco Aurel,
publicado en Valencia en 1552.

Marco Aurel ofrece el nombre, simbolo y des-
cripcion de cada uno de los diez caracteres
“cdsicos” como lo muestra la Tabla 3 (arriba
se colocé el simbolo usado en la actualidad).

Después de haber establecido esta notacion,
Aure] pasa revista de lo que hoy en dia lla-
marfamos algebra de polinomios (suma, res-
ta, multiplicaciéon y extraccién de raiz
cuadrada). Se destaca la existencia de un sfm-
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0 1 2 3 4

U X & G 23

334 aa

Tabla 4. Diagrama de Marco Aurel para expresar la relacion entre las progresiones.

bolo especial asociado al “nimero”; ya que
tal emergencia en la notacion resulta de que-
rer que la regla de multiplicacién de los mono-
mios sea uniforme.

Laregla de Aurel se basé en el comporta:men-
to especial de la sucesiones (la relacion’entre
la progresion aritmética y progresion geome-
trica) y estd expresada en los siguientes tér-
minos (ver Tabla 4): “Y ‘cuaiido ‘tu querras
multiplicar vna dignidad, grado, o' carécter
con otro, mira lo que esta encima de cada uno
y junta lo simplemente, y aquello que verna,
mira encima de qual carédcter estara: tal diras
que procede de tal multiplicacion”.

Por otro lado, Chuquet en La triparty en la
Science des Nombres, documento fechado en
1484, construy6 una nocién de exponente cero
y negativo (al. parecer no-utilizé6 exponentes
fraccionarios). No nos fue posible determi-
nar las razones que llevaron a Chuquet a esta-
blecer las reglas operativas que a continuacién
se presentan, pero por la manera.en que ope-
ra es de suponerse que la relacion entre la
progresion aritmética y la progresion geomé-
trica, conocida desde la antigitedad, hayan
sido la fuente de su operatividad.

Ai respecto Paradis (1993) sefiala:

“Chuquet explica que cada numero pue-
de considerarse como cantidad estricta,
y asf para indicarlo, se puede affadir un
cero en la parte superior del nimero,
como por ejemplo 12°, 13° para indicar
12 0 13. Pero cada nimero puede consi-
derarse como nimero primero de una
cantidad continua, también dicho ntime-

ro lineal, indicando asi: 12, 13'... o bien
nimero superficial cuadrado: 122,132...

y asi sucesivamente hasta el orden que
se quiera (12° quiere decir doce; 12' in-
dica 12x; 127 significa 12x?, ...).”

Unas paginas después Paradis afirma:

“Chuquet opta resueltamente, desde el
primer inomento, por abandonar las dis-
tintas nomenclaturas para designar el or-
den de las raices, asi como el de las
potencias de la incégnita, para exponer
una forma de denominacion unificadora,
que facilite las operaciones entre estas
entidades. > (las cursivas son nuestras).

La afirmacion de Paradis queda mas clara con
el siguiente parrafo tomado de Struik (1986),
el cual muestra con claridad que su notacién
era con la intencion de que se conservara su
algoritmo para la multiplicacién: (Chuquet
utiliza .7'*. para denotar 7/x).

“Example. He who multiplies .12°. by .12°.
obtains .144., then he who adds .0. to .0.
obtains .0.; hence multiplication gives .144..

Then He who multiplies .12°. by .10%.has
first to multiply .12. by .10., which gives
.120. and then .0. must be added to .2..
Thus the multiplication will give 120> By
the same reasoning he who multiplies
.5'.by .8'.0btains the muitlpllcatlon
402 ”

(]

Similarly, he who would multiply .8°. by
.7"#.will find it convenient first to
multiply .8. by .7.. He obtains .56. then
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he most add the denominations, and will
take 3.p with .1.7% and obtain .2.. Hence
the multiplication gives .56 and this way
we must understand other problems.

5.1.2. Continuidad o permanencia
de las formulas para determinar
la cuadratura de curvas

Wallis se baso, para hallar 4reas, en el méto-
do de los indivisibles de Cavalieri. Es a tra-
vés de éste que €l determind la posibilidad de
resolver distintos problemas de célculo de
areas y superficies a través de razones arit-
méticas de la forma:

0f +1% +2% + 4 nt

N L

De acuerdo con (Dennis & Confrey, 2000)
Wallis investigé el comportamiento de estas
razones cuando el valor de » se incrementa
para k=1, 2, 3, 4 y 5 utilizando las férmu-
las, no demostrados por €1, de las sumas
O+ 1%+ 2%+ . +n* (k=1,2,3,4y5)para
establecer el limite siguiente (por decirlo en
términos modernos):

I L LIS 1

lim — PR X

oo p +p* 40+ +n" k+l
k=1,2,3,4,175).

A tales limites Wallis los nombra razones ca-
racteristicqs de indice 1,2,3,4y 5 segin sea
el valor de k. A partir de estas consideracio-
nes hace la afirmacién general de que la ra-
z6n caracteristica de indice & es 1/(k+1) para
todos los enteros positivos. Esta razon carac-
teristica, en términos modernos representa la
hipdtesis, manejada durante todo el siglo X VI,
de que (tomando en cuenta que esta integral

representa el drea bajo la curva):
a

p+l
jx”dx= a
; p+1

Confrey & Dennis (2000) afirman que fue a
partir de consideraciones sobre el comple-
mento de las dreas de las grificas y = x,
(k entero positivo) que Wallis sugirié la no-
cion de indices fraccionarios. Asi, debido a
que el 4rea bajo la curva y =+/x es el com-
plemento del 4rea bajo y = x* debe tener una
razén caracteristica de 2/3 = 1/(1 + 1/2) por
lo que el.indice de y =+/x debe ser 1/2. Lo
mismo puede verse para y = 3/x , cuya razén
caracteristica debe ser 3/4=1/(1 + 1/3) y por
tanto su indice sera 1/3.

Esta misma interpretacion le permite a Wallis
darle un significado al exponente cero “De-
bido a que y = x° debe tener una razén carac-
teristica de 1, debe ser una linea horizontal.
Debido a que | elevado a cualquier potencia
es 1, estd linea horizontal debe estar a 1a altu-
ra de 1’ (Confrey & Dennis, 2000).

A continuacion Wallis afirmé (Confrey &
Dennis, 2000) que el indice apropiado de

\/;’7 debe ser p/qy:que su razdén carac-
terfstlca debe ser 1/(1 + p/q); pero al no tener
manera de verificar directamente la razén
caracteristica de tales indices, por ejemplo
de y=3x?, Wallis invoca el principio de
“interpolacion” el cual afirma que cuando se
puede discernir un patrén de cualquier tipo
en una sucesién de ejemplos, uno tiene el
derecho de aplicar ese patrén para cualesqule-
ra valores intermedios.

Wallis también interpret6 (Confrey & Dennis,
2000) a los nimeros negativos como indices.
Define el indice de 1/x como -1, el indice de
1/x* como —2, etc. También extiende esta de-
finicién a las fracciones: por ejemplo, 1/Nx
tiene un indice de —1/2%, Después establece
que la relacién entre el fndice y la razén ca-
racteristica sigue siendo valida para esos in-
dices negativos. Esto es, si £ es un indice

8 La informacion que nos proporcionan nuestras dos fuentes principales no nos permiten determinar
claramente los motivos que tuvo Wallis para realizar tales definiciones; pero es de supener que fueron
tomadas de las convenciones algebraicas que hemos detallado con anterioridad.
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entonces 1/(k+1) es la razén entre el drea
sombreada bajo la curva y el rectangulo que
lo contiene. En el caso de un indice negativo,
esta drea sombreadano es acotada-(hecho que
Wallis conocfa como lo muestran los siguien-
tes parrafos). Lo cual no impidié.que Wallis
generalizara su afirmacion. -

¢ Cuando k=-1 larazén caracteristica debe
% =0 ?, Wallis a(:’e'pté‘ este

ser
-1+1

cociente como razonahle debldo aque el
rea bajo la curva 1/x d1verge el cual, al
parecer, era un hecho muy conocido en la
época. . .

*  Cuando k=-2,1a razén caractensﬂca debe
_-ser 1/(=2+1)=1/-1. Aqui, la concepclénde
Wallis sobre. la razén difiere dg. nuestra
aritmética moderna de nimeros negativos.
El no cree que 1/~1=—1. M4s bien, él se
queda con su.epistemologia de represen-
tagiones multiples. Debido a que. el drea
sambreada bajo la curva es més grande
que.el drea bajo la curva 1/x, concluye que
la razén 1/—1 es mayor que infinito (“ratio
_..plusquam infinijta”).

* Prosigue concluyendo que }/-2 es inclu-
so mas grande. Esto explica el plural en
el titulo de su tratado Arithmetica Infini-
torum, de la cual la traduccién mas ade-
cuada seria La Aritmética de los Infinitos.

Aun que sabemos poco de la influencia que
tuvieron las interpretaciones de Wallis al pa-
recer fue poca, ya que trabajos. ulteriores
muestran una interpretacion grafica del calcu-
lo que no involucraba la consideracién de “in-
finitps”. Esta nyeva interpretacién permite
uniformizar la formula del cdlculo de las
cuadraturas a través de la posicion relativa en
que se localiza el 4rea calculada. A.manera

de ejemplo veamos la mterprctaclén qme hizo
Newton (1669):. :

“Para. la base AB de aiguna curva de_;e-
mos que la ordenada BD sea perpendi-
cular y dejemos AB como x y BD como
y.Sean g, b, c.. canudgdesdadasym n-
enteros. Entonces

- Regla I (cuadratura de-curvas simples).

m+n

na’ ——
x " es
m+n

Si-ax™" = y, entonces

igual al 4rea de ABD.
Esto es evidente en los ejémplos.

[

Figura 2

2
Ejemploz Slx (—lxx') y enton-

m x2(— \/—) ABD
R |
" Bjemplo 4. Si (‘l/xz)-’( =x%)=y, esto es

vigig=n =1y m=+<2, entonces

([1/-1];(E =]—x—' (={1/x])= aBD

? Lo que nosotros emcndemos por fraccmnes enla época de Walhs se conceb(a como proporclonalldad

por lo que 1 es 0 (nada) comowesal.
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infinitamente extendida en la direccion
de a: el calculo toma su signo negativo
debido a que es tomado del otro lado de
la linea BD. -

La importancia de estas interpretaciones del
signo negativo reside en.que son convencio-
nes que resultan de:un principio sobre el fun-
cionamiento de las matematicas, que establece
la necesidad de que las formulas de cuadratu-
ras estén dadas por una tnica férmula o algo-
ritmo; principio que denominamos de tipo
metamatematico.

A B
Figura 3

5.1.3. Induccion para la uniformidad
de las operaciones con monomios

Este principio, en resumen, consiste en la pa-
rafrasis: ‘en los ejercicios precedentes se ha
notado que en la extraccion de la raiz cuadra-
da el procedimiento a seguir es el de dividir
el exponente entre dos, entonces si el expo-
nente no es divisible por dos esta division
del exponente puede dejarse expresada: &
=g . Dicho, argumento se puede observar
en los Elemento,s de Algebra de Euler (1984),
publicados por primera vez en 1840, de la si-
guiente manera en cuanto a los exponentes
negatwos y fraccionarios: '

“181. [.i. ]

De la misma manera cuando se requiere
multiplicar por a la potencia de cualquier
numero representado. por a, teniendo un
‘exponente negativo tenemos sélo que
agregar 1 al exponente. Entorces, a'

multiplicado por a produce a° o 1; que
podemos hacer mas evidente consideran-

1
do que a”' es igual a o y que el produc-

1 a
tode — por aes —, es consecuentemente

igual a I; de manera semejante a> mul- -

—10

tiplicado por.a produce a™', 0 —;y @
a produce. p

multiplicado por a produce a”®, etc. [Ver
Art 175, 17617

(]

“195. Se ha sefialado en €l capitulo prece-
~ dente que para obtener el cuadrado de al-
guna potencia se debe doblar el exponente
de la potencia; en general el cuadrado, o
la segunda potencia de @” es a"; y reci-
procamente tamblén se sigue que la raiz
cuadrada de a* es a, lo cual es tomar la
‘mitad del exponente o dividirlo por 2.

196. Entonces la raiz cuadrada de a° es
"a',0a, lade a®es a lade a®es o etc.

En general la raiz cuadrada de &* debe-
x " :

ser necesariamente g2, y la de @ debe
5

Ser necesariamente a>, consécuentemen-
te debemos tener de la misma manera que

a: es la raiz cuadrada de a'. Por esta
]

causa podemos ver que a* es igual a Ja:
este UEVO mgtqdo de representar la_»ral'z
cuadeada demanda particular atencion’.

5.2. E} papel de las representaciones

En los apartados anteriores se ha notado el
papel fundamental que desempeil6 la repre-
sentacion grafica en la construccién histérica
de la convenciones presentes en los exponen-
tes no pegativos. En este sentido sélo sefiala-
remos los hechos que resultan de particular
interés para el problema de investigacion;
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ya que éstos indican que la representa-
ci6n algebraica o aritmética puede ser insu-
ficiente para dotar de significados a las
convenciones.

Chugquet abandoné las significaciones geo-
métricas que posee €l “nimero primero de
cantidad continua” (longitud) y sus multipli-
caciones (“numero seg'u‘n’dbtdé cantidad con-
tinua” como drea y ‘‘numero tercero de
cantidad continua” como volumen) para_ es-
tablecer la existencia de cantidades de “gra-
dos” arbitrarios, sin embargo este uso no fue
tomado por las obras algebraicas posteriores.

La hipotesis que se propone es que hlZO falta
mas de una representacion que les diera sta-
tus de objetos a esas cantidades, tal como ocu-
rrié cuando éstas fueron representadas por
curvas en un sistema de referencia. Es en este
nuevo contexto que una parte de rica seman-
tica de los nimeros negativos es recuperada,
la nocién de negatividad es puesta en funcio-
namiento en el campo de las proporciones
como ‘“carencia” y como “estar a la izquier-
da” en la representacion gréfica. Tales inter-
pretaciones (convenciones matematicas)
tenfan por objetivo buscar que un #nico
algoritmo funcionara para el calculo de
cuadraturas de todas, las curvas algebraicas
conocndas en tanto la ecuacion que la repre-
sentaba'®

5.3. El exponente no natural
y su relacion con la construccion
de la nocion de niimero

Es importante destacar la estrecha relacion
que existi6 entre la construccion de la nocion
de exponente no natural y la nocién de nu-
mero; sin embargo en éste trabajo sé realiza-

ran algunas consideraciones que sobresalen
a la luz del estudio epistemolégico y que se
relacionan con el prablema de investigacion.
En particular llama la atencion: sobre lo que
puede ocurrir en la ensefianza moderna cuan-
do se introduce la nocién de exponente nega-
tivo.o fraccionario cuando estos nimeros no
gozan de legitimidad como objetos- numéri-
cos ante los alumnos.

En este sentido la obra de Chuquet.es signifi-
cativa ya que el uso que €| hace de los nume-
ros negativos (como “exponentes” segiin
nuestro interés) era una concepcion adelan-
tada para su época (de hecho las discusiones
sobre la legitimidad de los nimeros negati-
vos se extendié por mucho tiempo después
(Glaeser, 1981).

De acuerdo con lo anterior destacan varias
ideas de Chuquet:

* Su notacién, que se podria llamar “expo-
nencial”, esta justificada por la economia
en la escritura de las multiplicaciones.

* El libre uso que hace de los nimeros ne-
gativos e§ también uffa concepcion ade-
lantada para su época, lo cual permite

“plantear la hipétesis de que las multlpll-
caciones que realizabacon las “potencias”
de la variable le permitieron darle legiti-
midad a los nimeros negativos ante la

comunidad a la que estaba dirigida su

* obra. Esta hipétesis llama la atencién so-
bre lo que puede ocurrir en 1a ensefianza
moderna cuando se introdice la nocion
de exponentes cero cuando no goza de le-
gmmldad como objeto numérlco ante los
alumnos.

* En'la obra de Chuquet notamos que
exponente cero” es introducido para in-

19 Existen dos diferencias sustanciales entre las dos versiones de esta nueva interpretacién: en su inter-
pretacion de’las razones.en donde. ¢l “denominador” es negativo podemos observar que Wallis no
admite la operacién division, mientras que Newton si lo hace. . : o
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dicar que se trata de una “cantidad estric-
ta” (escalar, en nuestro lenguaje); es de-
cir no se interpreta como “la potencia
cero” de una “cantidad continua”, sino
mas bien como su ausencia.

Lo anterior es importante ya que durante
mucho tiempo el cero fue considerado exclu-
sivamente como la representacion de la nada;
es decir que este niimero se identificaba como
el cero absoluto debajo del cual se supone
nada existe y no como el de origen arbitrario
(Glaeser, 1981). Esta concepcion del cero
como “nada” también se encuentra en la obra
de Wallis, en donde interpreté la proporcion
1/0 como infinito; ya que: 1 es a 0 (nada)
como o es a 1. Dicha proporcién le permitio,
junto a la concepcioén de los negativos como
ausencia de valor numérico, interpretar a las
proporciones 1/0, 1/-1, 1/-2, etc., como dis-
tintos tipos de infinito, como se ha visto con
anterioridad en el origen de tales proporcio-
nes que revelan que las cantidades que hoy
representamos como a/b no eran considera-
das como objetos numéricos.

Sin bien Chuquet utiliz6 de manera extensa
los nimeros negativos, éstos no fueron de uso
generalizado en las obras algebraicas de prin-
cipios del siglo XVI, como se muestra en el
Libro primero de arithemetica algebratica de
Marco Aurel (publicado en Valencia en 1552).
Se ha tomado lo siguiente de Meavilla (1993):

“En la division sélo se considera el caso
en que el dividendo y el divisor son
monomios, distinguiéndose dos posibi-
lidades: 1) el grado-del dividendo en
menor que el del divisor y 2) el grado
del dividendo en mayor que el del divi-
sor. En la primera situacién tal particion
no se podra partir y quedard como que-
brado; en la segunda, la regla de Aurel
coincide con la actual (a"/a” = a"" con
m>n)”

Posteriormente en el marco del problema del
célculo de cuadraturas y dentro de los
paradigmas variacionales se logré dotar de
sentido’ al signo negativo, como cambio
de direccién o posicion, con la intencién de
dar uniformidad a los procedimientos algorit-
micos: la posicion relativa de las areas en
Newton, el cambio-de direccién en la cons-
truccion de la subtangente en L° Hospital.

5.4. Ocasiones de uso

Todo el desarrollo descrito estuvo acompa-
fiado de una etapa de ocasiones de uso dentro
del pensamiento variacional que permitié la
total aceptacion de la nocién de exponente
no natural: calculo de diferenciales y primiti-
vas en el paradigma leibniziano, el célculo
de fluxiones y momentos en el paradigma
newtoniano y la construccién del binomio de
Newton. Estos factores ocasionaron que el
universo de “curvas algebraicas” (con formu-
la) tuviera su centro en expresiones de la for-
ma f{x)"”" (donde f{x) es un polinomio). Lo
anterior llama la atencién sobre las ocasiones
de uso a las que se enfrentan los estudiantes
para que ellos estabilicen las convenciones,
aiin cuando no existan argumentos, distinto a
la memoria, para justificar sus elecciones.

6. ANALISIS DIDACTICO

De manera general se hace notar que la vida
escolar de la nocién de exponente no natural
esta sujeta a las restricciones de la transposi-
cién didactica y en particular a las de progra-
mabilidad y autocontencion de los saberes.

En secundaria se introduce desde el primer
afio la notacion exponencial en donde se ocu-
pa el modelo de multiplicacién reiterada uti-
lizando niimeros concretos y potencias de 10,
su introduccion se justifica como una econo-
mia en la escritura. Las leyes de los exponen-
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tes se empiezan a mencionar con ejemplos
numéricos especificas y se establece por de-
finicién que la potencia uno es el mismo nu-
mero y que el exponente cero de cualquier
nimero es igual a 1. Después esta misma no-
tacion es utilizada en élgebra para simplifi-
car multiplicaciones sucesivas de una literal,
y se establecen las mismas definiciones ante-
riores. En dlgebra se realizan operaciones con
monomios y posiblemente es “demostrada”
la igualdad a®<1 con el argumento de divi-
sién de potencias y dentro de la aritmética los
exponentes son utilizados para notaci6n cien-
tifica.

En bachillerato y universidad la ensefianza de
la noci6én de exponente no natural se incluye
en cursos anteriores a los que se estudian sus
ocasiones de uso: las de cardcter inmediato
como en las transformaciones algebraicas,
o en la notacion cientifica o las de uso poste-
rior como lo es en la nocién de funcién
exponencial y logaritmo y en la algoritmi-
zacio6n del calculo de derivadas y primitivas.
Los argumentos que posiblemente se ofrecen
en clase para justificar las igualdades giran
alrededor de los encontrados en los libros de
texto, pero éstos no son el foco de atencién
por mucho tiempo, ya que finalmente la aten-
cién se centra en proporcionar las igualdades
correctas.

La organizacion de los saberes en la escuela,
en relacion al exponente no natural se debe a
las restricciones causadas por la transposicién
didactica. La escuela tiene la tarea de presen-
tar los saberes de una manera ordenada,
autocontenida y desperzonalizada que no ten-
ga en cuenta los avances y rétrocesos presen-
tes en su desarrollo, por lo que decide
presentar, dado que era posible hacerlo, la
nocién de exponente no natural en términos

de un conocimiento considerado més elemen-
tal como .es ¢l dlgebra. Esta “algebrizacion”
de la noci6n de exponente no natural resulta
particularmente apta para las restricciones a
las que estd sometida un texto de saber: es
econémica en cuanto a representaciones, parte
de nociones comiinmente utilizadas en la épo-
ca como lo son las progresiones aritméticas y
geomeétricas que a su vez surgen de nociones
basicas como multiplicar y sumar.

Al parecer tal adaptabilidad algebraica, junto
con las acciones de la nodsfera que estable-
ci6 que era una nocién que debia ser ensefia-
da en las matematicas “elementales” pues era
usada en las matematicas “avanzadas”,
ocasiond que la nocién de exponente no na-
tural fuera incluida en los textos y cursos de
algebra,

Derivado del estudio con un grupo de 18 pro-
fesores'! se pudieron establecer dos posibles
escenarios escolares en torno a las argumen-
taciones para establecer el significado de los
exponentes no naturales:

* Donde todas las igualdades sean tratadas
como leyes (“leyes de los exponentes™).

* Donde los argumentos tiénen un alcance
parcial: 1) Ninguno de los profesores que
contestaron el cuestionario estableci6
argumentos para las igualdades que
involucraban exponentes fraccionarios, 2)
Algunos profesores s6lo argumentaron el
exponente cero..

La lectura de los argumentos muestra que los
profesores tienen la concepcién de que la
nocién de exponente cero y negativo es una
nocién matemadtica que se puede “demostrar”
(a través de algin argumento que involucra

' La mayoria de los profesores (16) que contestaron el cuestionario laboran en bachillerato y todos han

impartido al menos un curso de 4lgebra.




Explicacion sistémica de fenémenos diddcticos ligados a las convericiones matemdticas de los exponentes

una “ley de los exponentes”™), ninguno de los
profesores menciona, por ejemplo, que su in-
troduccién obedece a la necesidad (en el con-
texto algebraico) de uniformizar dichas leyes
y no estrictamente como consecuencia de
ellas. Dicho en otras palabras: los profesores
asumen, implicitamente, que el significado de
los exponentes cero y negativo son una nocion
matemética y no una convencién matematica
(noci6n metamatemdtica). Veamos un ejem-
plo que resume todo lo anterior (para mas de-
talles véase el Anexo B de (Martinez, 2000)):

“ La forma de argumentacnén podria ser
la siguiente:

1. 2%/23=2%2%2/2*2*2 =223 =
2273=20=

2. 23125 = Q%% H PNk = P3-8 =
92= 2#2%2/2%2%2*2*2=1/4
27=12%=1/4

3. 2’/1 2nm_m\/2n_.2\/21 _2\/2 3

La concepcién de que~la‘ nocién de exponen-
te no natural es una nocién matemdtica que
se puede “demostrar’ también puede expli-
car la falta de argumentos para establecer una
igualdad que involucre los exponentes
fraccionarios; ya que “demostrarlas” (en el
sentido de usar una “ley de los exponentes”
como hace el profesor anterior) requiere su-
poner su existencia y no deducirla.

Aclaremos este punto. Para “demostrar” que
2°= se utiliza la “ley de los exponentes” para
la division de la siguiente manera: 1=22/2=2°
entonces 2%=1, es decir que su valor se dedu-
ce. En cambio para “demostrar” que 2/2= \2
se podria utilizar la “ley de los exponentes”

para la multlphcacnén de la s1gu1ente mane-
ra: 2'22"2=2'=2=(2'™)? entonces 2= V2, es

decir que en este argumento se debe suponer

la existencia de 22, lo cual puede no consi-

derarse una deduccion en el estricto sentido
del término. Creemos que esta suposicion de
existencia es 10 que impide a los profesores
dar estos argumentos.

Por otra parte estén los profesores que esta-
blecen- que se trata:de una ley de los expo-
ne’ntes ou‘na c‘onveneién per‘d no especiﬁcan

“Actividad 117;3

Se- sunpllﬂcan dgplicando las: leyes de los
eprnentes

1. Todo niimero con éxponente cero es
igual a uno.

2. Todo niimero con exponente negati-
vo es igual a una fraccion, donde el
numerador es la unidad y-el denomi-
nador es la misma base pero con ex-

~ porrente posmvo

3. Todo niimero con exponente fraccio-
nario es igual a una raiz, donde el de-
nominador-del exponente indica el
indice de la raiz y el numerador afec-
ta al subradical.

Actividad 1.4

Pero si se aplican las leyes de los expo-
nentes donde se establece “que todo ni-
mero elevadoala, ‘cero es igual a la unidad”
entonces se concluye que2’=1"

7. EXPLICACIONES SISTEMICAS
DE LOS FENOMENOS

En las explica‘cit)nes‘ de corte sistémico que a
continuacion se presentan se seguir, d¢ ma-
nera genetal, el esquema ‘'siguiente: 1) Una
explicacién cenitrada en el profesor 2)
Una explicacién centrada en los alumnos y
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3) Una explicacion.centrada en el saber (en-
seflado). Y para cumplir nuestro programa
sistémico todas éstas se haran atendiendo sus
relaciones.

A la luz de la evidencia acumulada, sobre todo
la que nos ha proporcionado nuestro analisis
didactico, interpretamos que- los fenémenos
que considera esta investigacion, relativos a
los argumentos que presentan los estudiantes
son ocasionados por la concepcién, presente
tanto en profesores como en algunos libros
de texto, de que: el significado de. los expo-
nentes no naturales es una nocién matemati-

ca que puede demostrarse, lo que explica lo -

razonable de todos los argumentos de los es-
tudiantes.

Lo interesante del hecho anterior es que nues-
tro estudio epistemolégico de la nocién del
exponente no natural, nos ha revelado el ca-
racter metamatematico de ia nocion, es decir,
que ella emergié de consideraciones sobre el
funcionamiento del saber matematico.

7.1 Clasificacién de fenémenos
encontrados :

A la luz de las respuestas de los estudiantes
determinamos las siguientes categorias con
el fin de elaborar nuestras explicaciones:

* Categoria de Persistencia de operaciones
simples que consisten en las respuestas
que recurren a la suma, resta, multiplica-
cién o division entre la base y el expo-
nente para establecer valores de la
expresion 2. '

* Categoria de Persistencia del modelo de
multiplicacion reiterada que consisten en
las respuestas que recurren a la interpre-
tacién de multiplicacién reiterada para
establecer valores de la expresion 2. Es

decir que recurran al modelo 2*=2*2*2
(x veces).

* Categoria de Ausencia de argumentos
para establecer las igualdades correctas.

* Categorfa de Evolucidn hacia respuestas
correctas.

* Categoria de El cero como representacion
de la nada.

* Categorfa de Deslizamiento de la memo-
ria a aquellas respuestas que son ocasio-
nadas por recordar equivocadamente las
convenciones relativas a los exponentes
no negativos.

7.2. Persistencia de operaciones
simples

Tomando en cuenta que las respuestas inclui-
das en la categoria de persistencia de opera-
ciones simples se han encontrado en los
distintos niveles escolares, esta seccién se di-
vide en tres apartados que sucesivamente con-
sideraran las respueéstas que ofrecen los
estudiantes de secundaria, bachillerato y uni-
versidad.

7.2.1. En estudiantes dé secundaria

La primera vez que la nocién de exponente,
restringido a los nimeros naturales, es ense-
fiado en un segundo curso de matematicas de
la escuela secundaria (alumnos de 13 afios) o
quizé antes, en un primer curso ( alumnos de
12 afios). Esta introduccion a la nocién se
ofrece en el marco tematico de la aritmética
y atin no han tenido contacto con el algebra.

La nocién de exponente es vista usualmente
en una clase de matematicas como lo mues-
tra la Figura 4 (donde el exponente y la base
son siempre nimeros concretos).
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En este contexto se justifica su ensefianza
como una economia en la escritura y los es-
tudiantes han podido resolver en clase y hecho
ejercicios del tipo: 2* = ? y rige el contra-
to didactico propio de la estructura clase/ejer-
cicio.

En cuanto al saber observamos que aqui ha
operado una transposicion didéctica en el sen-
tido clasico del término: los profesores (la
institucion) saben que el exponente no siem-
pre va asignificar multiplicaciéon ‘tantas ve-
ces como éste lo indica’. Esta situacién no es
explicita por el sistema de ensefianza. .

En este escenario nos encontramos con res-
puestas del tipo:

. 2"=8(yaque2*4=8)623=6(yaqﬁe
2¥3=6)

La primera tarea que se les presenta a los es-
tudiantes es distinguir la semantica del sim-
bolo 2*, deben diferenciar que este sfmbolo
no representa una operacién aritmética “sim-
ple” (suma, resta, divisién o multiplicacion)
sino un conjunto de operaciones de multipli-
cacién ‘tantas veces como lo indica el expo-
nente’.

Respecto al profesor, diremos que una de las
clausulas del contrato didéctico entra en fun-
cionamiento, ésta asegura que, cuando un pro-

exponente

4> =4x4x4

=

3 veces

7
base

=64 « _ potencia
Figura 4

fesor plantea un problema a sus estudiantes,
el problema est4 bien planteado y, en un prin-
cipio, el alumno dispone de los elementos
necesarios para resolverlo. En este caso, los
alumnos, al asumir esta clausula del contrato
didActico suponen, que como siempre, la so-
lucién del problema resultard de alguna de
las operaciones aritméticas simples, por lo
tanto, intentardn: sumar, multiplicar, restar
o dividir los nimeros que est4n presentes en
la expresion, pero, como hemos seflalado, la
noci6n ha sido presentada como cierto niime-
ro de multiplicaciones, como consecuencia de
esto los estudiantes eligen la multiplicacién
para dar una respuesta.

Existen respuestas en donde utilizan otras
operaciones aritméticas simples (por ejemplo:
273=2-3) pero el contexto en que fue aplica-
do el estudio (un examen diagndstico con ca-
lificacion) nos sugiere que dichas respuestas
son el resultado del funcionamiento del con-
trato escolar: ante un examen siempre hay que
responder.

Ante las afirmaciones de los estudiantes, el
uinico recurso para el profesor es hacer énfa-
sis en la definicion de.la nociéon de exponente
como multiplicacion reiterada, lo que ocasio-
naria la aparicion del tipo de respuestas con-
sideradas en la categoria de persistencia del
modelo de multiplicacién reiterada.(tratado
en el apartado 7.3).

7.2.2 En estudiantes de bachillerato

Asumamos que en la educacién media (15 a
18 afios) la nocioén de exponente no natural
es manejada principalmente en el contexto
algebraico, de manera tipica, como mostra-
mos a continuacion (»n es un natural y a dis-
tinto de cero): )

1
Da’=0,2) a"':—‘:—n y3) Ya=an.
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Estas definiciones son practicadas a través de
ejercicios (sobre todo transformaciones
de-expresiones algebraicas) que son- resuel-
tos en clase o bien son dejados como activi-
dad complementaria. Debido a las dificultades
de esta sintaxis algebraica, para estudiantes
al aprenderlas y para profesores al ensefiar-
las, el sistema did4ctico evoluciona hacia la
solucién de tales dificultades mediante un pro-
ceso de algoritmizacién (en el sentido de la
utilizacién repetitiva de una o varias de las
igualdades 1, 2y.3).

En este escenario (véase anexo A de Marti-
nez, 2000) se encuentra con el tipo de res-
puestas consideradas en la categoria de
persistencia de operaciones simples:

o 2=2(-3/2),23=2(1/2),2°=2%0 02"
=2*L.

Estas respuestas se presentan junto a otras mas
evolucionadas, en el sentido de los efectos de
la ensefianza en los alumnos, que utilizaron
el modelo de multiplicacion reiterada (por
ejemplo: 27 =(-2)(-2)(-2) la cual se estudira
con detalle en el apartado 7.3). Ademas los
alumnos ya habfan estudiado la nocién de
exponente no natural y el analisis didéctico
muestra que esta nocion es tratada en el con-
texto algebraico (los ejemplos “numéricos”
no son manejados realmente). ‘

En lo que al profesor respecta entra en fun-
cionamiento la cldusula del contrato didacti-
€O que asegura que cuando un profesor
plantea un problema, el alumno dispone de
los elementos necesarios para resolverlo; ade-
més, el contrato ha evolucionado al registrar
el “envejecimiento” de los contenidos. En
otras palabras, los estudiantes saben que to-
das las expresiones tienen un valor, que ade-
mads ya les ha sido ensefiada. "

Los estudiantes han evolucionado en su ma-
nejo de la “potenciacién” (ya no utilizan ope-

raciones simples para establecer un valor
como 27%); sin embargo, ante la imposibili-
dad de utilizar este conocimiento con los ni-
meros fraccionarios se ven en la necesidad
de buscar otro modelo, el cual consiste en
interpretar a la potenciacion como una multi- |
plicacién que forma parte de su universo de *
operaciones con nimeros.

En términos de los saberes agregamos que el
universo de operaciones estd determinado por
las practicas en el salén de clase: solucién de
ecuaciones de primero y segundo grado, ope-
raciones con polinomios, evaluaciéon y
graficaciéon de algunos polinomios, etc. Es-
tas operaciones son esencialmente suma, res-
ta, multiplicacion y divisién y esto ocasiona
que los estudiantes interpreten a la expresion
2% en términos de operaciones simples cuan-
do les es imposible interpretarlo con el mo-
delo de multiplicacién reiterada (en cierto
sentido es la unica operacién que pueden ha-
cer con los niimeros ya que su escritura al
parecer no les sugiere otra operacién). Ade-
mas, la ausencia de practicas en el contexto
grafico y numérico impiden otra interpreta-
cién en los estudiantes (quiza, por ejemplo,
el contexto- grafico les motivaria a recon-
siderar sus afirmaciones, por ejemplo que
2732=2(-3/2) al notar que estan evaluando 2x
en los nimeros fraccionarios).

Un argumento singular es: 2°=0 yaque 2*0 =0,
ya que posiblemente este razonamiento es
motivado por notar el patrén: 2'=2*1 y
22=2*2 (un dos es la base y el otro el expo-
nente).

7.2.3. En estudiantes de universidad

Entre estudiantes universitarios hemos encon-
trado que afin persiste el argumento: 2° = 0
ya que 2*0 = (.

En la educacién superior, o quiza antes de-
pendiendo de los programas de estudio, el sis-
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tema didéctico ha evolucionado de tal mane-
ra que el profesor asume que los estudiantes
ya pueden interpretar el significado (en tér-
minos de igualdades correctas) de los expo-
nentes no naturales. Ahora el contrato
didActico relega toda la responsabilidad a los
estudiantes si éstos no son capaces de ello,
aiun cuando el profesor esté dispuesto a re-
cordarlas rdpidamente (como reglas, pues no
se detendré en explicaciones mas detalladas).
Esta evolucion ha sido ocasionada por las
practicas escolares, que han puesto en fun-
cionamiento, quiz4 de manera parcial, a di-
cha nocidén: en distintas transformaciones
algebraicas, en la nocidn de funcién
exponencial y logaritmo y el célculo de deri-
vadas y primitivas de funciones de la forma f

(x)n m

En cuanto a los estudiantes se puede conside-
rar que son capaces de recordar las “leyes de
los exponentes™ con més precision. Ciertas
ocasiones de uso les han permitido tener mas
presente el significado de los exponentes no
naturales (en el sentido de poder proporcio-
nar respuestas correctas). Como se ha sefiala-
do esas ocasiones. de uso pueden incluir, por
ejemplo, el calculo de primitivas y derivadas
de funciones de la forma f{(x)*". Los estu-
diantes que escriben igualdades correctas han
recurrido a su memoria para hacerlo o pre-
guntando al profesor. Las ocasiones de uso
les permiten descifrar que cuando el expo-
nente no es natural éste se rige por ciertas re-
glas o leyes que hay que recordar (en el
apartado 7.5 se enfatizard que la evolucion
hacia respuestas correctas no estd dentro del
marco de argumentos que las justifiquen) por
lo que no intentaran establecer argumentos
“logicos” a través, por ejemplo, del modelo
de multiplicacién reiterada o de operaciones
simples para deducir su valor.

En cambio; otros estudiantes, ya sea por la
ausencia de ocasiones de uso en su experien-
cia escolar o por el poco hincapié con que las
han manejado, no descifran que el exponente
no natural se encuentra regido (en nuestro
modelo de la vida escolar de la nocién) por
reglas o leyes, lo cual ocasiona que ellos bus-
quen argumentos “légicos” para establecer el
valor a través de operaciones elementales, por
ejemplo de 2°=0 ya que 2*0=0, (posiblemen-
te motivados por notar la comc1denc1a de que
21=2%] y 2%=2%2),

7.3. Persistencia del modelo de multi-
plicacion reiterada

Tal modelo lo encontramos en secundaria de
la‘manera siguiente: :

2°=0 ya que el dos no sé mu}tlphca

2'=4 ya que multlphcamos una vez el dos
(2*2) ‘

2'=2 ya que se pone una vez el nimero
2'=2 ya que se pone (2)()

23=8ya que 2*2*2=8 y sélo se le cambia
el signo

23=8 ya que (-2)*(-2)*(-2)=-8
24="16" ya que 2)*(2D)*(2)*(-2)=16 12
En bachillerato:

2°=0 ya que el dos no se multiplica

27'=—8 ya que 2*2*2=8 y sélo se le cambia
el signo

12 Aparentemente los estudiantes que ofrecen estos argumentos han multiplicado equivocadamente los

signos.
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273=-8 ya que (-2)*(-2)*(-2)=-8
27%=16 ya que (-2)*(-2)*(-2)*(-2)=16
En universidad:

2°=0 ya que el dos no se multiplica

En cuanto a los saberes el modelo de multi-
plicacién reiterada es inevitable en la cons-
truccion de la nocién de exponente; no hay
otra alternativa de acuerdo al estudio de cor-
te epistemoldgico realizado, los exponentes
naturales mayores que uno representan, en la
aritmética y el algebra, multiplicacién reite-
rada.

Tal modelo marca el inicio de la ensefianza
de la nocién de exponente en la educacién
secundaria. Las restricciones (o condiciones)
de la transposicién didactica.que pesan sobre
los textos de saber lo hacen apto para su in-
troduccién; es un modelo que comprende
operaciones simples (multiplicaciones) que
los estudiantes han trabajado desde hace mu-
cho e involucra una nocién tan transparente
como es la de contar.

Asi el funcionamiento del contrato didactico
en la estructura clase/ejercicio puede ser lle-
vado de manera satisfactoria: la definicién
esta dada, lo unico que resta es practicarla un
cierto numero de veces hasta que los “erro-
res” sean eliminados (por ejemplo los oca-
sionados por la persistencia de operaciones
simples). Es quiza la sencillez de este mode-
lo una de las principales causas de su persis-
tencia entre los estudiantes de todos los
niveles escolares que aqui se consideran.

Los estudiantes interpretan, movidos por cier-
ta clausula del contrato didactico especifico

13 Esta concepcién serd tratada someramente en 7.6.

de la nocion de exponente, que cuando se les
pide establecer una igualdad para el exponente
uno, cero y negativo, ésta puede ser interpre-
tada a través del modelo de multiplicacién
reiterada. A ello se agregan las concepciones
que tienen del cero como la representacién
de la nada" y de los enteros negativos no
como un objeto sino como un niimero natu-
ral con un simbolo menos asociado. También
es posible que tal interpretacion de los ente-
ros negativos sea ocasionado por el esfuerzo
de los estudiantes por-utilizar el modelo de
multiplicacién reiterada; pero las caracteris-
ticas de la informacién que se tiene no nos
permiten decidir al respecto'®.

Llama la atencidén la respuesta de algunos
alumnos de secundaria que establecen: ‘2'=4
ya que multiplicamos una vez el dos (2*2)’.
Este es un razonamiento irrebatible, ya que
la multiplicacién es una operacién binaria y
asi ha sido ensefiada a los estudiantes desde
siempre. Estos razonamientos muestran los
afectos de una ensefianza que no identifica
que la nocién de exponente uno es una con-
vencién matematica pues tal parece que el
sistema de enseflanza no tiene clara concien-
cia de ello; ya que por ejemplo es notoria la
ausencia en los libros de texto cuando la no-
cion de exponente es tomada como objeto de
estudio, de explicacién del significado del
exponente 1. Comiinmente el profesor dice
al estudiante que cuando no hay exponente
en la variable entonces hay un 1 sin dar ma-
yores explicaciones.

En relacion a esta categoria de persistencia
del maodelo de multiplicacion reiterada con
la categoria de persistencia de operaciones
simples, se puede explicar el por qué algunos
estudiantes consideran que 2'=1*2 (que les
proporciona una respuesta correcta que qui-

!4 En resumen queda abierta la pregunta: ;Los estudiantes no interpretan a los enteros negativos como
objetos o su interpretacién como naturales con simbolo negativo asociado se debe a su esfuerzo por

utilizar el modelo de multiplicacién reiterada?
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zé recuerden) al considerar la posibilidad de
que encuentren dificultades para interpretar
el exponente 1 a través del modelo de multi-
plicacién reiterada por lo que recurren a las
operaciones elementales.

7.4. Ausencia de argumentos para
establecer las igualdades correctas

El esquema de la vida escolar de los expo-
nentes no naturales que se establecié en el
andlisis didéctico revela que el tinico contex-
to posible, tanto para estudiantes, como para
profesores, para argumentar las- igualdades
que los involucran es el algebraico o el
seudonumérico®. En el anlisis de textos se
encontr6 que sélo un libro de calculo (Stein,
1988) utiliza argumentos sobre la grafica de
y=2* para afirmar que 2" = +V 2.

En cuanto a los saberes, en el contexto
algebraico, la nocién de exponente natural (a
excepcién del exponente 1) surge como una
economfia en la escritura que representa la
multiplicacién reiterada. El exponente no na-
tural se da a través de un mediador, de tipo
metamatematico al que hemos llamado prin-
cipio de consistencia, que exige la uniformi-
dad de los algoritmos para las operaciones
algebraicas (leyes de los exponentes).

En cuanto al profesor existen dos escenarios
posibles: el primero en donde la ensefianza
involucra argumentos para establecer el sig-
nificado de los exponentes no naturales (qui-
z4 parciales, pues de acuerdo al estudio con
profesores estos argumentos pueden incluir
solamente al exponente cero y los exponen-
tes negativos) y el segundo en donde son tra-

tadas, desde un principio, como reglas o le-
yes que hay que memorizar.

En el primer escenario los argumentos no son
considerados como verdaderos objetos de
ensefianza ya que por ejemplo éstos no son
evaluados o no se realizan ejercicios a su al-
rededor y en la préctica escolar (tareas, ejer-
cicios, evaluaciones,...) son GUnicamente
consideradas las leyes resultantes. En otras
palabras, los argumentos que estan presentes
tienen la funcién de legitimar la nocién de
exponente no natural (‘su significado es éste
y no otro’) sin que sean considerados como
verdaderos objetos- de aprendizaje; lo -cual
explica, en parte, la ausencia de éstos en-los
estudiantes'.

En el segundo escenario puede oeurrir que el
profesor no conozca argumentos para esta-
blecer las igualdades y movido por el contra-
to didactico establecido, que como parte de
la negociacién impide-que su status sea
demeritado; si no da argumentos satisfacto-
riamente, el recurso de presentar la nocion de
exponente no natural como ley o convencion
(aunque no pueda explicar su funcion) le per-
mitird subsanar decorosamente lo estableci-
do en el contrato. También puede ocurrir que
este ultimo recurso sea utilizado, en ambos
escenarios, para eliminar las dificultades in-
trinsecas que los argumentos presentan; ya
que ellos no son producto de un razonamien-
to 16gico en el sentido estricto del término
(producto de inferencias ldgicas, como por
ejemplo, p=>q0~q =~ p).
4

En lo que a los estudiantes respecta indepen-
dientemente de cémo les hayan presentado
todos estos conceptos, las evidencias mues-

15 Hemos introducido aqui este término para hacer notar que los argumentos del tipo: 2'22'2=2!=2=
(2%)? entonces 22 = V2, pueden no ser considerados de tipo numérico; ya que sélo se encuentran

2¥2= 2’

pgesentes simbolos. Lezama (1999) reporta esta concepcion en los estudiantes en expresiones del tipo
/2 — :

' Decimos que es una explicacion parcial; ya que los argumentos son de naturaleza compleja (de tipo
metamatemético; requiere reflexionar que la matematica, como disciplina cientifica, debe estar libre de

contradicciones).
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tran que las igualdades que involucran a los
exponentes no naturales no han alcanzado
estabilidad como convencion matematica para
la uniformidad de las operaciones con
monomios. Por una parte se encontré.que al-
gunos de ellos asumen tal igualdad come con-
vencion o ley matematica sin poder detallar
las fungiones de ésta (como se ha dicho esto
es determjnado por el sistema de ensefianza).
Por-qtra parte en los. estudiantes que ofrecie-
ron argumentos a través de operaciones sim-
ples o por el modelo de multiplicacién
reiterada sg aprecia la concepcion de los ex-
ponente no naturales como.una nocién mate-
matica (en ¢l sentido de ser susceptible de ser
deducido légicamente).

7.5. Evolucién hacia respuestas
correctas :

Entre estudiantes de secundaria y bachillera-
to se presentaron las siguientes respuestas para
exponentes no naturales: 27 = .002, 27 =
(=2)(-2)(-2), 27¥2=2(-3/2)=-3 ... y entre es~
tudiantes de superior se detectd que fueron
capaces de establecer sin dificultades aparen-
tes (quiza parcialmente), el significado de 2*
(en.términos deigualdades correctas);-con la
particularidad de que si x esun nimero frac-
cionario 2* es una notacion (2'2=\2, 2'2 =32,
etc.) por carecer de:medios para establecer su
valor numérico. Por otra parte se encontr6 que
entre estudiantes de nivel medio y superior
se establecio: 2°=0 0 2%=2. -

El unico contexto posible tanto para estudian-
tes -como para. profesores, para argumentar
tales igualdades es ¢l algebraico o ¢l seudonu-
mérico. Ademas, la evolucion hacia respues-
tas correctas, en este caso estudiantes
universitarios, no esta en funcién de argumen-

taciones para establecer su validez. Tales res-
puestas han evolucionado para vivir como

reglas 0'leyes ya que los estudiantes basan
sus argumentos en las “leyes de los exponentes™.

También se ha afirmado que en la construc-
cion social del conocimiento fue necesario,
para su aceptacion, que la nocién de expo-
nente no natural admitiera ciertas ocasiones
de uso fuera del contexto algebraico. Siendo
imposible que un mecanismo semejante esté
presente en los sistemas didacticos modernos,
por su organizacion especifica de los saberes;
nos plantemos la pregunta: ;Qué ocasiones
de uso legitiman entre los estudiantes la no-
cién de exponente no natural en el sentido de
poder proporcionar respuestas correctas?

Una primera aproximacion a la explicacion
de esta evolucion en las respuestas de los es-
tudiantes puede ser el que hayan estudiado y
realizado mds “ejercicios” de potenciacion
y radicacion. El andlisis de algunos de los pro-
gramas de estudio nos revela que esto puede
ser 0 no de esta manera.

Independientemente de la situacién anterior
nosotros agregamos al escenario la existen-
cia. de practicas que posibilitan el consenso,
en el sentido de respuestas correctas, de la-
nocién de exponentes no naturales entre es-
tudiantes que han llevado cursos de Calculo
(por ejemplo. estudiantes universitarios) en
donde han calculado primitivas y derivadas de
funciones de la forma f{x)"™, lo cual explica
junto a la ausencia de practicas numéricas y
gréficas, el que los estudiantes consideren que
cuando x es un nimero fraccionario 2* es una
notacion.

De manera semejante estas practicas tam-
bién explican: por qué el exponente cero no
ha alcanzado la misma estabilidad (entre los
estudiantes universitarios) que los otros ex-
ponentes; el exponente cero no es tratado de
manera explicita en el calculo de primitivas y
derivadas ... se trabaja con la constante y no
con la variable con exponente cero.

Es importante destacar que no se han consi-
derado las practicas relativas a la funcién
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exponencial y logaritmo, debido a que algu-
nas investigaciones (Lezama, 1999) dan cuen-
ta que su estudio,-en situacidon escolar, es
hecho de manera global unicamente evaluan-
do la funcién exponencial en los enteros sin
detenerse demasiado en los detalles de su de-
finicion en todos los reales.

7.6. El cero como representacion
de la nada

Es comin entre los estudiantes de todos los
niveles escolares encontrar ¢l argumento si-
guiente: 2°=2 pues no hay nada como ex-
ponente. No detallamos los factores que
motivan al estudiante a dar una respuesta
construida con cierta l6gica, pues se ha insis-
tido en ello en las secciones anteriores. La
particularidad e importancia de este argumen-
to consiste en que no se apoya en ningin

modelo relacionado con la nocién de expo-

nente ni en ninguna operacién; es decir, que
esta categoria es subsidiaria de las concep-
ciones sobre el significado del cero como cero
absoluto. Lo unico que agregamos es que esta
concepcion parece €star en estrecha relacion
con la construccion del conocimiento y no
parece estar determinada por la enseflanza;
ya que por ejemplo en el anélisis epistemo-
légico se encuentra esta concepcion en diver-
sas ocasiones.

7.7. Deslizamiento
de la memoria

(Por qué algunos estudiantes afirman que
273=,002? Se ha establecido que el tnico con-
texto posible, para los estudiantes, para argu-

mentar tales ignaldades es el algebraico.o el

seudonumérico. Ademds se ha mencionado
que esta evolucion hacia rgspuestas correctas
no estd en funcién de argumentaciones para
establecer su validez. Tales respuestas han
evolucionado para-vivir como reglas o leyes
ya que los estudiantes basan sus respuestas

en las “leyes de los exponentes”. En este es-
cenario el iinico recurso del estudiante es re-
cordar las ocasiones de uso de este tipo de
expresiones lo cual lo lleva a la notacién cien-
tifica de los nimeros. Se destaca esta inter-
pretacion del exponente negativo pues posee
un elemento de coherencia relacionado con
la seméntica de los numeros negativos, ya
que verbalmente los alumnos relacionan el
exponente -3 con el proceso de “mover a la
izquierda” el punta decimal; lo cual es inte-
resante en ¢l marco de la ruptura del discurso
matematico escolar ocasiopado por la presen-
tacién de las convengiones matematicas del
exponente cero y negativo.

Lo anterior est4 fuertemente relacionado con
la estralegla nemotécnica que utilizan muchos
estudiantes para recordar los convenciona-
lismos que consiste en gsociar una transfor-
macion en el signo del exponente (asociada a
la nocién de negatividad), sintetizado en las
frases del tipo “al subir o bajar el exponente
este cambia de signo”.

8. CONSIDERACIONES FINALES

El presente trabajo de investigacion centr6 su
interés en las interacciones didacticas de ob-
jetos matemadticos a los que hemos llamado
convenciones matemdticas presentes en el tra-
tamiento de los exponentes. Ya que en primer
lugar se tiene evidencia de que sus caracte-
risticas, hasta donde sabemos, no han sido
estudiadas en las investigaciones en Matema-
tica Educativa, y en segundo término porque
las concepciones relacionadas a estos conven-
cionalismos no permiten la construccién de
conocimiento. Ambos intereses indujeron
a desarrollar la presente investigacion, de
corte sistémico, para caracterizar a las con-
venciones matemdticas en tanto su funciona-
miento dentro del sistema diddctico.

Los resultados obtenidos brmdaron los ele-
mentos necesarios para entender a profundl-
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dad los fenémenos didécticos a que atiende y
dieron cuenta de la complejidad de las rela-
ciones entre el concepto de exponente no na-
tural, el estudiante y el profesor.

Con el objetivo de comprender dicha com-
plejidad se establecieron algunas categorias
de andlisis que colocan su punto de atencién
en la confrontacién entre el concepto de ex-
ponente natural (mayor que uno) y las con-
venciones matemdéticas presentes en el
tratamiento de los demas exponentes. Lo an-
terior con la intencién de caracterizar a las
convenciones matematicas como una forma
de conocimiento. La pertinencia teérica estu-
vo presente en el andlisis epistemoldgico y
la pertinencia practica fue reflejada en 1as ca-
tegorfas utilizadas para explicar los fen6me-
nos didacticos; de esta manera ‘la unidad
esencial para el andlisis de las convenciones
matemaéticas son las consideraciones de
tipo metamatemaético que son hechas para su
formulacion y-validacién.

Como ejemplo se tienen las formulaciones
hechas por Wallis y Newton en el marco del
calculo de cuadraturas de las curvas algebrai-
cas; en ellas se percibe la intencién de
conservar o utilizar (consideracién metamate-
matica) cierta nocién de negatividad a través
de convenciones: “no tener” en el caso de
Wallis y “estar del otro lado” en el caso
de Newton. Dicho ejemplo resalta una de las
particularidades fundamentales utilizadas
para caracterizar a las convenciones matéma-
ticas como producto de la organizacién tedri-
ca que busca conservar estructuras anteriores;
pero ademés nos da luz para entender el fun-

cionamiento didéctico de los saberes en juego,
pues destaca que la presencia de convencio-
nes matemdticas en los contenidos pueden ser
fuente de rupturas en el discurso matematico
escolar. En este caso nos encontramos con la
pérdida, de 1a nocion de negatividad en el tra-
tamiento escolar de las convenciones de los
exponentes las cuales se centran s6lo en la
sintaxis algebraica y numérica. Que la ruptu-
ra sea o0 no inevitable es un problema de in-
vestigacion por si mismo.

En este sentido el andlisis epistemolégico rea-
lizado, asi como la naturaleza de los fenéme-
nos estudiados, situaron a las convenciones
mateméticas, como es el caso de las presen-
tes en el tratamiento de los exponentes no
naturales, dentro de los procesos del pensa-
miento matemdtico avanzado; ya que este
saber est4 estrechamente relacionado con el
desarrollo sistematico de las nociones de
igualdad, numero, representaciones y orga-
nizacion tedrica.

Es por ello que, en nuestra opinidn, la pre-
sente investigacion plantea la emergencia de
un campo de investigacion que se centre en
aportar las bases para entender el papel de las
convenciones matemadticas en los diversos
planos de la construccién social del conoci-
miento.

Finalmente los anélisis realizados pueden con-
siderarse como el andlisis preliminar de una
Ingenieria Didéctica, por lo que las bases estén
puestas para intentar disefios experimentales
que busquen generar escenarios para la cons-
truccion de las convenciones matematicas.
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