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La distincion entre construcciones del Calculo. Una epistemologia
a través dela actividad humana *

Francisco Cordero Osorio!

RESUMEN

Se asume como problematica fundamental de la ensefianza de la matematica una
confrontacidn entre la obra matemadtica® y la matemadtica escolar. La naturaleza y las
funciones de estas matemdticas son distintas, sin embargo, la segunda requiere interpretar
y reorganizar a la primera. Esta tarea ha dirigido la atencién a la reconstruccion de
significados de la matemdtica en los diferentes niveles escolares. Dicha reconstruccion
provee de categorias del conocimiento matematico con relacion a la actividad humana.
En ese sentido se plantea como hipdtesis que esta actividad es la fuente de la
reorganizacién de la obra matemdtica y del redisefio del discurso matemético escolar.
Se discuten los avances del planteamiento a través de una reorganizacion del Calculo y
de la aproximacion tedérica que incorpora cuatro componentes fundamentales de la
construccion del conocimiento matemético: las dimensiones epistemolodgica, cognitiva,
didactica y social,

ABSTRACT

A confrontation between the mathematics study and the school mathematics is assumed
as the fundamental problem in mathematics teaching. The nature and functions of these
mathematics are different. However, the second one requires to interpret and reorganize
the first. This task has drawn the attention to the reconstruction of the mathecmatics’
meanings at the different school levels. The reconstruction of meanings provides de
categories of mathematical knowledge related to the human activity. In this form, this
activity is set as the hypothesis that works as a source of the reorganization of the
mathematical work and of the redesign of the school mathematical speech. The advances
of the stating are discussed through a reorganization of Calculus and through the theoretical
approaching that includes four basic components of the construction of mathematical
knowledge: the epistemological, cognitive, didactic and social dimensions.

"Fecha de recepcion: Enero de 2001,

IDe,uar.'arm:nm de Maremdtica Educativa - Cinvestav-tPN, México.

214 obra matemitica ey tomada en el mismo sentido de Chevallard, et al. (1998), que consiste en considerarla
como respuesla a un tipo de cuestiones o larcas problemdticas y estd formada por elementos técnicos, tecnoldgicos
y ledricos. Se puede concebir como una organizacion estitica y determinada de antemano, sin embargo, se
prefiere interpretarla en forma dindmica. Las técnicas generan nuevos problemas y apelan a nuevos resultados
tecnoldgicos que, a su vez, permiten desarrollar téenicas ya establecidas, asi como aburdar y plantear nuevas
cuestiones.
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RESUME

On assume comme problématique fondamentale de I’enseignement des mathématiques
une confrontation entre I’ceuvre mathématique et la mathématique scolaire. La nature
et les fonctions de cette mathématique sont distinctes, cependant, la deuxiéme 4 besoin
d’interpréter et réorganiser la premiére. Ce travail a dirigé I’ attention i la reconstruction
des signifiés des mathématiques dans les différents niveaux scolaires. La reconstruction
des signifiés fournit des catégories du savoir mathématique en relation a I’ activité humaine.
Dans ce sens ce projette comme hypothése que cette activitée est la source de la
réorganisation de I’ ceuvre mathématique scolaire. Les progrés de 1'énoncé du probléme
se discutent & travers une réorganisation du Calcul et de |'approximation théorique qui
rattache quatre composants fondamentaux de la construction du savoir mathématique :
les dimensions épistémologiques, cognitives, didactiques et sociales.

RESUMO

Asume-se como problema fundamental do ensino da matemadtica uma confrontagdo
entre a obra matemitica e a matemadtica escolar. A natureza e as fungoes dessas
matematicas sao diferentes, no entanto, a segunda requer interpretar ¢ reorganizar a
primeira. Estatarefa faz uma reconstrucgio de significados da matematica nos diferentes
niveis de instrugdo escolar. A reconstrugdo de significados prové categoria do
conhecimento matemadtico com relagio a atividade humana. Nesse sentido, se estabelece
como hipdtesis que esta atividade é a base da reorganizagdo da obra matematica e a
reestruturagio do discurso matematico escolar. Discutem-se os tltimos resultados da
proposta, através de uma reestruturagio do Cilculo e da aproximagdo tedrica que
incorporam quatro componentes fundamentais da construgdo do conhecimento
matematico: as dimensdes epistemoldgica, cognitiva, didatica e social.

INTRODUCCION

La matemadtica educativa, entre otras cosas,
se ha formulado preguntas acerca del
conocimiento matemdtico. Estas han oscilado
entre su naturaleza, sus formas y condiciones
de construccidn y sobre las construcciones
mentales que deben hacer los individuos para
que se dé tal conocimiento. Sin embargo, a
pesar de los diferentes tipos de preguntas, el
conccimiento matemalico ha adquirido un
cardcter universal, tal vez porque los modelos

tedricos {que tratan del cenoctmiento) han
enfocado la atencién en la actividad
matematica, es decir, han ofrecido esquemas
explicativos de las construcciones a través de
los objetos matematicos, a tal grado que el
objeto es la metdfora de los modelos tedricos
que ocupa la matematica educativa. Por ello
se han formulado epistemologias modelizadas
por la actividad matemitica que orientan el
entendimiento del conocimiento matematico
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como la produccion hecha por ¢l humano. De
ahi las interpretaciones de la matematica es-
colar a través de los procesos escolares que
bdasicamente consisten en considerar las
representaciones como un reflejo de la
realidad o una verbalizacién de nociones
cognitivas y significados preexistentes. Sin
embargo, esta modelizacién ha tomado un
camino que matiza la produccién matematica
soslayando al humano. Viene al caso citar a
Bruner (1985), cuando cuestiond la
imposibilidad de distinguir claramente entre
lo que es un modo narrativo de pensamiento
y lo que es un “texto” o discurso narrativo.
Cada cual da forma al otro, ; se puede hablar
de la danza sin hablar del bailarin? o jes a
través del bailarin como podemos hablar de
la danza? Parece, a propoésito de la metdfora,
que la epistemologia también deberia estar
modelizada por el estudio del hombre
haciendo matematicas. Esto significa que la
epistemologia deberia reconocer la actividad
humana como una organizacion social y una
fuente donde se construye conocimiento.

Se presenta aqui una aproximacion tedrica,
en la que la actividad humana es la nueva
plataforma que brinda epistemologias que
amplian la problemdtica, obliga a incorporar
la dimension social, reconocer categorias de
conocimiento matematico con relacion a las
reconstrucciones de significados de la
matemitica que a priori no estin en el
curriculo, romper el cardcter universal de la
construccién a través de considerar otras,
formular nuevas acciones diddcticas en las
que ¢l disefio de situaciones estd sustentado
por la actividad humana. Se ejemplifica la
aproximacién teérica a través de una
reorganizacion del Calculo que formula tres
situaciones: variacién, transformacién y
aproximacion.

PROBLEMATICA FUNDAMENTAL. LA
OBRAMATEMATICAY LA
MATEMATICA ESCOLAR

La problematica fundamental de la ensefianza
de la matemdtica que atiende la disciplina
malematica educativa, consiste en haber
identificado una confrontacién entre la obra
matemitica’ y la matemdtica escolar. Cada una
es de naturaleza y funcion distintas.
Inevitablemente, estas diferencias hacen
compleja la problemdtica debide a que (a
priori), en la matematica escolar no se
reconocen los mecanismos de construccidn ni
la organizacién social que sucede en el aula

que, en conjunto, posibilita tales
construcciones. Es decir, al seno de la
organizacidon social se reconstruyen

significados de la matemdtica como recursos
para aceptar cierto conocimiento matemdtico.
£n este sentido, no se trata Unicamente de un
problema de secuenciar y temporalizar los
contenidos del curriculo, como tradicio-
nalmente se le habia confiade a la psicologia y
a la pedagogia, sino de realizar un trabajo
matemadtico de reorganizacion de los elementos
técnicos, tecnoldgicos y tedricos que
componen cada obra matemadtica con basc cn
las cuestiones que €sta representa.

Esta tarea, propia de la matematica educativa,
no es trivial pues consiste en teorizar acerca
de cémo interpretar y reorganizar la obra
matemdtica. Esto ha llevado a precisar
elementos teéricos que ayudan en la
reconstruccion de significados de los procesos
y conceptes matematicos en los diferentes
niveles escolares. Las fuentes han sido las
producciones del conecimiente, cuyas
explicaciones han llevado a formular
epistemologias modelizadas por la actividad
matemitica. Sin embargo, la reconstruccion de

Y La problemitica fundamental y la obra malemdlica es considerada e¢n ¢l mismo sentido que la escuela francesa
(véase Chevallard, et al., 1998): la didictica es la ciencia que trata, cn definitiva, de una verdadera reconstruccion

de las obras que forman el curriculo.
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significados compone categorias del
conocimiento matemético como resultado de
la acuvidad humana y no propiamente de la
actividad matemdtica. Es decir, en Ja actividad
humana el conocimiento tiene significados
propios, contextos, historia e intencién. Ahi,
se construyen versiones diversas respecto a
su contenido. Estas versiones se comparan,
negacian y reconstruyen en el proceso mismo
de la actividad y definen de manera gradual
los diversos significados para los humanos* .
En otras palabras, en la actividad humana se
forman y distinguen construcciones del
conocimiento que se presentan en las
situaciones de interaccién que se viven a
diario ¢n el aula tanto por ¢l estudiante como
por ¢l profesor.

La visién anterior obliga a una reformulacién
epistemoldgica, que consiste en considerar
primeramente al humano haciendo mate-
madticas, en lugar de considerar ta produccién
matemadtica hecha por el humano. Si ése es el
caso, se deben formular epistemologfas
modelizadas por la actividad humana que
ayuden a habilitar esas categorias del
conocimiento matemdtico en la matemdtica
escolar.

L.a nueva hipotesis consiste, entonces, en que
la actividad humana ¢s fa fuente de la
reorganizacion de la obra matemadtica que
implicara el “redisefio del discurso matematico
escolar”.

Como resultado del planteamiento anterior se
ha desarrollado una linea de investigacion que
incorpora cuatro componentes fundamen-
tales de la construccion social del conoci-
miento: las dimensiones epistemolégica,
cognitiva, didactica y social. A estos compo-
nentes en conjunte y en una aproximacion
sistémica, se les llama acercamiento socioepis-

temoldgico {Cantoral & Farfin, 1998), y una
de sus tareas principales de investigacién
consiste en dar evidencias para la nueva
hipétesis.

En ese sentido, en las secciones siguientes
se presenta un estudio acerca de la
reorganizacion del Cdlculo que consistié en
haber encontrado que una nocién sui generis
Nlamada compaortamiento tendencial de las
Junciones (Cordero, 1998) tiene un caricter
funcional del conocimiento matemaético, y su
construccidn esta en relacion con la
modelizacién y el uso de las herramientas
matematicas. Esta ubicaciéon formula
categorias del conocimiento matemdtico que
a priori no estdn en la estructura matematica.
El campo de desarrollo que ha tenido el
estudio del compartamiento tendencial de las
funciones ha abarcado los niveles educativos
medio superior y superior, a través de
reorganizar los temas curriculares: transfor-
maciones de las funciones, propiedad de
linealidad de los polinomios, operaciones de
las funciones, comportamientos asintéticos
de las funciones, relaciones entre la derivada
y la primitiva y estabilidad de las ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes
constantes. Se han encontrade diferentes
construcciones de la nocién comportamiento
tendencial de las funciones en las distintas
sitnaciones disefiadas. Por ejemplo, en el
aprendizaje encontramos que el estudiante
aprende a “identificar” coeficientes en la
funcidn, a “reconocer” patrones de comporta-
mientos grificos, a “buscar” tendencias en
los comportamientos y a “relacionar”
funciones. Los elementos identificar,
reconocer, buscar y relacionar son las
herramientas seleccionadas por los estu-
diantes ante la situacién para construir la
nocién comportamiento tendencial de las
funciones. Ademds, algunos efectos en la

4 Conceptos come la inleraccion social ayudan a explicar ¢l papel que desempena la organizacién social en el
aula cuando se construyen significados. Un acercamiento socioldgico al respecto se puede encontrar en Candela

(1999},
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ensefianza que hemos encontrado a
prop6sito de esa construccion estan en los
signos “+" e “=", los cuales son trans-
formados a nociones de tendencia con
relacién al comportamiento de la funcion que
entra en juego, y no a nociones de aproxi-
macion con relacidn al limite de una funcion
que entra en juego de acuerdo con la situa-
¢ién (Cordero, 1998),

Por este hecho, la naturaleza de la nocidon
como categoria sugiere que hay otra fuente
de abstraccidén tal vez distinta a la
correspondiente de la abstraccidn reflexiva
—como ya se ha dicho en {Cordero, 1998)—
pues el foco de atencion se centra en el
lenguaje de las herramientas matemdticas y
no en el de los objetos matemdticos. La fuente
de las abstracciones se encuentra en la
alternancia de los diferentes contextos
cuando se dan los actos de ver similitudes
entre estructuras que propician las categorias.
Es decir. en la clase de actividades y acciones
que hacen formar y distinguir cons-
trucciones. Este planteamiento ¢rea una
nueva base de entendimientos y cons-
trucciones matemdaticos con relacién al ambito
de la actividad humana (Confrey &
Costa, 1996).

Entonces, el acercamiento socioepiste-
moldgico formula una linea de investigacion
que amplia la problemdtica. No solo considera
epistemolagias modelizadas a través de la
actividad matemadtica, sino también modeli-
zadas a través de la actividad humana. Y en
consecuencia, compone una nueva base
did4ctica (como ciencia} para que la mate-
madtica escolar reorganice la obra matemitica.

5 El término ampliacion es wtilizado en el mismo sentido de Gascon (1998). que consiste en la necesidad de
termatizar ¥ modelizar la matematica escolar cuando se reconoce la existencia de fendmenos sin explicacion y

problemas diddcticoy sin resolver.

UNA AMPLIACION® DE LA
PROBLEMATICA. LA
RELACION ENTRE LA

COGNICION Y EL OBJETO

MENTAL

;Cual es el estado del arte sobre las aproxi-
maciones del funcionamiento cognitivo ante
el devenir de la componente social?

Se puede decir que el estudio del desarrollo
cognitivo se ha ampliado si consideramos tres
de sus fases de la siguiente manera. Primero
hubo un enfoque en los procesos intelectuales
del individuo, estos iiltimos resultado de las
investigaciones cldsicas basadas en la teorfa
de Piaget (1984). Después hubo un cambio de
enfoque destinado a aspectos de la cognicidn
social que inicio en la década de 1980,
influenciado por los trabajos de Vigotsky
(1978). El cambio de perspectiva explica la
cognicion en el contexto de las dimensiones
interpersonales, en el que los procesos de
pensamiento son socialmente sometidos, Esto
queria a decir que el aprendizaje es un proceso
que toma lugar en un marco de participacion
y no s6lo en la mente del individuo (Lave &
Wenger, 1991). Sin embargo. el trabajo
respecto al desarrollo cognitivo ba entrado
{recientemente) a una tercera fase, en la cual
las teorias marcan un enlace cntre las
restricciones contextuales y la adquisicion del
conocimiento, comiinmente llamado accion
situada o cognicién situada (Brown, et al.,
1989). Tal perspectiva adopta una “visidn
situada de los significados por medio de
relaciones™, en la que el significado se percibe
como inseparable de la interpretacion y el
conocimiento se enlaza a larelacion de que es
un producto. Uno de los principios centrales
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de la cognicidn situada es el constructivismo
social, que toma en cuenta las dimensiones
histérica, cultural y social de las interacciones
humanas. Aqui, aprendizaje humano se
entiende como un proceso del didlogo y de la
socializacion. El lenguaje del humano
desempefia un papel crucial en los procesos
sociales de aprendizaje (Bajtin, 1986;
Vigotsky, 1978). El lenguaje no tiene sélo la
funcidn de alcanzar el entendimiento, sino de
coordinar acciones y socializar actores. Bajtin
{1986) usa el término apropiacién para denotar
la asimilacion de diferentes perspectivas de
significados por medio de los procesos del
lenguaje. En otras palabras, el aprendizaje es
mediado por diferencias de perspectivas entre
coparticipantes (Lave & Wenger, 1991). Asl,
la nocion de socializacion (1ambién llamada
enculturacién) pasa a ser un factor central en
la perspectiva del desarrollo cognitivo, en la
que los procesos instruccionales son
interpretados como procesos de socializacion
{Bishop, 1988; Cobb, et al., 1991).

Sin embargo. la problemitica fundamental que
se ha asumido en el acercamiento socio-
epistemolégico no podria ser sélo atendida
por los procesos de socializacion, pues de
alguna manera se marca una independencia
del contenido matemdtico. La fuente que se
ha encontrado, en la que aparecen categorias
que posibilitan la reorganizacién de la obra
matemdtica, es ia reconstruccidn de signifi-
cados, Es por ello que la dimension epistemo-
l16gica desempeiia un papel fundamental,
pues en ella se trazan marcos de referencia
del contenido matemdatico para hacer la
eleccidn de situaciones, es decir, para esta-
blecer los marcos en los gue suceden las
situaciones y los obsticulos que distinguen
tales marcos. Por tanto, sobre estos tres as-
pectos habria que articular la componente
social.

LA APROXIMACION
SOCIOEPISTEMOLOGICA

La dimension epistemolégica desempeiia un
papel fundamental en diversos marcos
tedricos. Por ejemplo, el obsticulo
epistemolégico de Bachelard soporta
ampliaciones cuando es interpretado como un
marco cubtural (Sierpinska, 1994). La teoria de
los campos conceptuales de Vergnaud consi-
dera fundamental la influencia de los medios
culturales sobre el aprendizaje y la ensefianza
de las matemdticas por medio de establecer
relaciones del conocimiento entre problemas
y situaciones. En otras palabras la relacion
del conocimiento a los problemas consiste en
que éstos sean resueltos y con respecto a las
situaciones, en que €stas sean tratadas
{Vergnaud, 1990): y las descomposiciones
genéticas de Dubinsky (Asiala, et al.. 1996)
soportan. en alglin sentido, bases epistemo-
logicas que modelizan la actividad humana
{Aguilar, 1999; Martinez, 1999; Miranda, 2001 ;
Palma, 1999 & Tovar, 2000).

Efectivamente, si hablamos de sociocultura,
el marco tedrico principal ¢s de Vigotsky. Sin
embargo. para la problemitica planteada, ha
sido significativo que el desarrollo de Ia
aproximacion sociocultural a la mente da
prioridad a la actividad humana. Entonces, los
seres humanos son concebidos en contacto
con su ambiente, creando su ambiente y a si
mismos por medio de las acciones en las que
s¢ involucran (Wertsch, 199]). Esta aseve-
racién se ha traducido de la siguiente manera
para ta matematica educativa: los andlisis pu-
ramente logicos para decidir cémo desarrollar
matemdticas no sOlo pueden ser considerados,
también se requiere saber en qué actividades
estn interesados los estudiantes, cudles les
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son mds familiares y ¢Omo ¢sas actividades
relacionan a otras posibilidades.

El entendimiento y las diferentes clases de
compelencias y concepciones de los con-
ceptos matemdticos en las interacciones
escolares tienen un origen empirico. Tienen
gue ver con actividades de la prictica
docente que generan preguntas parecidas a
las siguientes: ;como ensefiar para que el
estudiante entienda?, ;por qué a pesar del
esfuerzo de una buena explicacién no
entienden y cometen errores?, ;qué
exactamente no enticnden, y qué entienden
y cdmo?, ;qué clase de problemas deberin
considerarse para que ¢l estudiante los
resuelva y en qué contexto deberdn ser
aplicables?. ;como observar estudiantes
mientras discuten problemas matemadticos,
cuando estan tratando de darles sentido y
estdn comunicando lo que entienden a otros?,
Lcomo saber que los problemas dados a los
estudiantes son tales que cuando los
resuelven construyen nuevos conceplos
matematicos?, ;las diticultades con las que
se encuentran los estudiantes son cercanas
a las experiencias o a lo experimentado por
los matemadticos en el pasado?

Este origen empirico ha alcanzado aproxi-
maciones ledricas en las que se formulan
hipétesis respecto a lo que el estudiante debe
construir, se buscan evidencias en las
interacciones escolares a través de disefiar ¢
implementar situaciones para después
analizar los datos conseguidos y, con ello,
revisar las bipétesis y obtener un resultado.
El disefio de situaciones y sus resultados
varian de acuerdo con la base tedrica usada
en la secuencia anterior. Por ejemplo,
actualmente las dificultades de los
estudiantes tienen un significado e
importancia universal. Las dificultades no

s0lo dependen de la falta de experiencia
matemdlica o de habilidades, o de la idio-
sincrasia de su inmaduro pensamiento, sine
de la naturaleza misma del concepto mate-
mdtico y de la cultura en el marco que s¢
desarrolla. Un cjemplo de esta aproximacidn
se puede consultar en Sierpinska (1994), en el
que el obstaculo epistemolégico de Bachelard
fue muy iitil. Con este concepto €l pensamiento
del estudiante aparece cuando se enfrenta a
un obsticulo epistemoldgico que tiene que ser
superado si un nuevo concepto estd para ser
desarrollado. Estos obstaculos epistemo-
16gicos marcaron el desarrolla del concepto
en la historia y permanecen de algin modo
implicados en sus significados. Los obstaculos
epistemolégicos son, en si, formas de
entendimiento basadas en algdn inconsciente
respecto a esquemas de pensamiento adqui-
ridos culturalmente y creencias incues-
tionables acerca de la naturaleza de la
matematica y de las categorias fundamentales
tales como nimero, espacio, causalidad,
infinito y otras. Todas ellas inadecuadas a las
teorias contemporaneas.

Otro ejemplo en el gue la vision es de corte
epistemolégico lo encontramos en Vergnaud
(1990). Ahi, las preguntas anteriores pueden
ser restringidas a la naturaleza y ¢l
funcionamiento del conocimiento matematico.
La primera restriccion (la naturaleza) estaria
basada cn las visiones matemditicas y
psicoldgicas, mientras que la segunda (el
funcionamiento) estaria basada en la vision
social. Las dos son centrales para el estudio
de los procesos de aprendizaje-redes-
cubrimiento-reinvencién en la mente del
estudiante para el estudio de Ia historia de las
matematicas. cada vez que la pregunta
epistemoldgica sea ;cudl es la naturaleza y la
funcién de un nuevo concepto, un nuevo
procedimiento, un nuevo tipo de razonamiento,
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una nueva representacion?, o mejor dicho,
icudl es la relacion de las nuevas compe-
tencias y concepciones matemadticas en los
problemas pricticos y teéricos que las hace
utiles y significativas?

En las dos preguntas anteriores, Vergnaud
establece rasgos de la epistemologia genética
con interacciones escolares. La naturaleza y
¢l funcionamiento son explicados a través de
la utilidad y lo significativo del conocimiento
en una situacién dada, mientras que el nuevo
concepte, el nuevo procedimiento, el nuevo
tipo de razonamiento, las nuevas repre-
sentaciones, son €n conjunto nuevas com-
petencias y concepciones. Esto de alguna
marnera refleja que son las nucvas formas de
trabajar las que importa estudiar, pero quc
éstas son afectadas por los nuevos conte-
nidos involucrados.

Lo atil y significativo conduce a la eleccion
de situaciones, y la eleccion de situaciones, a
su vez, lleva a preguntas respecto al marcoen
que se presentan. Pero para distinguir los
marcos se requicre identificar los obstdculos
encontrados por los matemdticos en el pasado.

De lo anterior se desprende una relacion con
tres elementos: eleccidn de situaciones,
marcos en los que suceden las situaciones y
obstdculos que distinguen los marcos. Deno-
tamos esa relacion como R y en seguida vere-
mos como funciona.

La eleccion de situaciones es necesaria para
el andlisis cognitive de las tareas y de los
comportamientos. Esta debe identificar los
conceptos involucrados y las propiedades
relevantes de los teoremas; mientras que el
estudio de los obsticulos que encontraron
los matematicos en el pasado ayuda a
interpretar los errores en que incurren los
estudiantes contempordneos. Sin embargo, el

estudio de los errores, las dificultades y las
concepeiones equivocados también arroja luz
acerca de los entendimientos de la historia de
las matemiticas. Pero también puede suceder
que ¢l conjunto de problemas que el estu-
diante encuentre sea diferente al gue la ciencia
ha encontrado en el curso de su historia, por
cllo es esencial para la psicologia de la
matematica educativa considerar la relacién
de conocimiento a los problemas. Si el
estudiante debe aprender tal tdpico, en tal
nivel y con tal método, se debe saber cudl es
¢l marco en el que esas elecciones toman lugar.

Entonces, la epistemologia clarifica a relacion
del conocimiento matemdético a los problemas.
Para ello necesita estar en todos los pisos del
edificio matematico. Ademds, la relacion del
conocimiento a los problemas consiste en que
éstos sean resueltos y aporte situaciones para
que sean tratados, entonces es importante
considerar la influencia de los medios cultu-
rales sobre el aprendizaje y la ensefianza de
las maternaticas.

Larelacién R y la postura epistemolégica son
cruciales para la formulacion y la vigencia de
las hipbtesis de investigacion asi come para
el disefio, la implementacion y el andlisis de
situaciones que buscan evidencias de las
hipétesis. Ademas, estas tiltimas siempre estin
en el plano de la realidad social {Vergnaud,
1990).

Otro marco tedrico importante a considerar
consiste en haber incorporado el componente
social a través del aprendizaje cooperativo,
que funciona como el medio ad hoc para
estudiar las construcciones mentales que
realiza el estudiante para entender los
conceptos matemdticos. Con ello se ha
logrado evidenciar que las abstracciones de
las propiedades y de las relaciones de
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operaciones mentales explican los
entendimientos matemadticos (Asiala, et al.,
1996), aunque no dan cuenta de la existencia
del conocimienio matemdtico. Esto es, no
dan cuenta de las relaciones del cono-
cimiento con las caracteristicas fisicas y
sociales de las situaciones que los estu-
diantes enfrentan, la eleccion adecuada y
cuidadosa de las situaciones que hacen el
conocimiento matemdético significativo ni de
la relacién entre los problemas para ser
resueltos y las competencias y concepciones
especificas. El conocimiento matemético no
existiria si no fuera un modelo aceptable de
alguna realidad, como las entidades fisicas,
y si no ayudase a tratar problemas empiricos.

I.a consecuencia mis importante del
constructivismo epistemolégico de Piaget es
haber encontrado que el conocimiento es
siempre una respuesta a los problemas
propios de cada individuo. Los estudiantes
tienen problemas que no son propiamente
matematicos, sino mas bien sociales (como
los de supervivencia y de éxito en la
institucién escolar) y no los de los
investigadores, quienes quieren establecer
y hallar la verdad. Los estudiantes inter-
pretan sus tareas escolares y seguramente
tropiezan con algo distinto del quehacer
matemdtico, pero al fin proble mas que tienen
que resolver. Por ejemplo, el maestro puede
estar esperando que el estudiante lea y
analice cuidadosamente cierto enunciado
matemadtico y asocie las operaciones con el
contexto, es decir, el maestro espera que el
problema del estudiante sea una modelacion
matemética de la situacidén del enunciado
matemético, pero para el estudiante ese
problema fue suponer correctamente la
operacion que estd siendo practicada en ese
momento en clase (Cordero, 1998 &
Sierpinska, 1996).

Sin embargo, la aproximacidn a la problematica
que se presenta aqui considera, en primer
lugar, que lo socioepistemoldgico debe sig-
nificar el reflejo de cualquier actividad humana
haciendo matemiticas y, en segundo lugar,
que el funcionamiento mental que atafie a una
aproximacion sociocultural a la mente debe
estar en correspondencia con la modelacion
y el uso de la matematica, es decir, con el
lenguaje de herramientas que resulta de la
actividad humana. Esta relacién compone
categorias del conocimiento matemdtico que
son el nicleo para reorganizar la obra mate-
matica.

Se cuenta con evidencias en las que los
estudiantes, mediante estas categorias, logran
establecer relacicnes entre procesos y objetos
a través de significados. Por ejemplo, st el
estudiante logra establecer reluciones entre
procesos y objetos de la asintota de una
funcién v la estabilidad de las ecuaciones
diferenciales, requiere construir un signi-
ficado de comportamiento de la funcion que
aluda a cierta tendencia {Cordero, 1998: Du-
binsky, et al., 1998).

LA ACTIVIDAD HUMANA
COMO BASE DE LA
EPISTEMOLOGIA

Las categorias basadas en el lenguaje de
herramientas contrastan con las basadas en
el lenguaje de los objetos matemdticos. El
contraste radica en los diferentes proce-
dimientos que se derivan de estos lenguajes,
por un lado, plasmados en representaciones
y, por el otro, en operaciones formales en las
gue las representaciones no son el reflejo de
una realidad preexistente sino un sistema de
recursos para construir significados en el
contexto de la interaccion, y los operaciones

—
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formales se refiere a la constitucidn de una
l6gica “‘formal”. es decir, operaciones aplica-
bles a cualquier contenido. En ese sentido, el
aspecto importante (en la didictica de las
matemiticas) de las categorias basadas en el
lenguaje de las herramientas, no consiste en
establecer una definicién matemdtica sino en
establecer o identificar todas las relaciones
en el marco de referencia del contenido
matemitico (herramientas y significados) a
través de las representaciones y los proce-
dimienios que se derivan de éstas en el
contexto de la interaccién.

La naturaleza de esas relaciones lleva
directamente a las formas de construir los
procesos y objetos, més que a los procesos
y objetos en si, y la distincién entre esas
construcciones. Esto significa que la
variabilidad de los marcos y la multiplicidad
de las representaciones tienen que afectar las
formas de construccién y posibilitar la
distincién entre las construcciones, En ese
sentido, las categorias que hasta ahora
hemos encontrado en nuestros estudios
epistemnologicos son las siguientes: nocion
de prediccion (Cantoral, 1990 y 1999), nocién
de acumulacion (Cordero, 1994) y nocién de
estado permanente (Farfdn, 1997), y cada una
estd en relacion con la estructura matemitica
del Cilculo y del anélisis respectivamente:
aproximacion, derivacion y serie de Taylor,
integracién y teorema fundamental del
Cilculo, y convergencia y serie de Fourier.
Mds recientemente aparece la nocién de
comportamiento tendencial de las funciones
{Cordero, 1998) que considera la trans-
formacién de funciones. las operaciones
entre funciones, funciones asintoticas,
relaciones entre la derivada y la primitiva
(Muiioz, 1997), y las ecuaciones diferenciales

lineales con coeficientes constantes (Cordero
& Solis, 1999).

Por ejemplo, en una experiencia con
estudiantes de ingenieria se formulé una
situacion en la que Ia nocién de acumulacién
favorecié (en el contexto interactivo) que se
reconstruyeran significados de la integral y
del teorema fundamental del Cilculo, por ios
cuales los procedimientos consistieron de la
suma y resta (Cordero, 1994). As{, la expresién

[} £ = F oy~ Fa)

pudo consistir de las siguientes recons-
trucciones de significados:

a) Area bajo la curva:

Fib)~Fa)= | f(odx

Resta

b) Posicion de un movil:

F(b) = F(a)+_[: £ (x)dx
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consiste en establecer que la integral
trata de situciones que transformar un
estado en otro, es decir,

E,——E,
a
Suma
este ultimo descrito por la variacion
¢) Movimiento de un fluido: viéndolo pasar, estos a partir de un estado inicial.

Fb)=F(a)+ r f(x)dx En conjunto, estas categorias conforman un
a programa de investigacion (Lakatos, 1978) que
organiza contenidos, conceptos e ideas;
,/,- 2 programa que orienta la investigacion y el
-~--"/ ~ disefio de situaciones, cuyo funcionamiento
| F(a)- F(b) -~ consiste en eslablecer e'l marco de ret.erencm
"l del contenido matematico (marco epistemo-
g eal el 16gico), en el que aparecen los planos de
a / b representacion® y procedimientos del
Restu estudiante a través de la cognicion que estd
(mirar pasar el fluir) construyendo (dimensién cognitiva) y

después, utilizando ambos (el marco de
referencia y las representaciones y los proce-
dimientos) se establecen los argumentos o las
, explicaciones de lq que se reorganiza en el
F(b)= F(a)+j f(x)dx marco de referencia tomando en cuenta la

¢ organizacién social y la intencionalidad del
contexto interactivo (dimensidn didactica y

d) Movimiento de un fluido: participando en
el fluir,

social).
+
En ese sentido, el programa de investigacién
ha obligado a formular un conjunto de rela-
Suma ciones explicitas que buscan la coordinacion
(participar en el fluir) con los fenémenos educativos (véase Figura
1.
El argumento que se construye a Un primer grupo de relaciones (G1) consistié
través de los diferentes significados en haber formulado cuatro elementos que han
de permitido la articulacion de las cuatro
b dimensiones y, a su vez, han compuesto
j _f(x)dx = F(b)-F(a) marcos epistemoldgicos especificos del
o

Célculo, a saber: 1. Significados y sistemas

6 Representacion en ¢l mismo sentido de 1a seccidn anterior, ¢s decit, no como un instrumento para la
transmision de informacién sino como un medio dindmico para la accién social que comnpone un sisiema de
recursos para construir significados. En este documento se usa la palabra representacion de acuerdo con esta
concepeion. . 113
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Situacién de
variacidon

significados

procedimientos

procesos-ohjelos

Situacién de
aproximacion

Aproximacion socicepistemolégica

(PRIMER GRUPO: G1I)

Situacién de
transformacion

(SEGUNDO
GRUPO: G2}

Categorias

herramienta

formacidn y distincién

de construcciones

argume ntaos actividad
humans
/
(TERCER N [
GRUPO:G3) Reorganizacién matematica

Figura |

simbdlicos; 2. Procedimientos; 3. Procesos y
objetos; y 4. Argumentos

Estos cuatro elementos han ayudado a
explicar marcos de referencia en los que se
presenta reconstrucciéon de significados en
contextos interactivos. Hasta ahora se han
logrado precisar tres de estos marcos y se ha
convenido presentarlos en términos de
situaciones: variacion, transformacién’ y
aproximacioén. Cada situacion compone un
mavrco epistemoldgico del Calculo, respectiva-
mente. Ademds, los estudiantes construyen
representaciones y aplican procedimientos
con relacion a las operaciones que son
capaces de hacer, a las condiciones que son
capaces de capturar y transformar, y con
relacion a los conceptos que construyen de
manera progresiva. Por cjemplo, los

procedimicntos obtenidos por partes de los
estudiantes de acuerdo con las represen-
taciones construidas son, para la situacién
de variacion: la comparacién de dos estados;
para la de transformacion: la vaniacion de los
coeficientes de la transformacién de una
funcién; y para la situacién de aproximacion;
las operaciones Iégico-formales. En tanto que
con relacién a los procesos y objetos sobre
los cuales suelen trabajar los estudiantes se
ha encontrado, para la situacion de variacion:
la cantidad continva; para la de trans-
formacidn: instruccién que organiza compor-
tamientos, y para la situacion de aproximacion:
formas analiticas. Y en cuanto a los
argumentos que los estudiantes han generado
se tiene, para la sitvacidn de variacion: la
prediccidn; para la de transformacion: el
comporntamiento tendencial de las funciones;

7 En Cordero (1998) a esta situacion se e llamaba de graficacion, pero ahora se ke denomina de transformacion,
debido a que en una discusion académica respecto a los avances de la perspectiva teérica con el grupo Rumec la
volega Draga Vidakovic hizo ver que los argumentos grificos podrian estar en las tres situaciones, v que la
nocion de transformacién aludia mds a la situacion de variacién de pardmetros de las funciones con relacién a

los comportamientos graficos.
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y para la de aproximacion: la analiticidad de
las funciones (Cordero & Solis, 1997a; 1997b).

Los cuatro elementos permiten anilisis
contextual (en el marco de las situaciones) para
conocer el desarrollo de pensamiento mate-
matico en la situacion de varacion, en la de
transformacion, o en la de aproximacidn, pero
también para conocer el desarrollo del
pensamiento matematico en la interaccion de
las tres situaciones.

Un segundo grupo de relaciones (G2) ha
consistido en revisar la epistemologia que
resulta del pnmer grupo de relaciones. Se parte
de Ia premisa de que la matemética escolar
debe ser una reorganizacion de la obra
matemiitica. para lo cual se requiere plantear
una construccion del conocimiento consis-
tente con las formas de construccién en la
escuela. Estas formas corresponden a la
actividad humana que consisten en re-
construir significados que a su vez dan forma
a las situaciones que crean los humanos y
ue participan en ellas, es decir, reconstruyen
stgnificados a través de su organizacién social.
Lo esencial de la reconstruccién de
significados es la formacidn de cons-

trucciones y el hacer distinciones entre ellas,
en otras palabras, es una clase de actividades
¥ acciones posibles gracias al lenguaje de las
herramientas. El humano se somete a usar las
herramientas, entenderlas y Hlevarlas a ciertos
actos, y con ello reconstruye significados
(Cordero, 1999). En ese sentido, en la
aproximacién tedrica, nociones como pre-
diccidn, acumulacion, estado permanente.
transformacidn y aproximacidn, entre otras,
ha sido conveniente llamarles categorias del
conocimiento matematico {(Cordero, 1998)
porgue son nociones medulares de la
reconstruccion de significados del Cilculo en
la actividad humana, tienen un cardcter
funcional del conocimiento matematico y su
construccion se relaciona con el uso de
herramientas y la modelacién. Por tanto, las
categorias son el enlace o el medio que articula
a la cpistemologia a través de la actividad
humana y lo que sucede en el salor: de clases.

Un tercer grupo de relaciones (G3) consiste
en formular un mecanismo que permita
objetivar la epistemologia a través de la activi-
dad humana para cualquier relacidn diddctica.
Tal objetivacién buscaria entonces hacer
explicita la reorganizacion matematica y

FENOMENO DIDACTICO

G2
‘<
4
Figura 2
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hacerla coherente con el fendmeno educativo.
En ese sentido, esa epistemologia deberd ser
la base del disefio de situaciones y de su
implementacién. Por tanto, tal mecanismo
empieza por formular una epistemologia del
contenido matemadtico considerado en la
problemdtica (interpretacion del fendmeno
didactico en G1), después la epistemologia
deberda modelar el disefio de situacién y su
implementacién (reorganizacion matemdtica a
través de la interaccion entre G1 y G2) y por
ultimo, la recoleccion de datos y su andlisis
teodrico obliga a una revisidn de la episte-
mologia inicialmente formulada (objetivacion
de la reorganizacién matemitica a través de la
interaccién entre G2 y G3). Esta revisién
retroalimentarg la reorganizacion matematica
con relacion a los fenémenos diddcticos
(reinterpretacion del fenémeno por lo obtenido
en G3) (véanse Figuras 1 y 2).

En resumen, las tres situaciones en conjunto
han compuesto un programa de investigacion
original. El programa orienta respecto a lo que
deben ser el Cdlculo y el Andlisis para la
ensefianza y el aprendizaje, es decir, la
reorganizacion del Calculo, por lo que el
aspecto fundamental consiste en tomar las
herramientas como base de cualquier recons-
truccién de significados.

LOS NUEVOS NIVELES DE
ACCION DIDACTICA

Si se cambiara el lenguaje de los objetos
matematicos como metifora del conocimiento
matemadtico, la pregunta obligada seria: /cudles
serdn los nuevos niveles de accién didéctica?

Cualquiera que sean, deben reflejar la
reorganizacion matemitica a través de las
sitwaciones disefiadas segun la epistemologia
establecida. De alguna manera los niveles de
accién mas conocidos estdn contenidos en dos
aproximaciones tedricas Problem solving y

Teoria de situaciones didécticas, y el aspecto
comin de ambas consiste en que la cpiste-
mologia, que subyace a los marcos teéricos
respecilivamente, modeliza Ja actividad
matematica.

Pero incorporar la dimensién social a la
problemaitica da prioridad a la actividad
humana y, como ya se ha sefalado, esto
compone una nueva epistemologia que
modeliza la actividad humana. En tal caso, la
cuestion es ;cudles son los nuevos elementos
que describen la nueva epistemologia?,
jcudndo traza ésta una direccién en la que el
humano (no el matemdtico) es considerado
haciendo matemdticas?

La modelizacién matemitica puede ser uno de
esos elementos, siempre que sea entendida
como la reconstruccién de significados que
dan forma a las situaciones que crean los
humanos y que participan en ellas; es una
construccidon original que utiliza material
conocido, por ejemplo, las ideas y
concepciones compartidas por los parti-
cipantes. La parte esencial de la modelizacion
es la formacién de esas construcciones, y
hacer distincién entre ellas para seleccionar
una es una clase de actividades y acciones
hechas con herramientas. Por ello, el humano
se somete a usarlas, entenderlas y llevarlas a
ciertos actos, y asi reconstruir significados.
En esta perspectiva, cualquier disefio de
situacién debera reflejar este hecho.

LA DISTINCION ENTRE
CONSTRUCCIONES DEL
CALCULO

.Es la seleccion de herramientas, a ravés de
distinguir y formar construcciones del
conocimiento matemdtico, la situacién funda-
mental gque amplie la modelizacién de la
actividad matematica a la modelizacidn de la
actividad humana?
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Aproximacién

Xu

Problema 1. “Hallar la ecuacidn
de la recta tangente en el punto P
de la curva y=fX0)"

Procedimiento: cociente
_rr
T X-Xo

m

1. Analiticidad:

Variacién

: Xk = 2
Nxo) ' ?T o
fixo |

Xo KXok

Prublema 2. “Sea AXo) y [(Xo)
condiciones iniciales de cierta
posicién de un movil. Predecir la
siguinte posicion f Xo+h)"

Procedimiento: comparacién

fiXo+h) - fiXo)

2. Prediccidn:

Transformacion

Problema 3. “Determine el
valor del coeliciente 4 tal
que Y=/ X/ se junte con la
recta en el intervalo 17

Procedimiento: Yariacién de
Cuoeficientes

yix}=Af(Bx + Y+ D

3. Comportamiento

lim - f(X)-f(Xa
= f1X
X—Xo X-Xo fiXa

SXo + h) = fiXo)+f (Xolh +...

tendencial de 1a funcién:

Y=Af1X)

Figura 3. Distincién y formacidn de construccicnes

La epistemologia del Célculo y del Andlisis
formulada en la seccion anterior significa que
sc reconocen tres posibles construcciones y
que cada una de éslas genera argumentos que
permilen construir nuevo conocimiento. Sin
embargo, reconocer que estos argumentos
son distintos y seleccionar uno dependiendo
de la situacién es la parte esencial de la
construccién. Por ejemplo, el concepto de deri-
vada por lo comun se reconstruye a través de
situaciones de aproximacién (véase Figura 3}.

Se vale de una curva como grifica de una
funcién dada y se sefiala un punto P sobre la
curva. Se pide entonces trazar la recta tangente
a esta dltima en dicho punto, Sin embargo, el
concepta de denivada sometido a la episte-

mologia antes descrita puede ser reconstruido
a través de tres situaciones distintas: apro-
ximacion, variacién y transformacidn. En cada
una de éstas se desarrollan procedimientos
distintos sobre procesos y objetos también
distintos para generar argumentos propios de
la situacién. Una descripcién de cada situacion
puede ser como la siguiente:

*Situaciaon de aproximacidn, a) La clase de
pregunta: “Hallar la ecuacién de la recta
tangente en el punto P de la curva y=flx)"; b) el
procedimiento: limite de un cociente cuyos
procesos y objetos se reflejan sobre la funcion,
la pendiente y la derivada: c) el argumento:
analiticidad de la funcion.
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*Situacion de variacion. a) La clase de
pregunta: “Sea f(Xo) y f(Xo) condiciones
iniciales de cierta posicién de un mévil. Predecir
la siguiente posicién flXo+h)”; b) el pro-
cedimiento: comparacion entre dos estados
filxo+h} - fiX0) cuyos proceso y abjetos se
reflejan sobre cantidades, variacién continua
y estados; c)el argumento: prediccion.

*Situacion de transformacion. a) La clase de
pregunta: “Determine ¢l valor de los
coeficientes A, B, Cy D paraque lacurva Y =
fX) se parezca a larecta L en un intervalo fo™;
b} el procedimiento: variacion de los coefr-
cientes de la transformacién de una funciéon
cuyos procesos y objetos se reflejan sobre los
patrones y comportamientos de las grificas;
¢) el argumento: comportamiento tendencial de
las funciones.

Hay tres argumentos, a saber, analiticidad,
prediccion y comportamiento tendencial, cada
uno de los cuales proviene de una construceion
del Calculo; sin embargo, también podriamos
decir que los tres provienen de una construc-
¢idn en conjunio, Por un lado, se pueden formar
construcciones que dependen de la situacion,
en donde se reconstruyen significados y
procedimientos de acuerdo con las experiencias
de los participantes, y por otro lado, como las
construcciones son distintas su seleccidén
depende del argumento que ayude a enfrentar
las nuevas situaciones. En ese sentido, el
concepto de derivada consiste en varios
significados: el 1imite de wna funcién, la
variacién continua de cierta cantidad que tluye
y la variacién de parametros de una funcién
para organizar comportamientos. En otras
palabras, los diversos significados en un
contexto interactivo componen la epistemo-
logia del Cilcule, como resultado de la
actividad humana.

La cuestion es disenar situaciones basadas en

esta epistemologia, en las que el foco de
atencion no sélo debe centrarse en la
adquisicion del conocimiento, sino cn el
desarrollo de actividades.

Un marco como ¢l anterior ayuda a entender
ciertos fenémenos educativos de la
matemdtica, por ejemplo, el privilegio del
contexto algebraico. Los temas curriculares,
como la transformacién de funciones, las
operaciones de funciones, las asintotas de
functones y la solucién de ecuaciones
diferenciales, se presentan a través de
manipulaciones algebraicas. Los cursos por
lo general se enfocan en la solucién y
simplificacion de ecuaciones mediante
factorizar, trabajar con identidades
trigonométricas y trazar grificas de las
ecuaciones. Esta perspectiva, que privilegia
el contexto algebraico, deja en la mente del
estudiante una restringida e insatisfecha idea
del campo de esos temas.

Desde un punto de vista epistemoldgico
sabemos que en los iltimos veinte afios la
naturaleza de los conceptos de esos temas ha
cambiado. Por un lado, encontramos el
desarrollo de la teoria cualitativa de los
sistemas dindmicos y, por otro, ¢l desarrollo
de la tecnologia; nos referimos en particular a
las calculaderas que hacen gréficas. Estos
dominios de alguna manera han enfocadoe la
atencidn no sélo en los métodos cuantitativos,
sino también en los cualitativos. Sin embargo,
la ensefanza de la matemadtica no ha sido
influenciada por esta evolucidn, podriamos
decir que se ha centrado en el contexto
algebraico.

Por tal motivo, los elementos diddcticos de
una nueva perspectiva consisien en poner en
juego relaciones entre diferentes contextos,
por ejemplo, el algebraico y el grifico.
Precisamente, el lenguaje de las herramientas
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en la actividad humana ha ayudado a
identificar la categoria comportamiento
tendencial de las funciones, la cual genera
argumentos cualitativos que determinarin
nuevas acciones que consisten en un
iniercambio permanente entre contextos
algebraicos y graficos, como las siguientes
(Cordero, 1998; Cordero & Solis, 1997a,
1997b): identificar coeficientes en las
funciones, reconocer patrones de compor-
tamiento grifico y algebraicos, buscar
tendencias en los comportamientos y
establecer relaciones entre funciones.

Con esta seleccion de herramientas, el
estudiante ha podido reconstruir significados
a la variacion de parametros de las
transformaciones de las funciones y a las
ecuaciones diferenciales, que consisten en
establecer “instrucciones™ que organicen
comportamientes. En ese sentido, una
ecuacion diferencial puede significar “una
relacién entre funciones que determina
comportamientos” que ayuda a predecir
soluciones a través de los (érminos mismos
que componen la ecuacién, sin tener que
acudir necesariamente a los métodos
analiticos (Cordero & Solis, 1999),

UN EJEMPLO. EL
COMPORTAMIENTO
TENDENCIAL DE LAS

FUNCIONES

El comportamiento tendencial de las tunciones
(de acuerdo con la epistemologia trazada en
la seccién anterior) es un argumento que se
construye en una situacién de transforma-
cion, en el que la modelizacién de la
transformacién de funciones {y = fix) - ¥ =
AfiBx + C) + D) lleva a la reconstruccién de
significados (cemportamientos gréficos y
patrones algebraicos y grificos), haciendo
procedimientos (variacién de coeficientes),

—

construyendo  procesos y objetos
{concibiendo la funcién como una instruccién
que organiza comportamientos). El aspecto
importante en esta construccion de repre-
sentaciones es la relacién entre la variacién. la
aproximacion y el comportamiento tendencial.
que consiste en articular propiedades locales
y globales en las cuales hay variacién y
comportamiento con cierta tendencia, simul-
taneamente aparece la medida de cambio y ¢l
comportamiento de esa medida. Por ejemplo, la
funcién fx) = Vx, x > 0, cuando x tiende a
infinito, f{x) tiende a cero (véase Figura 4}.

Figura 4

Sin embargo, la modelizacién depende de la
forma de la grifica, donde [a simultaneidad de
la medida del cambio y su comportamiento son
intrinsecas a la grifica. En ese sentido, se dice
que lacurva l/x tiende al eje x, pero la variacidn
de 1/x determina cémo tiende, es decir, el
comportamiento tendencial al eje x (Cordero,
1998).

El comportamiento tendencial de la funcién es
intrinseco a la grafica y genera un conjunto de
situaciones que abarca cierto contenido del
Cilculo, enmarcado en situaciones globales de
variacion. Las graficas de las funciones son
representaciones privilegiadas de estas
situaciones; sin embargo, las representaciones
en la perspectiva del comportamiento
tendencial de la funcién también conllevan
relaciones analiticas.

Hasta ahora se han logrado disefar algunas
situaciones a través de contenidos concretos
del Célculo. Y estan siendo aplicadas a
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estudiantes del ciclo universitano por medio
de entrevistas (Aguilar, 1999, Cordero, 1998;
Martinez, 1999; Palma, 1999). Las situaciones
las compone una secuencia de tres niveles que
marcan un desarrollo de la actividad o
modelizacion: uso, entendimiento y acto:

-SI: variacion de coeficientes de la

transformacidn de una funcién

Se establecen relaciones entre contextos graficos y
analiticos a través de la siguiente secuencia de funciones
que describe una especie de “ueracion lingal™

Y =ax+b

Y, = f(x)
Y,=A[f(x)]+ B

Y, = A[ftax+b)]+ B

l.as relaciones entre las “operaciones gréficas™ y las
“formas analiticas” (expresiones de las funciones)
llevan a concebir la funcién no como una expresion
formal por la cual se operan nimeros cspeclficos sino,
mas bien, como una instrucciéon que organiza
comportamientos. Esto es. se anticipan efectos
grificos de la funcion )"2 = flx) a través de los
coeficientes a. b, A ¥ By de la secuencia antes descrita:

Y=ax+byvY, =) -
Y, =AAD]+ B y ¥ =A[fax + h)+8

donde flx) es cualquier funcion prototipo.

Esta secuencia no es una operacién explicita gque
empieza en ¥ y termina en Y. Sin embargo, son sucesos
graficos que transfieren acciones entre cada uno de los
elementos de la secuencia. En este caso, ¥, es el suceso
general que representa todos los trazos de la grifica
considerados cn la “iteracion lineal”™ (Cordero, 19983

-82: relaciones entre funciones a través de
operaciones

Mediante considerar secuencias de sumas de funciones
S+ g = h se consiruye un argumento: sumar dos
funciones a través de buscar un comportamiento
lendencial. La «ariumética» grafica dependerd de los
comportamientos lendenciales entre la funcién
prototipo fix) y la propuesta g(x). Asl, la grafica de la
funcidn #r{x) la determinan los coeficientes de g{x) en
la secuencia.

Una aritmética grafica como la anterior puede ser
aplicada a relaciones mis generales entre grificas.
No ohstante, para llevar esta aritmética a relaciones
en las que ¢nlren en juego cexpresiones y {orinas
arhitrarias de funciones, es necesario determinar los
comportamientos lendenciales cn los inlcrvalos
adccuados cntre 1as funciones flxy y g(x),

El argumenio es, cntonces, determinar nuevos
comportamicntos tendenciales que dependen de las
formas graficas que componcen la operacidn, La
sccuencia de grificas que se dibujen pcermitird
reconocer un patrén grifico o bien una forma
especifica de la grafica que ayudard a caracterizar cl
nuevo comportamienio tendencial.

-53: estabilidad de las ecuaciones
diferenciales lincales

Se parte de una secuencia de ccuacienes diferenciales
lineales de primer orden para variar los coeficientes,
Se establecen relaciones entre ¢} comportaiento de
la solucién de la ecuacion y los coeficientes. El
comportamiento tendencial de las funcicnes s un
argumenlto.

Por ejemplo. en este nivel bay un reconocimiento
sobre la ecuacién diferencial. $i ay'(x)+ y{x)= F(x),

cnlonces ¥(x) se comporta como F(x), sin embargo.
¢l coeficiente a modifica el comportamiento.

Y+ yix) = Fix)
representa una situacion en fa que, dada Fix), la solucion
¥{x) licnde a F(x). Asi, la ccuacion diferencial

La ecuacion diferencial

Yy +y(x)=Fx)
expresada como
Vi) = F(x) = yla)

significa que y'(x) determina la rapidez con que y(x)
tiende a F(x) en la situacién analizada.

En este marco, Ja solucidn ¥(x) puede ser determinada,
en términos globales y cualilalivos, si se conoce la
grifica de #+(x} mediante el trazo de trayectorias en
el enworne de la grafica de F(x). Esto podrd bacerse
independieniemente de los diferentes métodos
analiticos disponibles.

En este sentido, lo significalivo no radica cn haltar la
solucién sino en determinar comportamientos
tendenciales entre ta ccuacidn diferencizal y su solucion,
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y con cllo lograr simulaciones. Un e¢jemplo de este
tipo de procesos ¢s encontrar el coeliciente o de la
ecuacion

ay'(x) = F{x)~ y{x)

para que v(x) tienda rdpida o lentamente hacia
F(x).

La generalizacion del argumento se trabaja a través
de actividades. en las que se plantean secucncias de
ccuaciones diferenciales de orden distinto:

ay'(v) = Flay— v(x), ayin) +by (x)= Fix) - y(x)

& a Vi ra i+ a, v = Fix - v

Se truta entonces de encontrar las condiciones, a través
de los cocficientes para que la solucién »wx} tenga un
comportamiento lendencial a #F(x). Las condiciones
cumplen con las condiciones de estabilidad de las
ecuaciones diferenciales lineales con coeflicientes
constantes.

LLas tres situaciones antes descritas son el eje
de un programa de investigacion que atiende
problematicas particulares, de diferente indole,
de la reorganizacién matemitica. Por ejemplo,
las representaciones de los comportamientos
asintéticos que aparecen en el discurso
matemadtico escolar, a través de los textos de
matemdticas y concepciones de los profe-
sores, son obstaculos didécticos para que los
estudiantes construyan compor-tamientos
asintoticos senoidales. Esto se debe a que el
estudiante tiene que reorganizar su cono-
cimiento acerca de estos comportamientos y
construir una nueva representacion. En ese
sentido, la investigacién consiste fundamen-
talmente en seleccionar situaciones y
establecer su diversidad de modo que permitan
al estudiante construir la nueva represen-
tacidn. La hipdtesis de investigacion consiste
en que el comportamiento tendencial de las
funciones se considera un argumento del
estudiante en el contexto grifico que
posibilitard la nueva representacion, y con
ello, construird 1a generalidad del comporta-

miento asinttico: “sea la funcion h=f+ g, si
cuando x tiende a infinitc sucede que g tiende
a cero, entonces se dice que | es la asintota
de h (es decir, h tiende a comportarse como
f}". También ha contribuido a construir
propiedades matematicas que son del dominio
del comportamiento tendencial de las
funciones, por ejemplo la linealidad del
polinomio, cuya generalidad anticula construc-
ciones sobre compoertamientos asintéticos y
sobre la estabilidad de las ecuaciones diferen-
ciales.

Un fenémeno didéctico con relacion a la
derivada consiste en que el estudianie no
incorpora significados a la misma aunque sabe
que la derivada es la pendiente de una recta.
Por ejemplo, en situaciones graficas se
informa que el estudiante ante relaciones
funcionales como flx)=Ax*+ Bx + C logra
incorporar sigmficados a los coeficientes A y
C conrelaci6n a la forma de la grifica, pero no
para B (Mirdn, 2000). La pendiente es un
ndmero que ante la grafica de la relacion
funcional no se “dibuja”, a diferencia de los
coeficientes A y B.

En ese sentido, la situacion de linealidad del
polinomio tiene la intencién de relacionar la
recta tangente con el comportamiento de la
funcién, es decir, el estudiante reconstruira
un significado a la parte lineal del polinomio
ax + a, con relacién al comportamiento
tendencial de su gréfica. La reconstruccién
del significado consta de dos aspectos:
identificar la propiedad de linealidad y
establecerla como argumento.

La linealidad del polinomio (véase Figura 5),
consiste en que la parte lineal de cualquier
polinomio P(x) =a x"+a x"'+.+ax+a,es
la recta tangente al polinomio que pasa por el
punto (0,F(0)).
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Propiedad de
linealidad

Figura 5. Polinomio + recta

El aspecto relevante aqui es el disefio de
situacién que se ha logrado después de
entender las modelizaciones que el estudiante
suele hacer para identificar o construir la
propiedad de linealidad. Por ejemplo, las modeli-
zaciones que lograron hacer cuando se les for-
mulaba una actividad como la siguiente, consis-
tieron en: '

Actividad. Explica por qué la grifica de h ticne se
comporta como aparece en la Figura 6.

La funcidn k fue reconocida como la suma de
dos funciones con relacidn en su compor-
tamiento tendencial. La suma de las dos
funciones, tanto algebraica fix) + g(x) como
aritméticamente fla) + g(a), pasé a ser una

instruccién que organizaba comportamientos
de h. Las explicaciones de los participantes
aludieron al comportamiento tendencial. Se
parafrasea a continuacién una de ellas:

*..Ja graficas que aparecen en la figura
... 1a gréfica de g pasa por ¢l origen pero
también la grifica de f. Ahora bien. la
grifica de A, en el origen, se parece a la
grifica de g y después a la grafica de f...
creo que las grificas se persiguen, La
grifica de f quicre ser la grifica de g,
€s10 es, f s¢ comporta como g en €sa
misma ventana, pero fuera de esa
venlana ¢ quiere ser como [,y eso hace
la grifica h..”

|-

:7

grafica de f

grafica de g

grafica de h

Figura 6
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Lograron tormular secuencia de grificas para
la suma de funciones, f + g, = #1,. Se establecen
relaciones entre un comportamiento dado y
ta variacion de comportamientos. También,
se generan patrones grificos de suma de
funciones.

Con estas modelizaciones se ha logrado el
disefio de situacién (de la Figura 7), que
permite al estudiante construir la propiedad
de linealtdad del polinomio y generar un
argumento para poder anticipar
comportarnientos grificos de los polinomios.

La funcién flx) se eligié como polinemio de
manera espentanea por los panlicipantes, es
decir, el polinomio es privilegiado. La
secuencia x? + recta y x' + recta es una
seleccion, de acuerdo con las experiencias de

los estudiantes, gue les ayuda a reconocer
un patron de comportamiento de las graficas.
no sugiere algin tralamiento induoctivo. El
proceso de construceion que aparece cn el
diseio es como sigue: la pregunta | formula
una conjetura: la pardbola v = v’ se traslada
vertical y/o horizontalmente, dependiendo de
los coceficientes de la recia, y el traslado no
admite cambios de pendiente de la pardbola;
fa pregunta 2 formula una conjetura distinta:
la grifica de v = x' no se traslada, pero si
cambia de pendiente, lo cual provoca una
contradiccion porque se espera la misma. Los
participantes se enfrentan a la contradiceion,
y para resolverla tienen que reformulur la
conjetura 1 con base en la conjetura 2. La
linealidad es el argurnento que satistace ambas
preguntas y posibilita la generalidad para
cualguier polinomio. Después se estd en

Enunciado de la actividad.
«(Qué le pasa a una funcién cuando ie sumas una recta’>

Nuestro objetivo es explorar las grificas que surgen cuando a una fuacidén conocida fir) se le suma una

recta arbitraria:

: I - 2 <
En esta sesién haremos con detalle Ja suma de ta funcidn yfx ) =x° y unarecta y la suma de la funcion

¥x) = fix) + recta

K . . - .
¥i{x) = x" y una recta, para después hacer algunas generalizaciones en los polinomios.

Actividades

1.

Mx)=x + recta

Anpaliza esta situacidn a través de dibujar las graficas de la recta que sumes y la funcion resultante en

un mismo sistema de ejes coordenados. Hazlo para varios casos.

Organiza tus resultados ¢n una labla que registe las caracteristicas de la recta v la funcion resultante.

Esctibe un parrafo con tus conelusiones.

1
¥(x)=x + recla

Analiza esta situacion a través de dibujar las grificas de la recta que sumes y la funcion resultanie en

un mismo sistema de cjes coordenados. Hazlo para varios casos.

Organiza tus resultados cn una tabla que regisire las caracteristicas de la recta y la funcidn resultante,

Escribe un parrafo con tus conclusiones.

Establece un criterio, que incluya los dos casos analizados, que describa lo que le pasa a una

funcidn cuando le sumas una recta.

Formula y demuestra la proposicion (teorema) de acuerdo con el criterio establecido.

Figura 7. Enunciado de la actividad
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posicion de formular la proposiciéon que
exprese la propiedad de linealidad y de
demostrarlo. Algunos participantes logran
convertir la propiedad en argumento cuando
se plantean bosquejar la grifica de algiin
polinomio arbitrario, por ejemplo P(x) = x' +
507+ a— 3. Trazan la recta y = x - 3, despuds
buscan la interseccidn con el eje v, ahi el
polinomio se comporta como la rectay = x - 3,
fuera de eso el polinomio deberd perseguir un
comportamienta similar al del término de la
potencia mayor,

CONCLUSIONES

Ea aproximacion socioepistemoldgica intenta
articular dos grandes componentes: la social y
la epistemologica, en los que el humano y su
actividadse conviertan en elementos primarios
en las teorizaciones de la matemitica educativa.
Parece que el planteamiento concuerda con la
problemadtica. ademds de amptliarla. La
reconstruceion de significados, fuente para
reorganizar la obra matemadnca, corresponde a
una epistemologia cuya tarea principal es
modelizar Ta actividad humana. Ahi se
encontrardn las catcgorfas que vertebran el
contenido matemitico y que permitan la
reorganizacion de la obra matematica. Para 1al
fin, cada vez se deben encontrar explicaciones
claras del papel de la actividad humana en su
organizacion social. Conocer con claridad los
recursos, las versiones, los argumentos y
consensos de cierto contenido matemdtico que
necesariamente se dan en los contextos

interactivos de los estudiantes. En otras
palabras, se busca, entre la complejidad de la
preblematica, la “situacion fundamental™ que
permita el redisefo de las situaciones, la
reorganizacion matemitica, o bien, el
“redisefio del discurse de la matematica
cscolar”.

El programa de investigacion que propicia las
categorias mencionadas ha ocupado
diferentes marcos tedricos dentro de la
disciplina; entre los mas relevantes estd la
teoria de situaciones diddcticas de Brousseau
(1997) y la1eoria APOE de Dubinsky {Asiala,
et al., 1996) ampliada, al incorporar la
dimension epistemnolégica en el sentido que
se le ba dado aqui. Las metodologias han
correspondido de manera natural a la
ngenieria diddctica y al ciclo ACE.

Por iltimo, cabe mencionar que las
situaciones de las categorias componen un
marco de referencia matemdtico, que en la
aproximacion socioepistemoldgica es la base
para tormular las secuencias que requicren
una situacion diddctica, o bien, es la base
para formular los diferentes niveles de
canstruccion que requicre una descom-
posicion genética de un concepto. Asi, la
formulacion serd fundamental. cada ver que
se encuentren explicaciones del papel de la
actividad humana como organizacion social.
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