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Una perspectiva histérica de las series de Fourier: de las
ecuaciones de ondas y del calor a los operadores compactos y
autoadjuntos’

Antonio Canada'
RESUMEN

Uno de los problemas del que se ocuparon los matematicos del siglo XVill es el “problema de
la cuerda vibrante”. Este fue estudiado por D’ Alembert, Euler y un poco mas tarde, en 1753,
por Daniel Bernoulli. La solucién dada por éste consistié en expresarla como superposicién de
ondas sencillas. Sus ideas fueron aplicadas y perfeccionadas por Fourier, en 1807, en ¢l estudio
de la conduccidn del calor. Quedaron escritas en la obra “Théorie analytique de la Chaleur”,
publicada en 1822. Los razonamientos de Fourier plantearon controversias y cuestiones que
han influido en la historia de la Matematica. Aqui comentamos algunas de ellas, tales como la
existencia de funciones continuas no derivables, teoria de conjuntos de Cantor y nociones de
la integral de Cauchy, Riemann y Lebesgue. Tratamos ademés la presentacion actual de las
series de Fourier. Finalmente comentamos el papel jugado en este siglo por el Analisis Funcional
para situar a las series de Fourier en su marco abstracto.

ABSTRACT

One of the problems worked on by eighteenth century mathematicians is the “vibrant cord
problem”. This was studied by D’ Alembert, Euler and shortly after in 1753, by Daniel Ber-
noulli. The solution provided by the last consisted in expressing it as a superposition of simple
waves. His ideas were applied and improved by Fourier in 1807 in the study of heat conduc-
tion. They were written in the work “Théorie analytique de la Chaleur” published in 1822.
Reasoning by Fourier exposed controversies and questions that have influenced the history of
Mathematics. Here we comment some of them, such as the existence of continuous non-
derived functions, Cantor’s compound theory and notions of the integral by Cauchy, Riemann
and Lebesgue. We also handled the current presentation of the series by Fourier, Finally, we
commented on the role played in this century by Functional Analysis in placing Fourier’s series
within its abstract framework.

RESUME

Parmi les problémes sur lesquels se sont penchés les mathématiciens du XVIIlesiécle, se
trouve « le probléme de ia corde vibrante ». Ce probléme a été analysé par d’ Alambert, par
Euler, et un peu plus tard, en 1753, par Daniel Bemoulli. La solution proposée par ce demier
consistait 4 exprimer cette question sous la forme de superposition d’ondes simples. Ses idées
furent appliquées puis pérfectionnées par Fourier en 1807, dans le cadre de son étude sur la

conduction de la chaleur. Ses résultats ont été publiés par la suite, en 1822, sous le titre:

* Este articulo es una version ampliada de una conferencia impartida en la Facullad de Ciencias de {a Universidad
de Granada el dia 24/4/1997, atendiendo a la invitacion realizada por EFE (Asociacion de estudiantes de Fisica y
Electrénica). El autor agradece a F. Roca su colaboracidn en la elaboracion del texto en el procesador MS Word.
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« Théorie analytique de la chaleur ». Les raisonnements de Fourier donnérent licu 4 nombre de
controverses et soulevérent un certain nombre de questions qui devaient influencer par la suite
I'histoire des Mathématiques. Nous souhaitons ici commenter certaines de ces questions, comme
I’existence de fonctions continues non-dérivables, la théorie des ensembles de Cantor, ainsi
que les notions de I’ intégrale de Cauchy, Riemann et Lebesgue. Nous nous pencherons encore
sur la forme sous laquelle se présentent actuellement les séries de Fourier. Pour terminer, nous
examinerons le rOle qu’a pu jouer au cours de ce siécle 1'Analyse Fonctionnelle pour
parvenir 4 situer les séries de Fourier dans le cadre abstrait qui leur correspond.

RESUMO

Um dos problemas que ocuparam a aten¢io dos matematicos do século XVI11 é o “problema
da corda vibrante.” Este problema foi estudado por d’ Alembert, Euler e, um pouco mais tarde,
em 1753, por Daniel Bernoulli. A solugio dada por este Gltimo consistiu em defini-la como a
superposiglio de ondas simples. Suas idéias foram aplicadas e aperfeicoadas por Fourier, em
1807, no estudo da conduglio do calor. Ficaram registradas na obra “Théorie Analytique de la
Chaleur”, publicada em 1822. Os raciocinios de Fourier levantaram controvérsias e questiies
que influenciaram a histéria da Matematica. Aqui comentamos algumas delas, tais como a
existéncia de fun¢des continuas nfio derivéveis, a teoria de conjuntos de Cantor e nogBes da
integral de Cauchy, Riemann e Lebesgue. Além disso, tratamos a apresentagdo atual das séris
de Fourier. Finalmente, comentamos o papel desempenhado neste século pela Anélise Funcional,
para situar as séries de Fourier em seu marco abstrato.

1. D’ALEMBERT, EULER Y LA
ECUACION DE LA CUERDA VI-
BRANTE

La cuestion es: ;Cudl es el movimiento
descrito por la cuerda? Si los desplazamientos
de ésta se hayan siempre en un mismo plano y
el vector del desplazamiento es perpendicular,
en cualquier momento, al eje de abscisas, dicho

Uno de los problemas mas interesantes del que
se ocupatron los cientificos del siglo XVIII, y
que se presenta con relativa frecuencia en los
problemas flsicos relacionados con procesos
oscilatorios, fue el que se conoce con el
nombre de “El problema de la cuerda
vibrante”. Este, puede describirse en la situa-
cion mds elemental posible, de la siguiente
forma: Supongamos que una cuerda flexible
se estira hasta quedar tensa y que sus extremos
se fijan, por conveniencia, en los puntos (0,0)
y (0,n) del eje de abscisas. Entonces se tirade
la cuerda hasta que ésta adopte la forma de
una curva dada por la ecuacion y = f(x) y se
suelta (ver Figura 1).

* Referencia tomada de (Kline, 1992).

movimiento vendra descrito por una funcién,
donde u(x,f) representard el desplazamiento
vertical de la cuerda, en la coordenada x.
(0 £ x < m)yeltiempor (t 2 0) . El problema
que se plantea es obtener u(x,f) a partir de

Ax).

El primer matematico que elaboré un modelo
apropiado para el anterior problema fue Jean
Le Rond D’ Alembert. Bajo diversas hipdtesis
(referentes fundamentalmente a que las vibra-
ciones sean “pequefias”), D' Alembert demos-
tré en 1747 (Hist. de La Academia de Berlin,
3,1747,214-219*; ver Tijonov & Samarski,
1980 y Weinberger, 1970, para mas detalles)
que la
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Figura l

funcién u debe satisfacer las condiciones:

0u(x,t) B %u(x,t)
ot ox?
u(x,0)= f{x) 0<x<nx

,O0<x<m, t>0

du(x,0) (.n
ot

u(0,t) =u(z,0)=0, t20

=0, 0<xsnrx

La primera condicién en (1.1) es una ecuacién
en derivadas parciales de segundo orden, co-
nocida con ¢l nombre de Ecuacién de Ondas.
La segunda condicién representa la posicién
inicial de la cuerda, mientras que la tercera
significa que la velocidad inicial de la misma
es cero {recordemos que, una vez llevadaala
posicion f (x) la cuerda se suelta). La altima
relacion expresa el hecho de que, para cual-
quier tiempo, la cuerda se mantiene fija en sus
extremos.

D’ Alembert demostr6 también que la solucién
de (1.1) viene dada por:
l P~ ~

u(x.l)=-2-[f(x+t)+f(x—t)] (1.2)

donde f es “una extensién conveniente
de la funcion f ™.

De manera més precisa, y con el lenguaje de
hoy en dia, el teorema de D’ Alembert {Tijonov
& Samarski, 1980; Weinberger, 1970),
confirmé que la posicién futura de la cuerda
estd com-pletamente determinada por su
posicion inicial:

TEOREMA 1.1 Sea f € C*[0,7] tal que
JO)= f(z)=1"0")=f(z")=0

Entonces (1.1) tiene una tinica solucion

ue C(Q)NC' Q) [Q=(0,7)x(0,+x)]
Ademas viene dada por la formula (1.2),
donde j‘ es la extension aR (conjunto de los
numeros reales), impar y 2-periédica de la
Juncion f (veése la Figura 2).

No se conoce con exactitud la manera en que
D'Alembert llegé a la formula (1.2), peroun
camino muy probable pudo ser el siguiente:
el cambio de variables =x+¢, u=x-¢
transforma la ecuacion:

*u(x,1) _ &u(x,t)
or o’

en otra mas simple:

u
EY RPN
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y=f(x)

Figura?2

Las soluciones de esta ultima ecuacién son
trivialmente de la forma:

u(G, 1) = F(5)+G(u)

Combinando esta ultima relacion con las otras
condiciones en (1.1), se puede llegar a intuir
la forma (1.2) que tiene la solucién de (1.1).

La interpretacién fisica de la solucién dada
por D’Alembert es muy interesante: La
funcion:

l ~

—f(x+t

2f (x+1)
representa una onda (una solucién de la ecua-
cién de ondas) que se desplaza hacia la

izquierda con velocidad 1 (véase 1a Figura 3).
Anélogamente, la funcién:

%f(x—:)

representa otra onda que se desplaza hacia la

* Referencia tomada de (Kline, 1992).

derecha con velocidad 1. De este modo, la
solucién de (1.1) es la superposicion de dos
ondas, una de las cuales se desplaza hacia la
izquierda y otra hacia la derecha, ambas con
velocidad 1. Por este motivo se dice que la
férmula (1.2) se ha obtenido usando el
M¢étodo de propagacion de las ondas.

La formula (1.2) fue también demostrada por
Euler (Mora Acta Erud., 1749, 512-527*%),
quien diferfa fundamentalmente de
D’Alembert en el tipo de funciones iniciales /
que podian considerarse. De hecho, estas
diferencias pueden considerarse como una de
las primeras manifestaciones escritas sobre los
problemas que ha llevado consigo la definicion
de la nocién de “funcién”, un concepto que
hoy en dia presumimos tener muy claro.
Mientras que para D' Alembent, fdeberia tener
una férmula concreta o expresion analltica,
Euler defendia que no habia ninguna razén
fisica para no admitir como posiciones iniciales
Sfaaquellas que, en diferentes partes de [0,7],
viniesen definidas por expresiones distintas,
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siempre que al considerarlas unidas, la
posicion inicial resultante tuviese una apro-
piada regularidad.

Parece ser que tal discusién entre D’ Alembert
y Euler provenfa del hecho de que en su tiempo
se admitia que cada funcién daba lugar a una
grafica, pero no reciprocamente (cuando la
grafica considerada tenia diferentes expre-
siones en distintos intervalos). En resumen,
Euler defendia que cualquier grafica podia
considerarse como curva inicial, tesis que no
era compartida por D' Alembert.

Otra manera de obtener la solucién del
problema (1.1), completamente distinta de la
vista anteriormente, fue propuesta por Daniel
Bemoulli en 1753 (Hist. de 1' Acad. de Berlin,
9,1753,147-172; 173-195). La ideaclave es
obtener la solucidén de (1.1) como
superposicién de ondas mas sencillas, concre-
tamente aquellas que son de la forma:

u,(x,0) = sen(nx)cos(nt), v neN (1.3)

donde N es el conjunto de los niimeros natu-
rales. Para cada tiempo ¢ fijo, la anterior
funcién es un miltiplo de la funcién sen(nx),
que se anula exactamente en n-1 puntos del
intervalo (0,%). Asl, si pudiésemos observar
la vibraciéon de la cuerda correspondiente a
las ondas «_tendriamos n-1 puntos, llamados
nodos, en los que la cuerda se mantendria
constantemente fija en el eje de abcisas (como
en los extremos del intervalo [0,n]). Entre
dichos nodos, la cuerda oscilarfa de acuerdo
con (1.3).

Coémo concibié Bernoulli la idea anterior?
Parece ser que una posibilidad es que usase
sus conocimientos musicales. Para ello se bas6
en que el sonido que emite una cuerda vibrante
es, en general, superposiciéon de arménicos,
es decir, superposicion de funciones de la

forma u (x,f) Tales funciones representan,
para n = | el tono fundamental y para n > 1|
sus armonijcos, y desde el punto de vista
musical se corresponden con los tonos puros.
Asi, Bernoulli afirm6 que cualquier sonido que
produjese la vibracion de la cuerda debe ser
superposicién de tonos puros. Desde el punto
de vista matematico, ello significa que la
solucion de {1.1) debe poder representarse de
la forma:

u(x,t)= i a,sen{nx)cos(nt)

(1.4)
n=|

donde los coeficientes a_ han de elegirse

adecuadamente para que se satisfaga

(1.1).

Para tranquilidad de los mateméticos, diremos
que hay otra manera de llegar a la expresion
anterior (no obstante, esta segunda forma, que
es posible que fuese también usada por
Bernoulli, no permite, desde el punto de vista
intuitivo pensar que (1.4) es posible, al menos
en una primera impresion. A pesar de ello,
como todo en esta vida tiene ventajas e
inconvenientes, parece ser que este segundo
punto de vista fue importantisimo en el estudio
por parte de Fourier, del problema de la
conduccién del calor, que trataremos
posteriormente). El punto de partida de este
otro planteamiento puede ser la siguiente
pregunta elemental: ; Cuales son las soluciones
mas sencillas posibles de (1.1)?

Creo que estaremos de acuerdo en que, al ser
la solucién de (1.1) una funcién u(x,?) de dos
variables, tales soluciones sencillas han de ser
producto de una funcién de x por una funcién
de ¢; es decir, u(x,f) = X(x)T{¢), o lo que es lo
mismo, funciones con variables
separadas.
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Derivando y sustituyendo, de manera formal,
en (1.1), llegamos a los dos problemas si-
guientes de ecuaciones diferenciales ordi-
narias:

X"(x)+AX(x)=0

con xe(0,7) y X(0)=X(x)=0 1.5

TO+AT()=0,¢>0 (1.6)
En la expresion anterior, 4 hace el papel de
parametro real.

Es sencillo probar (véase Coddington, 1961)
que (1.5) tiene soluci6n no trivial si y sola-
mente si A € { #* , n € N ). Ademds, si
A = »?, para algin n natural, ¢! conjunto de
soluciones de {1.5) es un espacio vectorial real
de dimensi6n uno engendrado por la funcién
sen{nx). Andlogamente, para A = 2, el con-
junto de soluciones de (1.6) es un espacio
vectorial real de dimension dos, cuya base la
constituyen las funciones cos(nt),
sen(nt).

Disponemos por tanto de un procedimiento
que nos permite calcular infinitas “soluciones
elementales” de la ecuacién de ondas, a saber:
las funciones de la formaag u , dondé a € &
y u_se define comoen (1.3). Es trivial que, si
la posicion inicial f de la cuerda, en (1.1), es
algiin multiplo de sen(nx) (0 una combinacion
lineal finita de funciones de este tipo), enton-
ces la solucion buscada de (1.1) es un miltiplo
adecuado de u_ (respectivamente, una ade-
cuada combinacion lineal de funciones de esta
forma. Es curioso poner de manifiesto que este
hecho era conocido por Euler, como manifesto
Bemnoulli en su trabajo. Sin embargo, Euler
tratd sélo el caso de superposiciones finitas).
Ahora bien, /' no es,en general de la forma
justamente mencionada, pero, y ahora viene

la pregunta clave: ;Serd posible obtener la

solucion de (1.1), para cualquier fdada, como
superposicion de las anteriores soluciones
sencillas u 7 Esto es lo que propuso Bernoulli.

Si [a solucidn propuesta por Bernoutlli fuese
correcta, ello obligaria a que:

u(x,0) = iansen(nx)

y por lo tanto que:

J(x)= Za,,sen(nx), v xel0r], )
nxl

para “una adecuada eleccién de los coefi-
cientesa ”.

Las ideas expuestas por Bernoulli en el trabajo
mencionado, no tuvieron aceptacion en su
tiempo. En particular, recibié duras contes-
taciones por parte de D’Alembert y Euler,
quienes no admitian que cualquier funcidn con
una expresion analitica pudiera representarse
en la forma (1.7) (D’ Alembert) ni menos aiin
cualquier funcion (Euler).

Representativo de esto que decimos puede ser
el articulo de D’Alembert titulado
“Fondamental”, contenido en el volumen
séptimo de la famosa “Encyclopédie”. De
manera mds precisa, la parte derecha de (1.7),
suponiendo que fuese convergente, era para
Euler una funcién, mientras que la parte
izquierda podria representarse mediante varias
funciones, en diferentes intervalos. La
controversia se prolongd durante afios sin
{legarse a ningdn acuerdo, pues Daniel
Bernoulli seguia firme en sus ideas,
argumentando que en (1.7) hay “suficientes
coeficientes” como para poderlos elegir, de
tal manera que (1.7) se cumpla. Por tanto, para
Bemoulli, (1.4) representaba la “solucién ge-
neral” de (1.1).
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El tiempo ha demostrado que Bernoulli estaba
maés cerca de la verdad que Euler. De hecho,
hoy en dia el teorema siguiente forma parte
de cualquier curso elemental de Ecuaciones
en Derivadas Parciales (véase Tijonov &
Samarski, 1980; Weinberger, 1970):

TEOREMA 1.2 . Sea f € C'[0,n], tal que
A0y = Am) = £*(07) = frm) =0.

Entonces (1.1) tiene una inica solucidn
ueCH(Q)NC'(Q) | Q=(0,7)x(0,2) ].
Ademds u viene dada por la férmula (1.4),
donde:

-2
a, = = [ f)sen(n§)dg, ¥ ne N1 3)

Es usual, al explicar en los cursos actuales el
problema(1.1), hacerse la siguiente pregunta:
¢Cudl de los dos, el teorema 1.1 o el teorema
1.2, es mejor? Obviamente, el matemético
preocupado por tener la mayor generalidad
posible diria que, sin duda, el i.1, pues exige
a la condicién inicial /' menos regularidad.
Este es el motivo por el cual el teorema 1.2
ha sido en cierta forma relegado de los libros
de texto sobre el tema. Sin embargo, al
matemitico que le importe mas obtener la
solucion de (1.1) de la manera mas explicita
posible, le parecera mejor el teorema 1.2. Es
claro que no hay un teorema mejor que otro:
ambos se complementan. El primero de ellos
muestra, para f € C*0,n), la existencia y
unicidad de solucién de (1.1), proporcionando
una manera tedrica de construirla, mientras
que ¢l segundo afirma que si “f es mejor”,
también la solucién se puede “representar
mejor”, De lo que no nos cabe ninguna duda
es de que, limitar la discusion docente a este
aspecto, sin ninguna referencia histérica a los
trabajos de D’ Alembert, Euler y Bernoulli, es
tremendamente pobre para la formacidn
cientifica del alumno, que no tiene asf la
oportunidad de conocer la filosofia tan
diferente que se encuentra presente en los
dos teoremas.

2. FOURIER Y EL PROBLEMA DE LA
CONDUCCION DEL CALOR

Hubo que esperar 54 afos hasta que las ideas
de D. Bernoulli fueron tomadas en cuenta por
el barén Jean Baptiste-Joseph Fourier,
matemdtico y flsico francés, quien, entre otras
actividades, acompafi6 a Napoledn, en calidad
de cientifico, en la campafia de éste a Egipto.
Alli, como secretario del *'[nstituto de Egipto”,
hizo gala de una gran competencia en diversos
asuntos administrativos.

Al regresar a Francia, y como profesor de
Andlisis de la Escuela Politécnica, Fourier se
interesé por la teorfa de la conduccidn del ca-
lor en los cuerpos sélidos. En 1807 envié un
articulo a la Academia de Ciencias de Paris,
que trataba sobre dicho tema. Mas concre-
tamente, Fourier considerd una varilla delgada
de longitud dada, digamos p, cuyos extremos
se mantienen a 0 centigrados y cuya superficie
lateral estd aislada. Si la distribucién inicial de
temperatura en la varilla viene dada por una
funcién fx) (se supone que la temperatura de
la varilla en cada seccién transversal de la
misma es constante), ;/Cudl serd la temperatura
de cualquier punto x de la varilla en el tiempo
t? Suponiendo que la varilla satisface
condiciones fisicas apropiadas (Tijonov &
Samarski, 1980), Fourier demostré que si
u(x,f) representa la temperatura en la seccién
xy en el tiempo ¢, entonces la funcién u debe
satisfacer:

__..a:“(’z‘"h—a"("'), O<x<m, O<t<T
x or
u0,0)=u(r,t)=0, 0<tsT 2.1
u(x,0) = f(x), 0<x<n

La primera condicién en (2.1) es una Ecuacion
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en Derivadas Parciales de segundo orden,
conocida con el nombre de Ecuacién del
Calor, La segunda significa que la tem-
temperatura, en los extremos de la varilla, se
mantiene a 0" centigrados en cualquier tiempo,
mientras que la Gltima relacién representa la
distribuci6n inicial de temperatura en la varilla
considerada.

Partiendo de las ideas de Bemoulli, para la
ecuaciéon de ondas, Fourier buscd las
soluciones mas sencillas que puede presentar
la ecuacidn del calor: aquellas que son de la
forma u(x,t) = X(x)T(t). Imponiendo la
condicién de que tales funciones satisfagan,
formalmente, dicha ecuacién, obtenemos,
como en el caso de la ecuacién de ondas, los
dos problemas siguientes de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

X(x)+uX(x)=0

x€(0,7), X(0)=X(x)=0 (22)

P)+uP(t)=0,0<t<T (2.3)

En la expresién anterior, # hace el papel de
pardmetro real.

Como antes, (2.2) tiene solucién no trivial si
ysolamentesiz € {#?, ne N}. Ademas, si
4= r?, para algin n natural, el conjunto de
soluciones de (2.2) es un espacio vectorial real
de dimensién uno engendrado por la funcién
sen(nx)., Analogamente, para u = n? el
conjunto de soluciones de (2.3) es un espacio
vectorial real de dimension uno, cuya base la
constituye la funcidn exp(-n*). Asi,
disponemos de un procedimiento que nos
permite calcular infinitas “soluciones
elementales™ de la ecuacién dei calor, a saber:
las funciones de la formaa v, donde g, € ®
y v, se define como:

v_(x,1) = exp(—-n*f)sen(nx) (2.4)
Es trivial que, si la distribucion inicial de
temperatura, f, es algiin miltiplo de sen{rx)
(o una combinacién lineal finita de funciones
de este tipo), entonces la solucioén buscada de
(2.1) es un miltiplo adecuado de v,
(respectivamente, una adecuada combinacién
lineal de funciones de esta forma).

Ahora bien, fno es, en general de la forma
justo mencionada, pero, y aquf demostré
Fourier, como Bernoulli, una enorme intuicién
¢} Serd posible obtener la solucién u de (2.1),
para cualquier fdada, como superposicion de
las anteriores soluciones sencillas v ? Es decir
(Sera posible elegir adecuadamente los
coeficientes g tal que la unica solucién de
(2.1) sea de la forma:

w(x,1) = ia,, exp(—n’t)sen{nx) 2.5)

(idea analoga a la que tuvo Bernoulli)?

Fourier afirmé en su articulo que esto era asl.
Observemos que nuevamente llegamos a que,
entonces, se ha de satisfacer la relacion (1.7).
Tenemos la misma cuestiéon para dos
problemas completamente diferentes: el
problema (1.1) y el problema (2.1). Sin em-
bargo, es de justicia mencionar que Fourier, a
diferencia de Bernoulli, alcanzé la férmula
(1.8) para el célculo de los coeficientes a,
(aunque la forma en que lo hizo fue uno de
los puntos mds criticado por los matemadticos
de la época), llamados desde entonces
coeficientesde Fourier.

El articulo de Fourier fue estudiado por La-
grange, Laplace y Legendre y fue rechazado
por la Academia Francesa, basicamente por
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la manera en que dedujo la ecuacion del calor
y por la falta de rigor en la obtencion de sus
conclusiones (siempre segtin la opinién de los
académicos citados). No obstante, los
miembros de tan prestigiosa institucién esta-
ban convencidos de la importancia que tenian
los problemas relacionados con la propaga-
cion del calor y, los resultados tedricos presen-
tados por Fourier tenian una gran concor-
dancia con diversos experimentos llevados a

<abo previamente, Por este motivo, convo-

caron un concurso sobre el tema. El premio
fue otorgado a Fourier en 1812, pero a pesar
de esto, los miembros de la Academia seguian
criticando su falta de rigor, de tal manera que,
a pesar de obtener el citado premio, Fourier
no consiguié el propdsito de publicar su tra-
bajo en la célebre serie “Mémoires” de la Aca-
demia Francesa. Fourier, haciendo gala de un
gran teson, siguié trabajando en el tema y en
1822 publicéd su famoso libro Théorie
Analytique de la Chaleur (Fourier, 1822)
donde incorporé parte de su articulo escrito
en 1812, practicamente sin cambio. Este libro
es actual-mente una de las obras Clasicas en
Matema-ticas. Dos afios mas tarde consiguiéd
el cargo de Secretario de la Academia
Francesa y al fin pudo publicar el mencionado
articulo en la serie “Mémoires”.

La Historia ha dado la razén a Fourier, como
se muestra en el siguiente teorema, parte, hoy
en dia, de cualquier curso de introduccion a
las Ecuaciones en Derivadas Parciales
(Tijonov & Samarski, 1980; Weinberger,
1970).

TEOREMA 2.1. Sea f € C* [0,4] tal que
Sf(0) = f(#x) = 0. Entonces (2.1) tiene una
unica solucion: _

ue C'(QNCHDNCQ) (de clase C',
respecto de t, C? respecto de x y continua en
Q , donde Q=(0,7)x(0,T). Ademads,
dicha solucién viene dada por la formula
(2.5) donde los coeficientes a, estdin

definidos en (1.8).

3. INFLUENCIA DE LAS IDEAS
DE FOURIER EN LA HISTORIA
DE LA MATEMATICA

Otros tipos de problemas distintos de los aqui
considerados, conducen a la posibilidad de
desarrollos diferentes de (1.7). Por ejemplo,
el problema de las vibraciones de una cuerda
libre en sus extremos (Weinberger, 1970), nos
plantea la cuestion de si sera posible desa-
rrollar una funcién dada f, definida en [0, 7],
en una serie de la forma:

f(x)= b—°+ ib,,cos(nx), ¥ xe[0,n],
2 n=] (3.1)

para coeficientes b adecuados (véase la
seccion 4.2). Muchos problemas de naturaleza
periédica dan lugar a plantearse la cuestién
de si se podra obtener, para una funcion f, de-
finida sobre [-7, 7], un desarrollo de la forma:

f(x)= %— + i (a,sen(nx) + b,cos(nx))

=l (32)
Vv xe{-nr]

La posibilidad de obtener una respuesta afir-
mativa a las anteriores cuestiones es, cuanto
menos en una primera impresion, aparen-
temente diffcil y por qué no decirlo, desca-
bellada. No es pues de extrafiar 1a reaccion de
D’ Alembert y Euler ante las afirmaciones de
Bernoulli, y de los miembros de la Academia
Francesa ante las afirnaciones de Fourier. Sin
embargo, aunque de manera lejana en sus
planteamientos y en su origen, el problema
tiene algo de similitud con el desarrollo infinito
de Taylor de una funcién suficientemente re-
gular en un punto dado, pues en ambos casos
se trata de desarrollar una funcién dada en una
serie, utilizando para ello funciones “mas
sencillas™ los polinomios en el caso de la
férmula de Taylor y las funciones trigono-
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métricas en los casos de las formulas (1.7),
(3.1) y (3.2). Es claro que hay también
diferencias fundamentales entre ambos propé-
sitos, que se observan no s6lo en el origen del
problema sino también en su posterior de-
sarrollo. Pero es evidente que en los siglos
XVII y XIX, ya nadie dudaba de ia utilidad
del desarrollo de Taylor. Se puede consultar
la referencia (Fatou, 1906) para apreciar con
detalle algunas de las relaciones mas curiosas
e importantes entre las series de Taylor y de
Fourier.

Las ideas expuestas por Fourier en el libro
citado plantearon de manera inmediata
innumerables interrogantes. Algunas fueron
las siguientes;

® Dada una funcion real f'definidaen [0,7]
(o en [-m,n]) ;Sera posible encontrar
coeficientes a, 0 b, adecuados tales que
se tenga el desarrollo (1.7), 6 {(3.1) 6
(3.2)? ;Cudles son las expresiones
concretas de tales coeficientes?

o (En qué sentido se tiene la anterior
convergencia?

e (Qué tipos de problemas pueden
resolverse usando las anteriores ideas?

Las cuestiones anteriores han originado, a lo
largo de casi dos siglos, gran cantidad de in-
vestigacion y han sido muchas las partes de la
Matematica que se han desarroliado a partir
de ellas. Comentar, incluso s6lo las més signi-
ficativas, serla demasiado largo. Sin embargo,
no nos resistimos a mencionar algunas de las
que més nos han llamado la atencion (véase,
también Gonzdlez Velasco, 1992, donde se
discuten otras).

3.1 Funciones continuas no derivables

Las nociones de continuidad y diferencia-

* Referencia tomada de (Kline, 1992).

bilidad de una funcién real de variable real
estan hoy en dia perfectamente establecidas
y, ya desde la ensefianza secundaria, se distin-
guen claramente ambos conceptos. Sin embar-
go, histéricamente no ha ocurrido asi. De
hecho, el primitivo concepto de derivada debi-
doaNewton y Leibnitz era bastante mas com-
plicado de expresar del que conocemos en la
actualidad. Fue Cauchy quien, unificando las
notaciones de Newton y Leibnitz, y basado
en una definiciéon anterior de Bolzanode 1817,
introdujo, en 1823 (Résume des legons,
OEuvres, (2), 4, 22*), la definicién que hoy
en dia se da en todos los libros de texto:

f'(x)=ETD————f(”§2‘ﬂx) (3.3)

Durante bastante tiempo se estuvo conven-
cido de que cualquier funcitn continua debia
ser derivable, excepto posiblemente en con-
juntos "aislados” de puntos. Pero, insistamos,
4En cuéntos puntos puede una funcién con-
tinua no ser derivable? La respuesta a esta
pregunta estuvo relacionada desde el prin-
cipio con la siguiente cuestion sobre series de
Fourier: (En cuantos puntos puede no con-
verger la serie de Fourier de una funcién con-
tinua dada? De hecho, después de la pu-
blicacion, en 1822, del libro de Fourier,
Dirichlet se ocupd durante varios afios del
problema de la convergencia de las series de
Fourier, dando, por primera vez de forma
rigurosa, un conjunto de hipétesis para
garantizar la convergencia de las mismas (Jour.
fur Math., 4, 1829, 157-69*). Este conjunto
de hipétesis exigfa, ademds de otras
condiciones, la continuidad. Durante,
aproximadamente, los cincuenta afios
siguientes, se pensé que la continuidad de la
funcién deberla ser suficiente para la
convergencia de la serie de Fourier. Sin
embargo, algunos mateméticos sospechaban
que ello no debia ser asi, lo que motivo el
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estudio de las funciones “raras” en ef sentido
de que tales funciones fuesen continuas, pero
no derivables “en el maximo nimero de puntos

posibles”.

El ejemplo que comenz6 a poner las cosas en
su sitio se debié a Riemann (Abh. der Ges.
der Wiss. zu Gott., 13, 1868, 87-132; Werke,
227-264*), quien en esa época estaba
tratando, entre otras cosas, la posibilidad del
desarrollo de una funcién dada en serie
trigonométrica.

El concepto de serie trigonométrica, mas
general que la de Fourier, es ¢l de una serie de
la forma:

%ui(a,,sen(nx)w.. cos(m))  (3.4)

donde a_, b son nimeros reales, no
necesariamente coeficientes de Fourier de
alguna funcién dada (Los coeficientes de
Fourier se definen dependiendo de la serie
considerada: por ejemplo, para el caso del
desarrollo (1.7), los coeficientes de Fourier
se definen en (1.8). Formalmente, para obtener
a, se multiplican ambos lados de (1.7) por la
funcion sen(nx), y se integra término a
término, en el intervalo dado, la serie asi
obtenida. Utilizando el hecho de la
ortogonalidad de las funciones sen(mx), m €
N, en el intervalo [0,x], se obtiene a_. Anélogo
razonamiento se aplica para calcular los
coeficientes de Fourier de los desarrollos (3.1)
y(3.2).

Riemann defini6 una funcién f, integrable en
cualquier intervalo real finito, pero que tiene
un conjunto infinito de discontinuidades en
cualquier intervalo real no trivial. Una
primitiva cualquiera de f, es continua en
cualquier punto de &, y sin embargo no es
derivable en ningln punto de discontinuidad
de / (Hobson, 1957; Kline, 1992 para
detalles).

* Referencia tomada de (Kline, 1992).

Posteriormente, Weierstrass (Jour. Fur
Math.,79, 1.875, 21-37*), estudiando el tipo
de funciones que podfan representarse o
desarrollarse en serie de Fourier, presenté en
1872 un ejemplo sorprendente a la Real
Academia de Ciencias de Berlin: una funcitn
real, de variable real, continua en todo punto
y tal que el conjunto de puntos donde es
derivable es el conjunto vacio. Concretamente,
el ejemplo de Weierstrass estd dado por la
funcion:

JS(x)= i b" cos(a"xx)

=0

(3.5)

donde 0 <5 <1, y aes cualquier entero impar
tal que ab > | + 322,

Puede pensarse, de manera intuitiva, que el
tipo de funciones anteriores es excepcional.
Nada maés lejos de la realidad. El Analisis
Funcional, la disciplina matematica por
excelencia del siglo XX (Dieudonné, 1981),
permite probar que las anteriores situaciones
son las que “usualmente cabe esperar. ;Cémo
es esto? La herramienta clave para entenderlo
¢s lo que se conoce con el nombre de Teorema
de la Categoria de Baire, que comentamos a
continuacion.

Sea X un espacio de Banach real cualquiera
(es decir un espacio vectorial real, dotado de
una norma (Caflada, 1994), tal que cualquier
sucesion de Cauchy es convergente). Si M
esta contenido en X, diremos que M es de
primera categoria en X, si y solamente si, M
¢s alguna unién numerable de subconjuntos
M, de X tales que cada M, verifica que el
interior de su clausura es el conjunto vacfo.
Por ejemplo, cualquier subconjunto numerable
de X es de primera categoria. Un subconjunto
M de X se dice de segunda categoria en X, si
M no es de primera categoria en X.
Intuitivamente, los conjuntos de segunda

categoria “deben contener muchos mas
elementos” que los de primera categoria.
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Consideremos ahora X = C( [a,b), # ), es
decir, el espacio de Banach de las funciones
reales y continuas, definidas en un intervalo
dado [a,b] de %, con la norma uniforme. Mis
precisamente:

X={f:[a,6] >R, f continua en (a,b]}
y

Ifll=max {1/}, ¥ feX
Sea

M={feX:3 x €[0,l]:existe f '(x))

Pues bien, puede probarse que el conjunto M
es de primera categoria en X (Zeidler, 1995)
y por tanto X'/ M es de segunda categoria en
X.En definitiva, lo que en principio puede pen-
sarse que es excepcional (que existan funcio-
nes como las encontradas por Riemann y
Weierstrass), resulta que es lo usual.

En lo que respecta a las series de Fourier de
funciones continuas, Du Bois-Reymond
(Nachrichten Konig, Ges. der Wiss. zu Gott.,
1873, 571-82*), dio en 1873 un ejemplo de
una funcion continua cuya serie de Fourier no
convergia en un punto particular. Es mas,
construy6 un ejemplo de una funcién continua
tal que la serie de Fourier no convergia en un
conjunto denso de puntos. Llegados aqui, la
pregunta puede ser: ;| En cudntos puntos puede
no converger la serie de Fourier de una funcion
continua? Hubo que esperar hasta 1966, afio
en que Carleson demostrd que se da la
convergencia salvo posiblemente en un
conjunto de medida de Lebesgue nula
(Carleson, 1968; 1966). Para redondear el
tema, Kahane y Katznelson probaron, también
en 1966, que dado cualquier conjunto 4 de
medida nula existe una funcién continua cuya
serie de Fourier diverge en cada punto de 4
(Kahane & Katznelson, 1966).

* Referencia tomada de (Kline, 1992).

—

3.2 La teoria de conjuntos de Cantor

La teoria de conjuntos de Cantor, base y fun-
damento de lo que se conoce con el nombre
de Matemadtica moderna, estuvo en buena
parte motivada por el estudio de los puntos
de convergencia o divergencia de las series
trigonométricas. Fue este problema lo que
llevo6 a Cantor a definir algunas de las primeras
nociones de Topologfa conjuntista, como las
de conjunto cerrado y punto de acumulacion.

En efecto, cuando Cantor comenz6 a trabajar
en la Universidad de Halle, otro colega, Heine,
estaba interesado en aquella época en la cues-
tién de la unicidad de larepresentacién de una
funcién dada en serie trigonométrica. Mas
concretamente, si suponemos que la serie (3.4)
es convergente, en todos los puntos del
intervalo [- 7, 7] a una funcion Ax), la cuestién
era: ;Serd Gnica la representacion de fen serie
trigonoméirica? La respuesta afirmativa a esto
es equivalente al hecho de que si la serie tri-
gonométrica (3.4) es convergente a cero en
todos los puntos de [- 7, zlentonces todos los
coeficientes deben ser cero.

Cantor probé (Jour. ftir Math., 72, 1870, 139-
42*) que ello era asi y que incluso, se puede
renunciar a la convergencia de la serie en un
conjunto finito de puntos. La pregunta que
Cantor se hizo a continuacion era obvia: ;En
cuantos puntos podemos renunciar a la con-
vergencia de la serie dada y sin embargo se-
guir teniendo el mismo resultado de unicidad?
Segin mis conocimientos, este problema si-
gue sin resolverse hoy en dia en toda su gene-
ralidad, a pesar de que se han realizado nume-
rosos estudios sobre ello, comenzando por
varios de Cantor, el primero fechadoen 1871
(Jour. fir Math., 73, 1871, 294-6*). En este
trabajo Cantor demostr6 que el conjunto de
puntos excepcionales, es decir, aquellos donde
no se tiene necesariamente convergencia de
la serie trigonométrica, puede estar formado
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por infinitos elementos, siempre que tal
conjunto sea “de orden finito”. ; Cémo definié
Cantor el orden de un conjunto? De la si-
guiente manera: dado cualquier subconjunto
E de numeros reales, Cantor introdujo el con-
cepto de punto de acumulacion de E, tal y
como se entiende hoy en dia. Al conjunto de
todos los puntos de acumulacion, conjunto
derivado de E, lo denoté por E’. Ana-
logamente puede definirse el segundo con-
junto derivado de E, E”’, como el conjunto
derivado de E’, y asi sucesivamente. Clara-
mente se tienen las inclusiones E'"'CE''CE",
Entonces, un conjunto es de orden finito si
algiin derivado suyo es finito. También Cantor
definié los conjuntos cerrados como aquellos
que contienen a su derivado. Demostré ade-
mas que un conjunto de orden finito es o finito
o puede ponerse en correspondencia biyectiva
con el conjunto N de los nimeros naturales.
A estos 1ltimos conjuntos les dio el nombre
de infinitos numerables, interesdndose a
continuacion por la existencia de subconjuntos
de niimeros reales infinitos no numerables,
para seguit con el estudio de subconjuntos del
espacio ¥ ". Por cierto, que posteriormente
fue demostrado que cualquier conjunto
numerable es valido también como conjunto
de puntos excepcionales donde puede fallar
la convergencia de la serie trigonométrica
considerada y seguir teniendo la
representacion lUnica. También se han dado
ejemplos de conjuntos excepcionales no nu-
merables (Zygmund, 1968).

Resumiendo, los problemas planteados por la
representacién unica de funciones en series
trigonométricas, tuvieron una influencia
decisiva en el interés de Cantor por estudiar
de manera cuidadosa las propiedades de
subconjuntos de niimeros reales relacionadas
con el numero de sus elementos, lo que originé
en gran medida la creacién de la teoria de
conjuntos.

3.3 Las teorias de integracién de
Cauchy, Riemann y Lebesgue

Como ya hemos mencionado, las férmulas
para calcular los coeficientes de Fourier fueron
obtenidas por el mismo Fourier, aunque de
manera no muy rigurosa. Por ejemplo, para el
desarrollo (3.2) se tiene:

a, = -l—f F(x)sen(nx)dx
b4 x
(3.6

b, = 1 [' f(x)cos(nx)dx
” x

Para el caso en que fes una funcién continua,
era suficiente el concepto de integral dado por
Cauchy, para la existencia de los anteriores
coeficientes. Cauchy usé, para la definicion
de la llamada integral de Cauchy (para
funciones continuas), lo que hoy en dia se
conoce con el nombre de sumas de Riemann,;
es decir, sumas de la forma:

if (G )(x = x,,) (3.7

dondex, = -7 <x <...<x, =7 escual-

quier particion de! intervalo [-mn] vy

X, S;,' ij; 1€i<n.

Aunque de manera no totalmente rigurosa,
pues no expuso explicitamente el concepto de
continuidad uniforme, Cauchy demostré que
las anteriores sumas tendian a un limite
(dnico), llamado la integral de la funcidn, si
las longitudes de todos los subintervalos de la
particién considerada tendian a cero.

Riemann también se interesé en el tema de las
series trigonométricas. El dijo que era
importante, al menos para los matemadticos,



Una perspectiva historica de las series de Fourier

aungue no necesariamente para las aplica-
ciones fisicas, establecer las condiciones mads
amplias posibles bajo las cuales tienen sentido
las formulas (3.6). Introdujo asi lo que
llamamos hoy en dia integral de Riemann, cuya
idea basica es suponer sélo de partida la
acotacion de la funcién ftratada (no necesa-
riamente continua) y establecer condiciones
lo mas generales posibles para que las sumas
(3.7) tengan un dnico limite, cuando las longj-
tudes de todos los subintervalos de la parti-
¢ién considerada tienden a cero. Esto le per-
mitid integrar funciones con un numero infinito
de discontinuidades, aunque como es cono-
cido, hubo que esperar a los trabajos de Lebes-
gue sobre la medida de un conjunto, para tener
una caracterizacion precisa de las funciones
que pueden integrarse segin Riemann. De
hecho, la que se considera actualmente como
“integral definitiva” en muchos aspectos, es
la introducida por Lebesgue en su tesis docto-
ral: “[ntégrale, longueur, aire™ (Annali di Mat.
Pura Appl. 7, 1902, 231-59*). El punto de
partida, respecto de la nocién de integral de
Cauchy o de Riemann es completamente dife-
rente, pues lo que se intentaba era medir, de
alguna forma, el conjunto de puntos de dis-
continuidad de una funcién dada.

Para elle, después de diferentes trabajos pre-
vios de Du Bois-Reymond, Harnack, Stolz,
Cantor, Peano, Jordan y Borel (consiltese
Kline, 1992) sobre la medida de conjuntos, el
paso definitivo fue dado por Lebesgue, como
ya hemos comentado, a principios de este
siglo, cuando introdujo la nocién de funcién
medible.

Comentemos brevemente las ideas basicas
para el caso de una variable real.

La medida de un intervalo arbitrario [a,b],
[a.b), {a.b] 0{a,b), ua,b]es b-a. Entonces,
teniendo en cuenta que todo conjunto abierto
de # se expresa de manera Unica como una

* Referencia tomada de (Kline, 1992).

unién numerable de intervalos abiertos dis-
juntos (Apostol, 1960), se tiene que si G es
abierto y esta contenido en ¥ tal que:
G=J4
ieN
entonces podemos definir la medida de G,
24 (G) como:;

WGy =Y 1)

(esta suma puede Ser infinita).

Dado un subconjunto cualquiera, £, de los
numeros reales se define la medida exterior,
H#*(E) como:

2 (E)=inf{ (G): Ec G, G abierto }

Sea ahora 4 — [a,b]. Diremos que 4 es
medible si p*(A)+ p*({a,b]\ 4 } = b-a. En
este caso, p*(4)es lamedida de A y se indicara
como p*(4). No es dificil ver que la
medibilidad y la medida de A4 son
independientes del intervalo elegido [a,b] tal
que A < [a,b].

Si A es tal que p(A4) =0, diremos que A es de
medida nula. Cualquier subconjunto nume-
rable de [a,b) es de medida nula. No obstante,
hay subconjuntos de medida nula que no son
numerables (Aparicio & Jiménez, 1991).

Una propiedad relativa a puntos de [a,b] dire-
mos que se cumple casi por doquier (c.p.d.)
en {a,b] si el conjunto de puntos de [«,5] donde
dicha propiedad no se verifica es un conjunto
de medida nula.

Una funcién f: [a,b] - #es medible si
para cualquier a € #' el conjunto:

{xe[a,b]:f(x))a}

es medible. Si f, g : [a,b] = ¥ son funciones
medibles también loson | f], af (ae &)y
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J+ g. Toda funcién continva casi por doquier
esmedible. Si fesmedibley f=g c.p.d.en
[a,b], entonces g es medible (Aparicio &
Jiménez, 1991).

Tomemos ahora una funcién f: [a,6] - &
medible y acotada. Sean:

m= inf]u_b] f
M =sup, . f

y tomemos una particién cualquiera del inter-
valo [m,M], definida por:

Pm=y,<y<. ..<y =M

Definamos (donde cada 4 es medible):

A, ={xe[a,b]:y_,,| Sf(x)sy,' h1<j<n

Consideremos las sumas:

S!’ = zy}‘u(Aj)' Sp = zyi-llu(Aj)
| '

La gran novedad de los estudios de Lebesgue
consistid en que éste probo que las dos
cantidades:

J= inf S. 1= sup s,

Peb(lm A} Pellm AL}

coinciden si, como ya hemos convenido antes,
/ es medible y acotada (P[m,M]) denota el
conjunto de todas las particiones del intervalo
[m,M]. A este valor comin se le denemina
integral de Lebesgue de fen [a,b] y se denota

por _Ef(x)dr )

Merece la pena observar con detenimiento que
la filosofia de la integral de Lebesgue esta
basada, a diferencia de la de Riemann, en
particiones de la imagen de la funcién fen
{a.b].

Si f: [a,h] - # es iptegrable Riemann,
entonces fes integrable (en el sentido de Le-
besgue) y ambas integrales coinciden. El reci-
proco no es cierto. Ademds, si f: [a,p] > ¥
es acotada, entonces f'es integrable Riemann
si y s6lo si el conjunto de puntos de [a,b]
donde / no es continua tiene medida cero.

La integral de Lebesgue puede también
extenderse al caso de funciones no acotadas y
al caso en que la funcién considerada lo es de
varias variables independientes (Aparicio &
Jiménez, 1991).

Como vamos a ver en la préxima seccién, la
nocién de integral de Lebesgue permitio
probar con gran generalidad muchas
conclusiones sobre series de Fourier que
anteriormente eran conocidas para tipos
particulares de funciones (Lema de Riemann-
Lebesgue, lgnaldad de Parseval, criterios de
convergencia puntual, etc.). Ademas, muchos
resultados de la teoria de integracion de
Lebesgue se expresan con una gran
simplicidad y claridad respecto de las teorias
de integracién anteriores (Teoremas de
convergencia, Teorema de Fubini, etc.) de tal
forma que el conocimiento de la teoria de la
integral de Lebesgue es, hoy en dia, im-
prescindible, para poder entender y presentar
adecuadamente la teoria de series de Fourier.

En adelante, cuando hablemos de funciones
integrables se entendera siempre, salvo que
explicitamente se diga lo contrario, que lo son
en el sentido de Lebesgue.
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4. PRESENTACION ACTUAL DE
LA TEORIA DE SERIES DE
FOURIER

Como hemos comentado anteriormente, en la
actualidad la teoria de series de Fourier puede
presentarse usando los conceptos y métodos
del Analisis Funcional. Mas concretamente,
estd intimamente relacionada con la integral
de Lebesgue, los espacios de Hilbert
(extension a dimension infinita de 1a nocién
de espacio euclideo) y los operadores
compactos y autoadjuntos (extensién, a
dimension infinita, de los endomorfismos de
%" definidos por matrices simétricas), Ello
permite, por una parte, comprender mejor Jos
métodos de Fourier; por otra, se consigue, sin
apenas esfuerzo, una gran generalidad.
Exponemos a continuacién algunas de las
ideas fundamentales.

4.1 E]l espacio de funciones de
cuadrado integrable. Base de Fourier

El espacio L*(-x, 7} (elegimos el intervalo
(-7, ) s6lo por comodidad de notacion), se
define como el conjunto de funciones medi-

bles f: (-m,7 ) ¥ para las que la integral.

[. S (x)dx existe, en el sentido de Lebesgue,

y es finita. Suponemos que dos funciones son
iguales si lo son ¢c.p.d. en L¥(-7, 7). Este tipo
de espacios fue introducido por Riesz, en
1907, en el estudio de ecuaciones integrales
de Fred-holm de segunda especie, con nicleo
no necesariamente continuo (Kline, 1992),
Aquellos que tengan alguna dificultad con la
teoria de integracién de Lebesgue, deben tener
en mente, en todo lo que sigue, los dos tipos
de funciones siguientes, que constituyen sub-
conjuntos tipicos de funciones de L¥-n,n):

1.- Las funciones f: (-7,m)— #, que sean
continuas.

2.- Las funciones f: (-r,x} = ¥, que sean
continuas en [- 7, 7], excepto posiblemente en
un nimero finito de puntos y que son, ademds,
acotadas. Por ejemplo, las funciones de la
figura 4 son elementos de LY-z, m) .

L¥(-, ) es un espacio vectorial real, con las
operaciones usuales de suma de funciones y
producto de un niimero real por una funcion.
Ademds, su dimension es infinita; es decir, es
posible encontrar subconjuntos de L(-7,7)
que sean [inealmente independientes y
conteniendo infinitos elementos (piénsese que
las funciones polinomiales son elementos de
LY-7 7). Ademds, sif, g € L*(-7, 7), se puede
definir el producto escalar de fy g
como:

<f.g>={ fgxdx @)

Esto transforma a L*(- 7, ) en un espacio pre-
hilbertiano (Brezis, 1984). El teorema de
Riesz-Fischer muestra que, con la norma
derivada del anterior producto escalar, es
decir:

I fl=<ff >V fel(cmn) (42)

el espacio LX(-x, 7) es completo. En definitiva
tenemos que L¥(-r, 1), con el producto escalar
(4.1) es un ESPACIO DE HILBERT REAL
DE DIMENSION INFINITA (se puede
consultar (Brezis, 1984) para los detalles).

Es ciertamente satisfactoria la estructura alge-
braico-topolégica de L¥(-, 7). Sin embargo,
este espacio encierra muchos misterios. Por
ejemplo, ;Qué significado tiene la conver-
gencia en el espacio L¥(-7, 7)? ;Qué relacién
tiene con la convergencia puntual (c.p.d.) o
uniforme? Claramente, convergencia uniforme
en [-7, 7] implica tanto convergencia puntual
como convergencia en L(-x, 7). Sin embargo,
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SO T B TR C R

Figura 4

ni la convergencia puntual (c.p.d.)en [-z,7] Después de leer detenidamente las
implica convergencia en L*(-7, #), ni ésta  afimaciones anteriores, uno tiene la impresion
ultima implica convergencia puntual (vedse  de que L*(-m,n) es ain més misterioso de lo
Diagrama 1). que se creia.

TARSALNACI N

{f,} = f uniformemente en [-7,7] } i

{(f}=>7f" cpd

Diagrama |
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Otros espacios de Hilbert que conocemos, como
el espacio euclideo %, deben gran parte de
sus propiedades al hecho de que tienen una base.
Ademds, tal base puede elegirse siempre
ortonormal. Esto facilita muchisimo su estudio,
asl como el de ciertas clases de operadores
definidos entre estos espacios (por ejemplo, los
operadores lineales u homomorfismos). La
pregunta que légicamente cabe hacerse es la
siguiente: ;jTendrd L}(-n,m) una base? Esto
origina, a su vez, otras cuestiones tales como:
(Cudl seria una definicién “adecuada” de base
en L}(-n,n)? ;Cuantas bases hay (si es que las
hay) en L¥-n,n)? ;Qué ventajas tiene la
utilizacién del concepto de base? etc.

Para responder a las cuestiones anteriores,
conviene que pensemos en los espacios de
Hilbert que conocemos: ¥,%2 %3, etc. En
¥, una base esta formada por un e¢lemento no
nulo (dicho elemento forma un subconjunto
ortogonal de % ); en # 2, una base estd for-
mada por un subconjunto ortogonal con dos
elementos (ninguno de los cuales es nulo), yen
general, en &7, una base estd formada por un
subconjunto ortogonal de # elementos, ninguno
de los cuales es nulo (pensemos que cualquier
subconjunto ortogonal de esta clase es
linealmente independiente y que el proce-
dimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
permite construir, a partir de un subconjunto
linealmente independiente { £, £, ... £, } de ®°
ofro subconjunto ortonormal que engendra el
mismo subespacio). En este caso, todo elemento
de # " es combinacidn lineal finica de los ele-
mentos de la base. Podemos pensar entonces
lo siguiente: “Un subconjunto A de L*{-n, ) que
sea ortogonal, se dird que es una base de L3(-
n,7) si todo elemento de L3(-m,n) es combi-
nacién lineal finita (al ser 4 ortogonal, A es
linealmente independiente y por tanto dicha
combinacién lineal ha de ser Gnica) de
elementos de 4", Es interesante mostrar que
no puede existir tal subconjunto 4. En efecto,

si existiese, podemos suponer que el conjunto
dado es ortonormal. Ahora bien, si 4 esta
contenido en L3(-m,m) es un conjunto
ortonormal cumpliendo la propiedad anterior,
A debe ser infinito (en otro caso, la dimensién
del espacio vectorial real L*(-x, %) seria finita,
hecho que sabemos que es falso). Asi pues 4
debe contener algin subconjunto numerabie.
Sea B ¢ A4, B numerable. Entonces
B={b,n € N} Tomemos lasucesién

{/.} definida por:

b b b
=L+2L4+ L+

2 27 2"
Entonces, {f}- f donde f/ € L(-n,m), de
hecho:

b
=21+ ...
f2

/.

6,
+—+ . ..

que prueba que f no puede ser una
combinacién lineal finita de elementos de 4
(Cafiada, A. 1994). Creo que lo anterior

motiva la siguiente definicién:

DEFINICION: Sea {f, n € N }un
subconjunto ortonormal de L%(-nt,nt). Diremos
que tal subconjunto es una base, si cualquier
elemento fde L*(-mt,7) se expresa de la forma:

f=Y<ff.> ]

LA

(4.3)

La anterior definicién motiva de manera
inmediata una serie de cuestiones:

(Existen bases de L2(-n,m)? Si larespuesta es
afirmativa, ; Cuantas bases hay en L?(-m, )7,
(Como se pueden construir bases de L2(-n,n)?
(Qué utilidades tiene la utilizacién de la nocién
de base en L?(-n,m)?, etc.

La primera pregunta que cabe plantearse es la
referente a la existencia de bases en L(-n,n).
En este sentido, €s muy corriente en

s ]
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Matematicas ai objeto de probar la existencia
de algo que interesa (en este caso de base en
L?(-m,m), dar diversas caracterizaciones
previas. Esto sera Otil no solamente para
probar la existencia (que lo serd) sino para
poder utilizarlas segiin nos exija la situacién
concreta que se nos plantee. Puede probarse
(Brezis, 1984) que si {f, n € N } es un
subconjunto ortonormal de L%(-x,®), entonces
son equivalentes:

(a} {f, n € N} es una base de L*(-m,m).
(b) Para cualquier fde L*(-n,m) se cumple
la llamada igualdad de Parseval:

IfP=21<f f, > T (4.4)
{c) El unico elem&Hto de L*(-p,p) ortogonal
al conjunto {f,, n € N} es el elemento cero.
(d) Para cualquier par de elementos /'y g de
L(-m,m), se tiene:

<fg>—2<f f.><8f,> (45)

Usando las anteriores caracterizaciones
(exactamente, el apartado (c)), Lebesgue
probé que el conjunto de funciones:

{ﬁ, T—cos(nx) J— sen(nx), ne N}

(4.6)

es una base de L¥-n,n} (Kline, 1992;

Zygmund, 1968).

Lo anterior significa, entre otras cosas que,
para cualquier funcién f e L¥(-n,x), se tiene
que:

f=B ﬁ+i(8” ﬁcos(nxh

A —l—-sen(nx)) .7)
"z

donde:

By =< . J_ f—[f(x)dx
B, =</, Tcos(nx)>=
4

=L_[;f(x)cos(nx)¢bc, V neN
A, =<f, J_sen(nx)>-

=7_—[' f(x)sen(nx)dx, V ne N
ﬂ L4

Estas relaciones suelen escribirse de la forma:

f= %+ i(b,,cos(nx) +a,sen(nx))  (4.8)

n=\

dode:

== [' f(x)cos(nx)dx, ¥ neN U0}
y 4.9)
a, = —l~[ f(x)sen(nx)dx, ¥V ne N
K x

Dada f € L%-n,x), alaserie(4.8)cona,y
b, definidos por (4.9) se le llama serie de
Fourier de frespecto del sistema ortonormal
(4.6). Observemos que, en realidad, el
desarrollo (4.8) no es sino (3.2) (admitiendo
convergencia puntual de [a serie (4.8)), con
lo que se tiene, casi un siglo después, una
confirmacién satisfactoria del desarrollo
propuestopor Fourier.

Los otros desarrollos en serie, (1.7) y (3.1),
propuestos por Fourier, pueden obtenerse muy
facitmente, realizando extensiones
convenientes al intervalo [-w,n], (impares o
pares), de las funciones definidas en [0,n]. De
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esta manera se obtiene que el conjunto:

{Jgsen(nx), ne N} (4.10)
x

¢s una base de L%(0,n) a la que corresponde
el desarrollo de Fourier (1.7). Analogamente,
el conjunto:

2
{ﬁ, J;cos(nx), ne N} 4.11)

es una base de L%(0,m) a la que corresponde el
desarrollo (3.1).

Los resultados referentes a convergencia
puntual, uniforme, derivacion e integracion,
etc., de las series de Fourier anteriores, asf
como diversas aplicaciones, pueden encon-
trarse en (Caflada, 1994; Katznelson, 1968;
Komer, 1988, Stromberg, 1981).

No debemos terminar este apartado sin
comparar algunas de las propiedades del
espacio L%(-m,n) con las correspondientes del
espacio euclideo # ", pues entendemos que,
en la Ciencia, es fundamental ir reconociendo
las analogfas y diferencias entre los nuevos
objetos y los que son familiares, para poder
avanzar en el conocimiento de aquellos.

1.- # * es un espacio vectorigal real de
dimensién n. Una base ortonormal, V, esta
formada por n vectores ¥ ={ v, v, ..v_},
ortonormales. En este caso, cualquier
elemento x € #" se expresa de la forma:

X= <xy >y, (4.12)
=l

1’.- L*(-%,m) es un espacio vectorial real de
dimensidn infinita. Una base ortonormal esta

formada por una sucesién ortonormal
{f,n € N} tal que cualquier elemento fde
L*(-n,n) se expresa en la forma:

f=‘2,<f.f,,>ﬁ. (4.13)

n=|

2.- %", con el producto escalar usual, es decir:

<f,g>=i<f,f"><g,fn>

(4.14)
v f.gell(-nx)
3.- Para cualquier x € &", se cumple:
lxl= 2 l< xy, > (4.15)

i=1
3'.- Para cualquier f € L*(-n,n), se cumple:

|If|l’=il<f,f. > (4.16)

4.-El (inico elemento de %", ortogonal a todos
los elementos v, 1 <i< n, esel elemento cero.

4'.- El inico elemento de L%(-n,n), ortogonal
a todos los elementos { /, n € N }, es el
elemento cero.

5.- ¥ " es un espacio de Hilbert separable
(separable significa que contiene algin
subconjunto denso y numerable) de dimensidn
finita,

§'.- L-n,x) es un espacio de Hilbert separable
de dimension infinita.

Como hemos mostrado, existen grandes analo-
glas entre el espacio euclideo # "y L(-m,x).
Ahora bien, también hay grandes diferencias,
marcadas por el paso de la dimensi6n finita a
infinita. La primera, que ya hemos visto, se
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refiere al concepto de base. Otra muy
importante puede ser la siguiente, que nos
indica que en los espacios de dimensién
infinita, hemos de ser cuidadosos con nuestras
conclusiones: El conocido teorema de
Bolzano-Weierstrass afirma que siSc #" es
acotado y contiene infinitos elementos,
entonces el conjunto derivadode S, §°,esno
vacio (Ap6stol, 1960). Pues bien, no es posible
establecer una propiedad analoga en L¥{-7, 7).
Es decir, en L%-n,n) es posible que un
subconjunto sea acotado, con infinitos
elementos y que en cambio, S’ sea vacio.
También, en L?(-n, ), cualquier subconjunto
compacto ha de tener interior vaclo (Brezis,
1984; Halmos, 1967).

Otros problemas distintos de los considerados
anteriormente conducen a la posibilidad de
desarrollos de Fourier distintos de los
mencionados. Por ejemplo, si se estudian las
vibraciones pequefas de una cuerda, estando
libres los extremos de la misma, tendremos,

en lugar de (1.1}, el problema:

2 2
3] u(x,!)=6 u(x,l), O<x<r, 10

ar e’
u(x,0) = f(x), O<x<nm
La—"ﬂw, 0<x<nm
ot
u (0,0=ury), 120,

(4.18)

donde u_ indica la derivada parcial respecto
de la variable x.

Aplicando el método de separacién de
variables al problema anterior, se nos plantea
la posibilidad de obtener un desarrollo en serie
como (3.1). Los sumandos de tal desarrollo
en serie son precisamente las funciones propias
del problema de contorno:

X'(x)+AX(x)=0
xe(0,7)
X'(0=X(z)=0

(4.19)

Incluso, se pueden considerar condiciones de
contorno de tipo mixto, tales como:

u{0,0)+a,u, (0,1)=0,t 20,
Bu(z, )+ fu (7,0)=0, 20

donde a,, a,, A, 3, son nimeros reales dados
(véase Tijonov & Samarski, 1980) para la
interpretacion fisica de estas condiciones de
contorno. Esto conduce a la posibilidad de
desarrollos en serie que usan las funciones
propias de problemas de contorno muy
generales. Es evidente que seria estupendo
disponer de un resultado general que nos
afirmase que tales desarrollos son posibles. A
este respecto, la teorfa de problemas de con-
torno del tipo Sturm-Liouville proporciona,
de manera bastante general, bases del espacio
L?(-n,m), que pueden usarse en los problemas
a estudiar. Pero, ;/qué son los problemas de
contorno del tipo Sturm-Liouville? Como ya
hemos tenido ocasion de ver en los problemas
{1.1} vy (2.1), cuando se aplica el método de
separacion de variables a numerosos
problemas de tipo mixto para Ecuaciones en
Derivadas Parciales (Weinberger, 1970), se
originan dos Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, y las condiciones de contorno de
la ecuacion primitiva, producen unas
condiciones de contorno sobre una de las
ecuaciones ordinarias aparecidas. Nor-
malmente, estas ecuaciones dependen de un
parémetro. Se trata entonces de estudiar para
qué valores de dicho pardmetro (valores
propios), las ecuaciones consideradas tienen
soluciones no triviales (funciones propias). De
esta manera se encuentran soluciones sencillas
del problema primitivo. El objetivo es entonces
encontrar la solucion general del problema
dado a partir de dichas soluciones sencillas.



Una perspectiva historica de las series de Fourier

Las anteriores ideas fueron desarrolladas, en
el siglo XIX, por Sturm, profesor de Mecanica
en la Sorbona y por Liouville, profesor de Ma-
tematicas en el College de Francia. Con |a
ayuda del lenguaje de hoy en dia, sus re-
sultados pueden resumirse de la forma si-
guiente: Consideremos un problema de
contormo de la forma:

—[ (:)d’“ )+ (A - g(0)x() =0, 1 €[ab]

ax(a)+a,x'(a)=0

Lix(b)+ B,x'(b) =0,

(4.20)

donde suponemos las siguientes hipdtesis:
) peC'(fa.bl,R); p(t)>0, V teab].
2) g€ C([a,b], ‘H) .

3) a, a, b,y b, son numeros reales dados
tales que ja, | +|a,|> 0y | B |+]| 5,[> 0.
4) A es un parametro real.

A las condiciones de contorno que aparecen
en {4.20) se les 1lama condiciones de contorno
separadas; de especial significacién son las
llarnadas condiciones de contorno de Dirichlet:

x(a@)=x(b)=0 (4.21)
y las condiciones de contorno de Neumann:

x(a)=x(b)=0 (4.22)
Es claro que los iinicos valores interesantes
del parametro A son aqueilos para los cua-
les (4.20) tiene soluciones no triviales. En
este caso diremos que / es valor propio de
(4.20) y cualquier solucion de (4.20) se dice
que es una funcién propia asociada al valor
propio A.

En ¢! siguiente Teorema se muestra un

resumen de las principales aportaciones de
Sturm y Liouville (Coddington & Levinson,
£955).

TEOREMA 4.1
a) Cualquier valor propio de (4.20) es de
multiplicidad 1.
b) Cualquier par de funciones propiasx e y ,
asociadas respectivamente a valores propios
distintos A y u, son ortogonales, es decir:

[ )y =0

¢) El conjunto de valores propios de (4.20)
es infinito numerable. El sistema ortonormal

de funciones propias asociado { @,, ne N}

es una base de L¥a,b).

Sea g € C*a,b) cualguier funcion que satisface
las condiciones de contorno dadas en (4.20),
Entonces:

git) = i< g9, >¢,)V telab]

n=l
donde la serie converge de manera absolutay
uniforme en [a,b].

Si se eligen las condiciones de contorno (4.21),
para {a,b] = {0,n], se obtendria la base (4.10),
que se corresponde con el desarrollo de Fourier
(1.7), y si se eligen las condiciones de contorno
(4.22), también para [a,b] = [0,7), tendriamos
la base (4.11) que se corresponde con el
desarrollo de Fourier (3.1).

De manera analoga se puede estudiar el
problema de contorno correspondiente a
condiciones de contorno periddicas:

x(a) =x(b), x'(a)=x'(b) (4.23)
El resultado que se obtiene es andlogo al
expresado en el teorema anterior, excepio en
lo que se refiere a lamultiplicidad de los valores
propios. Tomando [a,4] = [0,n] obtendriamos
la base (4.6) que se corresponde con el
desarrollo de Fourier (3.2).
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Eligiendo condiciones de contorno distintas de
las mencionadas, obtendriamos diferentes bases
del espacio L(a,b) que no se corresponden con
las aqui puestas de manifiesto: las bases (4.6),
(4.10) y (4.11). También, las funciones de
Bessel, Legendre, etc. (de gran significacion
en Fisica), pueden estudiarse como soluctones
de ciertos problemas de contorno para
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias lineales
con coeficientes singulares (Courant & Hilbert,
1962).

Una de las maneras mas bonitas y sencillas de
probar el teorema anterior es usando el
concepto de funcioén de Green. Ello permite
transformar (4.20) en una ecuacién integral
equivalente y trabajar, a partir de ahl, con ope-
radores integrales (Hochstadt, 1973). De esta
forma van surgiendo de manera natural una
serie de propiedades que, puestas de manera
abstracta, dan lugar a la teoria de operadores
compactos y autoadjuntos. Esta teoria, debida
en gran parte a Fredholm y Hilbert, tuvo su
origen a finales del siglo XIX (Kline, 1992) y
principios del actual y proporcioné muchas
ideas claves para el nacimiento del Andlisis
Funcional. Permite generalizar de manera des-
tacada la teoria de los desarrollos de Fourier,
y legitima el uso de métodos analogos en pro-
blemas aparentemente muy diferentes de los
aqui considerados. Vamos a resumir a con-
tinuacidn algunas de las ideas basicas (Brezis,
1984; Hutson & Pym, 1980) para detatles.

4.3. El papel del Anilisis Funcional:
operadores compactos y autoadjuntos
en espacios de Hilbert

Sea H cualquier espacio de Hilbert real sepa-
rabley T: H = H un operador lineal. T'se dice
compacto si 7 (B) es relativamente compacto,
donde B es la bola cerrada unidad de H. Puede
probarse que T es compacto si y solamente si
para cada sucesion acotada { f, } de H, la

sucesion {T( f)} contiene alguna sucesidn
parcial convergente.

Cualquier operador compacto es continuo,
pero ¢l reciproco no es necesariamente cierto
{considérese, si H es de dimension infinita, la
aplicacion identidad en H). Ll reciproco es
obviamente cierto si Ja dimension de H es finita.

Por otra parte, T se dice autoadjunto si
<Tuv> = <uTv> para tedo © v en
H, donde <, > es el producto escalar definido
enH,

El conjunto resolvente de T, X 7), se define de
la forma:

pM={1eR.T-A]
es biyectivo de H en H}

donde / indica la aplicacion identidad en H.

Sik € p(T), entonces (T-A7) ' :H — H es
lineal y continuo. El espectro de T, o(T) se
define como el conjunto complementario de
p(T), es decir, o(T) = #\ p(T). Por altimo,
diremos que A € % es valor propio de T, y se
escribe A € VP(T) si Ker (T-A) no es trivial,
donde Ker indica el nixcleo del operador lineal
correspondiente. Es claro que VP(T)  o(7),
siendo la inclusion estricta, en general (si H
tiene dimension finita, entonces VP(T) = o(7).

El teorema al que haciamos referencia mas
arriba es el siguiente (Brezis, 1984). Generaliza,
adimension infinita, el hecho de que cualquier
matriz cuadrada real y simétrica es
diagonalizable:

TEOREMA 4.2 . Sea H un espacio de Hilbert
separable real y T: H — H un operador li-
neal, compacto y awtoadjunto. Entonces H
admite una base hilbertiana formada por
veciores propiosde T.
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Mds precisamente, si H, = Ker(D) y H_ =
Ker(T-L 1), donde A_ es la sucesién (que
puede ser Jfinita} de valores propios distintos
de T excluide el cero, entonces:

a} dimension H_ es finita, n>1.
bj Los subespacios H n >0, son ortogona-
les dos a dos.

¢) El espacio vectorial generadoe por los H,
n 20, es denso en H.

d) Para cualquier u € H, se tiene:

u=2u

020

(4.24)

donde u, = P, u ,siendo Py, la proyeccion
de u sobre H . Ademds:

[[ulf= ;H u, I (4.25)

Por ditimo, T(u) = Zmi,u, (T es dia-
gonalizable).

Observemos la analogia entre (4.24), (4.12) y
(4.13), por una parte, y (4.25), (4.16) y (4.17)
por otra.

El teorema anterior es de una gran utilidad y
Justifica la aplicacién del método de separacién
de variables cuando estamos tratando con
problemas de contomo como (1.1) o (2.1),
donde la variable x puede ser
multidimensional. Ello origina las series de
Fourier en diversas variables. Por ejemplo, si
estamos tratando el problema de la conduccién
del calor en un cuerpo (abierto y acotado) Q
de % * en lugar de en una varilla
unidimensional como en (2.1), tendriamos que

considerar el problema:

Au(x, 1) = a"(’:")

, (x,0) e Qx(0,T),
u(x,) =0, ¥ (x,0) e d2x[0,T],

u(x,0)= f(x), v xeQ

(4.26)

siendo A_el operador Laplaciano con res-
pecto a x = (x,,x,,x; )€ R’ ; es decir:

du N Py 'u
2 2 2
1 X3 o,
Por su parte, § Q indica la frontera del
conjunto Q.

A u(x,t)=

La aplicacion del método de separacion de
variables al problema anterior, origina, en lugar
de (2.2), que es un problema de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias, el problema:

A X(x)+uX(x)=0

xel), X(x)=0, xedQ2 (4.27)

Ahora puede aplicarse el teorema anterior
(Brezis, 1984) para demostrar que el conjunto
de valores propios de (4.27) es infinito
numerable y que el conjunto de funciones
propias asociadas, convenientemente
ortonormalizadas, {X (x), n € /¥}, formauna
base del espacio LY{€Q). Esto justifica el hecho
de que cualquier condicion inicial fse exprese
como:

Fx) =Y a,X,(x)

n=1
para coeficientes convenientes a. Asi, la
solucién de (4.26) es de ta forma:

(4.28)

u(x,t)y = ia" P(OX,(x)

(4.29)

donde las funciones P, satisfacen una ecuacién
analogaa (2.3).

Ideas parecidas pueden aplicarse al estudio del
problema de la cuerda vibrante (1.1) en dime-
nsiones superiores, asi como a otros problemas
de naturaleza diferente (Brezis, 1984; Courant
& Hilbert, 1962; Zeidler, 1995).
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5. COMENTARIO FINAL

Como hemos tenido ocasidn de ver, la teoria
de series de Fourier es una de las creaciones
mis grandes de la Ciencia. Ha tenido, ademas,
una gran influencia en el nacimiento y desa-
rrollo de numerosas técnicas y conceptos
matematicos; enumerarlos serfa muy extenso.
No obstante, el lector interesado no deberia
dejar pasar la oportunidad de consultar las si-
guientes referencias: (Caflada, 1994; Courant
& Hilbert, 1962; Dieudonné, 1981; Gonzalez-
Velasco, 1992; Gonzédlez Velasco, 1995;
Katznelson, 1968, Kline, 1992, Korner, 1988,
Tijonov & Samarski, 1980; Zeidler,1995),
para comprender la magnitud del tema.
Ademas, si se es docente, la consulta de este
tipo de libros ayuda mucho a motivar los
conceptos abstractos en clase. Hemos de
poner también de manifiesto una reflexion, que
nos ha surgido en el curso de la elaboracion
de este articulo divulgativo: es nuestra opinién
que en la actualidad, la enseflanza suele estar
demasiado especializada. En concreto, €s una
pena que los actuales estudiantes de Mate-
madticas no tengan mds asignaturas de Fisica
(y quizas de otras Ciencias) en la licenciatura.
Ello proporcionaria una idea més global y
exacta de lo que ha sido el pensamiento cien-
tifico y comprenderiamos de verdad que es el
planteamiento y resolucion de problemas con-
cretos, lo que proporciona el camino de la
generalidad. En palabras de R. Courant, uno
de los grandes matematicos de este siglo: “Es
la partida y la vuelta a lo concreto lo que da

valor a la generalidad”.

En la actualidad, la teoria de Series de Fourier
sigue teniendo una gran importancia y su co-
nocimiento es de gran utilidad en disciplinas
muy diversas como Matematicas, Fisica, Bio-
logia, Ingenieria, Economia, etc. Tales series
estdn siempre en todos aquellos procesos na-
turales de tipo oscilatorio, de difusion o de
naturaleza periddica. Por mencionar algunos,
los métodos de Fourier se emplean en
problemas tan diversos como los relacionados
con: el ciclo de las manchas solares, prediccion
de mareas, mejora de la calidad de las imagenes
de los objetos celestes tomadas desde el
espacio, fisica de plasmas, fisica de
semiconductores, acustica, sismografia,
oceanografia, confeccién de imdgenes en
Medicina (escaner TAC), estudio del ritmo
cardfaco, analisis quimicos, estudios de rayos
X (usando el analisis de Fourier, los astrénomos
pueden estudiar las variaciones en intensidad
de las seftales de rayos X de un objeto celeste),
etc. (consiltese Grandes matematicos, 1995;
Orden y caos, 1990; Walker, 1997).

Especialmente en Fisica son hoy mas validas
que nunca las palabras de Lord Kelvin: “Los
métodos de Fourier no son solamente uno
de los resultados mas hermosos del Andlisis
moderno, sino que puede decirse ademas
que proporcionan un instrumento indispen-
sable en el tratamiento de casi todas las
cuestiones de la Fisica actual, por reconditas
que sean™.
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