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Elementos de enlace entre lo conceptual
y lo algoritmico en el Calculo integral

Germén Muiioz Ortega*

RESUMEN

Una problemadtica propia de la ensefianza en la que estdn inmersos los estudiantes de Célculo
integral consiste en la separacién entre lo conceptual y lo algoritmico. Para propiciar el
enlace, identificamos teéricamente una condicién necesaria que se refiere a la existencia de
situaciones problema a partir de las cuales se forman nociones y procedimientos, en estrecha
relacidn, asociados al Célculo integral. Precisamos, en lo mayormente posible, ese tipo de
problemas a través del anélisis de los cambios de marco epistémico (Piaget y Garcfa, 1994).
Justificamos, en cierto modo, porque seleccionamos €l marco epistémico de Newton a partir
del cual construimos un campo conceptual del Célculo, en donde son inherentes las nociones
de prediccién, acumulacion y constantificacién de lo variable {Cantoral, 1990; Cordero, 1994).
Realizamos todo lo anterior con base en la epistemologia genética, en la teorfa de los campos
conceptuales (Vergnaud, 1990a) y considerando aspectos epistemolégicos del Célculo inte-
gral matizados por la perspectiva del redisefio del discurso matemidtico escolar.

ABSTRACT

A problem in teaching where students of Integral Calculus are immersed consists in the
separation between what is conceptual and what is algorithmic. To propitiate the linkage
we theoretically identified a necessary condition that refers to the existence of problem
situations based on which notions and procedures are formed, closely related and associ-
ated to Integral Calculus. To the extent possible we determined this type of problems by
analyzing changes in the epistemological framework (Piaget y Garcia, 1994). In a certain
manner we justified the reason why we selected Newton’s epistemological framework based
on which we build a conceptual field of Calculus, where the notions, prediction, accumula-
tion and constancy of what is variable (Cantoral, 1990; Cordero, 1994) are inherent. We
performed the above based on the genetic epistemology in the theory of conceptual fields
{Vergnaud, 1990a} and considering epistemological aspects of Integral Calculus marked by
the perspective of the redesign of school mathematical discourse.

RESUME

L'une des problématiques propres a 'enseignement qui submerge les étudiants en Calcul
Intégral est la séparation entre le conceptuel et algorithmique. Pour faciliter la liaison
entre les deux, nous avons pu identifier, en théorie, une condition nécessaire quant 2
existence de situations-problémes a partir desquelles se construisent des notions et des
procédures, qui se trouvent étroitement associées au Caleul Intégral. Nous tentons de
délimiter avec précision les problémes de ce type par 1’analyse de I'évolution des cadres
épistémologiques (Piaget y Garcia, 1994). Notre maniére de procéder se justific dans une
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certaine mesure, puisqu’en effet nous avons choisi le cadre épistémologique de Newton 2
partir duquel nous avons construit un cadre conceptuel du Calcul, ol sont inhérentes les
notions de prédiction, accumulation et constantification de ce qui est variable (Cantoral,
1990; Cordero, 1994). Nous avons réalisé tout ce qui précede sur la base de ’épistémologie
génétique, dans le cadre de la théorie des champs conceptuels (Vergnaud, 1990a), et en
nous penchant sur les aspects épistémologiques du Calcul Intégral a travers la perspective
de redéfinition du discours mathématique dans le cadre scolaire.

RESUMO

A problemitica do ensino na qual estdo imersos os estudantes de célculo integral consiste na
divisao entre o conceitual € o algoritmico. Para possibilitar o vinculo identificamos teoricamente
uma condicdo necessaria que se refere a existencia de situacdes problemas a partir dos quais
se formam nogdes e procedimentos relacionados ao célculo integral. Precisamos ese tipo de
problemas através do analisis dos cambios de marco epistémico (Piaget & Garcia, 1994).
Justificamos, en certo sentido, porque selecionamos o marco epistémico de Newton a partir
do qual construimos um campo conceitual do Célculo, onde sio inerentes as nogdes de predigdo,
acumulagdo e quantificacdo da varidvel (Cantoral, 1990; Cordero, 1994). Realizamos todo o
anterior com base na epistemologfa genética, na teorfa do campos conceituais (Vergnaud,
1990a) e considerando aspectos epistemoldgicos do Calculo integral de acordo com a
perspectiva do redisenho do discurso matematico escolar.

1. INTRODUCCION

del Centro de Investigacién y de Estudios
Avanzados del IPN (Instituto Politécnico

En este apartado discutimos algunos
aspectos de la problemética tratada y de
nuestro problema de investigacién asi como
nuestra hipétesis de trabajo y los objetivos
planteados. Enseguida describimos algunas
consideraciones acerca de la parte concep-
tual y sobre la naturaleza de los algoritmos
en el Célculo integral. Finalmente presen-
tamos algunos elementos de enlace entre lo
conceptual y lo algoritmico.

1.1. Problematica y problema
de investigacién

El estudio se ubica dentro del acercamiento
enfocado al rediserio del discurso matemdtico
escolar seguido por el grupo de investiga-
cién del Area de Educacién Superior del
Departamento de Matemaética Educativa

Nacional).

La problemaética tratada consiste en un
desequilibrio entre lo conceptual y lo
algoritmico en la enseiianza del Célculo
integral, es decir, a los estudiantes se les
ensefian procedimientos para calcular
integrales con los llamados métodos de
integracién sélo a través de la ejercitacién y
de una manera separada de la parte concep-
tual. Es hasta que se abordan las llamadas
aplicaciones cuando se estudian algunos
aspectos de las nociones asociadas a la inte-
gral. Sin embargo en algunos casos se reduce
la parte conceptual a la definicién de integral
de Cauchy o a la definicién de Riemann; no
obstante, se realiza el cdlculo de las integrales
usando, en cierto modo, el teorema funda-
mental del célculo.
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De manera que entendemos ese desequi-
librio como una separacién entre la parte
conceptual y la parte algorftmica, y como la
diferencia en los tiempos dedicados a la
ensefianza de cada una. Por ejemplo, en
nuestro sistema educativo se llega a utilizar
casi la totalidad de un semestre escolar para
la ejercitacion del cdlculo de primitivas, y
sélo en lo que resta del semestre se estudian
slgunas aplicaciones.

“...Numerosas investigaciones realizadas
muestran, con convergencias sorprendentes,
que si bien se puede ensefiar a los estudiantes a
realizar de forma mds o menos mecdnica
dgunos cdlculos de derivadas y primitivas y a
 resolver algunos problemas estdndar, se
encuentran grandes dificultades para hacerlos
entrar en verdad en el campo del cilculo y
para hacerlos alcanzar una comprensién
satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento que son el centro de este campo
 de las matemdticas. Estos estudios también
muestran de manera clara que, frente a las
dificultades encontradas, la ensefianza
tradicional y, en particular, la ensefianza
universitaria, aun si tiene otras ambiciones,
tiende a centrarse en una prdctica algoritmica
y algebraica del calculo y a evaluar en esencia
 las competencias adquiridas en este dominio.
Este fenémeno se convierte en un circulo
vicioso: para oblener niveles aceptables de éxito,
se evaliia aquello que los estudiantes pueden
hacer mejor, y esto es, a su vez, considerado
por los estudiantes como lo esencial, ya que es
| lo que se evalita...” ( Artigue, 1995, p. 97).

También hemos encontrado indicios de la
escasa relacién entre lo conceptual y lo
slgoritmico, en algunos resultados de
investigacién, por ejemplo:

* Los estudiantes aprenden los pro-
cedimientos del cdlculo en un nivel
puramente algoritmico, que es construido

sobre imdgenes conceptuales escasas
{Dreyfus, 1990).

* Los estudiantes llegan a obtener un
razonable nivel de éxito en un cierto nii-
mero de tareas algoritmicas; sin embargo,
las concepciones desarrolladas por los
estudiantes son pobres (Artigue, 1991).
* Los estudiantes pueden calcular
primitivas mds bien que integrar; por
ejemplo, cuando se les enfrenta con un
problema tipico de integracién muy pocos
estudiantes lo reconocen como tal
(Artigue, 1991).

¢ El profesor y el estudiante, aprenden a
“decir” lo que es la integral y su represen-
tacion geométrica (drea bajo la curva), sin
embargo, dificilmente alcanzan a ver una
metodologia que les permita estudiar
fenomenos de variacién continua, solo
la conciben como una herramienta que
los provee de algoritmos eficientes, a
los cuales hay que buscarles aplicacién
(Cordero, 1992},

La problematica anterior se ha convertido
en un motor potente para el desarrolio de
investigaciones didé4cticas en el campo con-
ceptual del cdlculo. También ha motivado
numerosos proyectos de innovacién de
la ensefianza, en especial en los niveles de
la educacién media y el ciclo bésico
universitario. Se pueden citar casos como
la renovacidn global del curriculo en Francia
y Australia, o como las innovaciones y
experimentaciones de cada vez mayor
amplitud en los Estados Unidos { Artigue &
Ervynck, 1992; citado en Artigue, 1995).

De manera que este proyecto surge moti-
vado por la problemética comiin en diversos
pafses, incluyendo el nuestro, la cual se
caracteriza por su importancia capital en la
disciplina que desarrollamos.

Nos cuestionamos si dicha problemitica es
propiciada por el discurso matemdtico
escolar vigente o existe realmente una se-
paracién entre lo conceptual y lo algoritmico
en el Célculo integral.
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Asi, nuestro problema de investigacién
consiste en entender si las nociones y los
algoritmos, en el Célculo integral, estdn
enlazados y qué elementos permitirfan
enlazarlos.

Si encontramos que las nociones y los
algoritmos estan enlazados, pero el discurso
matematico escolar propicia su separacion,
entonces habria que redisefiar el discurso
matematico escolar de tal forma que
propicie su enlazamiento.

Y si encontramos que las nociones y los
algoritmos no estan enlazados, seria desea-
ble que el discurso matemadtico escolar
propiciara su enlazamiento.

Nos aproximamos al problema de investiga-
cién desde varias perspectivas (Muiioz,
1993a; Murioz, 1993b; Muiioz & Cordero,
1994; Muiioz, 1994), sin embargo, desde el
afio 1994 nos auxiliamos de la teoria de
los campos conceptuales (Vergnaud, 1990a)
y en particular de la definicién de algoritmo!
enese contexto, por la naturaleza de nuestro
problema de investigacién.

De manera que, los objetivos de la investiga-
cién consisten en: obtener informacién
acerca de la naturaleza de los algoritmos en
el Calculo integral y lo que podria significar
comprender un algoritmo; también obtener
informacién sobre ciertos aspectos concep-
tuales de la integracién. Todo con el fin de
encontrar elementos de enlace.

De nuestro problema de investigacién plan-
teamos la siguiente hipétesis de trabajo:

Las nociones y los algoritmos, en el Cilculo
integral, estdn enlazados, y tienen como refe-
rente al tipo de problemas cuya solucion exige
de una integracion.

En lo que sigue aportamos elementos que
hacen plausible la hipétesis. Fundamental-

mente, orientamos las discusiones del
trabajo en dos ejes: el Discurso Matematico
Escolar y los Campos Conceptuales.

1.2. Acerca de la parte conceptual

Como ya mencionamos, nos auxiliamos de
la teoria de los campos conceptuales en la
cual se seilala que un concepto no puede ser
reducido a su definicién, si se esté interesado
en su aprendizaje y en su ensefianza, sino
que es a través de situaciones problema por
resolver como un concepto adquiere sentido
para el estudiante (Vergnaud, 1990a).
Recientemente se ha seiialado, como fun-
damental en la Didéctica de las Matem4-
ticas, que el maestro no deberia efectuar la
comunicacion de un conocimiento, sino
la transmisién del problema adecuado que
exija, por parte del alumno, poner en accién
el conocimiento considerado (Brousseau,
1986). Por eso es importante para el pro-
yecto precisar, en lo més posible, el tipo de
problemas cuya solucién exige de una
integracion.

Respecto al contenido matemdtico que nos
ocupa se ha sefialado que debe hacerse én-
fasis en nociones como la de prediccidn y la
de acumulacion, propias de los fenémenos de
variacién continua, m4s que en los conceptos
matematicos, como los de derivada e integral
(Cantoral, 1990; Cordero, 1994). Estos sefia-
lamientos apuntan hacia el objetivo de un
rediseiio del discurso matemadtico escolar.

Las dos nociones anteriores junto con la
nocién de constantificacion de lo variable
posibilita instalarse en un anélisis local del
problema especifico cuya solucién exige de
una integracién (planteamiento de la
ecuacién diferencial), para después hallar
la situacién global (la cantidad buscada,
F(1), (1), 0 F(t,) - F(t,) segiin sea el caso).

Por supuesto existen otras nociones asocia-
dasal concepto de integracion, sin embargo,

1 Un algoritmo es una regla (o conjunto de reglas) que permite, para todo problema de una clase dada con anterioridad,
conducir a una solucién, si existe una, o dado el caso, mostrar que no hay solucién (Vergnaud, 1991, p. 258).
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es importante remarcar que las nociones
mencionadas no pueden aislarse de la discu-
sién de un problema especifico derivado de
un fenémeno de variacién continua.

1.3. Acerca de la naturaleza de
los algoritmos en el Cilculo integral

Para poder hallar la situacién global
(F(r), F(t), o F{t ) — F{(t,)) se puede utilizar
alguno de los tres procedimientos social-
mente establecidos:

1. Un procedimiento de antiderivacion
cuyo instrumento de cilculo es el
teorema fundamental del célculo, que
conduce a los llamados métodos de
integracion y la consecuente construc-
ci6én de tablas de integrales.

2. Un procedimiento de suma cuyo
instrumento de cdlculo es un método de
integracion numérico.

3. Un procedimiento de derivacién
sucesiva cuyo instrumento de célculo es
la serie de Taylor.

De los cuales hemos encontrado que los
llamados métodos de integracién no son
algoritmos porque no cumplen con la
definicién de algoritmo. Por ejemplo, si
asumimos la clasificacién que aparece en el
apartado 4.1 de este escrito, para la clase 2
de problemas existe uno cuya situacién
local se comporta como dF(f) = e-’dt en
donde no se puede hallar una funcién (en
términos de funcipnes elementales) cuya
diferencial sea e"’df ; de manera que se
podria estar ensayando un nimero de veces
indefinido y se encontrarfa la solucién a este
_problema. Lo cual ya no cumple con la
condicién de la definicién: para todo
problema de una clase dada con anterioridad.

Los llamados métodos de integracion
numérica (regla del trapecio, regla del punto
medio, regla de Simpson, método de Euler,
Euler modificado, y método de Runge-

Kutta) y la serie de Taylor si son algoritmos
en el sentido de dicha definicion.

Sin embargo, entender la naturaleza de los
algoritmos es necesario pero no suficiente
para nuestros fines, por lo cual respecto a
lo que podria significar comprender un
algoritmo tomamos la premisa siguiente, en
el contexto de los campos conceptuales: el
estudiante no adquiere costumbres o
procedimientos preestablecidos por simple
condicionamiento, a través de ¢jercicios
repetitivos, sino lo que adquiere son reglas
que pueden y deben aplicarse a nuevos
problemas. Las adquiere sélidamente sélo
si las comprende, es decir, si se da cuenta
de la relacidn que éstas mantienen con la
estructura relacional de los problemas a los
cuales se aplican {Vergnaud, 1991).

De los algoritmos que mencionamos hemos
tratado de identificar la relacion que mantie-
nen con la estructura relacional de algunos
problemas especificos de Cinemdtica. En este
caso las relaciones involucradas son entre la
cantidad espacio y lacantidad tiempo, ademés
la estructura se va configurando de acuerdo a
cémo cada procedimiento permite pasar
de una cantidad a otra, o si las operaciones
se realizan en una sola cantidad (ver aparta-
dos 4.2y 4.3).

De acuerdo a la premisa y a la definicién de
algoritmo es indispensable un problema
especifico, previamente clasificado, para
discutir ciertos aspectos de la algoritmia.

1.4. Algunos elementos de enlace
entre lo conceptual y lo algoritmico

Un elemento de enlace a considerar es el
hecho de que entre la nocién de Prediccién
y la serie de Taylor existe una relacién muy
fuerte, como lo ha sefialado Cantoral {1990).
También otro elemento es la relacién que
mantienen la nocién de Acumulacion y la
nocion de funcién primitiva con el teorema
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fundamental del cédlculo, como lo ha
sefialado Cordero (1994). Estos elementos
nos proporcionan evidencias de la existencia
del enlace entre las nociones y los algorit-
mos, en el Célculo integral, pero el discurso
matemadtico escolar vigente propicia su
separacidn.

Entonces, una condicién necesaria, pero no
suficiente, para propiciar el enlace entre lo
conceptual y lo algoritmico, en la ensefianza
del Calculo integral, es un aspecto que tienen
en comtin. Dicho aspecto es un problema
especifico por resolver que implique, requie-
ra, o exija de una integracién para hallar
la solucién.

La informacién que obtuvimos, tanto de la
parte conceptual como de la parte algorit-
mica, nos permitié observar que, en cierto
modo, tienen ese aspecto en comiin; el cual
tomamos como un elemento de enlace.

2. MARCO TEORICO

En este apartado presentamos las premisas
especificas que gufan esta investigacion.
Como ya mencionamos, el estudio se ubica
dentro del acercamiento enfocado al
redisefio del discurso matemdtico escolar, en
particular de la integral. Sin embargo, por
la naturaleza de nuestro problema de
investigacién, nos auxiliamos de la teorfa de
los campos conceptuales. Estas dos aproxi-
maciones tienen un punto en comin que
consiste en no privilegiar a los conceptos
matemadticos per se (Cantoral et al., 1990;
Vergnaud, 1990a). A continuaci6n se descri-
ben las caracteristicas de cada una.

2.1. Discurso matemitico escolar

Para los fines de esta investigacién tomamos
algunas premisas, seguidas por el grupo
de investigacién del Area de Educacién
Superior del Departamento de Matemaética
Educativa, como las siguientes:

¢ “ _.dentro del fenmeno de la enserianza
del cilculo se ha olvidado por completo
que dicho fenémeno se proyecta hacia
futuros usuarios del tema , no hacia
futuros expertos del mismo...”

¢ “.los conceptos y métodos del calculo
tienen un origen empirico muy concreto,
sobre todo aquellos que son de mayor
interés para los usuarios de estos
conocimientos. Esto es totalmente
olvidado en el actual discurso diddctico...”
o “ .la estructura general del actual
discurso matematico teodrico suele ser la
base menos propicia para la comuni-
cacion de las ideas matemadticas (en
particular las del cilculo)...” (Cantoral et
al., 1990).

Estas premisas son la guia de esta investi-
gacion, por ejemplo: el origen empirico muy
concreto, al cual se hace referencia, son los
fenédmenos de variacién, cambio o flujo
continuo en la naturaleza.

También se ha sefialado que debe darse
énfasis a nociones como la de prediccién 'y
la de acumulacién, propias de los fenémenos
de variacién continua, mis que en los
conceptos matemaéaticos, como los de
derivada e integral (Cantoral, 1990; Cordero,
1994). Estos sefialamientos apuntan hacia el
objetivo de un redisefio del discurso
matematico escolar.

2.2. Teoria de los campos conceptuales

En este apartado se describen las caracte-
risticas de la teoria de campos conceptuales,
de un campo conceptual y, por dltimo, las
premisas especificas que utilizamos en este
trabajo de investigacién.

La teoria de campos conceptuales es una
teorfa cognoscitivista, que busca propor-
cionar un marco tedrico coherente y algunos
principios bésicos para el estudio del
desarrollo y del aprendizaje de caracterfs-



‘ticas complejas, principalmente de aquellas
que provienen de las ciencias y de la técnica.
:Yaque ofrece un marco para el aprendizaje,
-esto le interesa a la did4ctica, pero no es en
s{ misma una teoria did4ctica. Esta teorfa no
esespecifica de las mateméticas (Vergnaud,
1990a).

‘La razén que se tiene para estudiar la
‘ensefianza y el aprendizaje de los campos
conceptuales, esto es, conjuntos extensos de
situaciones cuyo andlisis y tratamiento
dependen de varias clases de conceptos,
| procedimientos y representaciones simb6li-
¢as que estdn relacionados unos con otros,
esel hecho de que los conceptos matematicos
procuran su significado desde una variedad
de situaciones, y de que cada situacion
usualmente no puede ser analizada con la
syuda de un solo concepto, sino que, més
bien, requiere de varios de ellos {Vergnaud,
1990b).

De manera que 1a nocién de campo concep-
tual se puede definir como: un espacio de
problemas o de situaciones problema cuyo
tratamiento implica conceptos y procedimien-
tos, de varios tipos, en estrecha conexion
{Vergnaud, 1981).

La nocién de campo conceptual permite
estudiar, de manera mejor integrada, el
desarrollo simultdneo y coordinado de los
diferentes conceptos necesarios para la
comprension de un conjunto organizado de
clases de problemas, los procedimientos que
permiten tratar a estos problemas vy, por
iltimo, los sistemas simbdlicos mediante los
cuales pueden ser representados dichos
problemas (Vergnaud, 1981).

Por dltimo, mencionamos las premisas
especificas que estdn relacionadas con
el desequilibrio entre lo conceptual y lo
algoritmico, es decir, las premisas acerca de
la naturaleza de algoritmo, y sus derivados,
asi como también lo que significaria

comprender un algoritmo. Todo esto en el
contexto de los campos conceptuales.

En cierto modo, la nocién de algoritmo
permite clarificar los vinculos entre cono-
cimiento y accién {Vergnaud, 1991). Esto
es importante debido a que un concepio
no puede ser reducido a su definicién, si
se estd interesado en su aprendizaje y en
su ensefianza, sino que es a través de
situaciones problema por resolver como
un concepto adquiere sentido para el
estudiante (Vergnaud, 1990a); entonces,
¢l maestro no deberfa efectuar la comunica-
¢ién de un conocimiento, sino la transmi-
sién de la situacién problema adecuada
que exija, por parte del alumno, poner
en accién el conocimiento considerado.
Asi, 1a definicién que consideramos de
algoritmo es:

“una regla ( o conjunto dereglas ) que
permite, para todo problema de una
clase dada con anterioridad, conducir
a una solucion, si existe una, o, dado
el caso, mostrar que no hay solucion”
{Vergnaud, 1991, p. 258).

Como se puede observar, en la definicion de
algoritmo se requiere de una caracterizacion
de clases de problemas para instalarse en ¢l
contexto de la definicidn.

Asf es como las premisas importantes que
consideramos son las siguientes:

¢ En todos los casos en los que se puede
caracterizar una clase de problemas, se
justifica la busqueda de algoritmos.

* No se puede esperar encontrar
algoritmos sin un andlisis profundo de la
estructura de las relaciones que inter-
vienen en los problemas considerados.
(Vergnaud, 1991).

Ahora, mencionamos algunos de los
derivados de algoritmo:

Elementos de enlace entre lo conceptual y lo algoritmico en el Cdlculo integral
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¢ Los algoritmos son reglas de accién,
pero no todas las reglas de accién son
algoritmos; en efecto, existen reglas de
accién no algoritmicas.

¢ Las reglas no algoritmicas (reglas
heuristicas), son los procedimientos
utilizados por los estudiantes que no
conducen, necesariamente, a la solucién
de los problemas abordados.

* Las reglas algoritmicas son los proce-
dimientos utilizados por los estudiantes
que conducen, necesariamente, a la
solucién de los problemas abordados.
(Vergnaud, 1991)

De estas derivaciones, se considera que regla
de accion equivale a procedimiento; se
clasifican en dos: procedimientos algoritmicos
y procedimientos no algoritmicos.

Sin embargo, un procedimiento algoritmico
puede estar situado en el dmbito de las
representaciones calculables (represen-
tacion simbdlica que se presta para realizar
célculos), o no estarlo. Si estd situado en el
ambito de las representaciones calculables
se llama, simplemente, algoritmo.

Por otro lado, respecto a lo que significaria
comprender un algoritmo consideramos las
siguientes premisas:

¢ Es un gran error pedagdgico considerar
que la ensefianza de las matemaéticas,
bajo el pretexto de que hay una parte
bastante grande de ejercicios repetitivos,
consiste en la adquisicién de costumbres
o de procedimientos preestablecidos por
simple condicionamiento.

¢ El estudiante no adquiere costumbres,
sino reglas, que pueden y deben aplicarse
anuevos problemas. Las adquiere sélida-
mente sélo si las comprende, es decir, si
se da cuenta de la relacién que éstas
mantienen con la estructura relacional de
los problemas a los cuales se aplican.
(Vergnaud, 1991)

2.3. Discusion

De los apartados anteriores retenemos tres
ideas: Clases de Problemas, Estructura
Relacional de un Problema y Fenémenos de
Variacién Continua.

Porque en el contexto de los campos con-
ceptuales, al hablar de algoritmo se requiere
de una caracterizacién de las clases de
problemas y de un andlisis de la estructura
de las relaciones que intervienen en los
problemas considerados; y al discutir c6mo
un concepto adquiere sentido para los
estudiantes se necesita precisar qué situa-
ciones problema deberian resolver.

También, respecto al contenido matemitico,
en el contexto del redisefio del discurso
matematico escolar, al hablar del concepto
de integral, se tiene como referente a los
fenémenos de variacién continua.

Desde los dos contextos planteados, los
conceptos y los algoritmos, en cierto modo,
estdn condicionados por la necesidad de
partir de problemas especificos por resolver,
para que adquieran sentido las discusiones
asociadas al Célculo integral.

De manera que, la pregunta obligada es:
(Cudl es el tipo de problemas cuya solucién
exige de una integracién?

3. CONDICION NECESARIA
PARA PROPICIAR EL ENLACE
ENTRE LO CONCEPTUAL

Y LO ALGORITMICO

La condicién necesaria identificada nos
exige precisar, en lo mas posible, el tipo de
problemas que cumpla con los aspectos
sefialados en el anélisis tedrico.

Para identificar el tipo de problemas cuya
solucidn exige de una integracién, revisamos
brevemente el devenir del Célculo, pero
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eentrando la atencién en el tipo de fendme-
nos de variacién o cambio que se estudiaban,
el tipo de preguntas especificas planteadas
enlos fenémenos de variacién y cémo estas
preguntas originan descripciones cualitativas
ycuantitativas, respectivamente.

La perspectiva histérica considerada, toma
encuenta los cambios de marco epistémico?,
es decir, la reformulacién de preguntas
a través de las cuales el Célculo integral se
ha desarrollado.

3.1. Antes del siglo XVII

Tanto Arquimedes como Aristételes fueron
algunos de los que més influyeron en la época.
Sefialamos sélo algunos hechos relacionados
con los elementos del Célculo integral.

Cuando Aristételes estudié el movimiento
de los cuerpos, el marco epistémico consi-
derado fue: ; Cudles son las causas reales del
movimiento? (Piaget & Garcia, 1994).

El marco originé descripciones cualitativas
del movimiento (fendmeno de variacién);
por ejemplo, tomemos el caso de la piedra
que cae libremente o por un plano inclinado.
Arist6teles, y sus seguidores medievales,
se preguntaban acerca de la naturaleza del
cuerpo que cac y de la forma en que se
modifican sus atributos durante la caida.
Dentro de este marco, Aristételes no generd
procedimientos para cuantificar el movi-
miento, simplemente porque no era parte
de su marco epistémico.

Mientras que Arquimedes estudié algunos
temas de geometria y su marco epistémico
fue: ;Cémo calcular el area de curvas
geométricas (circulo, parabola, elipse), con
propiedades conocidas?

Este marco originé descripciones cuanti-
tativas del 4drea de curvas geométricas
(fenémeno de variacidn, si se considera a las
curvas como generadas por un pusto mévil
que cambia de direccién continuamente), por
lo que construy6 procedimientos particulares
¢ ingeniosos para calcular el drea del circulo,
pardbola, elipse, basdndose en propiedades
caracteristicas de estas curvas. También es
importante sefialar que en esta época todavia
no hacfan su aparicién los ejes cartesianos,
ni la descripcién de curvas por ecuaciones.

Ademads, para calcular el drea del circulo no
se concebia la igualdad Ac = 'lligfn, debido
a que un proceso infinito no podria dar algo
finito. Asi, Arquimedes traté de evadir el
infinito, por lo que hizo diversos cédlculos de
reas, volimenes, centros de gravedad, con
su método ingenioso basado en la balanza
fisica (Cantoral, 1983).

El marco epistémico juega un papel crucial
en la construccion del conocimiento, hecho
reconocido por la Epistemologia Genética
(Piaget & Garcia, 1994). En este caso, el
marco epistémico le permitié a Arquimedes
cuantificar algunas magnitudes (drea,
volumen, etc.).

3.2 Siglos XV1l y XVIHI

En este periodo se estudian los mismos
fendmenos de variacién (curvas geomé-
tricas, movimiento de cuerpos), pero con
Otros marcos.

Galileo estudié el movimiento de los cuerpos,
y su marco epistémico fue: ; Qué relaciones
se establecen entre distancias y tiempos de
caida de los cuerpos? (Piaget & Garcia,
1994).

2*...encada momento histérico y encada sociedad, predomina un cierto marco epistémico, producto de paradigmas sociales
y epistémicos. Una vez constituido un cierto marco epistémico, resulta indiscernible la contribuccién que proviene de la
componente intriseca al sisterna cognoscitivo. Asi constituido, el marco epistémico pasa a actuar como una ideologia que
condiciona el desarrollo ulterior de la ciencia. Dicha ideclogfa funciona como obsticulo epistemolégico que no permite
desarrollo alguno fuera del marco conceptual aceptado. S6lo en los momentos de crisis, de revoluciones cientificas, hay una
ruptura de la ideologfa cientffica dominante y se pasa a un estadic diferente con un nuevo marco epistémico...” (Piaget y

Garcfa, 1994, p. 234).
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Galileo elimina las preguntas sobre causas
reales que hacfan referencia a cualidades
{atributos) e introduce mediciones. Pero
medir es comparar para establecer relacio-
nes entre distancias y tiempos.

El pasaje de atributos a relaciones implica
una identificacién de pardmetros y su
consiguiente cuantificacién. Pero no sélo se
trata de mediciones, sino que Galileo
introduce el concepto de relacién funcional
entre las variables, que caracteriza el estado
de movimiento de un cuerpo en momentos
diferentes de su trayectoria; esto supone la
introduccién del tiempo como variable
independiente.

El marco epistémico proporciona la base
sobre la que se construye conocimiento; en
este caso, la idea de considerar la posibilidad
de cambiar un movimiento con velocidad
variable por un movimiento con velocidad
constante bajo ciertas condicignes,
propiciaron el resultado S{f) =~ > af

(regla para un movimiento rectilineo
uniformemente acelerado, con S(0) =0y
V(0)=0.

Ahora analicemos el marco epistémico de
Newton cuando estudiaba el movimiento de
los cuerpos; este marco era: ;Cémo se
calcula la evolucién ulterior del sistema de
movimiento, si son conocidos los valores de
los parametros en un momento dado y en
lugar dado (es decir, las llamadas condicio-
nes iniciales)? (Piaget & Garcia, 1994).

Asi, el objeto fue calcular la evolucién del
sistema de movimiento, sin plantearse otras
preguntas sobre las causas reales de él. Pero
la evolucién misma es calculada sobre la base
de un sistema de transformaciones que
permiten pasar de los valores de las vari-
ables, en el estado inicial, a los valores que
adquieren en cualquier otro instante.

Esta transicién de causas tltimas a sistemas
de transformacién fue un paso decisivo en
la historia de la mecénica, uno de los pilares
mas sélidos de la revolucion del siglo X VI,
y significé una modificacién profunda en
la idea de la relacién entre la matemética y
el mundo de los fenémenos fisicos (Piaget
& Garcia, 1994). Es decir, €l hecho de que la
pregunta sea calcular la evolucién implica
cuantificar cierta variable en funcién de otra
a partir de las condiciones iniciales, para
explicar parcialmente un fenémeno de
variacién o cambio en donde el sistema de
transformacién juega un papel central.

Por otra parte, Pierre Fermat (1601-1665),
estudi6 las curvas geométricas, considerando
el siguiente marco epistémico: ;Coémo se
obtiene la cuadratura de diferentes familias
de curvas? {es decir, calcular, lo que hoy
serfa, el 4rea bajo la curva).

Es importante sefialar que Fermat usaba
los ejes rectangulares y ademds representaba
a las curvas como relaciones explicitas entre
la variable Y y la variable X de la forma

Y = fiX).

Fermat calculé el area bajo la curva de
Y = X* en el intervalo | 0, a], es decir,
“X? dx para valores racionales de
p (p#-1). Paracalcular el 4rea bajolacurva
de Y = X? emplea un procedimiento que
consistié en considerar una particién del
intervalo {0, a] en forma de progresién
geométrica para mostrar que:

ap+l
p+1

L“x"dx:

Este resultado es una regla para calcular
el drea bajo la curva, de la familia de curvas
Y = X* en el intervalo [ 0, a].

Mientras que Leibniz estudid, en sus
primeros trabajos, sucesiones de sumas y
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diferencias de nimeros considerando ¢l
siguiente marco epistémico: ;Cémo calcular
¢l valor de una suma infinita?; por ejemplo:

Al tratar de calcular la suma infinita, Leibniz
se auxilia del esquema de construccién del
tridngulo aritmético de Pascal para formar
sutridngulo arménico, y de esta forma obser-
va que estos dos arreglos tenfan una cierta
relacién inversa, a saber, que el tridngulo
aritmético involucra sumas y su tridngulo
arménico diferencias de nimeros.

Estas ideas, que Leibniz usé para un contexto
discreto (la suma vy diferencias de nmimeros
tomo operaciones inversas), las extrapolé al
contexto continuo (como es el caso de las
variables asociadas a las curvas geométricas),
Al contemplar la sucesién infinita de valores
de una variable, por ejemplo la variable x,
la diferencia entre dos valores sucesivos era

| precisamente el dx, que era infinitesimal o
despreciable comparado con los valores de
x. Y al tomar la suma de tales diferencias,
denotada por [dx(el simbolo | es una
deformacién de la letra S de sumay}, se obtiene
la variable completa x, es decir, [dx = x.
De esta forma obtiene la nocién de diferencial
¢ integral como procesos inversos e interre-
lacionados (Cantoral, 1983). Con estas ideas
desarroll6 un procedimiento algoritmico para
calcular la longitud de una curva, la superficie
de revolucidn, etc.

3.3. Siglos XVl y XIX

La unién tan fructifera entre la matematica
y la fisica propias delsiglo XVII y parte del
XVIII, sufri6 una ruptura a partir del proble-
ma de la cuerda vibrante cuya solucién tuvo
consecuencias sobre el concepto de funcién.

En el siglo XVIII, Leonard Euler (1707-
1783) abandoné el estudio de curvas

geométricas y fundé la ciencia de los
infinitésimos sobre una teoria formal de
funciones. De alguna manera, esto sigaificé
la ruptura entre un Célculo de variables
(fisicas o geométricas), como inicialmente
empez6, y un Célculo de funciones numé-
ricas. Tal ruptura posibilita un nuevo marco
epistémico que fue delineado en la obra
de Fourier: ;Qué significado tiene [f(x)dx,
donde f{x) es una sucesidn arbitraria de
ordenadas?

Cauchy (1789-1857) inicia la construccién
de una teoria de integracién (Cordero,
1994). En este marco Cauchy escribié la
definicién de funcién continua. Luego
construye su teorfa de integracién para
funciones contmuas. Una implicacién de
su definicion es quej' f(x)dx tiene un valor
determinado para cualquler funcién arbi-
traria continua; sin embargo, su definicién
se extiende al caso de una funcidén acotada,
con un nimero finito de puntos de discon-
tinuidad en un intervalo, y para ciertas
funciones con un ndmero infinito de puntos
de discontinuidad.

Por otra parte, el marco epistémico de
Riemann (1826-1866) cons1st16 en losiguiente:
(Qué se entiende por L f(x)dx, donde f(x)
es una sucesion arbitraria de ordenadas y
ademds densamente discontinua? y jen qué
casos es una funcién integrable o no lo es?

Como resultado de este marco epistémico,
se reflexiona sobre el significado del objeto
integral y no sobre los resultados que el
proceso de integrar proporcionaba. Sin
duda, en este periodo se trata ya de un
Cdlculo de funciones numéricas, es decir, el
objeto de estudio ya no son las cantidades
variables sino las funciones vistas como una
sucesién arbitraria de ordenadas (Cantoral,
1990; Cordero, 1994).

Otro punto importante en este periodoes la
separacién entre fisicay matemética durante

141



Revista Latinoamericana de Investigacién en Matemdtica Educativa

142

el siglo XIX. Esta separacién sec da a partir
de las controversias que produjo el problema
de la cuerda vibrante y el trabajo de Fourier
(Farfan, 1993).

En este periodo los marcos epistémicos ya
no se refieren a los fenémenos de variacién
continua, como en los periodos anteriores.

3.4. Discusion

Fue en el segundo periodo cuando surge el
Cilculo infinitesimal (Cantoral, 1990) y
también la unién entre fisica y mate-
madticas, es decir, la matematizacién de la
fisica. También es en él donde Newton
realiza su aporte més genial, que fue el de
concebir los problemas de la dindmica
como el tipo de problemas que mas tarde
se denominarian en la fisica problemas con
condiciones iniciales (Piaget & Garcia,
1994).

En el tercer periodo se reflexiona sobre el
objeto matemadtico (la integral) y las dis-
cusiones giran alrededor de la funcién
integrando (f{x)), vista como una sucesién
arbitraria de ordenadas, y sobre el dominio
de dicha funcién (Cordero, 1994). Ademis,
los marcos epistémicos ya no se refieren a
los fenémenos de variacién continua como
en los periodos anteriores.

Como los fenémenos de variacién continua
son el referente en el que surgen los concep-
tos de derivada e integral y también son los
que favorecen pensar en la integral, hablando
cognoscitivamente (Cordero, 1994); nuestra
investigacidn se desarrolla en este contexto
pero condicionado por el marco epistémico
de Newton.

De manera que, el anélisis realizado a través
de los cambios de marco epistémico nos
permitio precisar, en cierto modo, el tipo de
problemas cuya solucién exige de una
integracidn, lo cual condensamos asf:

“Son los problemas especificos que
se derivan de los fendmenos de
variacion continua. Estos problemas
especificos no se refieren a las causas
del fenémeno de variacién (¢ por qué
varian?) sino al cudnto varian unavez
que se reconoce como varia el fené-
meno; es decir, se plantean preguntas
acerca de la ley que cuantifica al
fenémeno de variacién continua
(cantidad desconocida F(t) que
relaciona funcionalmente a las varia-
bies involucradas). La configuracién
de estaley depende de que sean dadas,
o no sean dadas, las condiciones
iniciales del problema especifico”.

4. HACIALA
CONSTRUCCION DE UN
CAMPO CONCEPTUAL
COMO NECESIDAD DE
LARELACION ENTRE LO
CONCEPTUAL Y LO
ALGORITMICO

Debido a que asumimos la definicién de
algoritmo en el contexto de los campos con-
ceptuales y la condicién necesaria nos exige
centrar la atencién en las situaciones problema,
hemos tratado de construir un campo concep-
tual de las estructuras integrativas.

A priori parece una contradiccién intentar
construir un campo conceptual de un
concepto, pero esto es explicable por el
desarrollo que ha tenido esta investiga-
cién, ya que surgid a partir del concepto
de integral y luego nos condujo al conjunto
de situaciones problema que le dan sentido
adicho concepto y que implican la relacién
entre lo conceptual y lo algoritmico. Sin
embargo, una vez que tenemos el conjunto
de situaciones problema y partimos de
ellas para investigar las construcciones de
los estudiantes, cuando interactian con
una secuencia de situaciones problema,
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.pecesariamente estdn involucrados otros
conceptos, por ejemplo, el de diferencial,
razén de cambio, por citar algunos; lo cual
 elimina la aparente contradiccién.

De acuerdo a las caracteristicas de la teoria
. de los campos conceptuales, descritas en el
apartado 2, se presenta a continuacién la
- clasificacién de las situaciones problema
cuya solucién exige una integracidn.
Solamente la clasificacién es el inicio de un
programa de investigacién delineado por
Vergnaud (1990b) que a la letra dice: ana-
lizar y clasificar la variedad de situaciones
en cada campo conceptual.

Es importante resaltar que, ademds de los
aspectos sefialados por la teorfa de los
campos conceptuales para realizar la clasi-
ficacidn, incorporamos aspectos epistemols-
gicos del contenido matemdtico especifico
matizados por la perspectiva del redisefio
del discurso matemdtico escolar, los cuales
determinan la naturaleza del campo concep-
tual que se presenta a continuacion.

4.1. Clasificacion de
las situaciones problema

Una vez especificado el tipo de problemas,
empezamos ¢l proceso de clasificacién. En
primer lugar analizamos dos categorias de
relaciones involucradas en las leyes que
cuantifican al fenémeno de variacién continua:

¢ Primera categoria: dadas las condi-
ciones iniciales del problema, encontrar
la ley que cuantifica al fendmeno de
variacion continua.

» Segunda categoria: encontrar la ley que
cuantifica al fendmeno de variacién con-
tinua cuando no son conocidas las
condiciones iniciales del problema.

De cada categorfa se derivan tres posibles
situaciones, segtin la pregunta que se plantea
en el problema especifico derivado de un
fenémeno de variacién continua.

Para la primera categoria, son posibles tres
situaciones®

Relacién funcional entre variables

Nimero (Estado)

(SA) F(zo) __@_),, F(n="
(SB) F(:O) _CID_,, F(t)=?
{(8C) F(zo) _@, Ft,)

Niimero (Transformacién)

en donde: SA = Situacién A; SB = Situacién B; SC = Situacién C; T = Transformacién;
F{(t)) = Condicién inicial conocida.

a las que se enfrenta.

Figural

3 El concepto de situacién es tomado en el estudio del apartado sobre las sifuaciones del escrito La Théorie des Champs
Conceptuels de Vergnaud (1990a); es decir, los procesos cognocitivos y las respuestas del sujeto son funcién de Jas situaciones
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En las tres situaciones se inicia la dis-
cusién de integracién porque la pregunta
es sobre la cantidad desconocida
(F(1), F(t), 0 F(1) - F(t,) segtin sea el caso)
que se quiere hallar. Adem4s, se requiere
reconocer ¢6mo esté variando el fenémeno
de variacidn (dF(t)/dt), (Cordero, 1994),

Las tres situaciones abarcan a la llamada
integracién definida porque las condiciones
iniciales del problema estdn dadas.

Para la segunda categorfa las tres situaciones
son:

Relacién funcional entre variables

Nimero (Estado)

(SD) F(ro) =C _@__., F=?
(SE) F(to) =C _@_. Fi)=?
(SF) F(to) =C _@_, F@,)

Ndmero (Transformacién)

en donde: SD = Situacién D; SE = Situacién E; SF = Situacién F;
T = Transformacién; C = Condicién inicial desconocida.

Figura 2

Asi, es posible analizar a cada una de las
situaciones con las siguientes expresiones:

(SA): *F(1) + I;F(t)d: =F(1)
* F(t) + Ft)(t-1) +W

FO g

(SB): * F(1) + I; F()dr=F()

* F(t) + F(1,)(1, - 1)) +f_(‘_o)2(:__—_‘o£

+W + ... = F(f)

3!
*F (1) +E‘,:F(ti) At=F(t)

(SC): * F(1) - F(t,) = I:’F(:)d:

*F(t) - F(t) = F(1,)(t, —t)
LA

TR
“F(L) (i) = :F(ti)At

En las tres situaciones se inicia la discusién
de integracion porque la pregunta es sobre
la cantidad desconocida (F{t), F(t ), o
F(t } - F(t,) segiin sea el caso) que se quiere
hallar. Ademaés, se requiere reconocer c6mo
estd variando el fenémeno de variacién
(dF()idr), (Cordero, 1994).

Asi, es posible analizar a cada una de las
situaciones con la siguiente expresion:

(SD): *C+[F (t)dt=F(1)

(SE): *C+[F (f)dt=F()yevaluarent,
(SF): *F(t)-C=[F (t)dt

Estas tres situaciones abarcan a la llamada
integracidn indefinida porque las condicio-

nes iniciales del problema no estan dadas.

Para las dos categorias se puede generar el
siguiente conjunto de clases de problemas,
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dependiendo de cdmo varia el fendmeno. Es
decir, si la razén de cambio es constante

(ng ) = K, clase 1), o si depende de la va-
dt

riable independiente (ng f) = f(t), clase 2) y
dt
" o si depende de la variable dependiente

(dF(z) = f(F(1)), clase 3) , o si depende de
&

ambas variables ( 4aF() = f(1, F(1)), clase 4),
dt

También, si lo que se reconoce en ¢l pro-
blema especifico derivado de un fenémeno
de variacidn es la razén de cambio de la
razén de cambio, ésta puede depender de la
variable independiente, o de la variable
dependiente, o de la razén de cambio, o de
alguna combinacidn entre ellas.

Por ejemplo, de la situacién A se genera ¢l
siguiente conjunto posible de clases de pro-
blemas, dependiendo de cémo varia el fend-
meno. En otras palabras, esta clasificacion
estd basada en las diferentes situaciones
locales del fenémeno (ecuacion diferencial),
que con frecuencia se pueden escribir en la
forma explicita como lo muestra el Cuadro 1.

Y dependiendo de la situacién a la que
pertenezca el problema puede ser, por
ejemplo para la clase 2 de problemas, de
clase 2a, 2b, 2¢, 2d, 2¢, 2f, segiin sea el caso.

Es importante sefialar que consideramos en
unasola clase a los problemas que se derivan
de los fenémenos con un comportamiento a
razén de cambio constante, porque son un
antecedente esencial para abordar el estudio
de los problemas que se derivan de los fend-
Menos con un comportamiento a razén de
cambio variable, debido al hecho siguiente:

Razén de cambio constante

Ty

Razén de cambio variable

(84)

Razén de cambio variable
de la razén de cambio

dRY _ (clase 1a.)
‘g’!(f) = f(1) (clase 2a.)
- ﬂ(‘) - f(F) (clase 3a.)
dF(‘) —fF@y)  (claseda)
W () (clase Sa.)
- _2‘2‘_‘(‘_) ~f(Fy)  (clase6a.)
"" F(‘) -#9E) (dlaseTa)
d*‘F(t) =f(L, F))  (clascBa)
«F_(‘Z = 0,2 ) (clase 9a.)
_a‘if’i@ =Py 4Ly (clase 10a.)
- i_()__ s F(,) ) (clase 11a.)

Cuadro 1
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Galileo estudia primero las propiedades del
movimiento constante o uniforme para
después poder abordar el estudio del movi-
miento naturalmente acelerado, debido,
béasicamente, a que el movimiento acelerado
se verd, en algin sentido, constante
{Cantoral, 1990).

Ademis, la complejidad de los problemas
no se debe s6lo a su pertenencia a una u ofra
de las clases de problemas que definimos,
también intervienen otros factores como:

a) El orden y la presentacién de las
informaciones; debido a que juegan un
papel importante en la complejidad de
los problemas (Vergnaud, 1991).

b) El tipo de contenido; por ejemplo, no
es la misma complejidad si el contexto
€s un circuito elécetrico o el movimiento
de un cuerpo.

4.2, Andlisis de Ia estructura relacional
de algunas clases de problemas

Para explicar las distinciones entre las
diferentes situaciones y discutir las estruc-
turas relacionales de algunas clases de
problemas, analizamos en este apartado
ejemplos de Cinematica.

4.2.1. Anilisis de un ejemplo sobre la razén
de cambie constante (Primera Categoria)

Ejemplo 1: Si un cuerpo con movimiento
uniforme estaba en la posicién S(0) en £ =0,
calcular la posicion ulterior del cuerpo en
cualquier instante de tiempo ¢. (Clase 1a.)

Si consideramos un diagrama como el
siguiente: de la Figura 3, que significa que
$(0) es la condicién inicial (estado inicial),
T es la transformacién para pasar de S(0) a
S(#), donde S(¢) es la relacién funcional entre
las variables; ademds, se sabe cOmo se estd
moviendo el cuerpo durante la transformacién
(a razén de cambio constante).

La pregunta nos sitda en un marco epis-
témico cuya caracteristica es calcular la
evolucién ulterior del sistema de movi-
miento si son conocidas las condiciones
iniciales (ver el apartado 3).

Efectivamente, la pregunta se caracteriza por
pedir una relacién funcional 5(¢), es decir, una
ley que cuantifica al movimiento uniforme
de un cuerpo (fendmeno de variacién).

Ademés, el problema nos proporciona las
condiciones iniciales: si se hace coincidir el
origen del sistema de referencia con la
posicidn inicial se tendria $(0) = 0.

Para encontrar S(¢) se requiere encontrar un
sistema de transformacién T (que haga pasar
de S(0) a S(¢), para lo cual se cuenta con la
informacién de la razén de cambio, en este
caso, constante, en la que
—A;s= constanite
At

es independiente del tamaiio del incremento
At (por ser un movimiento uniforme).

En lo que sigue presentamos un anélisis de
laestructura de las relaciones entre las canti-
dades espacioy tiempo. Se pueden hacer dos
tipos de analisis*: Uno vertical, que consiste
en analizar una sola categoria de cantidades,
y otro horizontal cuando se pasa de una
categorfa de cantidades a otra (por ejemplo,
de tiempo a espacio).

@

—_—

5(0) S(t) =2

AS _ Constante
At

Figura 3

4 Estos dos tipos de andlisis son usados por Vergnaud {1991) para analizar la estructura de las relaciones entre dos cantidades

de diferente naturaleza.
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Anailisis vertical

Este andlisis vertical se centra en la nocién
de operador-escalar (sin dimension), el cual
hace pasar de una linea a otra en una misma
categoria de cantidades.

De la misma manera que se pasa de a

El operador funcién que hace pasar de a
segundos a S{a) metros, es ¢l mismo que
hace pasar de ¢ segundos a S() metros.

Eloperador funcién se puede encontrar sobre
la linea de arriba, donde es posible: como

AS S(a) - 5(0) _

segundos a tsegundos, se pasa de la posicién At T k o a0 k  luego
§(a) metros a S(f) metros:
segundos metros
! S
0 0
a S(a)
X ¢ * X
t S(I) =7
Figura 4

Asfes como: S(f) = S(a)-é—

AS S(a) - S(0)
rocomo 82 _p o 28] —0)
pe At k a~0 k

luego -‘-S%B-z k, por las condiciones iniciales
entonces: S{(1) = kr
Anélisis horizontal
Este analisis horizontal estd centrado en la

nocién de operador-funcién, que hace pasar
de una categorfa de cantidades a otra.

S(a) = ka por las condiciones iniciales,
en donde lo que permite pasar de a segun-
dos a S(a) metros es la multiplicagcién
por k, entonces S(t) = ki, como indica la
Figura 5.

Esimportante remarcar que la pregunta en
esta clase de problemas es acerca de la
relacién funcional que predice la posicién
del cuerpo en cualquier instante.

Del ejemplo 1 queremos resaltar lo siguiente:

* El movimiento uniforme es, en cierto
modo. sencillo de analizar, pero lo que
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segundos metros
t S@)
0 0
a ™ S(a)

\ 4
n
_
R
]
™~

Figura 5

fundamentalmente importa es la posi-
bilidad de que al tomar tiempos tan
pequefios como se quiera se siga conser-
vando el recorrer distancias iguales en
tiemposiguales {razén de cambioconstante).
¢ E| andlisis del movimiento uniforme es
un antecedente muy importante para el
estudio del movimiento no uniforme,
como se puede observar en el trabajo de
Galileo (ver Cantoral, 1990). Por lo cual,
enseguida analizamos un ejemplo de
movimiento no uniforme.

4.2.2. Anilisis de un ejemplo sobre la razén
de cambio variable (Primera Categoria)

Ejemplo 2: Si un cuerpo cae libremente desde
cierta altura, partiendo del reposo, aquel se

).

Calcular la posicion uiterior del cuerpo en
cualquier instante de tiempo ¢ (clase 2a.), y
en un instante particular ¢, (clase 2b), si se
desprecia la resistencia del aire.

. \ 4
acelerard a razén constante (—'iz =

De manera que siconsideramos un diagrama
como el siguiente:

@

S(0) —ep | S(t) =2
AV Constante
Figura 6

La pregunta nos sitia en un marco epis-
témico cuya caracteristica es calcular la
evolucién ulterior del sitema de movimiento
sison conocidas las condiciones iniciales del
problema (ver apartado 3).

Ademés el problema nos proporciona las con-
diciones iniciales, es decir, si se hace coincidir
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¢sistema de wierenciacon ha posicién imicial
se tendria S(0) =0, y como el cuerpo va adqui-
riendo poco a poco mds velocidad conforme
va cayendo, entonces su velocidad inicial es
{0 cuando estaba en reposo (V(0) =0).

También se cuenta con la informacién de que
la aceleracién es constante, es decir, en
incrementos de tiempo iguales adquiere
incrementos iguales de velocidad, lo que
s¢ puede expresar de la siguiente manera:
AV
& =k=g
con independencia del tamafio del incre-
mento de tiempo.

Entonces, de acuerdo al anélisis presentado
en el ejemplo 1, el operador funcién que
hace pasar de t segundos a V() metros/
segundo es el factor constante g (m/seg?), de
donde: V(1) = gt.

Sin embargo, lo que pide el problema es
8§ =7y S(t) =?endonde % va cambiando

conforme la piedra va cayendo. Analicemos
fres posibles caminos:

N
Primer camino

El primer camino consiste en pasar localmente
de una categoria de cantidades a otra (de
tiempo a espacio) considerando que, en un
intervalo de tiempo pequeiio, la velocidad en
el instante inicial del intervalo en cuestién se
podria tomar como constante, y calcular el
efecto en espacio o el incremento de espacio
que se produce, a saber:

AS, = V()AL = gt At
AS, = V(1)At, = gt A,

El paso de una categorfa de cantidades a
otra, en forma local, puede ser representado
por el diagrama de la figura 7.

Sucesivamente, se calculan todos los efectos
de espacio o incrementos de espacio,
para cada intervalo de tiempo en que se
ha dividido el intervalo [0, ¢ ] (en donde:
At,= At = At ).

Una vez que se ticnen los incrementos de
espacio, se realiza el andlisis en una sola

segundos metros
t S
Ato 10 = O S ( fo) . A‘go
b S s
S(t,) AS
Al < » A%
" st |
t
w < : -5 |
b 8(t,) .
e —
A‘;:.1< o) > A,y
t, S(t) |

Figura7
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categoria de cantidades (el espacio), por lo
que este anélisis se realiza de manera verti-
cal. Sin embargo, las cantidades involucradas
son de naturaleza distinta aunque de igual
dimensién (ya que ambas se expresan en
metros); debido a que se busca una posicién
S(t)) y lo que se tiene son incrementos de
espacio (distancias).

Asi, sumando todos los efectos parciales, nos
da el efecto total (acumulacién o cambio
total):

AS,+AS, +AS, + ... + AS_

Luego, para llegar a S(¢ ) se tiene que hacer
una suma acumulada:

S(t) + AS; +AS+ ... + AS |, =S(¢)

En este primer camino estin presentes varias
nociones. La primera es una discretizacién
de una magnitud continua para poder cuan-
tificarla, en este caso el tiempo y el espacio
se han discretizado al hacer la particién. La
segunda es una nocién de constantificacion
de lo variable que consiste en la posibilidad
de considerar a un movimiento variable
como un movimiento constante en forma
local, lo cual permite pasar de una categoria
de cantidades a otra (de tiempo a espacio).

Una tercera nocién es la que subyace del
andlisis vertical y consiste en acumular todos
los efectos locales para encontrar el efecto
total o acumulacion total (en este caso seria

£as)

Una cuarta nocidn es la de prediccion del
estado ulterior (S(¢ ) = ?), en donde al estado
inicial se le suma la acumulacién total para
encontrar el estado ulterior:

S@t) + Z:AS =~ 5(t)

En donde la acumulacién total es la trans-
formacién para pasar de S(z)) a S(¢,).

Este primer camino para llegar a S(t,) y otros
anilogos (pero con la misma estructura
relacional) desembocan en los llamados
métodos de integracién numéricos, los cuales
se pueden caracterizar como algoritmos en
el sentido de la definicién de algoritmo en
el contexto de los campos conceptuales.

Segundo camino

Ahora analicemos un segundo camino. Se
inicia conociendo que el operador funcién
que hace pasar de t segundos a V(f) metros/
segundo es el factor constante g(m/seg?), a

saber: V() = gt debido a que AT‘t/ =g (como

ya se ha analizado en el problema a razén
de cambio constante), se indica esto en la
siguiente figura:

segundos metros
! V(@
0 0
t ——» V() =gt
x g(n/s?)

Figura 8
Y si consideramos que localmente el movi-
miento es uniforme, tenemos que:
ds =v(t)dt o ds = gtdt

En este camino se requiere encontrar un
operador funcién que haga pasar de t a S(¢)
(en el primer camino no encontrdbamos un

0
P
0
€

L s e et P e
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operador funcién directamente, si no que
pasébamos localmente de una cantidad a
otra y luego se acumulaba la cantidad
espacio), como indica la figura siguiente.

segundos metros
t S@®
0 0
t S(0)
Figura 9

Para encontrar tal operador-funcién,
se tiene que buscar una funcién que
localmente se comporte como ds = gtdt ;
en otras palabras, una funcién cuya
diferencial coincida con ds = gidt , lo cual
no requiere de un proceso de suma
acumulada, sino de conocer una diversidad
de funciones y su respectiva diferencial.

Este camino conduce, entonces, a la nocién
de encontrar una funcién cuyo diferencial
coincida con el diferencial dado; a esta
funcién se le conoce como funcién primitiva.

Esta nocién de funcién primitiva también ha
tenido un papel muy importante en la
construccién de la teorfa de integracién, al
margen de cualquier definicién de integral
(Cordero, 1994).

Una vez encontrada la funcidén primitiva,
ésta hace pasar directamente de ta S(t), para
cualquier t. Asi, la funcién primitiva es:

st =E-

Ahora, si se quiere calcular, por ejemplo,
8(t,) - 8(t,) = ?( clase 2c) se pasa a través de
este operador funcién de ¢, a $(¢)) y de ¢,
a S(t,) y después se calcula la diferencia
de posiciones, en la cantidad espacio, para
encontrar una distancia.

Es importante sefialar que las posiciones
S(t,) y S(t,) son estados, y la diferencia
8(¢,) — 8(1,) es la transformacién que hace
pasar de la cantidad S(¢,) a la cantidad
S(¢,) en la cantidad espacio, como se indica
enseguida:

segundos metros
t S@)

2

=80

, —— S,

N

t
,  —t— S(1,) = 87—

Figura 10

gL' g

2 2
Ademas, como los estados son posiciones y
1a transformacién es una distancia, entonces
son de naturaleza distinta aunque conservan
la misma dimensién (ya que ambas se expre-
san en metros).

entonces: S(t,) - 8(,) =

Aparte de la nocién de funcién primitiva,
estdn las nociones como la de constantifi-
cacion de lo variable que estd en paralelo
con la representacién en forma local
(diferencial) siguiente: d§ = V{(#)dt, que
posibilita poder hallar la situacién global.
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Por ultimo, queremos sefialar que en la
busqueda de la funcién primitiva se constru-
yen los llamados métodos de integracion y
una diversidad de tablas de integrales; sin
embargo, en el contexto de los campos
conceptuales podriamos decir que no son
procedimientos algoritmicos, ya que existen
diferenciales como por ejemplo:
dF(t) = e 6 dF(1) = —s‘?t-“—‘- dt, que
pertenecen a los problemas de clase 2, en
los cuales no se puede encontrar una funcién
{en términos de funciones elementales) tal
que su diferencial coincida con los diferen-
ciales dados; de manera que se podria estar
ensayando un niimero de veces indefinido y
no encontrar la solucién de este problema.
Por ello no se cumple con la definicién de
algoritmo, pues ésta menciona que el proce-
dimiento (regla de accién) debe permitir
conducir a una solucién para todo problema
de una clase dada con anterioridad.

Tercer camino

Este tercer camino esté basado en la nocién
de constantificacién de lo variable, pero
apoyada en la idea de promedio que permite
la construccidn de lo que se llama la serie de
Taylor (Imaz, 1989). Primero lo realizaremos

para este ejemplo y después lo haremos de
manera general.

Si se considera la posibilidad de que en un
tiempo dt la velocidad con la que inicia el
movimiento en el instante ¢ se tome cons-
tante, entonces dS = V(¢ )dt, por lo que
S(t, + dt) sera:

S(t, +df) = S(¢,) = V(t,)dt
Y también, si consideramos que en un dt la

velocidad con la que termina el movimiento
en{, +dtse tome constante, entonces:

dS=V(t)dty S(t,+dt) = S(1) + V(¢ + dt)dt,
como indica la Figura 11.

Siahorase calcula el promedio entre las dos
aproximaciones, para obtener una mejor
aproximacion, se tendré:

[S(t,) + V(e )de] + [S(1,) + V{1, + d)di]
2
V() + V(e + dn] de
2
pero de acuerdo al ejemplo 1,
V(t, + di) = g(t, + dt) = gt, + gdt = V(1) + gdt

S(t, + di)

S(t, + dty = S(1) +

(setratade unaigualdad porque la aceleracién
es constante).

segundos metros
t S
t S(¢,)
V(t,)dt V(t,+ doydt
ty+ dt S(t,+ dr) ==
Figura11
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F@)

A F(t)

dF daF
A (e)dr & (t,+ db)dt
dt (fo) dt (p+ df)

f,+ dt

F(t,+ dt) <

Figura12

Sustituyendo V(¢ + dt) en el promedio:

S, +dt) = S(t,) + [ V() + Vz(to) +gdp)) dt

Lo anterior se convierte en una igualdad
porque a(z,) = a(t, + dt) = a(r) = g, y queda:

gdr
S(t,+ diy= S(1,) + V(t)dt + =
Ahora, si sustituimos ¢, por su valor (¢,=0)
entonces se tiene que:

S(0 + di) = S(0) + V(0)dt +é’-‘-”§’i
S(dt) = $(0) + V(0)dr + %ﬁ
El préximo paso es muy importante, porque
aunque parece una simple sustitucién de ¢
por di(t = dr), 1o que hace es pasar de la
situacién local [$(df)] a la situacién global
[S(1)], entonces: S(¢) = S(0) + V(O)t + g /2,
esdecir, la estructura local se conservaenla
estructura global, junto con las condiciones
iniciales del problema. En este ejemplo,
como S(0) =0y V(0) =0 entonces:

() =§'2

Si se desarrolla esta idea del promedio de
manera general, queda lo siguiente:

Partiendo de la cantidad desconocida
F(1) = 7, que es la relacién funcional entre
variables que predice la evolucién ulterior
del fenémeno de variacién continua. Ademés
son conocidas las condiciones iniciales del
fenémeno.

La pregunta sobre F(t) es acerca de la situa-
cién global, por lo que primero procedemos
a realizar un an4lisis de la situacién local.

En la situacién local se considera a la razén
de cambio en ¢, (dF(¢,) / df) como constante
para el intervalo dt, entonces:

dF(t,) dt
F(,+dy= Fit,) + ———

Y si ahora se considera a la razén de cambio
en t, + dr (dF(t; + dt) / dt) como constante
para ¢l intervalo dt, entonces:

dF(t, + dt) dr

i, +diy= F(t,)+ 7
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La estructura relacional queda como indica
la Figura 12.

Para encontrar una mejor aproximacion se
calcula el promedio entre (1) y (2):

[F(t) + F(t)dt] + [F(t) + F (1, +dt)dr]

F(e,+ dr) 5
Simplificando:
Ft )+ F(t +dglde
E(t, + dr) = F(1,) + (t)+ 't + 4]

2

Sin embargo:
F(t,+ di) = F(1)+ F'(1)dt @
Sustituyendo (4) en (3):

[F(t)+ F(t)+ F(t)dr}dt

Ft,+ de) = F(t )+ p

Simplificando:

F'(t, + dnydf

F(1, + dt) = F(t,) + F(1,)dt + ——
)

Si a partir de (5) se considera la aproximacion:

F(1,+ di)dp

Ft,+dty= F(t)+ F(t)dt + 2

(6)

Calculando el promedio de las tres aproxi-
maciones, (1), (2) y (6), se obtiene una mejor
aproximacién para F(¢, + dr), como sigue:

F(t)de F7(t)dre
+
3.2
Y asi sucesivamente, se obtiene el promedio
entre todas las aproximaciones que se van

calculando. La serie de Taylor se va constru-
yendo con estos promedios:

F{e, + dt)y = F(t)) + F(t)de +

P(e)de F7()de
+ +o..
3.2

F(e, +dty= F(t)) + F(t)dt +

Después se pasa de la situacién local a la
situacidn global a través de =1 +dt, lo que
en términos de la estructura de las relaciones
equivale a pasar, en la categoria de la
cantidad ¢,de ¢ +df,aty, enlacategoriade
la cantidad F{(¢t), de F{t, + dr) a F(¢), como
indica la siguiente (Figura 13).

t F{)

t F,)

t,+ dt S(t,+ dt)

t K1) -+
Figura 13

entonces:

F -t )?
Flo=F)+ F(t)(t—1¢) + iz([i

Fr)(t-t)
e —
3

En este tercer camino esta presente la nocién
de constantificacion de lo variable a través
del promedio y la nocién de prediccion
articulada con la nocién de acumulacién, que
permiten la construccién de la llamada serie
de Taylor.

En esta serie es inherente un procedimiento
de derivacion sucesiva, que se puede
caracterizar como un procedimiento
algoritmico o algoritmo de acuerdo a lo
discutido en el apartado 2.

Asf, el algoritmo consistirfa en lo siguiente:

¢ De la situacion local, dF(t) = F'(1)dt,
extraer F'(1).



* Encontrar la derivada de F’(r), es decir,
F(t).

* Luego encontrar la derivada de F(t),
es decir F'”’(t), y as{ sucesivamente. Esto
es posible ya que F(f) es una funcién ana-
Jitica (las funciones analiticas son propias
de los fenémenos de variacién continua
o flujo continuo en la naturaleza).

* Enseguida se encuentran las condicio-
nes iniciales que falten, ya sea, F (t)o
F’(t)) o F(1), segiin sea el caso.

* Por ltimo, sustituir en la serie las con-
diciones iniciales.

Diversos algoritmos y su estructura
relacional

Con ¢l objetivo de poner en evidencia
algunos alcances de la estructura relacional
descrita en el primer camino del apartado
4.2.2., analizamos diversos algoritmos que
estan presentes en el Célculo integral y las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Discutimos el algoritmo de los métodos
suméricos siguientes: Método de Euler,
Método de Euler Modificado, Método de
Runge-Kutta, Regla del Trapecio, Regla del
Punto Medio, Regla del Punto Extremo,
Regla de Simpson.

4.3.1. El algoritmo del Hamado método
de Euler

Por lo regular el método de Euler para
ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden se presenta, en los libros de
texto, en la forma siguiente:
Dado el problema de valor inicial

Y =fix, y), y(x,) = y, (Clases 4b y 4c)

s¢ aplica la f6rmula iterativa:

Yau1 =Y, +Bx,y,)  (n20)

para calcular aproximaciones sucesivas y,,
¥, --- @ los valores y(x,), y(x,), ... de la
solucién “exacta” en los puntos respectivos
E 90 J

En cuanto al nombre, algunos textos lo
llaman método de las quebradas de Euler,
método de la linea tangente o método de la
primera derivada, dependiendo de los
argumentos que emplean en la construccién
de la férmula. Sin embargo, la mayoria de
autores le dan una interpretacion geométrica.

Nosotros, para identificar la estructura rela-
cional, simplemente consideramos la f6rmula
iterativa en su forma desarrollada:

y. :y°+ h.l(’to!yo){'mxvyl)‘bmxz’ )’2)"'«-- +kf(xn-l’ n—l)
)

Y,

Y3

Vn

Asf, la estructura relacional queda de la
siguiente manera:

* Ly
P AN }hf(xo,yo) ]

X
P i AR }hf(xl,yl) ]
Y2

D —— e .
xn-l Yna
f [T s ]
xﬂ y n
Figura 14
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en la cual aquello que permite pasar
localmente de la cantidad x a la cantidad y
es la consideracién de que, en un intervalo
pequefio de la cantidad x, la razén de cambio
variable se podria tomar como constante e
igual a la razén de cambio en x,, y calcular
el efecto en la cantidad y o ¢l incremento
que se produce en la cantidad y, a saber:

hf(x, y,).

Y as{ sucesivamente, se calculan todos los
efectos en la cantidad y o incrementos de la
cantidad y, para cada intervalo pequeiic de
la cantidad x en que se ha dividido el inter-
valo [x, x ] .

Una vez que se tienen los incrementos de la
cantidad y, se realiza el anlisis en una sola
categoria de cantidades (la cantidad y),
por lo que este andlisis se realiza de manera
vertical. Sin embargo, las cantidades invo-
lucradas son de naturaleza distinta aunque
de igual dimensidn, debido a que lo que
se busca es un estado (y,) y lo que se tiene
son incrementos de la cantidad y. Asi, se
tiene que sumando todos los efectos parcia-
les nos da el efecto total (acumulacién o
cambio total):

hfix,, y,) +hflx, y) + hfix, y,) + ...

+ hf(xn—l 4 y al

Luego, para llegar a y_ se tiene que hacer,

una suma acumulada:
Yo+ Aftx, v )+ hfix, y ) + ...+ Aflx, ., v,.) =Y,
y,=y(x,)

En este andlisis estan involucradas varias
nociones. La primera es una discretizacion
de una magnitud continua para poder cuanti-
ficarla, en este caso las cantidades x y y se
han discretizado.

La segunda es una nocién de constanti-

ficacién de lo variable que consiste en la
posibilidad de considerar a una razén de

cambio variable -g%: fix, y) como unarazdn

de cambio constante en forma local, lo cual
permite pasar de una categorfa de cantidades
aotra{dexay).

Una tercera nocién es la que subyace del
andlisis vertical y consiste en acumular todos
los efectos locales para encontrar el efecto
total o la acumulacién total; en este caso

a-1
T hf (x, )

Una cuarta nocién es la de prediccién del
estado ulterior (y, = 7), en la que al estado
inicial se le suma la acumulacién total para
encontrar el estado ulterior:

n-1
Yot };ohf (x, )=y,
y,=y(x)

En donde la acumidacion iotal es la trans-
formacién para pasarde y,ay,.

Por otrolado, si y’ = fix) y dadala condicién
inicial y(x) = y, (clases 2b y 2c), el método
de Euler quedaria:

Y, = Yo+ Bfix) + Ax) + ... + Bf(x_ )

Locual esla llamada regla del punto extremo
en el Célculo integral. Dicha regla tiene la
misma estructura relacional e involucra las
mismas nociones que en el caso anterior,
debido a que el andlisis que presentamos es

vilido también para esta clase de problemas.’

As{ como también es vélido para las clases
de problemas 3by 3¢ (¥’ = f(y)) en donde el
método de Euler quedaria:

=y, + hf(y,) + By )+ Af(y,) +...+ Bf(y )

Para finalizar este apartado, analicemos ahora
el Método de Euler para ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden. Por
lo regular se presenta en la forma siguiente:

o
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Vs

h2 ’ ' hZ # hZ z
Y, = Yot by T fxo ¥e Yo +HY, +?ﬂ Xoyp Y )+ v by Ny X Yy Y od)

Y2

Yo

Se da el problema de valor inicial

y"=ﬂx’)” y’) 'Y(xg) 2}’0,)”(-"'0) =)"0
[clases 11by 11c]

Suponiendo que f es tal que el problema
tiene una solucién tinica en algiin intervalo
que contiene a x,, se aplica la férmula
fterativa: e

ynd m)}” + hy’rx + -——y”ﬂ

donde:

Yua =Y thy, ¥y ¥, =fx, v, ¥)

Para calcular aproximaciones sucesivas
Yp ¥p Yy alos valores y(x,), y(x,),... de la
solucién “exacta” en los puntos x,, x,,...
De modo semejante, los valores aproxi-

®
e

Xx. . '
};_l: :__—yl_, h[)”l*)ﬂ

X3 Y2 2

——

—_—_;’ »

Figura 15

Cuadro 2

mados de la derivada y’(x) en esos puntos
se denotan por y,, y,,..., respectivamente.

Para identificar la estructura relacional
consideramos a la f{6rmula iterativa en forma
desarrollada en el cuadro 2.

Asi, la estructura relacional queda de
la manera que se muestra en la Figura 15,
en la cual aquello que permite pasar
localmente de la cantidad x a la cantidad
y ¢s la consideracién de que, en un inter-
valo pequefio de la cantidad x, la razén
de cambio variable se podria tomar
como constante e igual al promedio entre
la razén de cambio y, (es decir, y') y la
razén de cambio en y, (0seay’ ),y asi poder
calcular el efecto en la cantidad y o el
incremento de lacantidad y que se produce,
a saber:

p oY)
2
ycomo: y’, = y'(x,) =y (x, + h)
entonces, y’, =y’ + y" h
de manera que el promedio queda:

(},10 +y10 +}’"oh) _ y10+y:ro_]1—
2

2

por lo que el incremento en la cantidad y
queda:

Y asf sucesivamente, se calculan todos los
efectos o incrementos en la cantidad y, para
cada intervalo pequefio de la cantidad x en
que se ha dividido el intervalo {x;, x ].
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Una vez que se tienen los incrementos de la
cantidad y, se realiza el anélisis en una sola
categoria de cantidades (la cantidad y),
por lo que este andlisis se realiza de manera
vertical,

Sin embargo, las cantidades involucradas
son de naturaleza distinta aunque de igual
dimensién, debido a que lo que se busca
es un estado (esto es, y_ ) y lo que se tiene
son incrementos de la cantidad y. Asi,
sumando todos los efectos parciales nos
da el efecto total (acumulacién o cambio
total):

2 hz i1 kz 7t ’
kye+—2yo+hy’l+~2-yl+...+hy 2y .

o también:

’ hZ ’ ’ hl ’
hy [ + .z—f(xo‘ yo’ yo) + ‘hy 1+5f(x1’y1’y 1)
h)
+ ...+ hy’a_ﬁiﬂxﬂ, Vo ¥Yos)
Luego, para llegar a y_se tiene que hacer una
suma acumulada:

R, H
yo+hy'0 }/0+hy +§y +o.+hy + zy’ A

Y, =y(x,)

En este andlisis estdn involucradas varias
nociones. La primera es una discretizacion
de una magnitud continua para poder
cuantificarla, en este caso las cantidades x y
y se han discretizado.

La segunda es una nocidén de cons-
tantificacién de lo variable que consiste
en la posibilidad de considerar a una
razén de cambio variable como una razén
de cambio constante ¢ igual al promedio
entre la razén de cambio en y, (es decir,
¥'.) y la razén de cambio en y, +1 (o sea,
Yu)sconk=0,1,2,...n-1. Lo cual permite
pasar de una categoria de cantidades a
otra {de x a y), en forma local.

Una tercera nocidn es la que subyace del
andlisis vertical y consiste en acumular todos
los efectos locales para encontrar el efecto
total o la acumulacion total; en este caso
seria:

#ed , n-l hz ,

%hy i + g?f(xp y"? y ")
Una cuarta nocion es la de prediccién del
estado ulterior ( y, = ?), en donde al estado

inicial se le suma la acumulacién total para
encontrar el estado ulterior:

¥, + acumulacion total =
Yu=y(%,)

En donde la acumulacion total es la trans-
formacién para pasardey ay,.

4.3.2, El algoritmo del lamado método de
Euler modificado

Por lo regular, el método de Euler modifica-
do para ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden se presenta, en los libros
de texto, en la forma siguiente:

Dado el problema de valor inicial

Y =i, y), y(x)

se aplica la f6rmula iterativa:

=y, [clases 4b y 4c]

yn¢1=yn+ 7 h[f(xn’yn) +.f(xm1 9yml )] (ﬂw)

en donde:
Yo=Y+ hfix,,y,) [Método de Euler]

para calcular aproximaciones sucesivas y,,
Y, a los valores y(x,}, y(x,),... de la
solucidn “exacta” en los puntos respectivos
Xy Xgpene

Si consideramos la f6rmula iterativa en forma
desarrollada:




y,,=ya+h[ 3

Y

2 2

flxy, ¥,) +flx,, ¥, )} o [f(x,, ¥ +fx,, y, )]+... +h[f(x,.,,, Yo) A%, ¥, )]

Y,

Asf, la estructura relacional queda de la
anera que muestra la Figura 16, en la
tual aquello que permite pasar localmente
e la cantidad x a la cantidad y es la
tonsideracion de que, en un intervalo
pequeiio de la cantidad x, la razén de cambio
variable se podria tomar como constante e
igual al promedio entre la razén de cambio
en y, [esto es, y', = flx,, y,)] ¥ la razén
de cambio en y, [es decir, y', =f(x,, y)1. ¥
as{ poder calcular el efecto o el incremento
que se produce en la cantidad y, a saber:

Fxp y) + flx,, y,)
| e oS

I

Y asi sucesivamente, se calculan todos los
efectos en Ia cantidad y o incrementos de la
cantidad y, para cada intervalo pequefio de
la cantidad x en que se¢ ha dividido el
intervalo {x,,x,].

Una vez que se tienen los incrementos de la
cantidad y, se realiza el andlisis en una sola
categoria de cantidades (la cantidad y), por
lo que este andlisis se realiza de manera
vertical. Sin embargo, las cantidades involu-
cradas son de naturaleza distinta aunque
de igual dimensidn, debido a que se busca
un estado (y, = ?) pero lo que se tiene son
incrementos de la cantidad y.

x y

h{f‘)__y_".

X, bg!

hl: f(xg, o) + flx, 1) :l

h -{: E—————y—l>} h [ f0x, y,) gﬂ%:)’:) :l ;I

f(xn‘l * yml) + f(xn) yn)

xnol yn-l
S and |
X

k]

Figura 16

Elementos de enlace entre lo conceptual y lo algoritmico en el Célculo integral
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Asf, sumando todos los efectos parciales
(locales) nos da el efecto total {acumulacién
o cambio total): \

?" [y yo) + 25, y,) + 2 fxp 3,) + -
+2f (%, ¥,.) + flx,, ¥,)]

Luego, para llegar a y_ se tiene que hacer
una suma acumulada:

h
Y, ? [f(xg, yo) +2(x,y)+ 2f(x2, yz) +

+2f(x, Y, )+ fx,. ¥l =Y,

En este andlisis estdn involucradas varias
nociones. La primera es una discretizacion
de una magnitud continua para poder cuan-
tificarla, en este caso, las cantidades x y y
se han discretizado.

La segunda es una nocién de constanti-
ficacion de lo variable que consiste en la
posibilidad de considerar a una razén de
cambio variable como una razén de cambio
constante ¢ igual al promedio entre la razén
de cambio en y, [es decir, y’, = fix,, y, )]
y la razén de cambio en y, , [o sea, y’,,
= f(x,.» Y..0) con k = 0,1,...,(n-1). Esta
nocién permite pasar de una categoria de
cantidades a otra {de x a y), en forma local.

Una tercera nocidn es la que subyace del
anélisis vertical y consiste en acumular todos
los efectos locales para encontrar el efecto
total o la acumulacién total; en este caso
seria:

h n-1
7 fopy) + X Afx,y) + b flx, )

Una cuarta nocién es la de prediccién del
estado ulterior (y,=?), en donde al estado
inicial se le suma la acumulacién total para
encontrar el estado ulterior:

¥, + acumulacion total = y,
Ya=¥(x,)

En donde la acumulacion total es la trans-
formacién para pasar de y a y,.

Por otrolado, si ¥’ = fix) y dada la condicién
inicial y(x,) = y, (clases 2b y 2c), ¢! método
de Euler modificado quedarfa:

yn =Y, +§ [f(xo) + 2f(x1) + 2f(x2) +...
+2f(x,,) + fix,)]

lo cual es la llamada regla del Trapecio en el
Célculo integral. Dicha regla tiene la misma
estructura relacional e involucra las mismas
nociones, debido a que ¢l andlisis que presenta-
mos es vdlido también para esta clase de
problemas. Asf, también es valido paralas clases
de problemas 3b y 3¢ [y = f{y)}, en donde el
método de Euler modificado quedaria:

B = Yo+ 1) + 20) + ) o
+2fly,) + )]

4.3.3. El algoritmo del llamado método
de Runge-Kutta

Por lo regular el método de Runge-Kutta
para ecuaciones diferenciales de primer
orden se presenta, en los libros de texto, en
la forma siguiente:

Dado el problema de valor inicial
Y =flx.y).y(x,) =y, [clasesdbydc]
se aplica la f6rmula iterativa:

Yo, =y, %[An +2B,+2C,+D ] (n20)

en donde:

A =flx,.y,)

B, =flx +5Ya+TA)
C, =f{xn +%, ¥, +-§-Bn )

D, =fix +h,y +hC)



x y
X Y

h { °__°.} h
x* b2l

i ]
*2 Y2
__._._O
. .
xn-l yn-l

i S b
X, In

Ay+2B,+2C,+ D, :]

6
A +2B,+2C + D,

i)

A, +2B, +2C, + D"_1:| ;I
2

para calcular aproximaciones sucesivas
JpYp--. @ los valores y(x,), y(x,) de la
| solucion “exacta” en los puntos respectivos
i S S0

- Nosotros, para identificar la estructura
relacional, consideraremos la f6rmula
iterativa asi:

[A" +2B_ +2C_ +D,

Y.=y,,+h l P i {n=1)

La estructura relacional es andloga a las
anteriores, por lo cual queda de la manera
que indica la Figura 17.

Figura 17

Analicemos en detalle lo que permite pasar
localmente de la cantidad x a la cantidad y:
(Figura 18)

En la cual aquello que permite pasar
localmente de la cantidad x ala cantidad y es
la consideracién de que, en un intervalo
pequeiio de la cantidad x, la razén de cambio
variable se podria tomar como constante ¢
igual al promedio ponderado entre las
razones de cambio tomadas en puntos
diferentes del intervalox, Sx<x, (n21).
Asi, A= flx, y,) es la razén de cambio
en el extremo izquierdo del intervalo;
B, = fix', y*,) es la razén de cambio en el

* Y

Xo | YornAg=flx,, ¥)
h x{:xo-t-—iz’— Yo
x=x+h |y,

By=fx;, )

Yo= Yo+ B1lxg, yolvs=yo+ B 1, Yoy =yo+ W, %)

Cozﬂx(;’ )"'o) Do=f(x;z .V;)

-

Figura 18

Elementios de eniace entre lo conceptual y lo algoritmico en el Cdlculo integral
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punto medio, usando la férmula de Euler
para ir de x, a x, + h/2; C, = flx'0, y'0) es
una segunda aproximacion a la razén de
cambio en el punto medio; y, por tltimo,
D, =f(x,,y,) es larazén de cambioenx, + h,
usando la férmula de Euler y la razén de
cambio C parairdex,ax,+ h.

De manera que el efecto o incrementoen la
cantidad y que se produce es:

h[ A, +2B,+2C,+ D,
6

Y asi sucesivamente, se calculan todos
los efectos en la cantidad y o incrementos
de la cantidad y, para cada intervalo pequefio
de la cantidad x en que se ha dividido el
intervalo [x;, x .

Una vez que se tienen los incrementos de la
cantidad y, se realiza el anélisis en una sola
categoria de cantidades (la cantidad y), por
lo que este anélisis se realiza de manera
vertical. Sin embargo, las cantidades invo-
lucradas son de naturaleza distinta aunque
de igual dimensién, debido a que se busca
un estado (y, = ?) y lo que se tiene son
incrementos de la cantidad y,

Asi, sumando todos los efectos parciales (lo-
cales) nos da el efecto total (acumulacién o
cambio total}):
! 4,+2B,+2C,+ D+ 4 A, +2B
+2C ,+D, ]

Luego, para llegar a y_ se tiene que hacer
una suma acumulada:

Yo+ i (4, +2B,+2C,+ Dy +... + A,
+2B _ +2C _+D 1=y,

donde: y_=y{(x)

En este anélisis estdn involucradas varias
nociones. La primera es una discretizacion
de una magnitud continua para poder
cuantificarla, en este caso las cantidadesx y
y se han discretizado.

La segunda es una nocién de constantifica-
cién de lo variable que consiste en la
posibilidad de considerar a una razén de
cambio variable como una razén de cambio
constante € igual al promedio ponderado
entre las razones de cambio tomadas en
puntos diferentes del intervalox, Sx <x,
(n =z 0). Lo cual permite pasar de una
categoria de cantidades a otra (dexa y),en
forma local.

Una tercera nocién es la que subyace del
analisis vertical y consiste en acumular todos
los efectos locales para encontrar el efecto
total ola acumulacion total, en este caso seria:

n-1 h
{;o?(Ai +2B,+2C+ D)

Una cuarta nocién es la prediccién del estado
ulterior (y, = ?), en donde al estado inicial
se le suma la acumulacién total para encon-
trar el estado ulterior:

¥y, + acumulacién total = y,
Yu=y(x,)

En donde la acumulacién total es la trans-
formacidn que permite pasarde y, a y,.

Por otro lado, si y" = flx) y dada la condicién

inicial y(x.) =y, (clases 2by 2c), el método -

de Runge-Kutta quedaria:
h
V= Ypat ?(Aﬂ‘1 +4B_ +D_)(n21)
debidoaque A ,B,C y D, sereducena:

A, =flx)
B, =fx,+3)=C,
D,=flx, + k)

1

Y

Y,
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entonces:
h h
o= Yoy + g L0, ) +4f(x, +) + flx,, + )]

(n21)

desarrollando:
=0+ LI +4f65, +5) 4 i, + )
) +4f(x, +3) + flx, +B) +...
ot [, )+ 4, +3) + 6, + 1) ]
también:
B= e+ LI + 41, + 5+ 2f(x)
+4f(x, +3)+ 2fx) +...

ot 2, )+ A, +5) + flx) ]

Si consideramos & -:.Eh— entonces:
k
Y=Y+ 3 Lfxy) + 4f(x, + k) + 2f(x, + 2k)
+4f(x, + 3k) + 2fx, + 4k) +...

vt 2%+ 2(n-1)k) + 4ffx, + 2n-1) k) + fix, + 21K)]

- Six, =x, + mk con m = 2n entonces:

o=y + L) + 4ft) + 2,)
+4f(x) + 2f(x,) +...
b 2 )+ 4 ) +fx )]

lo cual es la llamada regla de Simpson en
el Céleulo integral. Dicha regla tiene la
misma estructura relacional e involucra
las mismas nociones debido a que el anélisis
que presentamos, acerca de la estructura
relacional, es valido también para esta clase
de problemas.

5. CONCLUSIONES

Partimos de una problemaética propia de la
ensefianza en la que estdn inmersos los
estudiantes de Célculo integral y que consiste
en la separacién entre lo conceptual y lo
algoritmico. De manera que, alolargode la
investigacién tratamos de encontrar
clementos que permitan entender de qué
naturaleza es un procedimiento algoritmico
en el Célculo integral y en las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDQ), y si éstos
estdn disociados de la conceptualiza-
cidn asociada a la integral, para tener una
perspectiva cada vez mds clara acerca de lo
que podria significar comprender un
algoritmo por los estudiantes. Y tratar de
combeatir laidea de que el estudiante aprende
los procedimientos preestablecidos por
simple condicionamiento o ejercitacién.

Para propiciar el enlace entre lo conceptual
y lo algoritmico, identificamos tedricamente
una condicién necesaria que se refiere a la
existencia de situaciones problema a partir
de las cuales se forman nociones y procedi-
mientos, en estrecha relacién, asociados al
Célculo integral,

En el contexto de los campos conceptua-
les, analizamos y clasificamos las diversas
situaciones problema cuya solucién exige
de una integracién, Luego, con ejemplos de
Cinemaética, realizamos un andlisis detalla-
do de la estructura relacional de algunas
clases de problemas tratando de mostrar
diversos procedimientos de solucién y
algunas de las nociones involucradas en
dicho andlisis. Ademas, mostramos diversos
algoritmos y la estructura relacional que
tienen asociada.

5.1 Hallazgos

De acuerdo con lo discutido en el apartado
4, identificamos tres estructuras relacionales,
a saber: (Figura 19)
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x y x y x

Xy Yo Xy y(x) X, y(xo) J J )
- ———— mma—
X N ) ‘ Xpt+dx y(x,+dx)
—_— . . .
X, Ya : :

B e o

. . X, y(x 1) . .

xn-l Y, n-1 ' '

—:] X, y(x) X, y{x)

Xy In

Ya=y(x,)
Diagrama A Diagrama B Diagrama C

Figura 19

El diagrama A abarca la mayoria de los
llamados métodos numéricos en el Célculo
integral (regla del punto extremo, del punto
medio, del trapecio, de Simpson) y en las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (método
de Euler, Euler modificado, Runge-Kutta).

Esta estructura relacional involucra
nociones tales como: Discretizacion de una
magnitud continua, Prediccion, Acumu-
lacién y Constantificacion de lo variable;
asi como un procedimiento de suma. Por
dltimo, esta estructura esti asociada a
procedimientos algoritmicos o algoritmos.
En otras palabras, los llamados métodos
de Euler, Euler modificado, Runge-Kutta y
las llamadas regla del punto extremo, del
punto medio, del trapecio, de Simpson son
algoritmos que tienen asociada la estructura
relacional del diagrama A.

El diagrama B abarca la mayoria de los
Blamados métodos de integracién o técnicas de
integraciénenel Célculo integral (integracion
por partes, sustitucién trigonométrica,
funciones racionales y fracciones parciaies,
sustituciones de racionalizacién, etc.) yen las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias [EDO
de primer orden: variables separables,
homogéneas, exactas, lineales, etc. EDO
lineales de segundo orden con coeficientes
constantes: método de coeficientes indeter-
minados, método de variacién de pardme-
tros. EDO lineales de segundo orden con
coeficientes que son funciones de la variable
independiente: método de series de potencias
y método de Frobenius (para un punto regu-
lar singular)}.

Esta estructura relacional involucra nociones
tales como: nocién de funcion primitiva,
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Prediccion, Acumulacion y Constantificacion

de lo variable; asi como un procedimiento -

de antiderivacién. Por tltimo, esta estructura
estd asociada a procedimientos no algorftmicos.

Es necesario aclarar que los métodos de
variacién de pardmetros, coeficientes
indeterminados y series infinitas, son esen-
cialmente de ensayo debido a que se supone
una solucién de cierta formay luego se busca
hacer coincidir la ecuacién diferencial dada
con la ecuacion diferencial formada a partir
de lasolucidn supuesta; por lo que, en cierto
modo, se estd intentando pasar directamente
de una categoria de cantidades a otra.

Eldiagrama Cabarca la serie de Taylor cuya
estructura esta asociada a un procedimiento
algoritmico; es decir, la serie de Taylor esun
algoritmo que ticne asociada la estructura
relacional del diagrama C, por ejemplo: para
lasclases de problemas 1a, 1b, 1¢, 2a, 2b, 2c,
3a, 3b, 3¢, 4a, 4b, 4c, el procedimiento
algoritmico consiste en derivar sucesiva-

mente, evaluar la condicién inicial en

las derivadas sucesivas y sustituir en la serie
de Taylor. Es conveniente aclarar que
cuando la EDOQ es, por ¢jemplo, de 1a forma

gxx = flx, ¥) se usa derivacién implicita y
dependiendo de la complejidad de f(x, y)
puede resultar también complejo calcular las
derivadas sucesivas. Esta estructura involu-
cra nociones tales como: Constantificacién
de lo variable a través del promedio,
Acumulacion y Prediccion.

Con la identificacién de éstas tres estructuras
relacionales podemos mencionar algunos
hechos respecto a nuestra hipétesis de trabajo:

Cada algoritmo tiene asociada una estruc-
tura relacional, la cual involucra ciertas
nociones, ademas la estructura relacional
adquiere relevancia en ¢l contexto de un
problema especifico que se deriva de un
fenémeno de variacién continua, en donde

los problemas especfficos no se refieren a las
causas del fenémeno de variacién {; por qué
varfan?) sino al cudnto varian una vez que
se reconoce como varia €l fenémeno.

Un elemento que se desprende de esta
investigacién, en el terreno del rediserio del
discurso matemdtico escolar, se refiere a lo
siguiente: una condicién necesaria para
propiciar el enlace entre lo conceptual y lo
algoritmico, en la ensefianza del Cilculo in-
tegral, es un aspecto que tienen en comun.
Dicho aspecto se refiere a un problema espe-
cifico por resolver que implique, requiera,
o exija de una integracién para hallar la
solucién.

Asi que precisamos, en lo mayormente
posible, ese tipo de problemas a través del
andlisis de los cambios de marco epistémico
{ver apartado 3). Justificamos, en cierto
modo, porque seleccionamos el marco
epistémico de Newton a partir del cual
construimos un campo conceptual del
Célculo, es decir, generamos un espacio de
situaciones problema que le dan sentido al
Célculo integral y cuyo tratamiento implica
el enlace entre lo conceptual y lo algoritmico.
En donde el ¢je de lo conceptual estd delinea-
do por las nociones de prediccién, acumula-
¢idn y constantificacién de Io variable articu-
ladas a través de los procedimientos social-
mente establecidos (antiderivacién, suma y
derivacion sucesiva) que forman una parte
del eje de lo algoritmico {ver apartado 4).

Por otro lado, 1a clasificacién de problemas
que presentamos €s solamente una primera
aproximacion; sin embargo, es importante
que se siga consolidando la clasificacion, ya
que es un instrumento para el anélisis de las
situaciones y para el andlisis de las
dificultades conceptuales encontradas por
los estudiantes (Vergnaud, 1990a).

Es importante aclarar que no buscamos
como objetivo central de la investigacién
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hacer una clasificacién sino que realizamos
una clasificacién de problemas porque
asumimos la definicién de algoritmo en el
contexto de los campos conceptuales y por
las exigencias de la condicién necesaria
identificada.

Solamente la clasificacién es el inicio de un
programa de investigacion delineado por
Vergnaud (1990b) que a la letra dice: anali-
zar y clasificar la variedad de situaciones en
cada campo conceptual.

Como se puede apreciar, realizamos nuestra
investigacién con base en algunos supuestos
de la epistemologfa genética y de la teorfa
de los campos conceptuales asf como
considerando aspectos epistemol6gicos del
Célculo integral matizados por la perspectiva
del redisefio del discurso matemdtico escolar.

Precisando, nos auxiliamos de la teoria de
los campos conceptuales y de la epistemo-
logia genética por lanecesidad de responder
auna pregunta que surgi6 en el contexto del
rediserio del discurso matemadtico escolar, por
€so nuestras reflexiones se ubican en dicho
contexto.

De manera que, las rupturas y posibles
relaciones entre lo conceptual y lo algorit-
mico, en la ensefianza del Célculo integral,

es un punto importante que se debe seguir
profundizando, En este trabajo de investiga-
ciénsélo presentamos una posible perspectiva
de dicho punto.

5.2. Implicaciones

Nuestra investigacién nos permitié percibir
a la epistemologia del Célculo integral en el
sentido de caracterizar la epistemologia de
un campo conceptual del Célculo construido
a partir del marco epistémico de Newton.

Una implicacién tanto tedrica como metodo-
I6gica consiste en la posibilidad de construir
otros campos conceptuales del Célculo
pertinentes a partir de otros marcos episté-
micos, por ejemplo, si a partir del marco
epistémico de Cauchy se construye un
campo conceptual del Célculo entonces es
posible analizar la relacién entre lo concep-
tualy lo algoritmico desde otra perspectiva;
sin embargo, lo més importante seré
desentrafiar los mecanismos para pasar de
un campo conceptual a otro. La pertinencia
de los posibles campos conceptuales
generados dependerd del contexto sociocul-
tural especifico de los estudiantes y de los
profesores que interactdan en la institucién
escolar y serd un aspecto importante a
considerar en el anédlisis del redisefio del
discurso matemadtico escolar. D
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