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De la investigacion en matematica tedrica a la investigacion en
matematica educativa: un viaje personal

Ed Dubinsky!
RESUMEN

El objetivo principal de este ensayo es exponer por qué y como un matematico dedicado especialmente
a las investigaciones en matematica teorica, podria cambiar su campo de estudio a las investigaciones
en matemadtica educativa. Para entender este cambio es necesario describir: cudl era la situacion antes
y después del cambio, como llegué a la decision del cambio, como hice la transformacion y a donde me
condujo mi nueva vida profesional. De esta manera intento explorar mis propias experiencias con la
esperanza de que a partir de la introspeccion de un individuo se pueda aprender algo.

ABSTRACT

The main goal of this essay is to understand why and how a mathematican, very much dedicated to
research in theoretical mathematics might change his field to research in mathematics education. In
order to understand a change, it is necesary to probe a little deeply into how it was before and also after
the change; how I came to the point of changing, how I made the transformation and where I went with
my new professional life. To do all this, I intend to explore my own experiences in the hopes that through
the introspection of an individual we might learn something about the situation for everyone.

RESUME

L’objectif principal de cet essai est d’exposer pourquoi et comment un mathématicien dont la spécialité
est la recherche théorique en mathématiques peut faire évoluer ses recherches vers le domaine des
didactique des mathématiques. Pour bien comprendre cette évolution, il faut décrire quelle était la
situation avant et aprés ce changement, de quelle fagon celui a pu seproduire et a quel point j’ai pu
parvenir dans ma nouvelle vie professionnelle actuelle. J’entends de cette maniére explorer mes propres
expériences avec: I’espoir que cette introspection individuelle puisse étre pour certains une source
d’enseignement.

RESUMO

0 objetivo principal deste ensaio é expor o porque e como um matematico dedicado especialmente
a pesquisa em matematica tedrica poderia mudar seu campo de estudo as pesquisas em matematica
educativa. Para compreender essa mudanga é necessario descrever qual era a situag@o antes e depois da
mudanga: Como cheguei a decisdo da mudanga, como fiz a transformacéo e onde cheguei com minha
nova vida profissional. Desta maneira tento explorar minhas préprias experiencias com a esperanga de
que a partir da introspecdo de um individuo se possa aprender algo.

! Profesor del Departamento de Mateméticas y Ciencias de la Computacién, Georgia State University.
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INTRODUCCION

Describiré mi vida como matematico.
Comenzaré con mis primeras experiencias
con las matematicas cuando era nifio en la es-
cuela y durante mi educacion formal en la uni-
versidad. Al principio de mis estudios
universitarios estaba mas interesado en la
educacion que en las matematicas, pero muy
pronto cambié¢ y me converti en un investi-
gador en matematicas. Quiero describir el
proceso especifico mediante el cual desa-
rrollé la habilidad de hacer matematicas avan-
zadas, en particular, la investigacion. Creo que
durante aquella época mis ideas sobre la edu-
cacion también se estaban desarrollando, no
tan activamente pero de manera simultanea
a mis actividades politicas.

Llegué al punto de cambio con plena con-
ciencia y si no todo lo que pasé estaba bajo
mi control, por lo menos estaba consciente de
todo lo que sucedia. Asi que daré una
descripcion detallada, correcta o no, pero
como yo la entiendo, de la transformacion.

Una vez que decidi enfocar mis actividades
profesionales en la educacién matematica,
ya se estaba desarrollando un nuevo proceso.
Habia un tiempo para formacion, algunas
primeras investigaciones, el desarrollo de una
teoria de aprendizaje, las aplicaciones a la
practica de ensefianza y, después de que me
converti en un matematico educativo, trabajo
con otros matematicos que querian cambiarse
a educacion matematica. A continuacion des-
cribiré dichas experiencias.

Para organizar esta historia, divido mi vida
profesional en seis periodos: 1943-1952, la
prehistoria; 1952-1962, mi educacion for-
mal en matematicas; 1962-1983, conversion
en matematico; 1983-1985, la transicidn;
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1985-1995, el desarrollo de una teoria de
aprendizaje y 1995-1999, los grupos RUMEC
(Research in Undergraduate Mathematics
Education) y ARUME (Association for
Research in Undergraduate Mathematics
Education).

1943-1952: PREHISTORIA

El recuerdo mas antiguo que tengo sobre
mis actividades matematicas es en el se-
gundo grado cuando tenia ocho afios. Mi
maestra en aquella época tenia una disci-
plina severa, y si un nifio se portaba mal, ella
le daba unas tarjetas donde estaban escritos
varios ejercicios aritméticos para realizar. Si
el nifio se habia portado s6lo un poco mal
recibia una o dos tarjetas, pero si se habia por-
tado realmente mal, entonces recibia tres o
cuatro. Hasta ahora mantengo viva la ima-
gen de la Sra. Connors, de pie, muy alta, di-
ciendo con una voz ronca: “jTome tres
tarjetas!” Pero en mi caso, resulté que yo dis-
frutaba haciendo esos problemas. Entonces,
me portaba un poco mal y, al mismo tiempo,
japrendia aritmética muy bien!

En esos afios las matematicas que ensefiaban
en la escuela eran muy rudimentarias, nada
mas que calculos, y en ellas mi habilidad era
muy alta. En esa época, prevalecia un estado
de rebelion contra la autoridad, contra los
adultos. Mi forma de “rebelion” era sentarme
frente del salon de clases y reiiir con el pro-
fesor diciendo que, €l o ella, estaba equivo-
cado. Para este objetivo, las matematicas, es
decir los calculos, me servian bien. Podia de-
cidir cuando el maestro cometia un error y
sefalarselo directamente, en voz alta y con
muchaseguridad. Frecuentemente teniarazon
en cuestiones de calculos. De esta manera
satisfaciaunanecesidad emocional ymejoraba
mis habilidades para calcular.
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Pero como nifio, no tenia mucho éxito en mi
vida. Lo Unico en que me distinguia era en
hacer calculos y hablar en contra de mis maes-
tros. Al crecer, estas habilidades se volvieron
mas importantes. Mi habilidad para calcular
se reflejaba en buenas notas en mis cursos de
matematicas y mi habilidad para argumentar
me servia para las conversaciones sociales.

Pero es importante destacar que mis habili-
dades en matematicas solo se referian a los
céalculos, no a la comprension conceptual. Por
ejemplo, en la escuela secundaria habia un pe-
queiio concurso del club de matematica.
Tuvimos que resolver un problema logico.
Gané la competencia pero solo porque fue
posible resolver dicho problema mediante la
construccion de una tabla, enlistando todas las
posibilidades para llegar a la unica opcion
que resolvia el problema. Fue necesario realizar
muchos calculos y en éstos fui el mejor. Pero
fue un éxito aparente. Al pensar ahora en otros
problemas que no podia resolver, me doy
cuenta que no comprendia demasiado los con-
ceptos matematicos.

Por ejemplo, uno de mis maestros de
matematicas en la escuela secundaria, se
daba cuenta de mis habilidades y trataba de
introducirme en algunos conceptos matemati-
cos, un poco mas avanzados, mientras re-
solvia algunos problemas. Uno de éstos fue
considerar un rectangulo de dimensiones de-
terminadas y una regla de una anchura dada.
Habia que buscar el largo maximo de tal
regla de modo que pudiera inscribirse en el
rectangulo. La intencion del sefior Warshaw
fue que yo pensara en los problemas de op-
timizacion y quizas del calculo, pero no tuve
ninguna idea respecto a como abordar esta
situacion. También pensaba en el problema
de trisecar un angulo arbitrario con la regla
y el compas. Otra vez no tenia idea de qué
hacer. Pude escribir la formula para un an-

gulo de tal manera que fuera la tercera parte
de un angulo dado y mi Unica actividad fue
manipular esta expresion repetidamente sin
ningun resultado y, lo mas importante, sin en-
tender siquiera si este método tenia futuro.
Podia resolver los problemas de todas las
categorias excepto éste: dado cierto numero
de borregos con un nimero dado de cabezas
y de patas, hallar el nimero de borregos, No
tenia idea de como solucionarlo.

1952-1962: EDUCACION
FORMAL EN MATEMATICAS

A pesar de mi falta de entendimiento con-
ceptual, tuve éxito con mis estudios de
matematicas en la escuela secundaria, y en-
tré en la Universidad Temple con la intencién
de llegar a ser profesor de matematicas de se-
cundaria. Me converti en un estudiante de
educacion secundaria con especializacion en
matematicas.

Mi primer curso de matematicas fue sobre
calculo; resulté muy facil. El profesor ex-
plicé como resolver uno u otro tipo de pro-
blemay el trabajo de los estudiantes fue hacer
problemas similares. Mi método de estudio
fue asistir a clases, pero no hacer las tareas.
Solo esperaba que mis compaiieros de la uni-
versidad acudieran a mi para que les resolviera
sus dificultades, y les mostraba como resolver
los problemas que para ellos eran dificiles.
Esto fue suficiente para que yo tuviera éxito
en los examenes. En dos afios con cuatro cur-
sos de calculo nunca estudié de otra manera,
sin embargo obtuve calificaciones perfectas
en cada examen.

Pero todavia sin lograr la comprension con-
ceptual. Me acuerdo que muchas veces el
profesor trataba de explicar la idea de limite.
No pude entender. Le pedi al profesor un
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ejemplo de una funcién que no tuviera limite
en un punto y siempre me daba el mismo
ejemplo: la funcién escalonada en la que,
parax <0 suvalores -1 yparax>0esI,
mostrandome su grafica. Este ejemplo no
me ayudé. Solo ahora entiendo por qué y lo
importante que resulta para mis investiga-
ciones actuales. Recuerdo muy bien que en
esa época este ejemplo no era para mi una fun-
cion jporque su grafica no tiene curvatura!
Entonces, me quedé sin ejemplo ya que la
definicion de limite no me satisfizo.

El calculo no fue mi Gnico curso sin muchos
contenidos serios. Inmediatamente después
tomé un curso de algebra abstracta que durd
catorce semanas pero no me ayudd mucho.
El punto mas importante fue que éste ter-
mind con un ejemplo, no un teorema, sélo el
ejemplo, en Z, ., del subgrupo de los multi-
plos de 4, y sus conjuntos laterales, cada uno
con la misma cardinalidad, y el hecho de que
el namero de dichos conjuntos laterales di-
vidiera la cardinalidad 20 del grupo. No era
mucho material.

La primera crisis llegd en el tercer afio de mis
estudios en la universidad. Tomaba un curso
de calculo avanzado y otro de analisis com-
plejo. En el primero tenia dificultad para en-
tender la situacion de una funcion de R” a R
en la que habia relaciones entre las variables
en R". Fue en parte culpa mia y en parte culpa
de mi maestro, pero en todo caso no entendi
que esta situacion es un ejemplo de la regla
de la cadena para las funciones de varias va-
riables. Pensé que habia que aprenderse de
memoria muchas féormulas sin una idea gene-
ral aparente. Comencé a tener incertidum-
bre, no de mis habilidades sino de la naturaleza
de las matematicas. Por primera vez las
matematicas me parecian una especie de taxi-
dermia. Aprendi de memoria muchas
formulas y tuve éxito en el curso, pero no del
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todo. Fue la primera vez que recibiuna B como
calificacion enun curso de matematicas en vez
de la acostumbrada A.

La situacidn en el curso de analisis complejo
fue mas seria. Para el primer examen, no me
preparé mucho como era mi costumbre. Lei
la primera pregunta y no tuve idea de cémo
contestarla. Pensé que podria omitirla, re-
solver los otros problemas y regresar mas
tarde a la primera pregunta. Continué con el
segundo problema, pero fue lo mismo.
iTambién con casi todas las preguntas del
examen! De alguna manera terminé el exa-
men resolviendo partes de algunos problemas,
el resultado fue casi un fracaso. No recuerdo
como completé el curso, pero si lo que mi
maestra me dijo: “le di a usted la nota A en
el curso sélo a causa de su reputacion”.

Es importante darse cuenta de qué estaba
sucediendo. Tenia mucha habilidad para hacer
matematicas que solo se relacionaban con
calculos. No estaba consciente de que en
matematicas habia algo mas que calculos.

Entonces ni siquiera trataba de aprender los
conceptos. No entendia lo que pasaba cuando
las matematicas dejaban de ser una actividad
facil y se convertian en algo extrafio, ajeno
Por otro lado, mis maestros tampoco en-
tendian qué pasaba conmigo y por lo tanto no
podian ayudarme.

Afortunadamente tuve un amigo, L Brickman
un compaifiero de estudios mayor que yo, que
tenia gran habilidad para las matematicas
tanto para los calculos como para los con-
ceptos. Brickman era muy nervioso y en esa
época yo tenia muy buen sentido del humor.
Nos convertimos en amigos inseparables. Yo
le ayudé a relajarse y ¢l me ayudo a entender
matematicas. El progreso fue lento, pero para
mi fue un comienzo.
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La segunda crisis llegoé durante mi Gltimo
afio en la universidad, cuando me di cuenta
de que no queria ser profesor de matemati-
cas en la escuela secundaria, sino un
matematico. Lo supe cuando descubri que
no podia tomar ningun curso de matematicas
en mi ultimo afio. sélo los cursos educativos.
Decidi cambiar mi campo de estudio, pero los
cursos obligatorios para matematicos eran
diferentes de los cursos obligatorios en el
area educativa. Entonces tuve que tomar va-
rios cursos adicionales y generales, tales como
francés, historia, etc. Estudié mucho en el
verano anterior a mi ultimo afio universitario
y casi fracaso. Pero al fin tuve éxito y terminé
mis estudios de matematicas.

Asimismo, en ese ultimo afo en la universi-
dad recibi una beca para estudios avanzados,
para obtener ¢l grado de maestro de matemati-
cas en la Universidad de Pennsylvania. Ello
implico que tuviera que dar dos cursos de
matematicas (el de calculo, de hecho) a los
estudiantes de reciente ingreso a la universi-
dad. Ademas, se esperaba que tomara tres
cursos avanzados de matematicas. Pero en
aquel momento hice dos tonterias, y es im-
portante que describa el contexto en que
arreglé mi vida de tal manera que no fuera
posible tener éxito en mis actividades.

La primera tonteria que cometi, fue en el ve-
rano después que terminé mis estudios en la
Universidad Temple y antes de comenzar mis
estudios avanzados en la Universidad de
Pennsylvania. No tenia obligaciones y tampoco
dinero, y entonces busqué un trabajo. En aque-
lla época, habia una gran demanda de gente con
grado universitario en matematicas debido a
su capacidad para elaborar programas de com-
putacion. Consegui un empleo en la empresa
Burroughs con un sueldo de 410 délares al mes.
Hay que entender que mi familia era muy po-
bre, y yo no habia tenido nada de dinero du-

rantetodamividahastaesaépoca,yesesueldo
erael masalto entodalahistoria de mi familia.

En ese tiempo programar una computadora
era una actividad venturosa y emocionante.
Trabajabamos con los 0 y 1 para construir un
programa, por ejemplo de 50 lineas, que fun-
cionaba de principio a fin; de manera correcta
o no. Fue un gran evento digno de celebrarse.
Me gustaron mucho esas actividades y el
dinero también. Al final del verano no pude
renunciar a ese trabajo y entonces decidi dedi-
carme a ambas actividades: mis estudios con
beca para ensefiar en la Universidad de
Pennsylvania y programar computadoras en
la empresa Burroughs.

Hay épocas, en la vida de una persona, en las
que confluyen diversos proyectos y activi-
dades que resultan ser muy satisfactorias al
mismo tiempo. Para mi, entonces, no sélo
fueron mis estudios y mi situacién econdmica
que llegaron a un punto culminante, sino que
también tenia mucho éxito en el ambito so-
cial. En la escuela secundaria era miembro de
una organizacion nacional que se dedicaba a
realizar actividades sociales, religiosas y fra-
ternales. Me involucré en sus politicas; era un
funcionario importante y al final del verano
de 1956 fui electo presidente nacional de
dicha organizacion. Era muy joven e ingenuo.
Creiquepodriahacertodo: estudiar matemati-
cas en tres cursos avanzados (de analisis real,
algebra abstracta y el proseminar de Hans
Rademacher); impartir dos clases de calculo;
trabajar 40 horas o mas por semana progra-
mando computadoras y manejar una organi-
zacion nacional.

Notuve éxito entodas misactividades ese afio,
pero tampoco fue un desastre total. Fui un
buen profesor de calculo, seguro con el manejo
de métodos tradicionales, no sé cuanto
aprendieron entonces mis estudiantes. No era
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tan malo para resolver problemas en el pro-
seminar, y aprendi un poco de analisis y al-
gebra. Por otra parte, tuve mucho éxito en la
programaciéon de computadoras, pero como
presidente fui un fracaso. Creo que mi falta
de éxito no se debid tinicamente a mi horario
saturado. Tenia 21 afios y podia pasar dos o
incluso tres dias sin dormir, o muchos dias con
poco descanso. El problema real fue que no
comprendia en verdad como estudiar
matematicas y no habia logrado el nivel emo-
cional e intelectual necesario para manejar una
organizacion grande. En todo caso, a nadie dije
que estaba haciendo tantas y tan variadas ac-
tividades jy nadie lo descubri6!

Naturalmente, los primeros dos afios de mis
estudios fueron muy desgastantes, especial-
mente el primero. Recuerdo con mucho gusto
que, en el comienzo, pude resolver algunos
problemas en el proseminar de Rademacher.
Pero cada estudiante debia presentar un
articulo de investigacion de la literatura
matematica. En mi articulo me ocupé de la
cuadratura de una funcién continua en el in-
tervalo unidad [0, 1]. Cuando di mi expli-
cacion, tuve dificultades con los conceptos
de supremo y de limite superior de una suce-
sion de numeros reales. El profesor
Rademacher me invit6 a su oficina para dis-
cutirlos. Cuando platicamos, él se dio cuenta
que en verdad yo no entendia nada de dichos
conceptos, se puso muy agitado y me grité
recriminandome que estaba tratando de cons-
truir mi propio significado para ellos.
Simplemente no pudo creer que yo no en-
tendia dichos conceptos, sino que pensd que
ino quise aceptarlos!

En el curso de analisis real aprendi un poco
sobre la construccion de los numeros reales
y de funciones de valores reales, pero me
acuerdo que tuve mucha dificultad con el
concepto de induccion matematica transfinita
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y con la prueba de que el conjunto de los
numeros reales no es numerable. Por ultimo,
no olvido que la posibilidad de demostrar
algo paracada funcion entre dos, conjuntos in-
finitos me parecid extraordinaria. Pensé que
era posible demostrar que todas las funciones
que conocemos no podrian ser una biyec-
cién, pero me preguntaba si una funcion que
todavia no concebimos podria ser una biyec-
cioén. Después de discutir con el profesor N.
Fine, éste me dejo solo para pensarlo. Supongo
que desistié de que yo tratara de entender
dicha idea.

En el curso de algebra abstracta el profesor
era japonés: no hablaba muy bien el inglés y
cadadiallegabaaclase y escribiaen la pizarra
los contenidos del texto de Van der Waerden.
En ese curso no aprendi casi nada.

Después del primer afio comencé a darme
cuenta de que la situacion no era tan buena y
que habia que cambiar. Entonces mi periodo
como presidente termino, renuncié a mi beca,
asi que no tuve que ensefiar calculo y tomé
solo un curso, el de variables complejas.
Decidi concentrarme en dos cosas: mis estu-
dios y mi puesto como programador. Cambid
mi método de estudio porque estaba comen-
zando a entender realmente qué significaba
aprender matematicas avanzadas. Compré un
escritorio muy grande y estableci una oficina
en mi propia casa. Por primera vez en mi
vida organicé mi tiempo con mucha precision.
Durante el dia trabajaba en la empresa
Burroughs y en la noche pasaba un tiempo
concentrado en mis cursos de matematicas.
los que estaba tomando aquel afio y los tres
del afio anterior. Tenia un examen de cono-
cimientos programado en la primavera y es
taba preparandome para él.

Hubo dos resultados de toda esta actividad.
El primero fue que aprendi que éste era el
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método mas eficaz para trabajar. El segundo,
que por supuesto aprendi mucho de matemati-
cas, pero una pregunta seguia vigente: jera
suficiente para aprobar el examen? El examen
fue oral y asistieron todos los profesores de
la facultad de matematicas. Al comienzo del
examen, los sinodales me preguntaron sobre
los ceros y los polos de una funciéon meromor-
fica de una variable compleja. Entendi todo
y muy bien, pero tuve un gran bloqueo men-
tal y no pude decir nada inteligente durante
casi veinte minutos. Por desesperacion el ju-
rado cambié el tema y comenz6 a hacerme
preguntas sobre algebra abstracta. No entendi
mucho pero habia pasado tanto tiempo con el
libro de Van der Waerden que, cuando me pre-
guntaron sobre los campos finitos de Galois,
tuve una imagen total en mi mente de las
paginas apropiadas y se las “lei” al jurado
jexactamente como el profesor en mi curso!
Esto rompio6 el bloqueo y en la segunda mi-
tad del examen contesté muy bien todas las
preguntas.

(Cual fue el resultado?, ;cual la decision del
jurado en mi caso? Tuve una entrevista con
el jefe del departamento. Me dijo que si es-
taba de acuerdo en dejar la universidad y no
continuar un doctorado, entonces me otor-
garian el grado de maestro de matematicas.
Me senti muy triste y creia que habia sido un
fracaso como estudiante. Sin embargo, en
realidad esta experiencia se convirtid a largo
plazo en un éxito. No so6lo habia aprendido
mucho sobre matematicas sino que, lo mas im-
portante, habia aprendido coémo aprender
matematicas. No lo supe en aquella época,
ipero esta experiencia me prepard para mi ca-
rrera como matematico!

Al principio, después del examen, pensaba que
tendria una carrera en la industria como pro-
gramador y después como analista
matematico. Queria trabajar en el programa

espacial. En la primavera de 1958, un
matematico, R. M. Thrall, de la Universidad
de Michigan, vino a Burroughs con la idea de
reclutar un equipo para realizar investiga-
ciones y operaciones en el laboratorio de
Willow Run que pertenecia a la Universidad
de Michigan. Estaba interesado y me pro-
puso que fuera a Ann Arbor para concertar
una entrevista. Fue en la primavera de ese afio,
cuando las plantas y los arboles comenzaban
a florecer, el sol brillaba y todo me parecia
muy bonito. Me enamoré de la ciudad de Ann
Arbor y decidi cambiar mi empleo e ir a tra-
bajar a los laboratorios de Willow Run. Pero
la situacidn de las investigaciones industriales
y militares en los afios cincuenta no eran fa-
vorables para mi. No me gustd trabajar en esos
laboratorios que estaban ubicados a unas 10
millas de Ann Arbor. Preferia ir a la ciudad,
sentarme con los estudiantes y discutir las
grandes preguntas del dia. Abandoné mi tra-
bajo en Willow Run y me inscribi en la
Universidad de Michigan para estudiar el
doctorado en matematicas.

Los siguientes cuatro afios fueron muy buenos
para mi, porque contaba con tiempo para mis
actividades de crecimiento, desarrollo per-
sonal y realizaciones. Me concentraba en mis
estudios matematicos, impartia cursos de
matematicas elementales como precalculo y
calculo, hacia buenos amigos y disfrutaba de
las actividades culturales, sociales e intelec-
tuales de la ciudad de Ann Arbor, que en
tales aspectos era uno de los centros mas im-
portantes del occidente medio de los Estados
Unidos.

Durante aquella época me converti en un pro-
fesor muy bueno. Empleaba los métodos tradi-
cionales y tenia relaciones muy estrechas con
mis estudiantes. Ellos y yo pensabamos que
todo iba bien y no nos dabamos cuenta de que,
salvo algunos que tenian talento especial para
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la asignatura, no estaban aprendiendo gran
cosa de matematicas.

Para mi tesis doctoral me interesé¢ en el anali-
sis funcional, en particular sobre el tema de
la derivada de Fréchet de una funcion definida
en un espacio topoldgico vectorial de di-
mension infinita, por ejemplo los espacios
de distribuciones de L. Schwartz. Mi idea
era determinar si seria posible demostrar los
teoremas elementales del calculo y de las
ecuaciones diferenciales, en un contexto mas
abstracto que los espacios R™. De hecho, de-
mostré un teorema analogo al de Pfaff sobre
la existencia de una derivada total y un teo-
rema de existencia de las soluciones de una
ecuacion diferencial sobre los espacios de
Montel.

Todo fue un éxito. Obtuve mi doctorado y
gané el premio (junto con otro estudiante)
por la mejor tesis de matematicas en ese afio.
Y me casé. Junto con mi esposa, fui a la
Fourah Bey College, en Freetown, Sierra
Leona, para comenzar mi carrera como
matematico académico.

Con esto se completdé mi formaciéon como
matematico formal. La importancia que para
mis ideas y actividades en la educacion tuvo
esta etapa, no sélo fue que en el futuro ya no
tuve dificultades para comprender los con-
ceptos matematicos, sino que tomé concien-
cia de todo lo que me habia pasado. Recuerdo
muy bien todo aquello. Ademas, fui mucho
mas consciente de mi desarrollo matematico
y aprendi que es posible que un estudiante
no entienda hoy un concepto matematico,
sin embargo eso no significa que no lo en-
tenderd mafiana o después de un afio, o mas.
Estas experiencias influyeron en todo lo que
hago ahora en relacion con las matematica
educativa.
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1962-1983: CONVERTIRSE EN
UN MATEMATICO

Es interesante plantear que para que un indi-
viduo se convierta en matematico, en el sen-
tido de las investigaciones teodricas, no
necesariamente es suficiente que termine los
estudios y obtenga el doctorado. Para algu-
nas personas, como yo, hay que tener expe-
riencias adicionales. En todo caso, obtenia
resultados interesantes pero no muy impor-
tantes, durante los primeros cuatro afios de mi
doctorado. Alrededor de 1966, influyeron en
mi desarrollo profesional algunos matemati-
cos polacos como C. Bessagay A. Pelczynski
que me mostraron la diferencia entre resul-
tados esencialmente triviales y resultados im-
portantes. Ademas, aprendi de ellos como
obtener los resultados importantes. Mi trabajo
cambio de ideas muy generales y vagas a las
investigaciones de situaciones especificas e
investigaciones solidas, abstractas, detalladas
y generales. Investigué las estructuras de
subespacios y los cocientes de los espacios nu-
cleares de Frechét, y creé una pequeiia escuela
internacional de trabajadores en este campo.
Ademas, investigué las aproximaciones de
las transformaciones lineales y continuas en
los espacios nucleares de Frechét y estableci,
en forma de negacién, una pregunta en la
tesis de A. Grothendieck.

Ademas, en los afios sesenta los movimien-
tos politicos propiciaban una situacion muy
atractiva; era comun tomar parte en la lucha
por la libertad de los negros en los Estados
Unidos y la lucha contra la guerra vietna-
mita. Pasé dos afios en Africa (Sierra Leona
y Ghana) y luego llegué a la Universidad de
Tulane, en Nueva Orleans, donde trabajé en
mis investigaciones sobre matematicas ¢ im-
parti clases. Al mismo tiempo, realicé ac-
tividades politicas al principio en el medio
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rural de Mississippi y Nueva Orleans ayu-
dando a los negros para que pudieran votar,
y mas tarde en la Universidad sumandome a
la oposicion a la guerra. En Mississippi me ata-
caron fisicamente-, en Nueva Orleans
me castigaron en el periddico local y en Tulane
me despidieron de mi trabajo, a pesar de que
tenia una plaza permanente. Fui a Canadd y
me quedé durante un afio trabajando en la
Universidad McMaster, y luego dos afios en
Polonia, donde aprendi en verdad como hacer
investigaciones matematicas.

Durante aquellos afios busqué trabajo en los
Estados Unidos, principalmente por razones
politicas, pero sin éxito. Al fin, obtuve una
plaza en la Universidad Clarkson y regresé en
1972; me quedé alli durante los 15 afios si-
guientes. Continué mi trabajo en matemati-
cas y a la vez participé en el movimiento
contra la guerra. Ademas me dediqué a la
lucha por la soberania de las naciones indias
en América del Norte. Fue al final de aque-
l1a época cuando cambié mis actividades
profesionales: de las investigaciones en
matematicas a las investigaciones
en matematica educativa y al desarrollo de
métodos pedagdgicos innovadores.

Una consecuencia importante para mis ac-
tividades futuras, en el ambito de la
matematica educativa, fue el hecho de que rea-
lizar investigaciones en matematica tedrica me
ayudd a entender, cuando leia articulos sobre
el pensamiento matematico de los estudian-
tes, como éste se relaciona con el pensamiento
de los matematicos cuando investigan. De
hecho me parecia que la mayor parte de los
investigadores educativos no entendian las
perspectivas de los matematicos. La Unica
excepcion era Piaget, pero éste es un tema para
tratarse mas adelante.

Durante esa época todavia era un profesor
esencialmente tradicional, pero ya comenza-
ba a entender que los métodos tradicionales
no funcionaban tan bien para los estudiantes.
Empezaba a probar con varios métodos al-
ternativos. Por ejemplo, empleaba el método
de Sécrates modificado, esto quiere decir que
explicaba a mis estudiantes todos los con-
ceptos, las definiciones, los teoremas, las de-
mostraciones, los ejemplos, los contra-
ejemplos y los métodos de calculo,
pero no directamente. En una leccion tipica
hablaba poco, hacia una pregunta a los estu-
diantes, esperaba (aprendi que hay que esperar
mas de un momento) las respuestas y, en ge-
neral, trataba de conducir a los estudiantes al
desarrollo de las ideas matematicas.

Otro método tenia que ver con los exdmenes.
Creiaentonces, y creo ahora, que los examenes
y las calificaciones tienen aspectos buenos y
malos pero los malos pesan mas que los
buenos. Asi que durante algunos afios im-
parti mis cursos sin realizar examenes. Es in-
teresante sefialar que aiin no estoy seguro de
que este método ayudara mucho, pero estoy
seguro de que no hizo dafio. En otras
palabras, es posible ensefiar matematicas sin
aplicar examenes y, al menos en mis cursos,
al parecer ese método no hizo diferencia.

Un método mas se relaciona con las califi-
caciones. En varias clases permitia partici-
par a los estudiantes en la determinacion de
sus calificaciones. En algunas clases, las de-
cidian ellos mismos; en otras, en forma in-
dividual, trataba de explicar a cada estudiante
por qué merecia una determinada nota, pero
al final, le daba la calificacion que ¢l habia
elegido.

Una vez traté con un método muy raro, la idea
era que quizas el profesor no importaba. Daba
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un curso en el verano en la Universidad
McMaster, donde no se me conocia, fui al
salon de clase el primer dia antes de que lle-
garan los estudiantes y escribi en la pizarra:
“El profesor es una de las personas en la
Sala”. Entonces, sali y mas tarde entré en
la clase con los estudiantes y esper¢ a ver qué
pasaba. Esperé que los estudiantes, comenzaran
a organizar el curso y a estudiar el material.
Creo que era un poco ingenuo, nada pasé y
después de un tiempo me presenté y comencé
el curso, Esta experiencia no contribuy6 mu-
cho, pero establecié una atmodsfera especial
compatible con el espiritu general de los afios
setenta.

Después de reflexionar al respecto decidi que
esos métodos no lograban muchas diferen-
cias, quizas los estudiantes aprendian un poco
mas que si hubiera empleado los métodos
tradicionales, pero, basandome en los
examenes, en otros métodos tradicionales y en
mis observaciones en clases y después de
ellas, en las que habia aplicado dichos méto-
dos. fue claro que si habia mejoramiento, éste
no era muy significativo. Experimenté una
gran frustracion y comencé a considerar que
habia que hacer algo mas serio si queria ele-
var el nivel de aprendizaje de mis estudiantes.
Antes habia pasado por crisis matematicas,
pero ahora tenia una crisis pedagogica.

1983-1985: LA TRANSICION

En este punto me sucedieron cuatro cosas al
mismo tiempo: la crisis de pedagogia que
acabo de describir; el hecho de que organiza-
ba un taller de verano para los matematicos
que querian aprender a ensefiar informatica;
el descubrimiento del lenguaje de computa-
dora SETL; y el inicio de la lectura de libros
y articulos sobre la psicologia y la episte-
mologia de las matematicas.

56

En ese tiempo hubo exceso de matematicos
académicos en las universidades. Después
del Sputnik, en 1957, se registrd un fuerte in-
cremento de estudiantes graduados en
disciplinas matematicas, y luego de profe-
sores de matematicas en las universidades.
Durante los afios sesenta y setenta crecio la
matricula nacional e internacional en
matematicas, pero después de algunos afios
el nimero de estudiantes comenzd a decre-
cer. Al empezar los afios ochenta muchos
profesores, con plazas permanentes en las
universidades, no tuvieron estudiantes para
impartir sus cursos.

Al mismo tiempo, crecié fuertemente el in-
terés de los estudiantes en las universidades
por estudiar informatica, y no habia sufi-
cientesprofesoresparaimpartirclases. Adquiri
un poco de experiencia y conocimiento en in-
formatica y me parecid que las dos asigna-
turas tenian mucho en comun. Tuve la idea
de que seria facil formar matematicos y en-
seflar informatica. Consegui los fondos y es-
tableci el Instituto para Reeducar en
Informatica, IFRICS (sus, siglas en inglés). El
personal, para este instituto, estuvo formado
por profesores de informaticay a causa de que
los problemas para enseflar informatica
parecian diferentes a los problemas para en-
sefiar matematicas, los métodos de ensefianza
también fueron diferentes. Sin embargo, no
habiatantas diferencias como parecia. Asimilé
la influencia de los profesores de informatica.
aprendi sus métodos pedagogicos y me pre-
gunté como aplicarlos a las matematicas.

J. T. Schwartz, del Instituto Courant, era un
matematico importante que se intereso en in-
formatica. Disefld un lenguaje de computa-
dora basandose en ideas matematicas y
empleando una sintaxis muy cercana a la no-
tacion de las matematicas. Este lenguaje se
llama SETL y es una herramienta muy
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poderosa para problemas muy abstractos
y complejos. Por ejemplo, SETL fue el
primero que tuvo éxito en producir un com-
pilador por medio del famoso lenguaje ADA.
Leyendo el lenguaje de Schwartz encontré su
afirmacion sobre el hecho de que, los
requisitos matematicos para aprender a pro-
gramar en el lenguaje SETL, consisten en
los conceptos matematicos que se abordan
en un primer curso de matematicas discretas.
Pero me parecié que hay mas personas que
pueden aprender a programar en un lenguaje,
que las que pueden entender los conceptos
matematicos. Entonces tuve la idea de in-
vertir dicha afirmacién y emplear un
conocimiento para programar en SETL a fin
de ayudar a los estudiantes a entender los
conceptos de las matematicas. Me pregunté
si seria posible desarrollar los cursos
matematicos basados en esta idea.

Al mismo tiempo tomé una decision respecto
a mi trabajo en pedagogia. Me parecio que de-
bia dar tanta importancia a mi pensamiento
pedagbdgico como a mi pensamiento
matematico. Eso quiere decir que tuve que
tratar los problemas de pedagogia como pro-
blemas de investigacion y convertirme en un
investigador en matematica educativa. La
primera etapa seria comenzar a leer literatura
de matematica educativa.

Para mi formacion en esta area, tuve que
hacer un bosquejo de toda la literatura espe-
cializada y leer los trabajos mas importantes,
Desafortunadamente, nadie me ayudo y tuve
que depender de la biblioteca, de los

resumenes y de los titulos para encontrar el
material y decidir qué leer. Naturalmente,
después de conocer un poco de literatura,
comencé a desarrollar mis propias opiniones
sobre lo que era y no era importante. Algo que
hizo mi tarea menos dificil, pero que al mismo
tiempo resulté un poco desalentador, fue que

no necesité mas que dos o tres horas para en-
tender todas las ideas contenidas en casi to-
dos los articulos por ejemplo de 20 paginas
y fue muy raro que necesitara todo un dia para
dedicarme a un articulo en particular. En cam-
bio, para lograr entender todo el contenido de
un articulo tipico de matematicas de 20 pagi-
nas necesité al menos dos o tres dias y en al-
gunos casos mas de una semana. Me parecio
que en general, la literatura de las investi-
gaciones en matematica educativa no era tan
profunda.

Habia excepciones y una de ellas fue el tra-
bajo de J. Piaget. Encontré sus articulos y li-
bros dificiles de leer. Me llevaba mucho
tiempo entender conceptos suyos y me parecia
que no entendia todo. En parte la razon es que
el estilo literario de Piaget no es muy claro,
pero me parece que lo mas importante es que
las ideas de Piaget son muy originales, pro-
fundas y entonces dificiles de entender. Esta
situacion me condujo a profundizar mas en
los trabajos de Piaget que en los de otros au-
tores. Otra atraccion para mi fue un fend-
meno muy interesante: Piaget no tuvo
formacién en matematicas y no conocia mu-
cho este campo. De hecho, cuando usa ejem-
plos e ideas especificas de matematicas, con
mucha frecuencia se equivoca. Sin embargo,
me parece que cuando describe como es un
matematico cuando trabaja en matematicas,
buscandoideas y resultados nuevos, Piaget en-
tiende muy bien y lo que describe estda muy
cerca de mis experiencias. En esta tarea: ex-
presar la actividad de hacer matematicas
Piaget muestra una perspicacia, quizas intui-
tivamente pero eso no importa, mas grande
que la de los matematicos mismos, incluso,
en mi opinion que expositores famosos como
Hadamard y Polya.

Por estas razones decidi tratar de entender to-
das las ideas de Piaget. Pero otra vez fui muy
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ingenuo. Este hombre tenia 84 afios y habia
trabajado durante mas de 70, habia escrito mas
de 300 articulos y 50 libros en diversos temas.
No es posible para una persona entender una
obra de esa magnitud. Sin embargo, traté de
entender lo mas posible. Los temas mas in-
teresantes para mi fueron el estructuralismo
y la abstraccion reflexiva. No fue facil en los
primeros afios. El volumen de trabajo, la falta
de legibilidad de los escritos y la profundi-
dad de las ideas, hizo la tarea muy dificil. Otra
dificultad es que atin hoy, hay muchos autores
que interpretan las ideas de Piaget; existe, en
mi opinién, una brecha grande entre los que
se dicen intérpretes de Piaget y lo que Piaget
dice en verdad. Un ejemplo se derivo de una
conversacion que tuve con S. Papert, quien
trabajoé con Piaget durante dos afios. Estaba
leyendo las ideas de Piaget sobre el estruc-
turalismo, este concepto me parecio muy in-
teresante e importante pero no pude entender
las fuentes de las estructuras que un indi-
viduo tiene que emplear, segun Piaget, para
obtener un significado de sus experiencias. Le
pregunté a Papert: “;De donde vienen las es-
tructuras de Piaget, por ejemplo de las que
habla en el libro Estructuralismo?” Me dijo
que dichas estructuras son innatas, que una
persona las tiene desde su origen. Tuve que
leer y estudiar mucho para entender lo equivo-
cado que estaba Papert en su respuesta.

En esa época yo era un matematico conocido
a nivel internacional. Me emocionaban mu-
cho mis estudios en epistemologia y decidi di-
vidir en dos partes iguales mi tiempo: una parte
para las investigaciones matematicas y otra
para las investigaciones educativas. Pero no
funcioné. En los tiempos para las investiga-
ciones educativas todo era muy interesante,
emocionante, tenia muchas ideas y mucho
entusiasmo. Trabajaba durante varias horas in-
interrumpidamente y me parecian s6lo 10
minutos. Pero en los tiempos dedicados a las
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matematicas, me aburria, no tenia ninguna
idea, y el papel que tenia enfrente quedaba tan
vacio como al empezar mi trabajo. Algo en
mi decidié terminar con las investigaciones
matematicas y concentrarme en las investi-
gaciones educativas. Mi transicion culmind,
me habia convertido en un trabajador en
matematica educativa.

1985-1995: DESARROLLO
DE UNA TEORIiA
Y APLICACIoON EN
LOS CURSOS

Mi trabajo en las matematica educativa tenia
dos componentes: el primero era desarrollar
una teoria para aprender los conceptos de las
matematicas avanzadas (a nivel postsecun-
dario) y hacer las investigaciones empiricas
basadas en dicha teoria. El segundo, desarro-
llar los cursos innovadores basados en dicha
teoria e incluir las experiencias en dichos
cursos, asi como los objetivos de las investi-
gaciones.

Primeros estudios

En primera instancia hice un estudio de los
niveles de comprension de los estudiantes
sobre el concepto de composicion de fun-
ciones. No desarrollé ninguna teoria ni
lenguaje para programar computadoras, Solo
tuve la idea de, que, si los estudiantes tienen
algunas experiencias usando las combina-
ciones de las instrucciones de UNIX con el
mecanismo de los “entubamientos de UNIX”
(es decir, enlazar comandos de UNIX), en-
tonces su comprension mejoraria. Hice un
experimento con estudiantes de primer afio de
universidad. Los resultados fueron como
habia previsto: los estudiantes que habian
realizado actividades con los entubamientos
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de UNIX se desempefiaron mejor que los es-
tudiantes que no habian utilizado la
computadora. Dichos resultados se publi-
caron en (Ayers et al., 1988). En el experi-
mento no traté de informarme sobre el
entendimiento conceptual de los estudiantes,
sino de sus habilidades para resolver algunos
problemas no triviales que tuvieron que ver
con la composicion de funciones. Esta expe-
riencia me ayudo a pensar una teoria. De he-
cho, la primera literatura de las ideas de
procesos y objetos estan incluidos en dicha
publicacion.

El experimento durd poco y después me in-
teres¢ en tres temas para las nuevas investi-
gaciones: la induccién matematica, la
cuantificacion y las funciones. Dichos estu-
dios comenzaron cuando estaba en la
Universidad de Clarkson, y continuaron du-
rante el afio académico 1985-1986 (afio
sabatico en Berkeley), al regresar a la
Universidad de Clarkson y durante los
primeros afos después de cambiarme a la
Universidad de Purdue, en 1987.

Trabajé con los estudiantes de mis cursos de
matematicas discretas (en los que ensefiaba
con un método mas o menos tradicional),
para hacer las entrevistas sobre su capacidad
de comprensidn de conceptos como los de
induccion y cuantificacion; sobre sus habi-
lidades para emplear dichas ideas matemati-
cas a fin de hacer las demostraciones y
resaltar el significado de las oraciones
matematicas complejas. Estas entrevistas
me ayudaron a desarrollar mis ideas teori-
cas sobre el aprendizaje, las cuales estaban
basadas en el mencionado concepto de la abs-
traccion reflexiva de Piaget, como las ac-
ciones, los procesos, los objetos, la
una interiorizacion y la encapsulacion. Construi,
para la induccién y la cuantificacion, las
descomposiciones genéticas para presentar

una descripcion de las abstracciones reflexi-
vas, como la interiorizacion y la encapsu-
lacion, que los estudiantes podrian hacer
para construir mentalmente los procesos y
los objetos a fin de obtener un significado
y usar lainduccién y la cuantificacion. Todo
esto se publicd en (Dubinsky, 1987;
Dubinsky et al., 1989).

Ademas, utilicé dichos resultados para dise-
flar nuevas versiones de mi curso de matemati-
cas discretas e hice las investigaciones
apoyandome en documentos escritos y en las
entrevistas, con la esperanza de que los es-
tudiantes aprendieran mejor. Publiqué los re-
sultadosen (Dubinsky, 1989; Dubinsky, 1997).
Segun estos datos, parecia que el desarrollo
de la capacidad de comprension de los estu-
diantes era compatible con las descomposi-
ciones genéticas plasmadas en los articulos
citados y que el uso de las descomposiciones
como guia para el disefio del curso, junto con
las actividades en la computadora, parecian
ayudar a los estudiantes a aprender, entender
y desempefiarse mejor.

Al mismo tiempo, conduje una investigacion
del concepto de la funcion. Formé un equipo
de estudiantes graduados en la Universidad
de Purdue y juntos usamos explicitamente la
teoriaemergente paradisefiar un experimento.
Nuestros sujetos de estudio fueron los propios
estudiantes de mis cursos de matematicas
discretas, en los que aplicaba los métodos
innovadores de programar la computadora
usando el lenguaje ISETL (véase mas ade-
lante) y el comienzo, para mi, del uso del
aprendizaje cooperativo.

Nos preguntamos si dichos métodos ayu-
darian a los estudiantes a transitar desde
concepcion de accidn a una concepcion de
proceso y de una concepcion de proceso a
una concepcion de objeto para las funciones.
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Nos preguntamos también si, como resultado
del uso de dichos métodos, los estudiantes
aprenderian como reconocer una funcién en
una situacion dada y si desarrollarian la ha-
bilidad para hacer varias operaciones sobre
las funciones. Los resultados fueron muy
positivos. Los estudiantes mejoraron en todo.
Hicimos algunas entrevistas y pudimos
darnos cuenta de que la teoria emergente
funcionaba bien para describir y explicar el
desarrollo cognitivo de los estudiantes, en
cuanto al manejo del concepto de funcion.
También parecia que las actividades reali-
zadas en computadora, el disefio basado so-
bre la teoria, ayudaban a los estudiantes a
progresar en sus concepciones (de accidon a
proceso y de proceso a objeto) y a aprender
a trabajar matematicamente con funciones.
Todo esto se informa en (Breidenbach et al.,
1992).

Estos tres estudios (induccion, cuantificacion,
funcion), se efectuaron al mismo tiempo, mien-
tras me dedicaba a leer numerosos escritos de
Piaget. Traté de resumir entonces todo lo que
habia aprendido de Piaget y de mis investi-
gaciones en dos articulos que publiqué
(Dubinsky, 1991a, Dubinsky, 1991b). Mi ob-
jetivo en estos articulos no sélo era resumir
los resultados, sino describir mi reformu-
lacion del mecanismo de la abstraccion re-
flexiva de Piaget, para aplicarla a los
fendmenos en las matematicas mas avan-
zadas que las que Piaget habia estudiado.
Dicha reformulacion fue el nacimiento de la
teoria APOS.

Teoria A POS

Las siglas APOS.significan las acciones (“ac-
tions”), los procesos (“processes”), los objetos
(“objects™) y los esquemas (“schemes™). Estas
son las construcciones mentales que, segin esta
teoria, un individuo realiza para obtener sig-
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nificados de las situaciones y de los problemas
matematicos. Los mecanismos para hacer dichas
construcciones se llaman abstracciones reflexi-
vas e incluyen larepeticion, la interiorizacion,
laencapsulacion, ladesencapsulacion, lacoor-
dinacion, la inversion, etcétera.

Consideremos unos ejemplos. Primero, el
concepto de funciéon es muy importante
en todas las matematicas, en particular en
Calculo. En Calculo es importante conside-
rar una funcién como expresion, tal como la
funcion f dada por f (x) = 3x2 + 17x. Esta
se relaciona con la concepcion de accion de
una funcién y es importante, por ejemplo, si
queremos calcularla derivada f de f como
f ‘(x) = 6x + 17 rapida y eficientemente.
Pero dicho concepto no ayuda al estudiante
a entender el concepto de diferenciacion y
su aplicacion en funciones mas complejas como:

x+3 .
six <0
T +1
F(x)=<2x+3 si0<x<]
4 +1 sil<x

Aqui es necesario entender que esta funcion
es continua, tiene una derivada continua en
cada punto de la recta real, excepto en 0 y en
1. Ademas, en 1 la funcién es continua
y tiene derivada pero ésta no es continua,
mientras que parael punto 0, la funcién es con-
tinua, pero no existe su derivada. Para todas
estas ideas, es necesario tener la concepcion
de proceso de una funcion.

Ademas, tener la concepcion de funcidon como
objeto es necesario para entender que la
derivada de una funcion es otra vez una fun-
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cion, y que la soluciéon de un problema por
ejemplo, una ecuacion diferencial podria ser
una funcion.

Otro ejemplo se refiere al dominio del alge-
bra abstracta. Consideremos un grupo G, un
subgrupo H de G y un conjunto lateral (a
izquierda) de H. Si G = {0, 1, 2,..., 23} con
la operacion de adicion mod 24, y H es el con-
junto de los multiplos de 4, entonces solo se
necesita desarrollar la concepcion de accion
de conjunto lateral, para escribirlos. Por
ejemplo, 3H esta dada por

3H={3,7, 11, 15, 19, 23}

o incluso por la formula en donde 3H es el
conjunto de los elementos de G para que
el resto, después de dividir por 4, sea 3.

Pero al pensar sobre los conjuntos laterales
de un grupo como S , el grupo de las per-
mutaciones de » objetos, para n grande, hay
que tener una concepcion de proceso de con-
juntos laterales y entender que, dado un sub-
grupo H y un elemento p de S, entonces el
conjunto lateral pH de p esta dado por:

pH={pq.:qeH}

Ademas, para pensar acerca de las opera-
ciones sobre los conjuntos laterales, tales
como obtener su cardinalidad, contar los
conjuntos laterales de un subgrupo fijo, o
construir una operacion binaria en el conjunto
de todos los conjuntos laterales de un sub-
grupo fijo, se necesita una concepcion de
conjunto lateral como objeto.

Se pueden usar estas ideas tedricas para entender
las dificultades de un estudiante. Vamos a ver,
mas adelante, como disefiar una pedagogia
basada en este analisis que ayude a los estudian-
tes a entender mejor ciertos conceptos.

La teoria APOS trata de describir el desa-
rrollo, en la mente del alumno, de la com-
prension de un concepto matematico. La
hipétesis es que todo concepto matematico
puede ser descrito por esta teoria y si el dise-
fio de la pedagogia se basa en la misma, en-
tonces los estudiantes aprenderan mejor que
conotras pedagogias. El desarrollo es una pro-
gresion por acciones, procesos, objetos y es-
quemas. No es exactamente lineal, sino
dialéctica. pero para simplificar la exposi-
cién, mi descripcion sera lineal.

Desarrollo de los cursos

Al principio, utilizaba el lenguaje SETL en
mis cursos, pero surgian varias dificultades.
Primero, SETL es un programa muy grande
y necesita mucho espacio en la memoria de
la computadora. Ademas, ejecuta lentamente
y es un lenguaje compilado. Esto quiere de-
cir que el usuario escribe el programa en la
sintaxis del SETL, lo somete a la computa-
dora, la cual lo regresa en cdédigo de
computadora. Entonces, como un segundo
paso, el usuario introduce el nuevo pro-
grama para ejecutarlo. Estas operaciones
toman tiempo y son una distraccion. Seria
mejor, en cuanto a tiempo y para el efecto
cognitivo, si el lenguaje fuese interactivo,
esto es, que la computadora ejecute el pro-
grama inmediata y directamente en cuanto
le fuese introducido.

En aquel tiempo estaba conduciendo, en
Potsdam, el programa IFRICS en el que par-
ticiparon muchos cientificos especialistas
en computadoras, durante cuatro a ocho
semanas en el verano, impartiendo los cur-
sos de informatica para matematicos de todo
el pais (y de otros paises también) que
querian aprender a ensefiar informatica. Uno
de aquellos profesores de informatica, Gary
Levin, se intereso6 en la Universidad de
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Clarkson y se incorporo a nuestra facultad.
Un dia, a finales de 1984, cuando mi colega
Levin y yo hablabamos de un problema rela-
cionado con las propiedades de SETL, él

me pregunto si el codigo de fuente para
SETL estaba disponible. Le dije que si, y fue
¢l quien me dijo que podria leer las estruc-
turas de datos de SETL y/o usarlas o mejo-
rarlas para crear una version nueva de SETL.
El me pregunt6 sobre las caracteristicas que
queria en este lenguaje y yo le contesté que
queria, entre otras, que el lenguaje fuera in-
teractivo y que hiciera posible, para una fun-
cién, aceptarla como entrada y devolver una
nueva funcién como salida. El me dijo que
podria construir una version de SETL que tu-
viera las nuevas caracteristicas que le pedia,
pero no otras caracteristicas innecesarias
para el uso educativo, que ocupan mucho es-
pacio en la computadora y tiempo durante

la realizacién. El logré este proyecto en
menos de un afio. Le pedimos a J. Schwartz
que nos permitiera llamar ISETL a este
nuevo lenguaje, que quiere decir Interactive
SETL. La primera version tenia menos de
200 mb de tamaifio, y aun con algunos agre-
gados, ISETL tiene menos de 300 mb y,
ademas, se ejecuta muy rapido. Es una buena
herramienta para la educacion.

Desde entonces lo he usado para los cursos
de Calculo, Precalculo, Algebra abstracta y
Matematicas discretas. Preferia los cursos de
Algebra abstracta y Matematicas discretas
porque me parecia que en ellos, las aplica-
ciones de ISETL y de mis ideas sobre la pe-
dagogia, eran mas apropiadas que para los
otros cursos. Sin embargo, habia mucho in-
terés por parte de los matematicos en la re-
forma de la ensefianza del Célculo y también
muchas oportunidades, de obtener apoyo fi-
nanciero para la investigacion y para el de-
sarrollo de cursos de Calculo, por ejemplo, de
la Fundacion Nacional de Ciencias (NSF) en
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Estados Unidos. Entonces, decidi concen-
trarme durante un tiempo en Calculo. Pero a
la vez, ocuparme de otros cursos.

En 1987 acepté un puesto en la Universidad
de Purdue y en el otoflo de ese afio me cam-
bié a la ciudad de W. Lafayette, Indiana. La
mayor parte de mis cursos innovadores tuvo
lugar cuando estaba en esta Universidad.
Habia en Purdue un colega matematico,
Keith Schwingendorf. que habia ensefiado
Calculo durante muchos afios. En Purdue,
el Calculo era un curso prolongado de tres
semestres, cinco horas por semana durante
los primeros dos semestres y cuatro horas el
tercero. Cada afio, muchos estudiantes, mas
de 2 000, toman dicho curso en el que se apli-
can los métodos tradicionales; tres horas por
semana se destinan a conferencias que dicta
un profesor a grupos grandes, de 200 o mas
estudiantes, y dos horas a los ejercicios con-
ducidos por un estudiante licenciado, en
clases de 25 a 30 estudiantes. Schwingendorf
tenia un conocimiento profundo y muy de-
tallado de todos los aspectos del curso. No
solo conocia el material, sino que sabia to-
das las dificultades que tenian los estudiantes
con dicho material (aunque no sabia por
qué). Era un profesor muy bueno que les
gustaba mucho a los estudiantes y ganaba
muchos premios en reconocimiento por su
habilidad para ensefiar.

Este hombre, uno de los mejores profesores,
sabia que los estudiantes no aprendian mucho
y que entendian poco de Calculo, como re-
sultado de la aplicacion de los métodos
pedagogicos tradicionales. Se daba cuenta de
que sus estudiantes como todos los estudian-
tes de los mejores profesores se desempefia-
ban en los examenes quizas un 5 o 10 %
mejor que los otros estudiantes, pero mucho
menos de lo que se deseaba. Schwingendorf
estaba interesado entonces en los métodos
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nuevos para ensefiar. El y yo, decidimos co-
laborar en un proyecto para diseflar, realizar
y evaluar un curso completo de Calculo,
basado tanto en las ideas pedagogicas teori-
cas que estaban surgiendo de mis investiga-
ciones como en las realidades surgidas de
sus experiencias.

Al disefiar el curso, desarrollamos un acer-
camiento general para los cursos de matemati-
cas basados en la teoria APOS. Este
acercamiento pedagdgico se llamo “el ciclo
ACE”: las Actividades en la computadora, las
tareas y discusiones en la Clase y los Ejercicios
que los estudiantes tenian que hacer fuera de
la clase.

Las actividades en la computadora son las
tareas especificas que tienen como objetivo
inducir a los estudiantes a hacer las cons-
trucciones mentales especificas que pro-
pone el analisis tedrico. Los disefios son la
manera mas importante en que las investi-
gaciones teoricas se reflejan en la pedago-
gia. A continuacion se aportan unos
ejemplos.

Para ayudar a los estudiantes a desarrollar la
concepcion de proceso de una funcidn, les
pedimos crear un programa en la computadora
que implementara dicha funcién. Por ejem-
plo, para la funcion F, que discutiamos antes
y que esta dada por

,

x+3 .
six<0
x7+1
Fix)=<2x+3 si0<x<«l

4x+1 sil<x

los estudiantes generan un programa como:

F: fun(x);
if x <0 then return (x+3)/(x**2+1);
else if x< I then return 2¥x+ 3;
else return 4*sqrt(x) + 1;
end;

end;

Después de que los estudiantes han creado este
programa, pueden discutir su aplicacién a
varios valores en su dominio y pueden re-
flexionar sobre cdmo funciona la compu-
tadora para evaluar, por ejemplo, F(-1), F(O),
F (1/2), F(I). F(3). Segun nuestras investiga-
ciones, la actividad de crear dicho programa
y la discusion siguen dando como resultado que
muchos estudiantes construyen la concepcion
de proceso de tal funcion.

Un efecto semejante se puede obtener con los
conjuntos laterales.

Para la concepcion de funcion, pedimos a los
estudiantes crear programas en la compu-
tadora que aceptaran un proceso como en-
trada y/o que volvieran un proceso como
salida. Por ejemplo, se considerd el siguiente
programa:

Comp : = func (f, 2);
return func (x);
return f(g(x));
end;
end;

Este programa, al principio, trata dos fun-
ciones, 'y g, como objetos, es decir algo a lo
que se aplica una operacion. Después, hay que
desencapsular dichas funciones en los pro-
cesos de los que provienen y, coordinar los
dos procesos para obtener f'(g(x). Al final
este nuevo proceso se encapsula para obtener
como resultado el objeto Comp (f, ) que es
la funcion f'o g. Después de escribir la fun-
cion Comp los estudiantes aprenden mucho
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mediante el significado de expresiones como:
f-.comp g o (f.comp g)(3), si 3 es un nimero
apropiado en el dominio de la funcion g.

Ademas, podemos plantear a los estudiantes
las actividades de incorporar el uso de una fun-
cién como objeto y la construccion mental de
un proceso para la diferenciacion. Por eso, les
pedirnos a los estudiantes generar el siguien-
te programa:

D : func(f);
return func(x);
return (f(x + 0.0001) — £(x)/10.0001;
end;
end;

Les pedimos a los estudiantes explicar ex-
presiones como D, D(f) y D(f)(1) o construir
en una Unica pantalla las graficas de las fun-
ciones f, D(f), D(D(f)) e identificar cada gra-
fica con su funcion.

Naturalmente, la manera de asignar dichas
tareas para crear los programas es importante,
pero no hay suficiente espacio aqui para dis-
cutir ese punto. Prefiero cerrar esta discusion
con un ejemplo de un programa tinico, basado
en el generado por los estudiantes que tienden
a entender los conjuntos laterales, como pro-
cesos y objetos, asi como también el producto
de dos conjuntos laterales. Para emplear este
programa, hay que usar un grupo G con su ope-
racion o y un subgrupo H.

PR : = func(G, o, H);
return func(x, y);

if (x in G) and (v in G) then
return x.0 y;
elseif (x in G) and (y subset G) then
return (x.o g : giny):
elseif (x subset G) and (v in G) then
return (g.o ‘y: giny);
elseif(x subset G) and (y subset G) then
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return (go h: ginx, hin y);
end;
end;
end;

Después de crear este programa, los estu-
diantes pueden definir un grupo G. su ope-
racion o y un subgrupo H'y, entonces, definir
00 : = PR (G, o, H). El resultado es que oo es
una operacion binaria que puede calcular el
producto de dos elementos, un conjunto
lateral a izquierda, un conjunto lateral a
derecha o el producto de dos conjuntos late-
rales. Los estudiantes aprenden mucho de
esta poderosa herramienta que ellos mis-
mos han construido.

En aquella época obtuvimos apoyo financiero
sustancial del NSF y desarrollamos, cursos
de Calculo, Algebra abstracta y Mateméticas
discretas. Para cada uno aplicamos el ciclo
ACE, ya descrito, organizando todo el mate-
rial en secciones que pueden desarrollar los
estudiantes en una semana. Cada seccion con-
siste de tres partes: las actividades en la
computadora, un texto escrito que es el punto
de partida para la discusion y las tareas y los
ejercicios mas o menos tradicionales que se
realizan en la clase. Era necesario escribir
nuevos libros de texto en cada curso (Baxter
et al., 1988; Dubinsky et al., 1995; Dubinsky
etal., 1996; Leron, 1994; Dubinsky et al.,
1996) a fin de sustentar este acercamiento.
Implantamos este acercamiento en los cursos
de Célculo, Algebra abstracta y Matematicas
discretas en la Universidad de Purdue.
Ademas, en el verano organizamos talleres
para otros profesores de matematicas que
querian aprender a usar nuestros métodos.
De esta manera, con el apoyo del NSF, di-
fundimos nuestro acercamiento a toda la co-
munidad de profesores de matematicas en las
universidades de los Estados Unidos y tam-
bién de otros paises.
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Mientras impartiamos esos cursos en la
Universidad de Purdue, también disefidbamos
varios estudios del desempefio de los estudian-
tes y de la naturaleza de su comprension de
los conceptos mas importantes abordados en
los cursos, Recogimos una enorme cantidad
de datos cuantitativos y cualitativos.
Obtuvimos tales datos de los examenes nor-
males, de instrumentos especiales y de las en-
trevistas. Una descripcion completa de
nuestras ideas para realizar todos estos proyec-
tos se puede encontrar en (Asiala et al., 1996).

En este punto tuvimos varios problemas
practicos y teoricos. El problema practico fue
que aun cuando habia dos investigadores
(Schwingendorf'y yo) y algunos estudiantes
licenciados como ayudantes, la cantidad de
datos que manejabamos era excesiva y nues-
tro método para analizar esos datos tomaba
demasiado tiempo, de manera que nece-
sitdbamos mas trabajadores y varios afios
para completar su analisis.

Tuvimos dos problemas tedricos. Uno fue
que, aun cuando tuvimos buenas ideas res-
pecto a las acciones, procesos y objetos, fueron
demasiado subjetivas. Necesitabamos las opi-
niones de otros investigadores y habia que
obtener las definiciones operativas de dichas
construcciones. El otro problema teérico se
referia a los esquemas. Tuvimos sélo una vaga
idea de esta construccion. No entendiamos
bien, por ejemplo, como ese concepto era
diferente de la idea de imagen conceptual de
Tall y Vinner (Tall et al., 1981) y no en-
tendiamos qué significaba la idea de la co-
herencia de un esquema.

Por fortuna, precisamente en este tiempo, una
situacion, al principio no relacionada con
nuestro problema, nos condujo a la forma-
cion de RUMEC, que contribuy¢ a la solu-
cion de todos esos problemas y propicio

desarrollos adicionales para la investigacion
en matematica educativa a nivel postsecun-
dario.

1995-2000: RUMEC Y ARUME

En el desarrollo de los cursos, nuestro énfa-
sis se ha enfocado en la base Lcorica. en los
resultados de las primeras investigaciones y
en el ciclo ACE. Pero mientras conociamos
la literatura especializada y asistiamos a las
reuniones, encontrabamos mucha informa-
cion sobre otro método pedagogico denomi-
nado aprendizaje cooperativo. Me interesé
en dicho método y lo apliqué en mis clases.

Me parecia que la idea de aprendizaje coope-
rativo era compatible con las nuestras y en
tonces lo incorporé. Desde entonces, en todos
nuestros cursos, cada estudiante es asignado
a grupos permanentes (para todo el curso) de
cuatro personas. Casi todo el trabajo del curso,
las actividades en la computadora, las tareas
en clase, las discusiones, los ejercicios y los
examenes lo hacian los estudiantes en grupos,
es decir, los estudiantes estaban supeditados
al grupo.

Mi interés en dicho método de aprendizaje
cooperativo me condujo a leer mas sobre el
mismo, a pensar mas sobre €l y a dar con-
ferencias sobre dicho tema en varias univer-
sidades. Al fin, con dos colegas, Barbara
Reynolds, de la College de Cardinal Stritch,
y David Mathews, de la Universidad de
Longwood, obtuvimos una beca del NSF para
organizar talleres de verano, para los profe-
sores de matematicas a nivel postsecundario,
que querian aprender a usar el método,
Llamamos al programa CLUME (por sus si-
glas en inglés Cooperative Learning in
Undergraduate Mathematics Education).

Aunque no lo supe en aquella época, este
programa puso en escenaa RUMEC y fue una
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etapa muy importante en el desarrollo de
nuestro campo.

El primer taller de CLUME se llevo a cabo
en el verano de 1995, con treinta y un par-
ticipantes y tres profesores. Una participante
fue Georgia Tolias, que habia obtenido un
doctorado reciente en matematica educativa,
sin embargo parecia que ella no se habia
preparado para realizar investigaciones en
su campo. Me pregunt6 si habia personas
en CLUME interesadas en interaccionar so-
bre temas de investigacion en matematica
educativa a nivel postsecundario. Con la fi-
nalidad de ubicarla, una noche realizamos una
reuniodn para todos los participantes y/o pro-
fesores que compartian su interés. Para nues-
tra sorpresa, veinticinco personas asistieron
a esta primera reunion y casi todas regre-
saron la noche siguiente para continuarla.
Debe entenderse que el programa CLUME
era muy fuerte y los participantes tenian que
trabajar muchas horas cada dia, incluso los
fines de semana, Sin embargo, asistieron a
dichas reuniones y hablaban de la idea de la
investigacion. Estaba claro que habia mu-
cho interés.

Naturalmente, para mi esta situacion fue muy
agradable. Tuve datos de muchas personas
para el trabajo de varios afios y conté con un
grupo grande que quiso hacer las investiga-
ciones, pero la mayor parte no obtuvo fondos
para realizarlas. Sencillamente no supieron
como. Debido a que estabamos interesados en
el aprendizaje cooperativo, jquizas las in-
vestigaciones cooperativas podrian ser una
buena idea! Entonces, tuvimos la idea de for-
mar grupos cooperativos (como para estu-
diantes) para hacer investigaciones en
matematica educativa a nivel postsecundario.
Si en cada grupo habia personas con y sin fon-
dos, los segundos aprenderian de los primeros
y éstos participarian en los proyectos grandes.
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De hecho, no se necesitaria comenzar a
recolectar datos porque yo tenia suficientes.
Asi que todos podrian comenzar con el anali-
sis de los datos y de esta manera aprender mu-
cho sobre como hacer investigacion.

Para extender la oportunidad a otras personas
sobre como aprender a realizar tales investi-
gaciones y organizar nuestras actividades,
formamos una asociacién que llamamos
RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community).
Decidimos tratar de efectuar reuniones tres ve -
ces al afio y al principio acordamos varios pun
tos: hacer las investigaciones por medio de los
grupos, adoptar un marco teérico inico, con-
ducir los juicios criticos internos en nuestros
manuscritos, usar los datos existentes al prin-
cipio pero no permanentemente y mantener
reducido el grupo de RUMEC, pero sin de-
jar de ayudar a otros que compartieran nues-
tro interés. Vamos a discutir estos aspectos de
las actividades de RUMEC un poco mas de-
talladamente.

Ya expliqué que la mejor razén para traba-
jar en grupos fue mezclara los investigadores
que tenian experiencia en nuestro campo
con los que no la tenian. Hicimos una lista
de articulos y libros para que cualquier per-
sona pudiera aprender los fundamentos y
estuviera preparada para hacer las investi-
gaciones. Desarrollamos también un método
para analizar los datos cualitativos, el cual
fue bastante detallado y especifico, para que
un novato pudiera aprenderlo. Dicho método
esta descrito en el articulo publicado en
(Asiala et al., 1996). Escogimos varios
proyectos basados en los temas de los datos
existentes, formamos los grupos y comen-
zamos a hacer las investigaciones.

Una observacion importante es que cada in-
vestigacion en nuestro campo debe estar
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basada en uno o mas marcos tedricos y que,
la decision sobre cual perspectiva tedrica se
debe aplicar a un estudio, tiene que conside-
rarse como parte del disefo inicial de la in-
vestigacion. No importa cuadl teoria, sino que
se use una perspectiva teérica. Pero para
RUMEC la pregunta fue: jcual teoria debe-
mos usar? Nos parecié conveniente que, para
evitar demasiados argumentos sobre los pun-
tos pequeflos y vagos, seria una buena idea
adoptar un marco tedrico inico que todos po-
drian aprender y en cuyo desarrollo todos
podrian participar (porque un marco teorico
no es estatico sino dinamico y las investiga-
ciones que lo usan contribuyen a su desa-
rrollo y extension). Este acercamiento ayudaria
a los aspirantes a aprender como trabajar con
un marco tedrico y como desarrollarlo. Por
esta razon, y no porque pensaramos que era
la “verdad” o la unica teoria valida, adopta-
mos la teoria APOS para todas las investiga-
ciones. Entendirnos que esta teoria
desempefiaria ese papel, pero sélo por un
tiempo, no para siempre.

Poco tiempo después de comenzar nuestro tra-
bajo, tuvimos la idea de que seria bueno que
todo el grupo leyera y discutiera el informe
de cada investigacion. Esto ayudaria a en-
tender las actividades de los otros y a apren-
der de ellas. También pensamos que
la discusion abierta de un articulo ayudaria a
los autores a mejorarlo. Entonces estableci-
mos como politica que, después de elabo-
rarse un articulo que surgiera de una
investigacion, éste estaba completo, pero
antes de proceder a su publicacion, los autores
debian distribuir el articulo a todos los miem-
bros de RUMEC para que lo leyeran y en la
siguiente reunioén se lo discutiera de manera
detallada y completa. Hay que entender que
el juicio critico interno no tenia el propdsito
de controlar las investigaciones de un equipo,
De hecho, aunque nuestras discusiones pueden

ser muy serias y criticas, nunca tomamos de-
cisiones y después de la revision, la decision
final sobre la forma y el contenido de un
articulo es responsabilidad de los autores.
Nos parece que los resultados de dicha politica
son mejorar la calidad de nuestro trabajo, de
nuestros resultados y de nuestros informes, y
también mejorar nuestras relaciones persona-
les y construir un espiritu de grupo.

En general, para aprender como hacer las in
vestigaciones es necesario aprender, al mismo
tiempo, como disefiarlas, como recoger los
datos, analizarlos y hacer las conclusiones,
todo sobre la guia de un marco tedrico. Por
supuesto, hay que tener los datos antes de
analizarlos, pero seria bueno tener al menos
un poco de experiencia en cuestiones de anali-
sis antes de recoger los datos o de disediar la
investigacion. Asi que decidimos que los as-
pirantes deberian comenzar con las activi-
dades de analisis de datos existentes. Fue una
decision comoda y practica porque general-
mente tenemos muchos datos, que necesitan
analizarse. Naturalmente, entendimos que los
investigadores noveles tendrian que recoger
los datos y disefiar ellos mismos las investi-
gaciones.

Finalmente, aunque queriamos mantener re-
ducido el nimero de miembros de RUMEC,
quizas treinta o treinta y cinco, comprendi-
mos que habia muchas mas personas que
querian aprender como hacer investigaciones
en matematica educativa, que requerian de
ayuda para ello, y a la vez nuestro campo
necesitaba muchos otros trabajadores.
Entonces, nos. ocupamos de incorporaraotras
personasinteresadasentrabajarenestecampo.
En los afios siguientes a 1995, les pregunta-
mos a los participantes en los talleres de
CLUME, si continuaban interesados. Les pre-
guntamos también a los miembros de NEXT.
una organizacién de la Mathematical
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Association of America (MAA), y a los
matematicos jovenes susceptibles de desa-
rrollar habilidades pedagogicas. También or-
ganizamos, cada aflo, un congreso nacional
sobre el tema de las investigaciones en
matematica educativa a nivel postsecundario.
En todas estas actividades tuvimos apoyo fi-
nanciero de la fundacion educativa de la em-
presa EXXON.

Durante aquella época, diversos equipos
(que cambiaban con cada proyecto) se dedi-
caron a varios proyectos enfocados a estu-
diar como podria aprenderse un concepto
matematico. Hicimos comparaciones entre
los estudiantes que tomaron nuestros cur-
sos sobre dichas investigaciones y los que
tomaron los cursos usando los métodos
pedagdgicos normales. Investigamos con-
ceptos de Céalculo tales como limite.
pendiente, interpretacion grafica de la
derivada, la regla de la cadena, interpreta-
ciones intuitivas de los estudiantes sobre in-
tegral, sucesiones y series infinitas, estas
ultimas de numeros y de funciones. Ademas,
estudiamos los efectos a largo plazo de
nuestro acercamiento pedagodgico para el
Calculo. Investigamos conceptos en Alge-
bra abstracta como permutaciones y
simetrias, operaciones binarias, grupos,
subgrupos, conjuntos laterales, normalidad
y grupos cocientes. También estudiamos
las actitudes de los estudiantes sobre los
conceptos abstractos y otros aspectos de
las matematicas después de tomar un curso
de Algebra abstracta. Investigamos como los
estudiantes podian aprender, entender y
usar los cuantificadores existenciales y uni-
versales en las operaciones matematicas y
en el desarrollo del concepto del infinito.
En fin, investigamos la mecanica de la com-
prension de los estudiantes sobre varios
conceptos estadisticos tales como mediana,
media y el teorema central del limite. Estas
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investigaciones se canalizaron en diversas
publicaciones (Weller et al., en revision).

En general, los resultados proporcionaron un
fuerte apoyo a nuestro paradigma de inves-
tigaciones, a nuestra perspectiva tedrica y a
nuestro acercamiento pedagdgico. En mu-
chos casos, la teoria APOS se probaba como
una herramienta eficaz para describir y ex-
plicar el desarrollo de un concepto en la mente
de los estudiantes. En varios casos el anali-
sis de los datos nos condujo a revisar nues-
tra descripcion teorica de dicho desarrollo.
Incluso hubo, al menos un ejemplo, de es-
quemas, en nuestras investigaciones, que nos
condujo a revisar la teoria APOS al rela-
cionarlo con la idea de la triada de Piaget y
Garcia (Clark et al., 1997). Ademas, como re-
sultado de muchos, analisis especificos, ob-
tuvimos las definiciones operativas de las
acciones, de los procesos y de los esquemas
que se han incluido en los articulos que re-
portan los resultados.

La mayoria de nuestras investigaciones su-
gieren que los estudiantes que tomaron nues-
tros cursos aprendieron bien la materia. En
comparacion con los estudiantes que tomaron
los cursos tradicionales, la mayor parte de los
resultados favorecio a nuestro método de en-
seflanza, en un grado mas o menos significa-
tivo. Hubo algunos resultados en los que no
se registraron diferencias apreciables, pero
casi nunca ejemplos en los que los estudian-
tesdeloscursostradicionalessedesempefiaran
mejor que los estudiantes de los cursos ex-
perimentales. Todos los resultados se compi-
lan en el articulo publicado en (Weller et al.,
en revision).

En el transcurso de los afios noventa, se in-
crementd el nimero de colegas en nuestro
campo y también de matematicos que quieren
cambiar sus investigaciones de las matemati-
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cas a la matematica educativa. Ademas, hubo
un enorme incremento en el nimero de
matematicos que no quieren hacer investiga-
ciones pero que estan muy interesados en
nuestros resultados. Este desarrollo coincidio
con un crecimiento mayor del interés de los
matematicos en sus métodos de ensefianza y
en sus resultados. Toda esta actividad fue ex-
cesiva para una organizacion con menos de
treinta y cinco miembros. Asimismo, aunque
los integrantes de RUMEC aceptaron coad-
yuvar en el desarrollo de nuestro campo,
nosotros como organizacion hicimos énfasis
en las investigaciones especificas y en el de-
sarrollo de un marco tedrico. Surgio la necesi-
dad de generar una organizacion nueva, mas
grande, que se dedicara a los investigadores
y a los que quisieran conocer sobre las in-
vestigaciones y las aplicaciones potenciales
a la practica pedagogica.

En este punto, la MAA propuso crear una or-
ganizacion nueva que se llamaria Association
for Research in Undergraduate Mathematics
Education (ARUME) para las personas in-

teresadas en hacer o conocer las investiga-
ciones en matematica educativa a nivel post-
secundario. Por un tiempo de prueba de tres
anos, ARUME tendria derecho de realizar ac-
tividades tales como sesiones y conferencias
para difundir los informes sobre las investi-
gaciones, asi como reuniones encauzadas a
asuntos relativos a los congresos anuales de
la MAA, y de anunciar sus actividades en las
publicaciones de la MAA. ARUME se formo
en enero de 1999 con mas de ciento cincuenta
miembros. Enabrildeesteafio obtuvounabeca
de la Fundacion EXXON y ya ha comenzado
a realizar sus actividades.

Al escribir estas palabras me siento integrado
al campo de RUME (Rescarch in
Undergraduate Mathematics Education) y
corno matematico dedicado a esta actividad
no estoy solo. Hay muchas personas in-
teligentes, conocedoras, jovenes enérgicos y
entusiastas, que estan listos y son capaces de
hacer las investigaciones y definir la direccion
que tendra el campo. El futuro de RUME me
parece promisorio.
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