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UNA DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR DEL CONCEPTO
DE EIGENVALOR Y EIGENVECTOR:
EL ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO COMO SUSTRATO EN
LA CONSTRUCCION DE MODELOS COGNITIVOS

A PRELIMINARY GENETIC DECOMPOSITION OF THE CONCEPT OF
EIGENVALUE AND EIGENVECTOR: THE ANALYSIS OF TEXTBOOKS AS A SUBSTRATE
IN THE CONSTRUCTION OF COGNITIVE MODELS

RESUMEN

En la teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema)
el diseno de una descomposicion genética es resultado
del Analisis Tedrico (primer componente del ciclo de
investigacion de la teoria) donde el andlisis de libros de
texto es uno de los elementos a considerar. Sin embargo, a
la fecha de este reporte no se encuentran publicaciones que
den cuenta de como realizar el analisis de libros de texto y
el proceso detras de la construccion de una descomposicion
genética. En este escrito se usan los criterios propuestos por
Campos (2017) para analizar tres libros de texto de algebra
lineal, especificamente en relacion al concepto de eigenvalor
y eigenvector junto con una metodologia que da cuenta del
disefio de una descomposicion genética preliminar para
el concepto de eigenvalor y eigenvector sobre operadores
lineales considerando: el insumo del analisis de libros de texto,
los reportes de investigacion existentes y la experiencia de los
investigadores como profesores y estudiantes.

ABSTRACT

In APOS theory (Action, Process, Object, Scheme), the design
of a genetic decomposition is the result of Theoretical Analysis
(first component of the theory’s research cycle) where textbook
analysis is one of the elements to be considered. However, as
of the date of this report, there are no publications on how
to perform textbook analysis and the process behind the
construction of a genetic decomposition. In this writing, the
criteria proposed by Campos (2017) are used to analyze three

PALABRAS CLAVE:

- Eigenvalores y Eigenvectores
- Teoria APOE

- Descomposicion genética

- Libros de texto

KEY WORDS:

- Eigenvalues and Eigenvectors
- APOS Theory

- Genetic decomposition

- Textbook o

000

Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa (2021) 24 (3): 245-276.
BY NC

Recepcion: Noviembre 1,2019 / Aceptacion: Julio 15,2021. DOI: 10.12802/relime.21.2431



246 A. BETANCUR SANCHEZ, S. ROA FUENTES, S. J. BALLESTEROS

linear algebra textbooks, specifically in relation to the concept
of eigenvalue and eigenvector along with a methodology that
accounts for the design of a preliminary genetic decomposition
for the concept of eigenvalue and eigenvector on linear
operators considering: the input of textbook analysis, existing
research reports and the experience of researchers as teachers
and students.

RESUMO

Nateoria APOE (Action, Process, Object, Scheme), a concepgao
de uma decomposicdo genética ¢é resultado da Analise Tedrica
(o primeiro componente do ciclo de investigacdo da teoria)
onde a andlise de livros de texto ¢ um dos elementos a ser
considerado. No entanto, a data deste relatdrio, ndo existem
publicagdes que déem conta de como realizar a analise dos
livros escolares ¢ do processo por detras da constru¢do de uma
decomposicdo genética. Neste artigo utilizamos os critérios
propostos por Campos (2017) para analisar trés manuais de
algebra linear, especificamente em relagdo ao conceito de
autovalor e autovector, juntamente com uma metodologia
que da conta da concep¢do de uma decomposi¢do genética
preliminar para o conceito de autovalor e autovector em
operadores lineares considerando: o contributo da analise de
manuais escolares, relatdrios de investigagdo existentes e a
experiéncia de investigadores como professores e estudantes.

RESUME

Dans la théorie APOS (Action, Process, Object, Scheme), la
conception d’une décomposition génétique est le résultat d’une
analyse théorique (premiére composante du cycle de recherche
de la théorie) ou I’analyse des manuels est I'un des éléments
a prendre en compte. Cependant, a la date de ce rapport, il
n’existe aucune publication qui rende compte de la maniére
de réaliser I’analyse des manuels scolaires et du processus de
construction d’une décomposition génétique. Dans cet article,
nous utilisons les critéres proposés par Campos (2017) pour
analyser trois manuels d’algébre linéaire, spécifiquement en
relation avec le concept de valeur propre et de vecteur propre
ainsi qu’une méthodologie qui rend compte de la conception
d’une décomposition génétique préliminaire pour le concept
de valeur propre et de vecteur propre sur les opérateurs
linéaires en considérant : I’apport de I’analyse des manuels, les
rapports de recherche existants et 'expérience des chercheurs
en tant qu’enseignants et étudiants.
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1. INTRODUCCION

El objetivo principal de este estudio es dar cuenta del desarrollo de la primera
componente del ciclo de investigacion que propone la teoria APOE (Acréonimo
de Accién, Proceso, Objeto, Esquema), Analisis Tedrico (Arnon et al., 2014).
Principalmente mostrar como el analisis de tres libros de texto (Poole, 2011;
Del Valle, 2011; Hoffman y Kunze, 1973), contribuye en la formulacion de
una descomposicion genética (DG) preliminar del concepto de eigenvalor y
eigenvector. Dada la naturaleza cognitiva de la teoria APOE, las investigaciones
que la toman como fundamento parten de las definiciones matematicas de los
conceptos. Por tanto, resulta de gran interés sefialar la relevancia del analisis de
libros de texto como punto de partida, que promueve la articulacion de resultados
de otras investigaciones y la experiencia de los investigadores para ponerlos todos
juntos en un modelo cognitivo (DG).

En Matematica Educativa los libros de texto juegan un rol fundamental
en la comunicacién y preservacion del conocimiento que se actualiza en
procesos educativos. Expresan el producto de una red de conexiones culturales,
econdmicas, politicas e historicas, en donde se destacan como repositorios validos
de conocimiento y recursos culturales importantes de comunicacion. Los libros
de texto se han utilizado como un recurso para la presentacion de problemas,
como un medio para apoyar la instruccion en el aula por parte del docente y para
el estudiante como un medio para orientar el autoaprendizaje (Occelli y Valeiras,
2013; Fan, 2013).

A pesar de la relevancia de los libros de texto en la formulacion de una DG, la
teoria APOE no propone qué criterios utilizar para su analisis, ni una metodologia
a seguir para tenerlos en cuenta, por tanto, en este articulo buscamos visibilizar su
papel. A continuacion, se muestra una vision general de investigaciones realizadas
sobre los libros de texto en nuestra disciplina, que permite ubicar el estudio que
se reporta en este escrito.

2. Los libros de texto y la investigacion en Matematica Educativa

La investigacion sobre los libros de texto en Matematica Educativa se ha venido
consolidando en los ultimos afios. Una evidencia de esto es el desarrollo de la
International Conference on Mathematics Textbook Research and Development
(ICMT, por sus siglas en inglés, 2014). Los libros de texto han ocupado a grupos de
discusion en sesiones consecutivas del International Congress on Mathematical
Education (ICME, por sus siglas en inglés), ICME-10, ICME-11 e ICME-13.

Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021  [[(c<) RN



248 A. BETANCUR SANCHEZ, S. ROA FUENTES, S. J. BALLESTEROS

Fan (2013) y Fan, Zhu y Miao (2013) dan cuenta de la dindmica que sigue la
investigacion sobre libros de texto. Estos autores se refieren a cuatro categorias
en los temas de investigacion: (1) papel de los libros de texto, (2) analisis y
comparacion de libros de texto, (3) uso de los libros de texto y otras areas (por
ejemplo, la relacion entre el libro de texto y el aprendizaje de los estudiantes)
y (4) otros que no corresponden a las categorias anteriores. Como mostramos
a continuacion, en el contexto Latinoamericano se identifican algunas de las
categorias mencionadas entre otras que permiten ampliar el panorama.

El Comité Latinoamericano de Matematica Educativa (CLAME) ha
publicado en el Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (ALME)
investigaciones relacionadas con libros de texto; sin embargo, estas son escasas.
En ALME 31, por ejemplo, se presentan estudios que involucran analisis de libros
de texto para: estudiar el pensamiento critico de los docentes en relacion a los
problemas presentados en los libros de texto (Ruiz-Estrada, Slisko y Nieto-Frausto,
2018), discutir las reformas educativas que ha sufrido el pais de México (Ibarra,
2018) e identificar los significados y representaciones que son promovidos o no
por los libros de texto en relacion a un concepto (Osorio y Diaz-Levicoy, 2018).

En ALME 32 los estudios reportados destacan el analisis de libros de
texto para: reconocer cOmo se presenta y caracteriza un concepto, el tipo de
problemas y sus representaciones (Amaro, Hernandez y Slisko, 2019); también se
identifican estudios con una intencion epistemologica, encaminada en identificar
significados (Pérez y Cantoral, 2019; Paz-Corrales y Cantoral, 2019; Giacoleti-
Castillo y Cordero, 2019).

Investigadores como Cook y Stewart (2014), Cook, Zaskis y Estrup (2018) y
Campos (2017) han tomado algunos aspectos presentados en 1987 por Harel para
analizar libros de texto, especificamente de Algebra Lineal (AL). Cook, Zaskis
y Estrup (2018), por ejemplo, usan dos criterios: la secuenciacion de contenido y
el material introductorio, para estudiar la presentacion y desarrollo del producto
de matrices en 24 libros de texto de AL. Como secuencias principales del
contenido se destacan tres: 1. Iniciar con el producto Matriz-vector Ax como una
combinacion de las columnas de A4, 2. Iniciar con Ax como un producto punto de
los renglones de A por el vector columna x, y 3. Iniciar con AB como el producto
punto entre los renglones de A con las columnas de B. La discusion desarrollada
en Cook, Zaskis y Estrup (2018) se ocupa principalmente de las secuencias 1
y 3. Los autores categorizan estas secuencias en dos enfoques, para la primera
secuencia el concepto puede entenderse utilizando otros conceptos y elementos
conocidos, enfoque denominado isomorfizacion; y para la tercera secuencia, el
concepto puede entenderse mas adelante una vez se reconozcan otros conceptos
mas avanzados, enfoque denominado aplazamiento. Aunque estos dos enfoques
parecen distantes o se muestran en aparente contradiccion, los investigadores
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enfatizan en la importancia de indagar a fondo sobre tales secuencias para contar
con evidencia empirica que muestre las implicaciones en el aprendizaje de los
estudiantes. Ademas, se propone la necesidad de investigar sobre aspectos que
podrian articularse y ser complementarios en las dos secuencias, asi como de qué
manera podrian incorporarse en la ensenanza.

Desde nuestra perspectiva, Cook, Zaskis y Estrup (2018) muestran la
necesidad de precisar a partir de la secuencia presentada por los libros de texto,
sus implicaciones en la comprension que los estudiantes pueden lograr de un
concepto determinado. Postulamos que la necesidad de esta mirada cognitiva
puede ser suplida a través del uso de la teoria APOE, dado que es posible
reconocer las estructuras y mecanismos mentales involucrados en las secuencias
de instrucciéon para un concepto. Asimismo, dar cuenta de las relaciones,
conexiones y transformaciones que un estudiante puede realizar sobre el concepto
y como esto puede dar cuenta de una comprension mas profunda.

A continuacion, destacamos algunos elementos de la teoria APOE, que
en adelante nos permiten comunicar con precision no solo las secuencias en la
presentacion del concepto de eigenvalor y eigenvector en tres libros de texto, sino,
plantear hipotesis sobre sus implicaciones en la comprension que pueden lograr
los estudiantes a partir de alimentar un modelo cognitivo hipotético.

3. LA TEORIA APOE

La teoria APOE permite describir como puede construir los conceptos
matematicos un estudiante y aporta orientaciones para su enseianza. Desde APOE
se propone que los estudiantes comprenden (aprenden) los conceptos y/o nociones
matematicas cuando construyen y usan ciertas estructuras mentales a partir de un
mecanismo general denominado por Piaget como abstraccion reflexiva. Como
casos particulares del mecanismo de abstraccion reflexiva Dubinsky define
los mecanismos de interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y reversion,
entre otros, que permite la aplicacion de Acciones sobre Objetos construidos
previamente e iniciar la estructuracion de nuevos Objetos (Arnon et al., 2014).

A continuacion, se describe como evoluciona en la mente de un estudiante
sus concepciones sobre un concepto K segin Arnon et al., (2014). Para un concepto
matematico K, un estudiante tiene una concepcion Accion de K, si depende de
indicaciones externas para aplicar transformaciones sobre Objetos previos
(elementos necesarios para iniciar la construccion de K). Al reflexionar sobre las
Acciones que realiza puede hacer modificaciones en la mente sin seguir un paso
a paso, se dice que ha interiorizado la Accion en un Proceso. El transito de una
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estructura Proceso del concepto K a una estructura Objeto esta determinado por
el mecanismo de encapsulacion. Este mecanismo es motivado por una actividad
matematica que requiere concebir el Proceso como un todo y determinar el
tipo de Acciones que puede aplicarle al Objeto. Con respecto al concepto K el
conjunto de Acciones, Procesos, Objetos y otras estructuras subyacentes que se
relacionan coherentemente forman un Esquema del concepto K (Arnon et al.,
2014). En la teoria se entiende que el aprendizaje es dinamico y en la medida que
se construyan relaciones y transformaciones de forma consciente o inconsciente
entre Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas evoluciona el Esquema. La
triada intra, inter y trans permite caracterizar las relaciones construidas entre las
estructuras del Esquema ya sea por asimilacion o acomodacion y dar cuenta de su
desarrollo (Trigueros, 2018).

La descripcion de las estructuras y mecanismos mentales asociados a un
concepto particular se denomina en APOE como descomposicion genética (DG);
esta corresponde a un modelo cognitivo sobre como un estudiante puede llegar a
comprender una porcion de conocimiento matematico y es considerada el corazén
de la teoria.

En lo que sigue se precisa el ciclo de investigacion en el marco de la teoria
APOE y como lo usamos en este reporte. También se destaca el analisis de libros
de texto como un elemento clave en la formulacion de una DG preliminar.

4. METODO DE LA INVESTIGACION

El método de investigacion de la teoria APOE se define a través de tres
componentes que interactuan entre si: Analisis tedrico, Disefio e implementacion
de la enseflanza y Recoleccion y analisis de datos (Arnon et al., 2014). Algunos
estudios han publicado el desarrollo de las tres componentes (Salgado y
Trigueros, 2014; 2015; Parraguez y Oktag, 2010; Roa-Fuentes y Parraguez, 2017),
otros consideran detenerse a profundidad en disefio y desarrollo del Analisis
teorico (Gonzalez y Roa-Fuentes, 2017, Roa-Fuentes y Oktag, 2010, Campos,
2017); estos generalmente proponen una DG preliminar que funge de hipdtesis
sobre como puede ocurrir el aprendizaje de un concepto. En este reporte nos
centramos en el Analisis tedrico, entendiendo que es la base para la aplicacion
del ciclo y el desarrollo de futuros estudios (Roa-Fuentes y Oktag, 2010). Como
ya mencionamos, interesa examinar como los libros de texto contribuyen en la
formulacion de una DG preliminar, discusion que continuamos en la siguiente
seccion a partir de resultados de otras investigaciones en Matematica Educativa
sobre el concepto de interés, eigenvalor y eigenvector.
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4.1. El andlisis de libros de texto como elemento clave en la formulacion de una
descomposicion genética preliminar

En Arnon et al.,, (2014) se reconoce el estudio de libros de texto como un
insumo para el analisis tedrico, asi como los reportes de investigacion, estudios
epistemologicos y la experiencia de los investigadores sobre una nocion o concepto
matematico. En particular, el analisis de libros de texto entorno a un concepto
permite identificar estrategias pedagogicas para su ensefanza, aspectos clave
para el analisis de los datos y otras consideraciones para explicar como sucede
el aprendizaje. Como destacan Cook y Stewart (2014) y Cook, Zaskis y Estrup
(2018) es fundamental analizar varios libros de texto para reconocer encuentros y
tensiones en las orientaciones pedagogicas motivando la reflexion y el disefio de
investigaciones que den cuenta de su pertinencia o complementariedad.

La construccion de un concepto matematico no sigue un camino unico.
Arnon et al., (2014) aclaran que pueden considerarse diferentes descomposiciones
genéticas para un concepto. Por ejemplo, para la TL Roa-Fuentes y Oktag (2010;
2012) proponen dos DG’s: la primera parte de la aplicacion de Acciones sobre
vectores especificos y la segunda de una estructura Objeto de funciones definidas
entre espacios vectoriales de dimension finita (Transformaciones). Tales
modelos obedecen en parte a la presentacion que los libros de texto realizan del
concepto, sus implicaciones sobre las estructuras y los problemas propuestos. En
concordancia con Kilpatrick (2014) sabemos que el aprendizaje de los estudiantes
esta condicionado en parte, tanto por materiales fisicos, por ejemplo, los libros de
texto, como por el uso y/o interpretacion que el profesor hace de ellos.

Desde la perspectiva de esta investigacion, considerando los criterios
propuestos por Campos (2017) se analiza tres libros de texto, especificamente,
identificando el desarrollo de los conceptos de eigenvalor y eigenvector. A través
de tales criterios, los cuales describimos mas adelante, buscamos rastrear e
identificar conocimientos previos, qué avances son requeridos y como podrian
promoverse de manera que tengan lugar nuevas estructuras mentales y se
progrese en la comprension del concepto de eigenvalor y eigenvector. Tal andlisis
permite integrar a la reflexion sobre la construccion de conocimiento matematico
otro “interlocutor” al didlogo, de tal manera que la DG preliminar sea el resultado
de una deliberacion profunda desde diferentes perspectivas.

En relacion a las estructuras sobre el concepto de eigenvalor y eigenvector
en matrices, Salgado y Trigueros (2014) reportan caracteristicas de las estructuras
Accion, Proceso y Objeto para el concepto, lo cual es un antecedente importante
en el presente reporte; a continuacion, se describen tales estructuras.
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4.2. Accion, Procesoy Objeto: eigenvalores y eigenvectores a partir de matrices

Enestaseccionsepresentade manerasintéticauna DG previapresentadaporSalgado
y Trigueros (2014) que propone la construccion de los eigenvalores y eigenvectores
a partir del concepto de matriz. La descripcion de las estructuras que se muestra a
continuacionson el filtroinicial conel cual se dapasoal analisis de los libros de texto.

Accion: se reconocen los eigenvalores y eigenvectores en algunos contextos,
pero en otros se realizan solo procedimientos sin llegar a conclusiones correctas;
no es posible explicar si un escalar o vector es un eigenvalor o eigenvector de una
matriz dada. Existe una dependencia de alguna indicacion externa, por ejemplo,
en R? o R3 para la cual es posible graficar los vectores v y Av para determinar
si son paralelos. Por otra parte, al realizar un procedimiento sobre la ecuacion
caracteristica (A—\/)v =0 se dan conclusiones equivocadas como: “el vector cero
es un eigenvector de la matriz 4 (Salgado y Trigueros, 2014).

Proceso:escaracteristicoreconocereigenvaloresyeigenvectoresdeunamatriz
sin necesidad de recurrir necesariamente a un procedimiento sobre la ecuacion
caracteristica (A—A/)v =0, es decir, el estudiante puede reconocer propiedades de
la matriz o sus relaciones con otros conceptos del AL que le permiten explicar y
justificar situaciones que involucran los eigenvalores y eigenvectores. También,
se entiende claramente que un efecto de transformacion de un vector bajo una
matriz donde los vectores Av y v sean paralelos determina que v es un eigenvector
y el escalar que los iguala es el eigenvalor. Asi, el signo del escalar se asocia e
interpreta en relacion con la direccion del eigenvector (Salgado y Trigueros, 2014).

Objeto: se reconocen claramente propiedades de los eigenvalores y
eigenvectores de una matriz. Hay conciencia de ciertas relaciones con otros
conceptos y se actiia sobre los eigenvalores y eigenvectores para explicar o
justificar alguna situacion, por ejemplo, diagonalizar una matriz. También, se
reconocen los espacios propios o eigenespacios asociados a un eigenvalor, se
pueden realizar comparaciones entre eigenespacios e identificar propiedades, por
ejemplo, la dimension asociada a cada eigenespacio (Salgado y Trigueros, 2014).

En lo que sigue, describimos los criterios propuestos por Campos (2017)
especificamente en términos del concepto de eigenvalor y eigenvector dando
cuenta de la manera en que son usados en este estudio.

4.3. Criterios para el andlisis de los libros de texto y elaboracion de una
descomposicion genética preliminar

El primer criterio, Estructura General del texto, busca identificar la secuencia
de los conceptos, su dependencia, conocimientos previos y las orientaciones
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propuestas con el fin de reconocer parte de la intencion pedagogica del libro para
el concepto de eigenvalor y eigenvector. El segundo, Presentacion y definicion de
los conceptos, se enfoca en analizar codmo tiene lugar el concepto, lo que impulsa
su definicién y el reconocimiento de las estructuras y mecanismos mentales
que podrian estar presentes. Los Ejemplos y ejercicios corresponden al tercer
criterio que busca rastrear y descifrar como pueden estar siendo promovidas las
estructuras mentales Accion, Proceso, Objeto y Esquema para el concepto de
eigenvalor y eigenvector por el texto. Finalmente, el criterio Lector modelo, busca
identificar cuales estructuras, aunque no fueron promovidas explicitamente,
son asumidas por el texto para abordar problemas o nuevos aprendizajes. Tal
reconocimiento de las estructuras y mecanismos ayuda a completar el panorama
en relacion a la estrategia que sigue el libro de texto para que el lector alcance
una comprension profunda del concepto. En el desarrollado de los criterios se
usan como referentes: las definiciones generales de las estructuras y mecanismos
mentales (Arnon et al., 2014), la descripcion de las estructuras para el concepto de
eigenvalor y eigenvector por Salgado y Trigueros (2014), ademas, de los insumos
de otras investigaciones relacionadas con el concepto, asi como de la experiencia
de los investigadores como profesores y estudiantes.

En Campos (2017) se usan los criterios para analizar el libro Linear Algebra
(Friedberg y otros, 2003) e identificar una aproximacion al camino cognitivo sigue
libro para el aprendizaje del concepto de eigenvalor y eigenvector. La diferencia
principal del presente estudio con Campos (2017) es que usamos los criterios para
analizar tres libros de texto de AL: Poole (2011), Del Valle (2011) y Hoffman y
Kunze (1973), con el propdsito de tener un insumo de tal manera que el didlogo
entre los investigadores y los reportes de investigacion al respecto, abran paso al
diseno de una DG preliminar para eigenvalores y eigenvectores sobre operadores
lineales. El interés del estudio no es reconocer la posible DG que sigue cada libro
de texto para el aprendizaje del concepto.

En el contexto de una universidad publica en Colombia dichos libros de
textos son usados en diferentes niveles de escolaridad, en particular el Hoffman y
Kunze (1973) es implementado para cursos de postgrado en matematicas.

Los momentos desarrollados en el analisis en los libros de texto fueron seis:
1. Revisar tabla de contenido, prefacio y recomendaciones para el estudiante y
/o profesor. 2. Estudiar secciones anteriores al concepto de interés. 3. Identificar
formas de introducir y definir los conceptos, posibles estructuras y mecanismos
mentales requeridos. 4. Revisar ejemplos e identificar posibles estructuras y
mecanismos mentales requeridos y como se promueven. 5. Analizar ejercicios y/o
problemas e identificar posibles estructuras y mecanismos mentales requeridos
y como se promueven. 6. Reflexionar de forma global sobre las estructuras
necesarias y los mecanismos mentales involucrados para el aprendizaje del
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concepto. Tales momentos destacan la operatividad de los criterios de analisis de
los libros de texto.

Con el insumo obtenido del analisis de los tres libros textos los investigadores
discutieron los puntos de encuentro, complementariedad y de tension involucrando
en el didlogo reflexivo los reportes de la literatura. En la Figura 1 se precisa la
dinamica de las reflexiones dirigidas hacia la constitucion de la DG preliminar,
ciclos entre las estructuras y mecanismos mentales relativos a conocimientos
previos y presentacion de la definicion, estructuras y mecanismos promovidas en
los ejemplos y ejercicios, por otra parte, las estructuras y mecanismos mentales
descuidados y las observaciones identificadas en los reportes de investigacion
sobre el concepto en cuestion. La interaccion en diferentes direcciones entre los
elementos destacados en la Figura 1 da paso en la reflexion de los investigadores
a una hipoétesis sobre como puede ocurrir el aprendizaje y tiene lugar entonces la
propuesta de una DG preliminar.

Estructuras y mecanismos Estructuras y Mecanismos
Mentales previos a la e Mentales promovidos en
definicion ejemplos y ejercicios

I |

Estructuras y mecanismos Mentales
no evidenciados; resultados de
la literatura reportada

Figura 1. Ciclo para la elaboracion de una descomposicion genética
preliminar teniendo como insumo principal el andlisis de
libros de texto

5. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO Y DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR PARA
EIGENVALOR Y EIGENVECTOR

En lo que sigue se exponen aspectos relevantes en relacion con los primeros tres
criterios de analisis para los libros de texto de Poole (2011), Del Valle (2011) y
Hoffman y Kunze (1973). El criterio Lector Modelo y las reflexiones sobre los
reportes de investigacion en Matematica Educativa se articulan a la discusion
para luego dar paso a la presentacion de una DG preliminar para el concepto de
eigenvalor y eigenvector sobre operadores lineales.
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3.0 Introduccién: matrices en accidén
31. Operaciones con matrices
3.2 Algebra matricial
= | 1.0 Introduccién: el juego de la pista de 3.3 La inversa de una matriz
% carreras 3.4 La factorizacién LU
% 1.1 Geometria y algebra de vectores 3.5 Subespacios, bases, dimension y
© | 1.2 Longitud y angulo: el producto punto m | Rank
1.3 Rectas y planos T; 3.6 Introduccion a las transformaciones
1.4 Aplicaciones E lineales
2.0 Introduccion: trivialidad Y | 3.7 Aplicaciones
2.1 Introduccidn & los sistemas de 4.0 Introduccion: un sistema dindmico
ecuaciones lineales de grafos
2.2 Métodos directos para resolver sistemas 4.1 Introduccion a eigenvalores y
lineales eigenvectores
2.3 conjuntos generadores e independencia 4.2 Determinantes
'g lineal 4.3 Eigenvalores y Eigenvectores de
E 2.4 Aplicaciones matricessn X n
2 | 2.5 Métodos iterativos para resolver 4.4 Semejanza y diagonalizacién
< sistemas lineales g 4.5 Métodos iterativos para calcular
E eigenvectores
2 | 4.6 Aplicaciones y el teorema de
Y | Perron-Frobenius

Figura 2. Contenido de los primeros cuatro capitulos en Poole (2011)

5.1. Estructura general de los libros de texto

Algebra lineal una introducciéon moderna (Poole, 2011) inicia con el trabajo sobre
vectores en R?y R3, para luego desarrollar definiciones generales de operaciones
para vectores en R". En los cinco primeros capitulos no hay referencia explicita
a la definicion de espacio vectorial, sin embargo, conceptos como: combinacion
lineal, dependencia e independencia lineal, conjunto generador, espacio generado
y base se definen en R” y matrices, antes del capitulo de espacios vectoriales.
En la seccion 3.6 (ver Figura 2, tabla de contenido) se presenta la definicion
de TL como una funcion T:R"—R"™ que preserva combinaciones lineales, para
rapidamente centrar la discusién en su representacion matricial. El capitulo 4
da paso a la presentacion del concepto de eigenvalor y eigenvector, iniciando
con una discusion centrada en un “Sistema dindmico de grafos”. En el capitulo
6 se expone con mayor profundidad el concepto de TL gracias a la formulacion
general del concepto de Espacio Vectorial. Ahora bien, en este texto no se
encontro referencia a eigenvalores y eigenvectores en operadores lineales, aun
mas, el término operador lineal solo es referido dos veces y no es en relacion con
el concepto de interés.
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Por su parte, Algebra lineal para estudiantes de ingenierias y ciencias (Del
Valle, 2011) se refiere a matrices y sistemas lineales en los dos primeros capitulos.
Los espacios vectoriales corresponden al capitulo tres donde se hace mencién
sobre vectores en R? y R?, luego la atencion se concentra en R”, el espacio de
polinomios y el espacio de funciones. Asi, la exposicion sobre TL cubre un
panorama amplio y denso, es en este contexto donde tiene lugar la definicion de
operador lineal (Figura 3) y eigenvalor y eigenvector.

Definicién 5.7 SiT € .Z(E,E); es decii; T es una transformacion lineal de un espacio E en si mismo,
se acostumbra decir que T es un operador lineal en el espacio E.

Figura 3. Definicion de operador lineal (Del Valle, 2011, p. 426)

El libro Algebra Lineal de Hoffman y Kunze (1973) inicia con la definicion
de ecuaciones lineales y el concepto de cuerpo; de esta manera, toda la
presentacion del texto se hace sobre un cuerpo arbitrario F. Los capitulos 2 y 3
son dedicados a espacios vectoriales y TL respectivamente, en estos se refieren a
operadores lineales como un Grupo con la operacion de composicion. La mirada
estructural de los conceptos permea todo el texto, en particular, el capitulo 4
se dedica al algebra de polinomios y su factorizacion sobre un cuerpo F. Asi,
el concepto de eigenvalor y eigenvector es presentado en el contexto de formas
canonicas elementales del AL.

En la Tabla I destacamos elementos clave en relacion con la Estructura
general de los tres libros, al analizar la secuencia y/o dependencia de los
conceptos se consideran puntos de tension, complementariedad y encuentro.
Particularmente, un elemento de tension identificado se refiere a los conocimientos
previos para la presentacion del concepto de eigenvalor y eigenvector. Al respecto
los investigadores fueron discutiendo tal tension y sus implicaciones en la
comprension de estudiantes y profesores, sus intereses, los alcances y limitaciones
del primer acercamiento con el concepto y la manera en que evoluciona o no.

5.2. Presentacion de eigenvalores y eigenvectores en los libros de texto

El segundo criterio de analisis permite evidenciar como la estructura del texto y la
vision de los autores sobre el AL es determinante en la motivacion e introduccion
del concepto de eigenvalor y eigenvector.
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TABLA 1

Elementos a destacar sobre la estructura general de los textos Poole (2011), Del Valle
(2011) y Hoffman y Kunze (1973)

Poole (2011)

Del Valle (2011)

Hoffman y Kunze (1973)

Inicia con la representacion
geométrica de vectores en
R?y R* predomia el trabajo
sobre casos particulares.

Los SEL y matrices se
relacionan con vectores en
R?y R®.

Un primer curso de AL en
pregrado debe incluir los
conceptos de eigenvalor

y eigenvector, ademas, el
concepto de proyeccion
ortogonal.

Antes del capitulo de
eigenvalores y eigenvectores
a una seccion (3.6) a una
introduccion sobre las TL.
En el capitulo 6 se desarrolla
a mayor profundidad
espacios vectoriales y TL

Predomina una
estructura aritmética y
algebraica generalizada.

Se incluyen espacios
vectoriales de dimension
finita e infinita, para
continuar con producto
interior, norma, valores
y vectores propios
considerados como el
cuerpo del AL.

El concepto de vector se
centra en la generalidad
del espacio vectorial.

Eigenvalores y
Eigenvectores son
presentados después de
los capitulos de espacios
vectoriales y TL.

Introduce sistemas
algebraicos arbitrarios y
el concepto de Cuerpo
como estructura.

Formas elementales
(valores y vectores
propios) y espacios

con producto interno
considerados necesarios
para un primer curso de
AL.

El concepto de Eigenvalor
y Eigenvector se introduce
después de TL y el dlgebra
de polinomios.

El concepto de eigenvalor
y Eigenvector aparece
como introduccion

a la teoria de formas
canonicas.

TABLA 11

Motivacion al introducir el concepto de eigenvalor y eigenvector

Poole (2011)

Del Valle (2011)

Hoffman y Kunze (1973)

Sistemas dindmicos de
grafos; estados estacionarios
de vectores. Introduccion
mediante problemas de
grafos. Contexto de matrices
cuadradas.

Diagonalizar

un operador

lineal; encontrar
representaciones
matriciales sencillas
(diagonales) que
faciliten estudiar
propiedades intrinsecas
(determinante,
eigenvalores).

Diagonalizar un operador
lineal. ;Todo operador
lineal T se puede
representar por medio de
una matriz diagonal con
respecto a alguna base
ordenada?
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En la Tabla II se presenta la manera en que cada libro de texto introduce
o motiva el estudio de los eigenvalores y eigenvectores. El concepto en Poole
(2011) tiene lugar en el contexto de cadenas de Markov y el Modelo de Leslie de
crecimiento poblacional. Se invita al lector a estudiar algunas matrices y vectores
particulares donde se puede reconocer que al hacer el producto matriz — vector
(4x), el resultado corresponde a un vector multiplo escalar del vector x.

Definicion Sea A una matriz de n X n. Un escalar A se llama eigenvalor de A si
existe un vector x distinto de cero tal que Ax = Ax. Tal vector x se llama eigenvector
de A correspondiente a A.

Figura 4. Definicion de Eigenvalor y Eigenvector (Poole, 2011, p.265)

Después de la definicion de eigenvalor y eigenvector (Figura 4) aparecen los
ejemplos presentados en la Figura 5 (En el libro de texto se presenta la respectiva
solucioén). Ahora se busca determinar cuando es cierto que un escalar sea un
eigenvalor o que un vector sea un eigenvector de una matriz.

| -

Eiemplo 4.1

1 31
Demuestre que x = [J es un eigenvector de A = [l 3] v encuentre el eigenvalor

correspondiente.

-

Ejemplo 4.2

1 2
Demuestre que 5 es un eigenvalor de A = { } y determine todos los eigenvectores
correspondientes a este eigenvalor. 43

Figura 5. Primeros ejemplos (Poole, 2011, p. 266)

Con relacion a la definicion en Poole (2011) reconocer que el vector
Ax es multiplo escalar de x podria demandar en una concepcion Proceso de
multiplo escalar y una concepcion Objeto de Matriz y vector. El mecanismo de
coordinaciéon puede ser clave para que un lector reconozca la igualdad entre los
vectores Ax y Ax e identifique a A como eigenvalor y x como eigenvector de la
matriz A. Después de los ejemplos mencionados en la Figura 5 un lector requiere
traer varios elementos geométricos, matriciales y algebraicos para comprender y
dar cuenta de cuales son los eigenvalores y eigenvectores en situaciones donde
no se cuestione por un escalar o vector como se hizo en los ejemplos de la Figura
5. Asi, se presenta el concepto de determinante y discute en relacion con los
eigenvalores y eigenvectores (ver Figura 2).
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Los textos Del valle (2011) y Hoffman y Kunze (1973) presentan el concepto
de eigenvalor y eigenvector en un contexto matematico motivado por la tarea
de diagonalizar un operador lineal. Los autores coinciden en interpretar dicho
problema como encontrar una representacion matricial diagonal respecto a
cierta base. Del valle (2011) destaca que esto facilita el estudio de propiedades
intrinsecas, es decir, invariantes respecto a la base escogida, ejemplo, el
determinante. Por su parte, Hoffman y Kunze (1973), resaltan que esto aporta al
reconocimiento de subespacios invariantes; separar el espacio vectorial y ver qué
es lo importante que hace el operador lineal al espacio vectorial.

Previo a la definicion de eigenvalor y eigenvector, Del valle (2011) guia
al lector en reflexionar sobre cémo una representacion matricial diagonal
implica que los vectores de la base seleccionada son transformados de manera
especial, esto es, en multiplos escalares. Tal reflexion se presenta considerando
un operador lineal arbitrario sobre un espacio vectorial de dimension n. Por lo
tanto, reconocemos que la definicion tiene lugar al caracterizar el efecto de
transformacion que deben sufrir los vectores de la base bajo el operador lineal
para que exista una representacion matricial diagonal.

Definicion 5.17 (Valores propios de operadores lineales) Sean E un espacio vectorial (no necesa-
riamente de dimension finita) v T : E — E un operador lineal.

1. Sedice que A € R es un valor propio (valor caracteristico, eigenvalor, autovalor) de T si existe
un vector i € E, con il # Og, tal que

T (i) = Nii (5.20)

2. Si X es un valor propio de T y ii € E es un vector no nulo que satisface (5.20), entonces se
dice que ii es un vector propio (vector caracteristico, eigenvector, autovector) del operador T
correspondiente al valor propio .

Figura 6. Definicion de Eigenvalor y Eigenvector (Del Valle, 2011, p. 458)

En la figura 6 se muestra la definicion del concepto de eigenvalor y
eigenvector por Del Valle (2011). El autor precisa que tal definicion se cumple
para espacios vectoriales de dimension infinita, en este sentido se consideran
ejemplos que corresponden a operadores lineales sobre el espacio de funciones
infinitamente diferenciables. En particular, el primer ejemplo requiere pensar
en un escalar arbitrario sobre R y establecer un analisis en los casos cuando el
escalar es cero y/o distinto de cero. En seguida Del Valle (2011) invita al lector
a considerar relaciones y equivalencias con conceptos destacados en capitulos
anteriores. Tal referencia involucra representaciones matriciales relativas a una
base y posteriormente, tal como se muestra en la Figura 7, se presenta una
cadena de equivalencias dadas por el operador logico bicondicional. En términos
cognitivos esto podria requerir al lector coordinar ciertos Procesos, a la vez que
darse la interaccion entre elementos del Esquema de TL y espacio vectorial.
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Sea 4 una matriz cuadrada de orden n: dado que un sistema cuadrado homogéneo tiene
soluciones no triviales si y so6lo si la matriz de coeficientes del mismo tiene determinante
cero, tenemos:

) es valor propio de 4 <> existe # €R"— {6R”} tal que A = \id

<> el sistema homogéneo (A-A L)X = 6R

tiene soluciones no triviales
< det(4-11) =0
donde 7, es la matriz identidad de orden n. Ahora, si A €ER es un valor propio de la matriz
A, entonces debe existir una solucion no trivial del sistema homogéneo
(A-\1)X =0y,

Asi, los vectores propios correspondientes a A son las soluciones no triviales de este
sistema homogéneo.

Figura 7. Relacién bicondicional de existencia con relacion al concepto
de eigenvalor y eigenvector (Del Valle, 2011, p. 464)

Destacamos la presencia del operador 16gico bicondicional para referirse a
los eigenvalores y eigenvectores, Figura 7, (Del Valle, 2011); este aspecto que esta
presente en definiciones y algunos teoremas, pero puede ser descuidado tanto
por profesores como estudiantes. Campos (2017) considera que los libros de texto
acostumbran a presentar la implicacion en una direccion, asumiendo que la otra
no produce dificultades al lector.

Finalmente, destacamos que, aunque la motivacion en Del Valle (2011) es en
esencia la misma que la planteada por Hoffman y Kunze (1973), segin se describe
en tabla II, las definiciones marcan diferencias en los dos textos. Por un lado, la
definicion en Hoffman y Kunze (1973) se enmarca en espacios vectoriales sobre
un cuerpo arbitrario F'y en ésta se define a la vez el espacio propio o eigenespacio
como se muestra en la Figura 8.

Definicion. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo F'y sea 7 un operador lineal
sobre V. Un valor propio de T es un escalar ¢ de F tal que existe un vector no nulo o con
To. = co. Si ¢ es un valor propio de 7, entonces

(@) cualquier o tal que Ta = ca se llama un vector propio de T asociado al valor propio c;
(b) la coleccion de todos los o tales que 7o = ca se llama espacio propio asociado a c.

Figura 8. Definicion de Eigenvalor y Eigenvector (Hoffman y Kunze,
1973, p.181)

Por otra parte, el enfoque estructural del texto de Hoffman y Kunze (1973)
marca un discurso posterior a la definicion que podria exigir al lector una
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demanda cognitiva mayor a la requerida por el texto de Del Valle (2011). Un
aspecto que se reitera en este libro de texto es poder articular varias relaciones y
conocimientos de secciones anteriores del libro para avanzar en la busqueda de
caracteristicas, equivalencias y estrategias que permitan describir los eigenvalores
y eigenvectores de un operador lineal recurriendo a alguna representacion
matricial. En la Figura 9, en el parrafo antes de la definicion, se destaca una
parte de una cadena de conexiones que los autores bosquejan para referirse a los
eigenvalores y eigenvectores en representaciones matriciales.

Si B es cualquier base ordenada de V'y 4 = [T];, entonces (7-cl) es inversible si,
y solo si, la matriz (4—cl) es inversible. En consecuencia, se tiene la siguiente
definicion.

Definicion. Si A es una matriz mxn sobre el cuerpo £, un valor propio de A en F es
un escalar ¢ de F tal que la matriz (4—cl) es singular (no inversible).

Figura 9. Referencia a eigenvalor en matrices en Hoffman y Kunze
(1973, p.181)

Consideramos que, en los tres textos, aunque se muestra una dependencia
diferente entre los conceptos y un abordaje tedrico en distintas profundidades, se
reconoce la necesidad de ciertas estructuras y mecanismos mentales, que pueden
ser capturados en una interaccion entre el Esquema de TL y Esquema de espacio
vectorial. De manera que es posible entender la definicion y avanzar en el estudio
de eigenvalores y eigenvectores. Al referirnos a los Esquemas queremos destacar
la importancia de las conexiones, relaciones y transformaciones entre elementos
o conceptos que evolucionan; por ejemplo, reconocer los polinomios, funciones o
matrices como vectores, de esta manera se pueden ir dinamizando tales
Esquemas referidos.

A continuacion, se destacan algunas consideraciones sobre los ejemplos
y ejercicios propuestos por los libros de texto centrando la atencion en las
estructuras y mecanismos mentales que podria ser promovidas por los autores
para el aprendizaje de eigenvalores y eigenvectores.

5.3. Sobre ejemplos y ejercicios propuestos en los libros de texto

Después de estudiar y revisar los ejemplos y ejercicios ofrecidos por los libros de
texto, se desarrolld un plan para caracterizar los ejemplos y ejercicios y dar cuenta
de como se promueve el aprendizaje del concepto de eigenvalor y eigenvector.
Las categorias basicas consideradas con sus respectivas etiquetas se describen a
continuacion. Estas toman como base las descripciones referentes a las estructuras
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mentales presentadas por Salgado y Trigueros (2014) que fueron sintetizadas en
este escrito en la seccion 4.2.

A: ejemplos y/o ejercicios que se remiten a ilustrar o seguir un
procedimiento o usar directamente un teorema.

P: ejemplos y/o ejercicios que requieren considerar acercamientos
diferentes a un procedimiento mecanizado y reflexionar sobre el
mismo. Implica explicar, analizar y desarrollar nuevas estrategias.

O: ejemplos y/o ejercicios que requieren usar de manera consistente y
coherente los eigenvalores y/o eigenvectores y/o sus implicaciones con
el fin de analizar, demostrar y/o resolver situaciones mas complejas que
pueden involucrar otros conceptos.

Las categorias con etiqueta A-P y P-O fueron consideradas dado que
se reconocieron ejemplos y/o ejercicios que podrian involucrar aspectos
simultaneamente mas de una categoria. Por ejemplo, la categoria A-P describe
ejemplos y/o ejercicios que involucra aplicar un procedimiento o teorema
y, ademas, explicar o justificar situaciones que confrontan las ideas que va
desarrollando el lector. La configuracion de dichas categorias ayuda a fijar la
atencion en como cada libro de texto parece motivar las concepciones Accion,
Proceso u Objeto para el lector sobre el concepto de eigenvalor y eigenvector. En
cada libro de texto se identifico la secuencia con relacion a las categorias A, Py O.
El simbolo — hace referencia al orden en que se presentan en el texto los ejemplos
y/o ejercicios segln las categorias establecidas. De esta manera, P <> O, indica
que en el libro los ejemplos y/o ejercicios siguen entre algunos de la categoria P,
otros de la categoria O y continua el orden de presentacion de esa manera. Asi,
en la Tabla III se presenta la clasificacion de los ejemplos y ejercicios segun las
categorias mencionadas.

En los libros analizados los ejemplos ubicados en la categoria A tiene
un mayor porcentaje; en los libros de Poole (2011) y Del Valle (2011) el mayor
porcentaje de los ejercicios propuestos se ubica en la categoria A. Solo el libro
de Del Valle (2011) presenta Ejercicios Resueltos y como se muestra en la Tabla
I11, el 100% se encuentran en la categoria O. Como se puede ver en las columnas
de la Tabla I1I, las categorias no son lineales y en el caso de Del Valle (2011) los
ejemplos inician en la categoria O.

Respecto a la categoria A-P, en Poole (2011) el porcentaje es mayor mientras
que en Del Valle (2011) es el mas bajo. Este aspecto fue de interés para los
investigadores, pues tales ejemplos y ejercicios se reconocieron como situaciones
donde el lector necesitaba reflexionar y reconocer significados o caracteristicas de
los eigenvalores y eigenvectores. Desde una mirada cognitiva y considerando la
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teoria APOE, tales situaciones podrian promover el desarrollo de una concepcion
Proceso de eigenvalor y eigenvector en un lector, sin embargo, en los libros de

texto revisados estos son muy pocos.

TABLA 11T

Clasificacion de ejemplos y ejercicios segun categorias definidas

Secuencia: A — P.
Ejercicios propuestos:

A: 25 (31%); A-P:10 (13%));
P:23 (29%); P-O:4 (5%);
0:18 (22%).

Total: 80
Secuencia:
A—-> P O.

Hoffman y Kunze
Poole (2011) Del Valle (2011)

(1973)
Ejemplos: Ejemplos: Ejemplos:
A: 6 (55%); P: 3 (27%); A: 3 (42%); P: 2(29%); A: 2 (75%); P: 1 (25%).
A-P: 2 (18%). 0:2 (29%)

Secuencia: O - A — P
Ejercicios Propuestos:
A: 38(33%); A-P:4(3%);
P: 32(28%); P-0:8(6%);
0:36 (32%).

Ejercicios Resueltos.

O: 11 (100%)

Total: 117
Secuencia:
Po>A<—PeO.

Secuencia: A — P
Ejercicios propuestos:
A—P: 2(13%); P:5(34%);
0:8 (53%);

Total:15
Secuencia:
A-P—- P < O.

Al considerar un lector que inicia el estudio del concepto de eigenvalor
y eigenvalor con el texto de Del Valle (2011) podria enfrentar grandes retos
cognitivos por la secuencia que sigue la presentacion de los ejemplos y ejercicios.
Posiblemente, un lector mas experimentado pueda lidiar mejor con la secuencia
presentada en Del Valle (2011), no obstante, tal problema no nos ocupa en este
reporte y es necesario investigar a profundidad sobre tal asunto. Por otra parte,
la categoria P-O se dio solamente en los ejercicios propuestos y para los textos
de Poole (2011) y Del Valle (2011). Vale la pena destacar que tales ejercicios se
encuentran muy poco en los libros revisados y fueron también reconocidos como
situaciones que podria impulsar una comprension mas profunda del lector sobre
los eigenvalores y eigenvectores.

En lo que sigue se presentan algunos ejemplos y ejercicios de los libros de
texto acompanados de reflexiones sobre como pueden favorecer el aprendizaje del
concepto de eigenvalor y eigenvector.
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3t
) L / |
Ay = 2y 1

-2 -3 -2 -1

Flgura 4.8
C6mo A transforma eigenvectores 4

Figura 10. Ejemplosy ejercicios que involucran la interpretacion geométrica
de eigenvalores y eigenvectores en Poole (2011) p. 268-269

Los ejemplos y ejercicios en Poole (2011) se caracterizan por involucrar
representaciones geométricas del concepto. En la Figura 10, la imagen izquierda
ilustra como la matriz transforma a dos vectores que son eigenvectores. Otras
situaciones involucran analizar mas de un vector y su respectiva imagen; parte
derecha de la Figura 10. Desde la perspectiva de la teoria APOE, este tipo de
situacionespodriafavorecerunaconcepcion Procesodel conceptodado queunlector
no requiere actuar directamente sobre un vector especifico mediante la matriz de
transformacion; necesita argumentar la existencia de eigenvalores y eigenvectores,
en este caso debe reconocer la relacion de colinealidad entre los vectores.

En la seccion anterior se indico que la relacion bicondicional suele
presentarse en los libros de texto en un solo sentido. Particularmente, el concepto
de eigenvalor y eigenvector involucra una relacion bicondicional de existencia:
si A es un eigenvalor de 7 debe existir un eigenvector y, por otra parte, si v es
un eigevector de 7 debe existir un eigenvalor. Por su parte, Poole (2011) no
se refiere explicitamente a tal relacion, sin embargo, parece asumirla, pero
descuida enfatizarle al lector respecto a esto. En enunciado del ejemplo de la
figura 11 se refiere a los eigenvalores, pero no hay ninguna observacion respecto
a los eigenvectores, consideramos que podria ser importante acompanar los
comentarios de las respuestas con reflexiones sobre los eigenvectores.

En la Figura 12 se presenta un ejercicio de Del Valle (2011) que corresponde
a la categoria A-P. Es importante destacar que este ejercicio involucra los
eigenvalores de las matrices 4B y BA, en el enunciado aparece una afirmacion
de validacion o verificacion seguida de la pregunta: ;jtienen los mismos vectores
propios correspondientes? La cual involucra los eigenvectores e invita a la reflexion
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acerca de si son los mismos eigenvectores. Esta situacion puede promover un mejor
entendimiento de los eigenvalores y eigenvectores en relacion a la terna {7, A, v}
involucrada, es decir, representacion matricial u operador lineal, escalar y vector;
también aporta a la comprension de la relacion de existencia entre eigenvalor y
eigenvector bajo el operador lineal o su representacion matricial.

Eiemplo 4.7 Encuentre los eigenvalores de A = |:? 7;} (a) sobre R y (b) sobre los nimeros com-
plejos C.
Soluclon  Debe resolver la ecuacién
0 = det(A — AI) = det[ilf\ :ﬂ =A+1
(a) Sobre R no hay soluciones, de modo que A no tiene eigenvalores reales.
(b) Sobre C las soluciones son A = i y A = —i. (Vea el Apéndice C.) 4

Figura 11.Ejemplo que involucra la existencia de eigenvalores sobre
diferentes cuerpos en Poole (2011, p. 271)

421 Sid= [ _} é ] yB= i i } calcular los valores propios de AB y BA. Por el ejercicio pre-

cedente estos productos deben tener los mismos valores propios, jtienen los mismos vectores propios

correspondientes?

Figura 12. Ejercicio de la categoria A-P de Del Valle (2011, p. 571)

Los libros de texto Del Valle (2011) y Hoffman y Kunze (1973) son los que
definen el concepto de eigenvalor y eigenvector sobre operadores lineales. Dichos
textos se refieren a representaciones matriciales asociadas a TL en espacios
vectoriales de dimension finita relativas a una base, particularmente, para
operadores lineales tales representaciones son matrices cuadradas. En la figura
13 se muestra un ejercicio del Hoffman y Kunze (1973) donde se cuestiona sobre
el polinomio caracteristico del operador identidad y el operador cero. En ambas
preguntas se debe reconocer una representacion matricial del operador lineal
asociada a alguna base B, en particular se puede elegir la base canoénica y encontrar
el polinomio caracteristico para la matriz /— A/, con A en F. No obstante, lo anterior
puede implicar reconocer la invariancia de los eigenvalores a representaciones
matriciales y ser entendida ahora sobre las raices del polinomio caracteristico.

2. Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre F. ;jCudl es el polinomio caracteristico
del operador identidad sobre V'? ;Cual es el polinomio caracteristico para el operador cero?

Figura 13. Ejercicio sobre polinomio caracteristico de un operador lineal
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 188)
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Algunos ejercicios presentados en Hoffman y Kunze (1973) hacen referencia
a operadores lineales sobre R* a partir de una representacion matricial asociada
a la base canonica. Por ejemplo, en un ejercicio se pide determinar si el operador
lineal es diagonalizable mostrando que existe una base para R® formada por
eigenvectores. La manera de referirse al operador lineal es usando una matriz
3x3 e indicando que es la representacion matricial relativa a la base canénica. En
relacion con lo anterior, en el analisis de los textos de Del Valle (2011) y Hoffman y
Kunze (1973) no se reconocieron ejercicios que promovieran un entendimiento de
los eigenvalores como un invariante a representaciones matriciales. Rapidamente
se considera el polinomio caracteristico y la atencion se concentra en este como
una manera que referirse y caracterizar los eigenvalores de un operador lineal.
Cognitivamente y desde la teoria APOE lo anterior puede involucrar un transito
importante; totalizar el Proceso de eigenvalor y eigenvector y avanzar hacia la
concepcion Objeto.

En los libros de texto revisados en relacion con el concepto de eigenvalor y
eigenvector identificamos que se ocupan mas en presentar ejemplos que consiste
en seguir un procedimiento o usar un teorema. Las situaciones que invitan al
lector a explorar, reflexionar, relacionar y cuestionar aspectos sobre el concepto
son escasas. Rapidamente se enfrenta al lector con ejercicios que implican hacer
una demostracion o resolver una situacion que demandan un alto entendimiento
del concepto, lo que en términos de la teoria APOE podria requerir tal vez una
concepcion Objeto.

A continuacion, conectamos y complementamos las reflexiones con los
reportes de investigacion sobre el concepto de eigenvalor y eigenvectores en el
campo de la Matematica Educativa.

5.4. Reflexiones sobre eigenvalores y eigenvectores desde la Matematica Educativa

Reportes de investigacion en Matematica Educativa sobre el concepto de
eigenvalor y eigenvector sefialan que el componente procedimental y algoritmico
suele ser privilegiado por los profesores y estudiantes, descuidando la comprension
conceptual (Bouhjar, Andrews-Larson, Haider y Zandieh, 2018). Asimismo, los
libros de texto hacen transiciones rapidas, omitiendo aclaraciones pertinentes para
dar paso a la parte procedimental; aspecto que fue posible evidenciar en los libros
de texto analizados. Algunas consecuencias de lo anterior es la incapacidad de
los estudiantes para reconocer la naturaleza matematica de los objetos implicados
en la igualdad Av=Av y cémo es transformada en (4-A/)v=0 (Stewart y
Thomas, 2011). Los estudios publicados también destacan la importancia y
necesidad de disefiar una instruccion del concepto de eigenvalor y eigenvector
usando programas de tecnologia computacional e involucrando situaciones de
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modelacion o aplicacion (Klasa, 2010; Beltran, Murillo y Jordan, 2017; Beltran-
Meneu, Murillo-Arcila y Albarracin, 2017), esto con el proposito de introducir el
concepto en un contexto concreto para los estudiantes y favorecer la construccion
de conocimiento mas alla de desarrollar destrezas procedimentales.

Por otra parte, en relacion con los modos de pensamiento y formas de
representacion (Sierpinska, 2000; Hillel, 2000) caracteristicos del AL, Caglayan
(2015) destaca la importancia de establecer relaciones y conexiones entre las
formas de representacion para el concepto de eigenvalor y eigenvector con el
fin de favorecer la comprension y el desarrollo de significados mas robustos.
Algunos estudios como Plaxco, Zandieh y Wawro (2018), Zandich, Wawro y
Rasmussen (2016) y otros de los referidos anteriormente coinciden en iniciar la
instruccion del concepto de eigenvalor y eigenvector considerando un contexto
mas concreto para el estudiante, que promueva significados y representaciones,
incluyendo los ambientes de geometria dinamica. Pero, ;como guiar el disefio de
tal instruccion para los eigenvalores y eigenvectores? Al respecto Klasa (2010)
menciona que puede considerarse la teoria APOE para disefiar la instruccion a la
luz de una descomposicion genética desde la TL; involucrando de esta manera los
operadores lineales.

Estudios desde la perspectiva de la teoria APOE (Salgado y Trigueros, 2014;
2015; Yanez, 2015; Campos, 2017) destacan estructuras y mecanismos mentales en
la construccion de eigenvalor y eigenvector, articuladores geométricos en R? y R*
y recomendaciones para la ensefianza. En particular, Salgado y Trigueros (2014)
presentan una DG para el concepto de eigenvalor y eigenvector con matrices. De
la DG se destacan como estructuras previas la matriz y vector como Objetos, el
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales, espacio nulo, conjunto
generador y espacio generado como Procesos. Como aspecto clave en la DG
destacamos la construccion como Objeto de la ecuacion Av =Av. Asi, se realizan
acciones sobre la ecuacion para determinar condiciones que garanticen solucion
no trivial. Esta manera de construccion del concepto difiere con el modelo que se
propone en la siguiente seccion.

Por otra parte, es importante sefialar que el modelo de Salgado y Trigueros
(2014) involucra coordinar varios Procesos, lo que guarda congruencia con
las reflexiones recogidas del analisis de libros de texto. Desde la reflexion y
la deliberacion entre los investigadores, proponemos la interaccion entre los
Esquemas de TL y espacio vectorial y Proceso de factorizacion de un polinomio
sobre un cuerpo, como estructuras previas para el concepto de eigenvalor y
eigenvector dado que captura la importancia del nivel de relaciones y conexiones
entre los conceptos; otro aspecto diferenciador del modelo propuesto en Salgado
y Trigueros (2014). En este sentido los articuladores geométricos como la rotacion
respecto al origen de 180° y 0° y la colinealidad referidos por Yanez (2015) hacen
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parte de las relaciones involucradas entre los Esquemas de TL y espacio vectorial.
Tales relaciones pueden irse consolidando de manera anticipada a la instruccion
directa sobre eigenvalores y eigenvectores.

6. DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR PARA EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

La presentacion de la DG preliminar que sigue se enmarca en los operadores
lineales definidos sobre espacios vectoriales de dimension finita. Se hace
una descripcion sobre las estructuras previas, posteriormente se precisan las
construcciones consideradas como necesarias para el aprendizaje del concepto de
eigenvalor y eigenvector acompafadas por un grafico que sintetiza aspectos clave.

6.1. Estructuras previas a la construccion del concepto de eigenvalores y
eigenvalores

Como resultado de todo lo expuesto en las secciones anteriores, a continuacion,
se parte de las estructuras previas necesarias para iniciar la construccion del
concepto de eigenvalor y eigenvector. De manera general se propone el Esquema
de TL y el Esquema de espacio vectorial en un nivel Infer y la factorizacion
de polinomios sobre un cuerpo como Proceso. En la figura 14, los recuadros
con lineas punteadas y conectados por las flechas moradas se refieren a las
estructuras previas.

Un nivel Inter del Esquema de TL implica establecer relaciones entre TL
y otras estructuras basicas como Proceso de base y Objeto de vector (Gonzalez
y Roa-Fuentes, 2017). Tales estructuras son importantes, pues el aprendizaje
de eigenvalores y eigenvectores implica trabajar con operadores lineales y sus
representaciones matriciales. Otras estructuras involucradas en el Esquema son
Proceso de matriz asociada, espacio nulo y determinante. Dado un operador
lineal T:V—V (TL cuyo dominio y codominio es el mismo), las representaciones
geométrica, funcional y matricial estan relacionas respecto a la base relativa a J/
Una estructura Proceso de TL permite expresar cualquier vector vl como una
combinacion lineal de los vectores de la base B = {v, v,, -, v, }; de esta manera,
el operador lineal (TL) queda determinado mediante los vectores v, de la base f3
(Gonzalez y Roa-Fuentes, 2017). Asi, mediante el Proceso de operador lineal se
pueden obtener las imagenes 7(v,) con i =1, ..., n, las cuales estan en /'y por lo
tanto son una combinacion lineal de los vectores de la base . Una representacion
matricial del operador lineal T sera el resultado de la coordinacion entre el vector
de coordenadas relativo a la base B, [T )l y el Proceso de matriz (Trigueros,
Maturana, Parraguez y Rodriguez, 2015).
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Aunque se mencionan por separado los Esquemas de TL y espacio vectorial
estos se encuentran relacionados e interactiian entre si; un concepto en particular
que motiva dicha interaccion es el concepto de base. Parraguez y Oktag (2010)
consideran que un nivel /nter del Esquema de espacio vectorial implica establecer
relaciones entre conceptos como subespacios, TL, bases, entre otros. Se
contempla que una concepcion previa de espacio vectorial permite acceder a otras
estructuras como vector y la operacion multiplo escalar. Una concepcion Proceso
de multiplo escalar permite pensar en forma dinamica, esto es, dado un escalar
keK- cuerpo y un vector vel, la transformacion kv produce un nuevo vector que
pertenece al espacio vectorial V. La estructura Objeto de vector, permite concebir
a un vector como un elemento de un espacio vectorial y seglin la experiencia
con conceptos matematicos se reconoce que los vectores también pueden ser
polinomios, matrices, funciones, entre otros.

Finalmente, una concepcion Proceso de factorizacion de un polinomio sobre
un cuerpo K le permite al estudiante determinar sus raices o justificar por qué no
existe raices sobre dicho cuerpo.

6.2. Estructuras y mecanismos mentales para construir el concepto de eigenvalor
y eigenvector

En un nivel Inter del Esquema de TL se puede reconocer que un operador lineal
es una TL definida de un espacio vectorial " en si mismo. Las lineas punteadas
de naranja que se suspenden de las estructuras previas en la figura 14, destacan
el inicio de la construccion de los Esquemas a partir de R", considerando un
momento inicial en R*y R*. Tales Esquemas se dinamizan y actualizan en funcion
de nuevas experiencias que involucren otros espacios de dimension finita como
C", P, (espacio de polinomios de grado menor o igual a n), M,,, (espacio vectorial
de matrices de tamafio mxn), entre otros, los cuales admiten representaciones
matriciales relativas a una base. Los diferentes recuadros y flechas negras en la
figura 14 sintetizan los aspectos claves de las construcciones necesarias.

Considerando un espacio vectorial /' de dimension finita sobre un cuerpo
K, la construccion comienza con la realizacion de dos Acciones (Figura 14). La
primera Accion es de comparacion: Dado un operador lineal 7:V—V, sobre un
espacio vectorial /o una representacion matricial 4, y un vector especifico v,V
se busca un escalar A tal que 7(v,) =A,Vv,. Esta Accion puede ser interiorizada en
un Proceso (Proceso 1, figura 14) para dar cuenta de la existencia de un escalar
A, Tal construccion también puede provenir de la coordinacion entre el Proceso
de operador lineal y el Proceso de multiplo escalar. Asi, se reconoce a T(v,) o
A;v,y Ayv, como nuevos vectores del espacio vectorial V; bajo el cumplimiento
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de la relacion de igualdad se puede denominar a v, y A, como un eigenvector y
eigenvalor de T'respectivamente. Tal coordinacion puede ser motivada en espacios
vectoriales como R?y R? de forma geométrica mediante la colinealidad entre v, y
T(v,) o v,y A,v, (Yaiez, 2015).

- - — | r=—======
lpmeso 4 | BERg O, 190 mz2 g
15882237 *siionziTn e !
n = E S N =2 =20 & 2
VEZESTS= 0 TEE T T W ZEZITT
| [ —— | —-_——————
i T:R'>R
! A, - matriz asociada
v,eV T:V—V MheKy T: V=V
T(vy) = Av, T(vy) = 4ov
Comparar bajo la Determinar soluciones
igualdad Accién 2
Accién 1
Interiorizacién
Interiorizacion l Nul (T-,1)
Conjunto solucion (A, T-2,01) Proceso
TW) = Ayv
Existe 4 (eigenvalor) Proceso 2
tal que
T() = iv | cCoordinacién
det (AT—2y1)
Nul (T-2,I) contiene Proceso
soluciones de la ecuacion T(v) = A,v determinante
| Coordinacion

det (AT—2g1) = p(2y) =0
Existe v eigenvector en Nul (T—2,1)
Asociado a 4 - eigenvalor
Coordinacién Proceso 4
* |
Conector <

T(w)=Av (4v = 1v)
Proceso eigenvalor y eigenvector

Encapsulacion ‘

T(v) =1
) v Ay =Av

Objeto de eigenvalor y eigenvector

Figura 14. Descomposicion genética hipotética del concepto de Eigenvalor y
Eigenvector a partir del analisis de libros de texto.
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Dado A, en el cuerpo K y un operador lineal 7 o representacion matricial
A;, la segunda Accién consiste en determinar vectores v, que verifiquen
T(v)=Ayv 0 A,v=A,v. La interiorizacion de esta Accion (Proceso 2, figura 14)
permite reconocer la existencia de vectores v, no nulos como eigenvectores
del operador T o la matriz 4, con correspondiente eigenvalor A,. El Proceso 2
puede coordinarse con el Proceso de espacio nulo mediante la contenencia de
eigenvectores del operador lineal 7 0 4, en el espacio nulo de 7—A,/ (4,—A /).
El Proceso resultante (Proceso 3, figura 14) es coordinado con el Proceso de
determinante el cual permite identificar que si (4,—A,/)=0 entonces, existen
vectores diferentes de cero en Nul (T—Ay 1) [Nul (A,—Ay1)] (Proceso 4, figura 14).
Mediante tales construcciones mentales se entiende que encontrar los eigenvalores
y eigenvectores de 7 0 4, equivale a determinar escalares A, y vectores v, tal
que v,eNul (T-\,I)[Nul (A,—A\,I)]. Asi, el Proceso de espacio nulo da paso
a reconocer que (4,—A,/)v,=0, dotando de sentido la ecuacion caracteristica
(4,—1I)v=0]. A partir de lo anterior se puede relacionar el det det (4,—AI)
como una condicién para que existan vectores no nulos en Nul (T—A[)[Nul
(4,—M\1)] y denominar al det det (4,—Al) como el polinomio caracteristico.

El Proceso 4 y el Proceso 1 se coordinan mediante la relacion bicondicional
(<) de existencia dando resultado al Proceso de eigenvalor y eigenvector (figura
14). Una concepcion Proceso de eigenvalor y eigenvector, por ejemplo, implica
reconocer que si v, es un eigenvector asociado al eigenvalor A, entonces todo
vector diferente de cero del espacio generado por v, es un eigenvector de 7'
asociado al mismo eigenvalor A,. De esta manera, se acepta al Nul (T=A,[)
como el eigenespacio asociado al eigenvalor A,. Lo anterior puede ser motivado
mediante la comparacién del espacio generado por diferentes eigenvectores
(Salgado y Trigueros, 2014; 2015). La coordinacion bajo la relacion bicondicional
de existencia permite entender que: si v es un eigenvector de T (4;) entonces,
existe un escalar A en el cuerpo K tal que 7(v)=Av o0 (A;v=Av). Y, si A es un
eigenvalor de 7' (4;) entonces, existen vectores vel no nulos tal que 7(v) =Av o
(Arv=2Lv).

A partir de la comparacion entre diferentes representaciones matriciales del
operador lineal es posible reconocer que los valores A que son raices del polinomio
caracteristico son invariantes a cualquier representacion matricial de 7. Mediante
el mecanismo de encapsulacion se da paso a considerar el Proceso eigenvalor
y eigenvector como una totalidad, identificando que las raices del polinomio
caracteristico determinan todos los eigenvalores de 7 0 4A; y de esta manera se
puede establecer todos los eigenespacios (E; ); subespacios vectoriales de /" donde
el operador lineal es invariante (Camacho y Oktag, 2016). Se puede considerar
sumar eigenvalores de un mismo operador lineal y analizar si el escalar resultante
es un eigenvector del operador (Wawro, Watson, Zandieh, 2019). En este punto
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hay plena consciencia que, al hablar por ejemplo de eigenvalor, necesariamente se
involucran los eigenvectores o viceversa, es decir, la encapsulacion del Proceso
de eigenvalor y eigenvector permite reconocerlo como un objeto conformado por
parejas (A, v) que definen una relacion funcional, donde AeK y veE, diferente del
vector cero. En este sentido, se pueden aplicar Acciones sobre £, como determinar
la dimension y comprarla con otros eigenespacios relativos a otros eigenvalores.
Asimismo, es posible aplicar Acciones sobre el Objeto eigenvalor y eigenvector,
por ejemplo, para formar una base del espacio V" que solo contiene eigenvectores,
es decir, una eigenbase. Lo anterior consideramos que da paso al estudio y
construccion de conceptos como la diagonalizacion de operadores lineales.

7. REFLEXIONES FINALES

Este escrito contribuye a literatura en tres aspectos importante. La primera
corresponde al Analisis Tedrico en la teoria APOE, particularmente, al analisis
de libros de texto como insumo para el disefio de una DG preliminar. Este
reporte aporta una metodologia consistente en la que interactiian tres de los
aspectos referidos por Arnon et al., (2014) para el disefio de una DG: analisis de
libros de texto, reportes de investigacion y la experiencia de los investigadores
como profesores y estudiante. En este sentido, el presente estudio deja mas
visible el proceso detrds del Analisis Teérico en APOE. Consideramos que
las categorias de clasificacion en el andlisis de los ejemplos y ejercicios de los
libros de texto (ver seccion 5.3), pueden ser utilizadas en otras investigaciones y
es util para reconocer el énfasis que desarrolla un libro de texto y la manera en
que promueve una comprension mas profunda de un concepto matematico. Por
otra parte, destacamos tres aportes principales del analisis de libros al disenar
una DG preliminar: i) fortalece la comprension matematica del concepto a los
investigadores, ii) fomenta la discusion y reflexion entre los investigadores y otras
investigaciones reportadas iii) permite identificar acercamientos e intenciones
pedagogicas para la instruccion y aspectos que pueden ser descuidados en la
ensefianza. Tales aportes estan relacionados con consideraciones mencionadas
por Dubinsky (1991) sobre aspectos relevantes al disefiar una DG.

La segunda contribucion es hacia el aprendizaje de eigenvalor y eigenvector
al proponer una DG preliminar a la comunidad de educadores matematicos
que puede ser usada para orientar la instruccion en el aula. La DG preliminar
propuesta promueve las tres interpretaciones de la TL: funcional, matricial y
geométrica (Maturana, Parraguez y Trigueros, 2015). Dado que el concepto de
eigenvalor y eigenvector generalmente se reserva para cursos mas avanzados
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de AL, el estudio presentado en este escrito muestra la importancia de la
construccion de Esquemas para la comprension de las matematicas. El modelo
cognitivo propuesto puede adaptarse a la experiencia de los estudiantes, ya sea en
un nivel basico sobre operadores lineales definidos de R” en R”, o en otro tipo de
espacios vectoriales, cuando esta estructura ha evolucionado. En primer curso de
AL iniciando con los espacios vectoriales R? y R* y seglin la experiencia con otros
espacios vectoriales de dimension finita como C”, P,, M,,,, se puede evolucionar
el aprendizaje del concepto. Destacamos el énfasis marcado por la DG propuesta
sobre las relaciones, conexiones entre los conceptos y la experiencia matematica
que dinamiza los Esquemas.

La tercera contribucion se relaciona con el uso de los libros de texto por
los profesores para realizar la instruccion de un concepto. Considerando los
libros analizados en este reporte, destacamos la importancia que los profesores
conozcan de los libros de texto la intencion pedagogica que sigue, los aspectos
mas destacados en relacion a un concepto matematico y también los que son
descuidados antes de usarlos para la instruccion en el aula. Un reconocimiento
sobre como un libro de texto promueve la construccion de estructuras mentales
clave para el aprendizaje de un concepto permite tomar decisiones mas pertinentes
sobre recursos de instruccion complementarios para ser incorporados en la
ensefianza del concepto.

Las futuras investigaciones pueden considerar determinar el nivel de
comprension que los profesores tienen del concepto de eigenvalor y eigenvector
para prever el alcance que pueden lograr en su practica en el aula; y por tanto
determinar qué tan profunda puede llegar a ser la comprension de los estudiantes.
Ademas, el estudio de eigenvalores y eigenvectores desde cada interpretacion
de los operadores lineales en un primer curso de AL iniciando con los espacios
vectoriales R* y R3. Al respecto, se esta desarrollando una investigacion con el
proposito de tener evidencia empirica sobre como podria darse la instruccion
del concepto a partir de las tres interpretaciones. Finalmente, también
consideramos que la DG propuesta es una hipodtesis que motiva el desarrollo de
otras investigaciones, en particular, el supuesto sobre la totalidad del Proceso de
eigenvalor y eigenvector en relacion al polinomio caracteristico.
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