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DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO GEOMETRICO
DE ESTUDIANTES DE ENSENANZA MEDIA CUANDO ABORDAN
EL CONCEPTO DE HOMOTECIA

DEVELOPMENT OF GEOMETRIC THOUGHT IN HIGH SCHOOL STUDENTS,
WHEN THEY LEARN THE CONCEPT OF HOMOTHECY

RESUMEN

El objetivo de este estudio es caracterizar el desarrollo de los
niveles de razonamiento geométrico de estudiantes chilenos de
primer afio de enseflanza media, cuando abordan el concepto
de homotecia a partir de una secuencia de actividades basada en
el modelo de Van Hiele. Se utilizé una metodologia cualitativa
con un disefio no experimental, para describir como varia el
concepto de homotecia, y con ello, los niveles de razonamiento
geométrico. Se utilizo un pre-test y un post-test para robustecer
las comprensiones cualitativas. Los resultados muestran
que las actividades propuestas lograron que los estudiantes
desarrollaran de forma completa el Nivel 0 y, avanzaran hacia
los primeros grados de adquisicion del Nivel 1. Este logro se
ve potenciado gracias a los recursos manipulativos y virtuales
utilizados, el trabajo colaborativo entre los estudiantes y a la
secuenciacion de las actividades trabajadas.

ABSTRACT

The aim of this study is to characterize the development of
levels of geometric thought in twelfth-grade chilean students,
when they learn the concept of homothecy through a didactic
sequence based on Van Hiele model. A qualitative methodology
with a non-experimental design was used in this study for
describing how the concept of homothecy transforms, and thus
the geometric thought. A pretest-posttest design was used to
evaluate the acquisition of the Van Hiele levels to strengthen
the analysis of the qualitative data. The main results show a
complete acquisition of Level 0 for most students. In addition,
the proposed activities allowed the development of Level 0, and
enabled the development of the first levels of acquisition of
Level 1. This achievement is enhanced thanks to the manipulative
and virtual resources used, the collaborative work among
students and the sequencing of activities worked.
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RESUMO

O objetivo deste estudo é caracterizar o desenvolvimento dos
niveis de raciocinio geométrico de alunos chilenos do ensino
médio, quando abordam o conceito de homotecia a partir de
uma sequéncia de atividades baseada no modelo de Van Hiele.
Foi utilizada uma metodologia qualitativa, com desenho nao
experimental, para descrever como o conceito de homotecia
varia e, com ele, os niveis de raciocinio geométrico. Um pré-teste
e um pos-teste foram utilizados para fortalecer os entendimentos
qualitativos. Os resultados mostram que as atividades propostas
conseguiram desenvolver totalmente o Nivel 0, por grande
parte dos alunos, e se encaminharam para os primeiros
niveis de aquisi¢ao do Nivel 1. Essa conquista é aprimorada
gragas aos recursos manipulativos e virtuais usados, os
trabalho colaborativo entre os alunos e o seqiienciamento
das atividades trabalhadas.

RESUME

L’objectif de cette étude est de caractériser le développement
des niveaux de raisonnement géométrique des lycéens chiliens,
lorsqu’ils abordent le concept d’homotecia a partir d’une
séquence d’activités basées sur le modele de Van Hiele. Pour
cela, une méthodologie qualitative au design non expérimental
a été utilisée pour décrire comment le concept d’homotécie
varie, et avec lui, les niveaux de raisonnement géométrique.
Un pré-test et un post-test ont été utilisés pour renforcer
les compréhensions qualitatives. Les résultats montrent que les
activités proposées ont réussi a développer pleinement le niveau
0, par une grande partie des étudiants, et se sont dirigées vers
les premiers niveaux d’acquisition du niveau 1. Cette réalisation
est renforcée grace aux ressources manipulatrices et virtuelles
utilisées, la le travail collaboratif entre les étudiants et le
séquencement des activités travaillées.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:
- Ensino de geometria

- Raciocinio geométrico
- Modelo de Van Hiele

MOTS CLES:
- Enseignement de la géométrie
- Pensée géométrique
- Modele de Van Hiele

Dentro de la Matematica, la Geometria tiene un importante rol formador del
individuo, tanto en lo académico como en lo cultural, pues se aplica en diversos
contextos, desarrolla el razonamiento logico y contribuye al desarrollo de
habilidades como visualizar, pensar criticamente, intuir, resolver problemas,
conjeturar, razonar deductivamente y argumentar de forma logica (Gamboa y
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Ballestero, 2010). Sin embargo, la mayoria de los docentes relaciona la Geometria
con aspectos métricos o simplemente limitan sus clases a definir figuras o relaciones
geométricas con dibujos (Garcia y Lopez, 2008; Yi, Flores y Wang, 2020).

El enfoque tradicional con el que se orienta la ensefianza de la Geometria,
tiene como consecuencia que los estudiantes tengan dificultades en la comprension
de conceptosy procesos geométricos (Aires, Camposy Pocas, 2015; Ramirez-Uclés,
Flores Martinez y Ramirez-Uclés, 2018), y mas delicado aun, bajos niveles en el
desarrollo de procesos de razonamiento geométrico, perdiendo asi oportunidades
para mejorar capacidades esenciales como la visualizacion, la elaboracion,
analisis y comprension de representaciones, la exploracion, la modelizacion, la
argumentacion y la demostracion (Aravena y Caamaio, 2013; Figueiras, Molero,
Salvadory Zuasti, 2000; Saorin Villa, Torregrosa Gironés y Quesada Vilella, 2019).

Los bajos niveles en el desarrollo de procesos de razonamiento geométrico
se podrian explicar, en gran medida, porque se ha privilegiado la memorizacion
de formulas, definiciones, teoremas y propiedades apoyadas en construcciones
mecanicas y descontextualizadas. Esto tiene como consecuencia, que los estudiantes
perciban la Geometria como una disciplina compleja y poco relacionada con larealidad
(Gamboa y Ballestero, 2010; Ramirez-Uclés et al., 2018; Vargas y Gamboa, 2013).

A nivel internacional, es reconocido que, una manera de favorecer el
desarrollo del razonamiento geométrico es mediante el disefio, implementacion
y evaluacion de secuencias didacticas basada en el modelo de Van Hiele (Abreu y
Barot, 2017; Aires et al., 2015; Aravena y Gutiérrez, 2016; Baiduri, Ismail y Sulfiyah,
2020; Gamboa y Ballestero, 2010; Iglesias y Ortiz, 2015; Proenza y Leyva, 2008;
Pujawan, Suryawan y Prabawati, 2020; Rodriguez et al., 2013; Vargas y Gamboa,
2013), que contemplen diversos recursos para el aprendizaje matematico, asi como
el contexto y las experiencias previas de los estudiantes (Y1, Flores y Wang, 2020).

Segun Antonini y Martignone (2011), una forma de promover el
razonamiento geométrico de los estudiantes, es mediante la utilizacion de
herramientas geométricas, como el pantografo, pues se destaca por sus bondades
en la ensefianza de la demostracion matematica, debido a que su implementacion
promueve en los estudiantes la formulacion de conjeturas y de argumentaciones,
cuando se trabajan transformaciones geométricas como la homotecia.

Por otra parte, Galleguillos y Candia (2011) encontraron que el uso de
recursos tecnologicos como el procesador geométrico GeoGebra, tienen un
caracter constructivista que permite a los estudiantes explorar, conjeturar,
verificar propiedades geométricas, entre otros atributos que, sumados a un trabajo
colaborativo entre estudiantes y a un rol de facilitador por parte del docente,
generarian como resultado una mayor comprension de los conceptos y, en
consecuencia, un mayor desarrollo del razonamiento geométrico de los estudiantes.
Por tanto, los antecedentes muestran que el uso de recursos manipulativos y digitales,
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en el estudio de las transformaciones geométricas, posibilitan a los estudiantes
trabajar procesos de visualizacion, exploracion, argumentacion y demostracion,
que resultan fundamentales en el desarrollo su razonamiento geométrico.

En Chile, este panorama internacional no es muy distinto, pues una de las areas
de la matematica que ha presentado mayores dificultades en las ultimas décadas es
la Geometria, y esto se debe a que en los establecimientos educacionales se trabaja
escasamente, por lo cual, es urgente mejorar la preparacion de los profesores chilenos
en los conocimientos geométricos y su ensefianza (Aravena y Gutiérrez, 2016). Este
hecho se ve reflejado en los resultados que obtienen los estudiantes en evaluaciones
nacionales e internacionales, donde se evidencian serias dificultades en la comprension
de los problemas y en los procesos argumentativos-deductivos relacionados
con nociones geométricas (Aravena y Caamano, 2013; Organisation for Economic
Co-operation and Development [OECD], 2019).

A pesar de las reformas que se han impulsado en Chile desde fines del
siglo pasado, en cuanto a la formacioén inicial y continua de los profesores en
Geometria, estas dificultades persisten (Aravena y Caamano, 2013). En una
investigacion que buscaba relacionar y caracterizar las practicas de ensefianza de
la geometria en el aula escolar, se encontrd que los profesores demuestran gran
habilidad en operatoria, cuando se trata sobre resolucion de problemas clasicos.
Sin embargo, presentan un débil dominio y articulacion de conceptos geométricos y
deficiencias en la resolucion de situaciones que involucran distintos contenidos
geométricos. Ademas, sus procesos de ensefianza estan enfocados mayormente en
latransferencia de operatorias y procedimientos que los estudiantes debian replicar,
por lo cual, hay escasa promocioén del razonamiento geométrico (Rodriguez,
Carreflo y Mufloz, 2013). Estos antecedentes revelan la crisis existente en Chile
en torno a la enseflanza de la Geometria, poniendo en tension al profesorado
de matematica para que reflexione y trabaje, en la biisqueda de soluciones que
favorezcan el desarrollo del razonamiento geométrico de los estudiantes.

Dentro de las investigaciones sobre transformaciones geométricas, los
procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de homotecia, han sido
escasamente reportados, focalizando su uso en areas del conocimiento distintos
al educativo (Gonzalez y Arias, 2017), lo que refuerza la necesidad de investigar
los efectos que tiene el disefio de secuencias didacticas para la enseflanza del
concepto de homotecia, basadas en recursos manipulativos y virtuales, sobre
el desarrollo del razonamiento geométrico de estudiantes de enseflanza media.

A partir de lo anterior, surge la necesidad de realizar contribuciones
a la ensefianza de la Geometria, en particular, a la ensefianza del concepto de
homotecia. Para ello, en esta investigacion se busca caracterizar el desarrollo
de los niveles de razonamiento geométrico de estudiantes chilenos de primer
ano de ensefianza media, cuando abordan el concepto de homotecia a partir de
una secuencia de actividades basada en el modelo de Van Hiele.
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2. MARCO CONCEPTUAL

Con base en Proenza y Leyva (2008), en este estudio se define el razonamiento
geométrico como un proceso complejo que supone explorar conscientemente el
espacio, comparando los elementos observados, estableciendo relaciones entre
esos elementos y expresando de forma verbal y escrita las acciones realizadas y las
propiedades que se obtienen a partir de la observacion. Asi, como consecuencia de
todas esas acciones, se lograria la adquisicion de los conocimientos, la deduccion
de propiedades, la habilidad de construir modelos y la elaboracion de conclusiones
que permitan formular leyes generales y resolver problemas.

Para Samper, Leguizamé6n y Camargo (2001), existen diferentes aspectos
del razonamiento geométrico, destacando en particular el razonamiento visual,
que va mas alla del ejercicio visual, pues implica aprender a mirar las figuras
matematicamente, lo que supone lograr establecer relaciones entre conceptos o
informacién geométrica conocida, argumentar acerca de relaciones o propiedades
geométricas, comprender los elementos que conforman una teoria geométrica,
comprender los conceptos o procedimientos geométricos y comunicar los
resultados obtenidos a partir de las indagaciones en geometria.

Por tanto, la visualizacidn juega un rol fundamental en el razonamiento
geométrico (Baiduri et al., 2020; Gutiérrez, 2013; Marmolejo y Gonzalez Astudillo,
2015), por lo que es importante lograr un cambio en el paradigma de la ensefianza
de la geometria y buscar nuevas estrategias que apunten a la visualizacion y el
razonamiento visual (Samper et al., 2001; Saorin Villa et al., 2019), seguidos de
procesos de sistematizacion y generalizacion a lo largo del estudio de los contenidos
geométricos (Proenza y Leyva, 2008), que se obtienen promoviendo estrategias
argumentativas durante su ensefianza (Samper et al., 2001).

Dada la complejidad del proceso de desarrollo del razonamiento geométrico,
Van Hiele (1986) propone un modelo tedrico compuesto de niveles de maduracion
que se alcanzan de manera gradual (Gutiérrez, 2013; Pujawan et al., 2020), que
en la actualidad ha demostrado ser una de las teoria mas efectivas en lo que respecta
a la ensefianza de la geometria y en la evaluacion del aprendizaje comprensivo de
los estudiantes (Iglesias y Ortiz, 2015; Vargas y Gamboa, 2013; Venegas, 2015;
Yi, Flores y Wang, 2020). Evidencia de esto, es la variedad de investigaciones que
han utilizado esta teoria para medir, evaluar o describir la evolucion de los niveles
de razonamiento de los estudiantes y caracterizar el grado de adquisicion de
dichos niveles (Aravena y Gutiérrez, 2016; Aires et al., 2015).

El modelo plantea que el aprendizaje de la geometria transita por
cinco niveles consecutivos (Van Hiele, 1986): la visualizacion, el andlisis, la
clasificacion, la deduccion formal y el rigor. Sin embargo, dadas las caracteristicas
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de los estudiantes, en algunos contextos escolares el quinto nivel se ha estimado
como inalcanzable, incluso se han reportado investigaciones que demuestran que
estudiantes no universitarios, a lo sumo, alcanzan los tres primeros niveles (Fouz,
2005; Pujawan et al., 2020). En este sentido, el trabajo de Fouz (2005) permite
establecer un conjunto de caracteristicas del desempefio de los estudiantes que se
relacionan con los niveles de razonamiento de Van Hiele (Tabla I).

TABLA I
Caracteristicas de desempefio asociadas a los niveles de razonamiento de los estudiantes
(Fouz, 2005)

Nivel  Caracteristica

A) Los objetos se perciben en su totalidad como una unidad, sin diferenciar
sus atributos y componentes.

0 B) Se describen por su apariencia fisica mediante descripciones meramente
visuales y asemejandolas a elementos familiares del entorno. No hay lenguaje
geométrico basico para llamar a las figuras por su nombre correcto.

C) Se perciben las componentes y propiedades (condiciones necesarias) de
los objetos y figuras. Esto lo obtienen tanto de la observacion como de la
experimentacion.

D) De una manera informal pueden describir las figuras por sus propiedades,
pero no de relacionar unas propiedades con otras, o unas figuras con otras.
No pueden elaborar definiciones.

E) Se describen las figuras de manera formal, es decir, se sefialan las
condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir. Esto es importante
pues conlleva entender el significado de las definiciones dentro de la
geometria y los requisitos que siempre se requieren.

F) Se realizan deducciones y demostraciones logicas y formales, por lo que se
comprende la naturaleza axiomatica de la matematica.

G) Se logra comprender la existencia de distintos sistemas axiomaticos, y con
ello, analizar distintas geometrias.

El modelo de Van Hiele se compone de dos partes: una parte descriptiva,
donde se explica como razonan los estudiantes, definiendo niveles de razonamiento;
y otra parte prescriptiva, en donde se dan directrices a los profesores sobre como
ayudar a los estudiantes a alcanzar un mayor nivel de razonamiento, a través de
la definicion de fases de aprendizaje (Jaime y Gutiérrez, 1990). En la Figura 1
proponemos una sintesis de la relacion entre componentes y caracteristicas del
modelo (Aravena y Gutiérrez, 2016; Fouz, 2005; Vargas y Gamboa, 2013).
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Figura 1. Relacion entre los componentes del Modelo del Van Hiele.
Fuente: elaboracion propia

En primer lugar, se pueden observar los cinco niveles de razonamiento
por los que deben transitar los estudiantes al enfrentar un nuevo aprendizaje
geométrico. Se destaca el Nivel 0, pues es donde se construyen las bases para
avanzar hacia los niveles superiores. Esta idea alude, implicitamente, a la primera
caracteristica del modelo, denominada localidad, es decir, un estudiante puede
razonar desde distintos niveles (un nivel para un concepto y otro nivel para otro
concepto), por lo que, el nivel inicial dependera de las areas de la geometria que
esté trabajando y de sus experiencias previas.
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Las flechas azules representan las cinco fases de aprendizaje por las que
transitan los estudiantes para alcanzar el siguiente nivel de razonamiento. Esta
relacion deja entrever otras tres caracteristicas del modelo. Una de ellas es la
secuencialidad de los niveles, es decir, solo se puede pasar al siguiente nivel de
razonamiento, si se ha logrado un grado de adquisicion completa del nivel anterior.
La siguiente caracteristica corresponde a la continuidad entre un nivel y otro, esto
es, que la progresion entre los niveles se hace de forma continua y pausada, mediante
pequeiios avances que permiten llegar al logro del nivel. Otra caracteristica es la
especificidad del lenguaje que existe en cada nivel de razonamiento, es decir, el
desarrollo del razonamiento no solo se relaciona con la habilidad de resolver
problemas, sino que el vocabulario matematico o la forma en que se expresan ideas
es determinante en cada nivel, por lo que debe formar parte de la transposicion
didactica, la adecuacion del vocabulario matematico, considerando el nivel inicial
de los estudiantes y el nivel que se quiere trabajar.

Las flechas anaranjadas muestran la relacion entre un nivel y los anteriores a
este, lo cual hace alusion a la recursividad entre los niveles, esto significa, que el logro
de un nivel de razonamiento siempre dependera de la asimilacion de las estrategias
del nivel anterior. Esta idea sugiere que, en los procesos de razonamiento, se deben
aprovechar las estrategias adquiridas en los niveles anteriores para mejorarlas y
robustecerlas, o para descubrir nuevas formas de aproximarse al objeto de estudio.

3. METODOLOGIA

La investigacion se desarrollo desde una perspectiva mixta (Denzin y Lincoln,
2005; Sandin Esteban, 2003; Yilmaz, 2013), pues se centra en analisis cuantitativos
y cualitativos para caracterizar los niveles de razonamiento geométrico de
los estudiantes chilenos de primer afio medio, cuando abordan el concepto
de homotecia. La forma de lograr ese objetivo es a través de la descripcion
del desarrollo de los niveles de razonamiento geométrico, cuando los estudiantes
abordan el concepto de homotecia. Para ello, se realiza un analisis del contenido
(Menéndez y Rodriguez, 2012; Santander, 2011; Tojar Hurtado, 2006) de las
respuestas dadas por los estudiantes en cuatro sesiones de clase y dos test de
razonamiento geométrico. Cada uno de los instrumentos fueron validados a través
de juicio de expertos (Erazo-Jiménez, 2011).

Se realizé un muestreo intencionado (Menéndez y Rodriguez, 2012; Bravin
y Pievi, 2008) que permitio llevar a cabo el estudio con 33 estudiantes de primer
ano medio del sistema educativo chileno (12-13 afos), pertenecientes a la Region
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Metropolitana de Santiago de Chile. Se consideraron los siguientes criterios de
seleccion: voluntariedad y disposicion del nifio y de los padres para participar
de la investigacion, cursar una asignatura de geometria (adicional a la asignatura
de matematica) y haber obtenido resultados favorables en los aprendizajes de
poligonos, cuadrilateros y triangulos.

El disefio de esta investigacion es no experimental y longitudinal panel
(Flick, 2014), debido a que se trabajo con los mismos estudiantes durante todo
el proceso. Como muestra la Figura 2, el estudio se estructurd en tres fases que
fueron implementadas por los investigadores: Evaluacion Inicial, Intervencion
y Evaluacion Final. Las fases de Evaluacion Inicial y Final consisten en dos
test que se analizaron cuantitativamente de acuerdo con Corberan et al. (1994),
pues pretendian medir el grado de adquisicion de los diferentes niveles de
razonamiento geométrico, antes y después de la aplicacion de la unidad didactica
para la ensefianza del concepto de homotecia. Para la cuantificacion de los grados
de adquisicion de los niveles de razonamiento geométrico, en el pre y post test
se utilizaron técnicas cuantitativas de recoleccion de datos, de tal manera que la
estadistica descriptiva permita hacer mas robustas las comprensiones cualitativas
(Hart, Smith, Swars y Smith, 2009).

Fase 1 Fase 2 Fase 3
Evaluacion Inicial Intervencion Evaluacion Final
Test de razonamiento Secuencia didactica sobre Test de razonamiento
geométrico sobre poligonos, homotecias, disefiada desde el geométrico sobre
cuadrilateros y triangulos modelo de Van Hiele homotecias

Objetivo especifico: Describir el desarrollo de los niveles de
razonamiento geométrico de estudiantes de primer afio de ensefianza
media, cuando abordan el concepto de homotecia mediante una
secuencia didactica basada en el modelo de Van Hiele.

Objetivo especifico: Identificar los niveles de razonamiento geométrico de estudiantes de primer
ano medio, después de la aplicacion de una secuencia didactica basada en el modelo de Van Hiele.

Figura 2. Fases del disefio de la investigacion

Por otro lado, en la Fase de Intervencion se aplicé la secuencia didactica en
torno al concepto de homotecia, construida a partir de los lineamientos dados
en el modelo de Van Hiele. Como muestra la Tabla I1, la secuencia didactica consta
de cuatro sesiones de 90 minutos cada una, en donde se trabajo con una guia de
apoyo basada en el modelo de Van Hiele, junto con otros recursos manipulativos.
Cabe destacar que los estudiantes trabajan en grupos de forma colaborativa.

Relime, Vol. 25 (1), Marzo de 2022 [[(co) BN



102 J. A. LABRA PEI:IA, C. M. VANEGAS ORTEGA
TABLA II
Sintesis de la estructura de la secuencia didactica
Nivel de Tipos de Preguntas
Sesion Descripcion Razonamiento  Resultado Esperado de las Guias de
Esperado Trabajo
1 En esta primera Nivel 0 Los estudiantes (Qué tienen en
sesion, se definen homotecia comun las figuras
introduce el como una que se construyen
concepto de transformacion con el pantografo?
homotecia, en geométrica que /Qué ocurre con la
particular, las genera una figura posicion de
homotecias semejante a una las figuras obtenidas
directas. Para esto, dada, tal que su con ampliaciones
los estudiantes posicion se aleja (0 reducciones) cada
visualizan y (o acerca) a vez més grandes
analizan el un punto fijo, (0 pequeias)?
funcionamiento dependiendo de un . .
. _ .. (En qué posicion
del pantografo, factor de ampliacion
. g debe anclarse el
para construir una (o reduccion). ]
. . pantografo para
primera definicion . .
. ampliar (o reducir)
de Homotecia.
una figura en un
area determinada?
2 En esta sesion, Nivel 0 Los estudiantes (Coémo son las

Se presenta otro
tipo de homotecia:
las homotecias
inversas. Para esto
se trabaja con la
camara oscura.

El objetivo era
que, con base

en las nuevas
caracteristicas
que identificaban,
elaboraran una
nueva definicion
de homotecia que
incluyera también
las caracteristicas
observadas en el
funcionamiento
del pantografo.

definen homotecia
como una
transformacion
geométrica que
genera una figura
semejante a una
dada, pudiendo
incluso estar
invertidas. La
posicion de esta
figura se aleja

(o acerca) a

un punto fijo,
dependiendo de un
factor de ampliacion
(o reduccion).

sombras de

los objetos que

se proyectan en la
camara oscura?

(Qué ocurre con las
sombras de distintos
objetos al acercarlos
(o alejarlos) de la
camara oscura?

(A qué distancia

de la camara

oscura se debe
ubicar un objeto,
para que la altura
de su proyeccion
sea una medida
determinada (por
ejemplo, el doble de
la original)?
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En esta sesion, Nivel 1 Los estudiantes (Qué ocurre al
se pretende que definen homotecia  unir los vértices
reconozcan los como una homologos de
elementos que transformacion las diferentes
componen una geométrica que ampliaciones
homotecia, a partir genera una figura y reducciones
de lo trabajado semejante a una generadas con el
con el pantografo dada, tal que, a pantografo?
y la camara partir de un punto Considerando
oscura, para lograr fijo, llamado centro | pa figura y su
una definicion de homotecia, homotética obtenida
del concepto multiplica las con el pantografo,
que fuera distancias hasta (qué relacion
matematicamente sus vértices por existe entre las
mas rigurosa. un mismo factor, distancias que
llamado factor de  tienen los puntos
homotecia. homotéticos y los
originales hasta el
punto de anclaje del
pantografo?
(Coémo seria el
diagrama que
representa el
funcionamiento de
la camara oscura,
al poner un objeto
a una determinada
distancia de esta?
(Qué tienen
en comun el
funcionamiento
del pantografo y la
camara oscura?
(Qué diferencias
existen en el
funcionamiento
del pantografo y la
camara oscura?
En esta Gltima Nivel 2 Los estudiantes (Con qué valores

sesion, los
estudiantes ya
han trabajado
implicitamente
con los tipos

definen homotecia
como una
transformacion
geométrica que
genera una figura
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de homotecias,
prescindiendo de
las propiedades
particulares de
cada una, por

lo que en esta
sesion se crean
las condiciones
para hacerlas
explicitas mediante
la utilizacion de
GeoGebra, para
clasificar los tipos
de homotecia y
elaboraran una
ultima definicion
del concepto

que incluyera la
mayor cantidad de
propiedades.

semejante a una
dada, tal que, a partir
de un punto fijo
llamado centro de
homotecia, multiplica
las distancias hasta
sus vértices, por

un mismo factor,
llamado factor de
homotecia.

Ademas, sus
segmentos
homalogos siempre
son paralelos.

Existen homotecias
directas e inversas.

Las homotecias
directas son
aquellas cuya razon
de homotecia es
positiva. Este tipo de
homotecia conserva
la orientacion de

la figura original,
ampliandola cuando
la razon es mayor

a 1 y reduciéndola
cuando la razén es
mayor a 0 y menor
al.

Las homotecias
inversas son
aquellas cuya razon
de homotecia es
negativa. Este tipo de
homotecia invierte
la orientacion de

la figura original,
ampliandola cuando
la razén es menor

a -1 y reduciéndola
cuando la razon es
menor a 0 y mayor
a-l.

pequefia) que la
original?

(Con qué valores
de la razon de
homotecia, se
obtiene una figura
homotética del
mismo tamaio que la
original?

(Con qué valores
de larazon de
homotecia, se
obtiene una figura
homotética con la
misma orientacion
(o distinta
orientacion)

que la original?

(Qué relacion existe
entre los lados de la
figura homotética y
los lados de la figura
original?

(Qué tipo de
homotecia se puede
construir con el
pantografo?

(Por qué?

(Qué tipo de
homotecia se modela
con la camara
oscura? ;Por qué?
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Para el analisis de esta fase, se consideraron las definiciones de homotecia
que los estudiantes construyeron en cada guia trabajada en la secuencia didactica.
Para organizar estos datos cualitativos, se utilizo una matriz en donde se fragmento
cada respuesta de los estudiantes en unidades de significado mas pequeiias
(Menéndez y Rodriguez, 2012; Santander, 2011; Téjar Hurtado, 2006). En la Tabla
III se muestra el analisis de la definicion de homotecia de un grupo de estudiantes,
construida en la segunda guia de la secuencia didactica.

TABLA III
Ejemplo del analisis del concepto de homotecia de un grupo de estudiantes

Respuesia Unidad de Caracteristica Nivel de
Teﬁ rual Andlisis Significado del Nivel de  Razonamiento
Razonamiento  Alcanzado

Es el cambio Describe
de tamafio de apariencia B
figuras fisica.

Es el Cambio Reconoce un

de tamario de , componente de

Jiguras segun segun su la homotecia, C

su distancia. distancia

a partir de lo
Al acercarse

/ experimentado. Nivel

se achican y Transicion
al alejarse se al acercarse Describe 0-1
agrandan. se achican apariencia -

La figura y al alejarse fisica

nueva es se agrandan

semejante a Identifica la

la original. la figura nueva  semejanza

es semejante como C
a la original condicion
necesaria.

A cada unidad de analisis se le asignd un significado, y a este Glimo, se
le asocié una de las caracteristicas propuestas por Fouz (2005) asociada a los
niveles de razonamiento de Van Hiele (Tabla I). Cuando una definicion apunta
a caracteristicas de un mismo nivel de razonamiento, entonces el nivel de
razonamiento alcanzado sera ese mismo. En caso de que la definicion apunte a
caracteristicas de dos niveles de razonamiento consecutivos, entonces el nivel de
razonamiento alcanzado se establecera como un Nivel de Transicion de los niveles
involucrados. En el ejemplo de la Tabla II, los estudiantes construyeron una
definicion que respondia a caracteristicas tanto del Nivel O como del Nivel 1, por lo
tanto, su nivel de razonamiento alcanzado se definié como Nivel de Transicion 0-1.
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

En esta primera parte del analisis de los resultados se busca describir el desarrollo
de los niveles de razonamiento geométrico de estudiantes chilenos de primer afio
de ensefianza media, cuando abordan el concepto de homotecia mediante una
secuencia diddctica basada en el modelo de Van Hiele. Para ello se consideraron
las definiciones de homotecia que construyeron los estudiantes en cada una de las
sesiones de la secuencia didactica, para luego dividir cada respuesta en unidades
de significado mas simples (Menéndez y Rodriguez, 2012; Santander, 2011),
con el objetivo de caracterizarlas de acuerdo con alguno de los descriptores de
cadanivel de razonamiento geométrico (Fouz, 2005). Asi, las definiciones que
respondian a las caracteristicas de un tnico nivel de razonamiento se clasificaron
en tal nivel, y en aquellos casos que se evidenciaban caracteristicas de dos niveles
distintos, se clasificaron en un nivel de transicion entre los niveles involucrados.

La primera sesion de trabajo se enfoc6 en introducir el concepto de homotecia
mediante el uso del pantografo. Para ello, los estudiantes realizaron distintas
construcciones, que permitieran reflexionar en torno a su funcionamiento. Por
tanto, esta actividad estaba dirigida a concretar el Nivel 0 de Visualizacion.

El 67% de las definiciones construidas por los estudiantes, luego de esta
experimentacion, se situaron en el Nivel 0 pues se centraban en aspectos visuales,
es decir, descripciones fisicas generales, que tendian a no diferenciar componentes
propios de la homotecia. Un ejemplo de ello ocurri6é cuando un grupo plante6 que
homotecia es “agrandar o achicar el dibujo”. Por otro lado, el 33% restante apunto
mas alla de los aspectos Unicamente visuales pues, ademas identificaron alguna
propiedad importante de la homotecia, como se puede apreciar en la Figura 3.

Figura 3. Ejemplo de respuesta de Nivel de Transicion 0-1 en la Guia N°1

Este caso es interesante porque el grupo de estudiantes define el concepto
de homotecia como “un dibujo”, lo cual representa un aspecto fisico (Nivel 0),
pero luego agregan “semejante a alguna figura original”, y esto evidencia dos
aspectos importantes: el primero es la relacion de semejanza y el segundo es
que identifican la necesidad de disponer de una figura previa sobre la cual se
aplica la homotecia. Estos ultimos elementos ponen de manifiesto caracteristicas
propias del siguiente nivel de razonamiento, el Nivel 1 de Analisis, en donde
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los estudiantes perciben propiedades o condiciones necesarias del concepto, ya sea
mediante la observacion o la experimentacion. Por lo tanto, este 33% de estudiantes
cuyas respuestas se enmarcaban en el Nivel 0, pero que ademas cumplian con
caracteristicas del Nivel 1, se clasificaron en el Nivel de Transicion 0-1. A partir
de lo anterior, se puede concluir que el trabajo con el pantdgrafo posibilitd que una
parte de los estudiantes lograra percibir el concepto de semejanza como condicion
necesaria en una homotecia.

La segunda sesion tenia como proposito continuar desarrollando el Nivel 0,
a través de otro recurso: la cdmara oscura, que es un instrumento 6ptico que permite
obtener una imagen plana proyectada a partir de una imagen real. Este nuevo
recurso permitid tener otra perspectiva del concepto de homotecia, pues adiciona
elementos propios de una homotecia inversa, a diferencia del pantdgrafo que
construye unicamente homotecias directas.

El concepto de homotecia construido posterior al trabajo con la camara
oscura, correspondio al Nivel 0 en solo el 11% de los casos. Ejemplo de ello, se
aprecia en la Figura 4.

Lo hamoteua e W0 Lapoudod di proporaonabidag/
d\ dudndou LOMOY, €0 i ’Gen) danfo como ¢n
Ol ¢ SON

Figura 4. Ejemplo de respuesta de Nivel 0 en la Guia N°2

En este caso, la definicion menciona la “capacidad de proporcionalidad de
distintas cosas”, que hace referencia a que las figuras obtenidas en una homotecia
son siempre semejantes, sin embargo, al no existir un lenguaje geométrico
adecuado para referirse a este hecho, dicha respuesta corresponde al Nivel 0
de razonamiento.

El 78% de las definiciones se encontraron en el Nivel de Transicién 0-1,
como la que se observa en la Figura 5.

Figura 5. Ejemplo de respuesta de Nivel de Transicion 0-1 en la Guia N°2
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Esta respuesta, inicialmente solo hace referencia al tamafio de las figuras
homotéticas, siendo un aspecto puramente visual de Nivel 0, sin embargo, mas
adelante anaden elementos de Nivel 1 (“segun su distancia”), haciendo alusion a
la distancia entre cada vértice de una figura y el centro de homotecia, lo cual
resulta ser un componente importante en una homotecia, completando con que “al/
acercarse se achican y al alejarse se agrandan”. Para terminar, plantean que “/a
nueva figura es semejante a la original”, lo cual corresponde a la identificacion
de una condicién necesaria de una homotecia. Por lo anterior, estos tipos de
respuestas quedan clasificadas en el Nivel de Transicion 0-1.

Por ultimo, el 11% restante de estudiantes logré identificar componentes mas
significativos desde el punto de vista matematico; sin embargo, no logran elaborar
una definicidbn matematicamente coherente, quedando clasificados en el Nivel 1.
La Figura 6 muestra un ejemplo de ello.

\

Que pywt il O NpurD 1H mu\lqp\md\ (oo Pole . oy

‘e I ~ - > P . K(_\
! C

Figura 6. Ejemplo de respuesta de Nivel 1 en la Guia N°2

Como se puede observar, este grupo de estudiantes logra percibir la
existencia de un punto fijo, que seria el centro de homotecia, incluso de manera
incompleta, identifican que en una homotecia se “multiplica todas las distancias
por un mismo factor”, entendiéndose que las distancias que existen entre cada
vértice de una figura y el centro de homotecia se ponderan por un mismo factor,
es decir, por la razéon de homotecia.

En la tercera sesion se retomd lo trabajado con el pantografo y la camara
oscura, con el objetivo de identificar y formalizar los elementos comunes de
ambas experiencias, y con ello, lograr una definicion mas completa y formal del
concepto de homotecia. Por tanto, esta parte de la secuencia tenia como propoésito
alcanzar el Nivel 1.

El 20% de las definiciones de homotecia contenian caracteristicas del Nivel 0.
Ejemplo de ello, es la que se presenta en la Figura 7.
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Figura 7. Ejemplo de respuesta de Nivel 0 en la Guia N°3
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En esta definicion de homotecia se aprecian elementos relacionados con
la percepcion visual, en donde se alude solamente a un cambio de tamafo,
dependiendo del punto de vista del observador, lo que no es suficiente para
alcanzar el nivel esperado.

En cuanto al Nivel de 1, éste fue alcanzado por el 80% de los estudiantes,
construyendo definiciones como la de la Figura 8.

Wi
Bymata
A bma
* POWN de womoe(itt
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Figura 8. Ejemplo de respuesta de Nivel 1 en la Guia N°3

Se puede apreciar que aparecen conceptos fundamentales como: “figuras
semejantes”, “razon de homotecia” y “centro de homotecia”. Sin embargo, lo
enunciado no tiene la estructura de una definicion, motivo por el cual, queda

clasificada en tal nivel.

En laultima sesion de la secuencia didactica, se utilizo como recurso digital
la aplicacion GeoGebra, con el fin de generalizar algunas propiedades de la
homotecia, y poner en evidencia, la existencia de diferentes tipos de homotecia:
directas e inversas; es decir, se trata de establecer condiciones necesarias y
suficientes para cada uno de estos tipos de homotecia, lo que es coherente si se
tenia como propdsito que los estudiantes alcanzaran el Nivel 2 de razonamiento
geométrico (Fouz, 2005; Van Hiele, 1986).

Posterior a este trabajo, el 23% de las definiciones continuaron en el Nivel 0,
como se puede ver en la Figura 9.

A% \
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Figura 9. Ejemplo de respuesta de Nivel 0 en la Guia N°4
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Si bien se clasifican los dos tipos de homotecia, predominan aspectos visuales
como “empieza desde el centro hacia adelante” o “empieza desde el centro hacia
afuera”, sin enunciar alguna propiedad geométrica relevante. Esto puede significar
que este grupo de estudiantes no logréo completar con éxito las tareas que
involucraron el uso del pantégrafo y la camara oscura, pues fue en esas actividades
en donde debieron haber adquirido un vocabulario basico sobre los conceptos
claves relacionados con la homotecia, junto con la visualizacion de sus propiedades.

Solo el 8% de las definiciones quedo en el Nivel de Transicion 0-1, como se
puede observar en la Figura 10.

> SON QMQM ‘:)‘G,(TT‘O"G'
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Figura 10. Ejemplo de respuesta de Nivel de Transicion 0-1 en la Guia N°4
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A pesar de no hacer una distincion entre los dos tipos de homotecia y de
explicitar elementos visuales (Nivel 0), que no aportan a la constuccion del
concepto, si se logra identificar una propiedad geométrica importante a partir
de la manipulacion de la aplicacion (Nivel 1): “son paralelos siempre”, haciendo
referencia al paralelismo de los lados homodlogos de las figuras homotéticas. Este
cruce entre dos niveles de razonamiento justifica su clasificacion en el Nivel
de Transicion 0-1.

El 31% de las definiciones alcanz6 el Nivel 1, como se puede ver en la Figura 11.
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Figura 11. Ejemplo de respuesta de Nivel 1 en la Guia N°4
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La respuesta anterior queda clasificada en el Nivel 1 porque se logra realizar
una clasificacion de la homotecia directa e inversa, a través de componentes
derivados de la observacion, pero utilizando un lenguaje informal. Esto se
aprecia claramente cuando se dice que en la homotecia directa “las figuras estan
derechas” y en la homotecia inversa “las imdgenes se voltean”. Esto pudo haber
ocurrido porque no lograron identificar las caracteristicas propias de cada tipo de
homotecia, las cuales se analizaron en el uso del pantografo, la camara oscura y
la manipulacion del GeoGebra, por lo que solo se centraron en la relacion entre la
razon de homotecia y la disposicion de la figura en el plano.

El 8% de las respuestas transita entre los niveles 1 y 2 (Nivel de Transicion
1-2). Ejemplo de ello se puede observar en la Figura 12.
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Figura 12. Ejemplo de respuesta de Nivel de Transicion 1-2 en la Guia N°4

En este caso, existe una clasificacion de los tipos de homotecia, donde se
muestran caracteristicas comunes, que serian condiciones necesarias, como
que “sus lados homdologos son paralelos”, y otras condiciones que son suficientes
para cada tipo de homotecia, como por ejemplo, que “/os valores de la razon
son positivos”, en el caso de la homotecia directa, y “los valores de la razon son
negativos”, en el caso de la homotecia inversa. Hasta este punto todo apunta a
una adquisicion del Nivel 2, sin embargo, en los ultimos dos puntos de cada
columna se hace alusion a aspectos obtenidos a partir de la manipulacion de
todos los recursos utilizados en la secuencia, empleando para ello, un lenguaje mas
informal, que corresponderia a caracteristicas del Nivel 1. Por esta combinacion
de caracteristicas de ambos niveles de razonamiento, se clasifica en el Nivel de
Transicion 1-2.
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Finalmente, el 31% de las respuestas logroé identificar las condiciones
necesarias y suficientes de cada tipo de homotecia, como se muestra en la Figura 13.
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Figura 13. Ejemplo de respuesta de Nivel 2 en la Guia N°4

En la respuesta anterior se puede ver claramente la clasificacion de cada
tipo de homotecia, pues se describe lo que ocurre con la orientacion y el tamafio
de una figura, de acuerdo con los distintos valores que puede tomar la razon de
homotecia, lo que en conjunto constituyen condiciones suficientes para identificar
cada tipo de transformacion. Ademas, en la descripcion de cada tipo de homotecia,
se aprecia la utilizacion de lenguaje matematico, donde se reconocen conceptos
claves como “figura homotética”, “razon”'y “orientacion”, respondiendo asi al
nivel esperado en esta ultima parte de la secuencia.

A partir del Grafico 1, se puede inferir que las dos primeras actividades de la
secuencia didactica, enfocadas en el Nivel 0, no solo permitieron a los estudiantes
explorar y construir el concepto de homotecia a través de la visualizacion, sino
que también resulto ser una oportunidad para identificar propiedades geométricas
importantes que apuntan al nivel siguiente, como la relacion de semejanza entre
las figuras homotéticas y la disposicion de éstas de acuerdo con su tamaiio.

Gracias a la manipulacion del pantografo, la camara oscura, el procesador
geométrico GeoGebra y las preguntas orientadoras de cada guia de trabajo, se
logré promover el razonamiento y la construccion de un concepto de homotecia
que evolucion6 sostenidamente a lo largo de la secuencia, logrando obtener casi
un 70% de estudiantes entre los niveles 1y 2.
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Desarrollo de los Niveles de Razonamiento Geométrico

100% I
80%
m Nivel 2

60% B Transicion 1-2
40% = Nivel 1
Transicion 0-1
20% Nivel 0
0%

Guia 1 Guia 2 Guia 3 Guia 4

Grdfico 1. Desarrollo de los niveles de razonamiento geométrico en la
secuencia didéctica

En la segunda parte del analisis de los resultados se busca identificar los
niveles de razonamiento geométrico de estudiantes de primer anio medio, después
de la aplicacion de una secuencia diddctica basada en el modelo de Van Hiele. La
Tabla I'V muestra, a modo de resumen, los grados de adquisicion de cada nivel de
razonamiento, tanto del pre-test como del post-test, con el objetivo de establecer
algunas inferencias respecto el impacto de la secuencia didactica en el desarrollo
de los niveles de razonamiento de los estudiantes de la muestra.

TABLA IV
Resumen de los grados de adquisicion de los niveles de razonamiento
en el pre-test y post-test

Grados de Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2
Adgquisicion Pre-test Post-test Pre-test Post-test  Pre-test  Post-test
Nula 13% 0% 22% 15% 53% 65%
Baja 25% 10% 34% 60% 25% 20%
Intermedia 0% 30% 25% 5% 16% 10%
Alta 16% 20% 19% 15% 3% 5%
Completa 47% 40% 0% 5% 3% 0%

A simple vista, no parecieran existir diferencias significativas en la
adquisicion alta y completa. Ademas, en ninguna de estas pruebas se logran
resultados sobresalientes en los niveles 1 y 2. Sin embargo, el modelo de
Van Hiele (1986) no permite realizar comparaciones simples entre el pre-test y
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el post-test, dado que el objeto geométrico sobre el que se mide el razonamiento
es diferente en cada test (poligonos, cuadrilateros y triangulos en el pre-test,
y homotecias en el post-test); por tanto, es necesario hacer el analisis sobre los
grados de adquisicion al interior de cada nivel (Aravena y Gutiérrez, 2016; Fouz,
2005; Vargas y Gamboa, 2013).

A continuacion, el Grafico 2 presenta los grados de adquisicion del pre-test
y post-test, respecto al Nivel 0.

Grados de adquisicion del Nivel 0
pre-test y post-test

50%

40%

30%

20%

10%

0%
Nula Baja Intermedia Alta Completa

——Pre-test ——Post-test

Grdfico 2. Grados de adquisicion del Nivel 0 en el pre-test y post-test

El grafico anterior evidencia que, las adquisiciones nula y baja presentan
mayores porcentajes en el pre-test, lo que es positivo en cuanto al impacto de la
secuencia didactica, puesto que los porcentajes de las adquisiciones intermedia y
alta son ampliamente mejores en el post-test, y esto es favorable en términos del
desarrollo del razonamiento porque el avance entre niveles se realiza de forma
gradual, lo cual implica que estos estudiantes tendrian mayores probabilidades
de alcanzar grados de adquisicion superiores; en contraposicion de la gran
concentracion de estudiantes que obtienen nula o baja adquisicion en el pre-test,
que tendrian menos probabilidades de alcanzar una adquisicion completa del Nivel
0. Esto se explicaria por la propiedad de continuidad del razonamiento geométrico
(Vargas y Gamboa, 2013). Respecto a la adquisicion completa del Nivel 0, la
diferencia es levemente mejor en el pre-test, puesto que, poligonos, cuadrilateros
y triangulos son conceptos geométricos con los que estan familiarizados desde la
educacion parvularia.

A continuacion, el Grafico 3 muestra los grados de adquisicion obtenidos
en el Nivel 1.
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Grados de adquisicion del Nivel 1
pre-test y post-test
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Grafico 3. Grados de adquisicion del Nivel 1 en el pre-test y post-test

En este grafico se evidencian mejores resultados en el pre-test, por el hecho de
ser mas homogéneos sus resultados, en contraposicion de los grados de adquisicion
del post-test, donde existe una mayor dispersion, esto es, un gran porcentaje de
estudiantes en nula y baja adquisicion y una cantidad considerablemente menor de
estudiantes en los grados superiores, lo que implica la necesidad de movilizar a una
mayor cantidad de estudiantes para lograr alcanzar tales grados. Respecto al éxito de
la secuencia didactica en este nivel, se podria decir que faltaron actividades que
potenciaran el analisis conjunto del funcionamiento del pantografo y la cimara oscura.

Por ultimo, se presenta el Grafico 4 en donde se pueden observar los grados
de adquisicion obtenidos en el Nivel 2.

Grados de adquisicion del Nivel 2
pre-test y post-test
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Grdfico 4. Grados de adquisicion del Nivel 2 en el pre-test y post-test
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En este caso los resultados son igualmente deficientes en ambos test, es
decir, ni en el estudio de poligonos, cuadrilateros y triangulos, ni en el estudio
del concepto de homotecia, se lograron resultados satisfactorios en la adquisicion
alta y completa del Nivel 2. Por el contrario, se logran elevados porcentajes en las
adquisiciones nula y baja en ambas pruebas.

Respecto a la secuencia didactica, al no existir una satisfactoria transicion
entre el Nivel 0 y Nivel 1, alcanzar el Nivel 2 se convierte en un objetivo dificilmente
alcanzable, esto debido a la secuencialidad de los niveles de razonamiento (Vargas
y Gamboa, 2013).

En resumen, de acuerdo con el analisis de las definiciones de homotecia que
construyeron los estudiantes, en la secuencia didactica se obtuvo un alto porcentaje
con razonamiento geométrico entre los Niveles 1 y 2. Sin embargo, este logro se ve
menoscabadoporlosresultados del post-test, endonde estos porcentajes disminuyen
considerablemente con respecto a los grados de adquisicion de esos niveles. Las
causas de estos resultados pueden deberse a la falta de actividades de orientacion
libre,endondelos estudiantes debenaplicarloaprendido en cadafase, conel objetivo
de lograr un mejor razonamiento y lenguaje geométrico (Jaime y Gutiérrez, 1990).

5. CONCLUSIONES

Los resultados del pre-test mostraron que los estudiantes tenian altas probabilidades
de enfrentar con éxito el Nivel 0 en otras experiencias de aprendizajes sobre
geometria, pues en la mayoria de los estudiantes su razonamiento geométrico alcanza
una adquisicion alta y completa. En cuanto al Nivel 1, los resultados dan cuenta de
una iniciacion de este nivel y solo la mitad de ellos logra una adquisicion intermedia
y alta. Por ultimo, en el Nivel 2, la mayoria de los estudiantes logra una nula o baja
adquisicion del nivel, lo que predecia bajas probabilidades de lograr adquisicion
completa de este nivel (Vargas y Gamboa, 2013), al menos en el corto plazo.

Durante el desarrollo de las actividades de la secuencia didactica, se logro
caracterizar las definiciones de homotecia que construyeron los estudiantes de forma
colaborativa. El analisis de estas respuestas permitioé reconocer el rol de las
actividades dirigidas al Nivel 0 de Visualizacion, que no solo se limitaron al
desarrollo de tal nivel, sino que se destacaron por posibilitar el desarrollo de
habilidades correspondientes al Nivel 1 de Analisis, gracias a las actividades con
el pantografo y la cdmara oscura, permitiendo a los estudiantes, a través de la
experimentacion, identificar propiedades de la homotecia. Por lo tanto, coherente
con lo que plantea la literatura (Pujawan et al., 2020; Jaime y Gutiérrez, 1990),
las fases de orientacion dirigida y explicitacion fueron un factor clave en todas las
actividades de la secuencia didactica.
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Los resultados del post-test lograron ratificar el rol de las actividades de
visualizacion, pues movilizaron a la gran mayoria de estudiantes hacia grados
de adquisicion altos, respecto al Nivel 0, e iniciales, en el Nivel 1, situacion que
ocurri6 en menor grado en el pre-test. Por tanto, las actividades de la secuencia
didactica permitieron, a la mayoria de los estudiantes, avanzar hacia la adquisicion
completa del Nivel 0 de razonamiento geométrico y, en consecuencia, apropiarse
de los primeros grados de adquisicion del nivel 1.

En cuanto al nivel 2, el post-test no evidencia los mismos avances logrados
durante la aplicacidn de la secuencia didactica, y esto se puede explicar por
las siguientes dos razones: i) dado que en el post-test no se lograron altos o
completos grados de adquisicion del Nivel 1, la caracteristica de secuencialidad
de los niveles de razonamiento (Vargas y Gamboa, 2013) plantea que es natural no
obtener buenos resultados en el Nivel 2; ii) hay mejores resultados en la fase 2 de la
investigacion porque alli se analizan razonamientos geométricos tanto individuales
como grupales, es decir, el trabajo colaborativo permitio a los estudiantes dar cuenta
de mejores grados de apropiacion tanto del Nivel 1 como del Nivel 2.

En consecuencia, se puede decir que la visualizacion tuvo un rol predominante
en el proceso (Baiduri et al., 2020; Gutiérrez, 2013), junto con la utilizacion
de distintos recursos manipulativos, que ayudaron a iniciar el razonamiento
visual, pues los estudiantes, ademas de observar lo que hacian estos instrumentos,
lograron establecer propiedades que en un inicio estaban implicitas (Antonini y
Martignone, 2011; Samper et al., 2001). En coherencia con Yi, Flores y Wang
(2020), las decisiones del profesorado son fundamentales a la hora de disefiar
experiencias de aprendizaje, debido a que son ellos quienes debe secuenciar las
actividades, de tal modo que los estudiantes logren construir los conceptos y
reconocer las propiedades. Generar interaccion entre ellos les permite (contra)
argumentar sus ideas y sistematizar los conocimientos.

A partir de los resultados, se puede afirmar que el desarrollo de los niveles
de razonamiento geométrico se realiza de forma gradual en el tiempo, por lo
que los profesores deben generar procesos de ensefianza que permitan mejorar
los grados de adquisicion de cada nivel, para asegurar mejores resultados en el
siguiente. Por ejemplo, la secuencia didactica disefiada para este estudio, favorecio
el desarrollo del Nivel 0, por lo que seria necesario implementar mas actividades
que permitan a los estudiantes lograr desarrollar sus grados de adquisicion en
los Niveles 1y 2. Ademas, se debe tener en cuenta que cuando se alcanza cierto nivel
de razonamiento en una determinada area de la Geometria, este no se transfiere a
otras nociones geométricas, aunque entrega una idea de qué tan probable es
alcanzar ese mismo nivel en otras areas, siempre y cuando se acompafie con un
proceso de enseflanza coherente y contextualizado para tal fin.
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Los resultado y proyecciones de este estudio deben leerse a la luz de sus
limitaciones. En primer lugar, al ser un estudio aplicado a una muestra acotada
de un contexto particular, sus resultados no pueden ser generalizados, pero se
abren posibilidades para generar nuevas propuestas que permitan desarrollar el
razonamiento geométrico de otros conceptos matematicos, que sean extensibles
a otros niveles de la enseflanza media. En segundo lugar, la secuencia didactica
propuesta en este estudio estuvo acotada a cuatro sesiones, lo cual supone
una oportunidad de generar nuevas secuencias de aprendizaje en esta linea, cuya
duracidn sea mayor, y asi permitir al estudiantado alcanzar y apropiarse de los
Niveles 1y 2, y quizas transitar a los primeros grados del Nivel 3.

Para finalizar, este trabajo se constituye en una invitacion a los docentes
de matematica para considerar el modelo de Van Hiele como un marco tedrico
util para disefar y organizar la enseflanza de la Geometria (Y1i, Flores y Wang,
2020), pues promueve en los estudiantes la visualizacion, la exploracion,
la formulacion de conjeturas y la argumentacion, procesos que resultan ser
fundamentales para desarrollar su razonamiento geométrico.
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