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Resumen Palabras clave:
En esta investigacion se caracterizan relaciones conceptuales necesarias — Estadistica
para la comprension de los intervalos de confianza a través del constructo Inferencial
Esquema propuesto desde la teoria APOE. El estudio se desarrolla a partir de

un Analisis Tedrico del concepto, complementado con una exploracién — Intervalos de
empirica basada en entrevistas semiestructuradas a profesores de Confianza

matematicas en formacién que habian cursado estadistica al menos un afio |

antes. Este enfoque permitié identificar relaciones que persisten después de — Teoria APOE

la instruccién formal, asi como aquellas que no se consolidaron. Los — Descomposicién
resultados evidencian dificultades en la interpretacion del nivel de confianza,
en la articulacion entre la media muestraly el pardmetro poblacional, y en el
reconocimiento del papel del tamafio muestral en la precisidon delintervalo,lo — Esquemas
que sugiere un Esquema limitado. A partir de las relaciones identificadas, se

propone la génesis de una Descomposiciéon Genética del Esquema del

intervalo de confianza.
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Abstract

Keywords

This study characterizes conceptual relationships necessary for
understanding confidence intervals through the construct of Schema as
proposed in APOS theory. The research is developed through a Theoretical
Analysis of the concept, complemented by an empirical exploration based on
semi-structured interviews with preservice mathematics teachers who had
completed a statistics course at least one year prior. This approach made it
possible to identify relationships that persist after formal instruction, as well
as those that fail to consolidate. The results reveal difficulties in interpreting
the confidence level, in articulating the relationship between the sample mean
and the population parameter, and in recognizing the role of sample size in the
precision of the interval, suggesting a limited Schema. Based on the identified
relationships, the genesis of a Genetic Decomposition of the Schema of the
confidence intervalis proposed.
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Resumo

Palavras-chave

Este estudo caracteriza relagbes conceituais necessarias para a
compreenséao dos intervalos de confianga por meio do construto Esquema,
conforme proposto pela teoria APOE. A pesquisa é desenvolvida a partir de
uma analise tedrica do conceito, complementada por uma exploragao
empirica baseada em entrevistas semiestruturadas com professores de
matematica em formagéao que haviam cursado estatistica pelo menos um ano
antes. Essa abordagem permitiu identificar relagcdes que persistem apds a
instrugado formal, bem como aquelas que nao se consolidaram. Os resultados
evidenciam dificuldades na interpretacdo do nivel de confianga, na
articulagdo entre a média amostral e o parametro populacional e no
reconhecimento do papel do tamanho da amostra na preciséo do intervalo, o
que sugere um Esquema limitado. Com base nas relagcdes identificadas,
propde-se a génese de uma Decomposi¢cdo Genética do Esquema do intervalo
de confianga.
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Intervalos de
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Résumé

Most Clés

Cette étude caractérise les relations conceptuelles nécessaires a la
compréhension des intervalles de confiance a travers le construit de scheme,
tel que proposé par la théorie APOE. La recherche est développée a partir
d’une analyse théorique du concept, complétée par une exploration empirique
fondée sur des entretiens semi-directifs menés auprés de futurs enseignants
de mathématiques ayant suivi un cours de statistique au moins un an
auparavant. Cette approche a permis d’identifier des relations qui persistent
apres Uenseignement formel, ainsi que celles qui ne se sont pas consolidées.
Les résultats mettent en évidence des difficultés dans lUinterprétation du
niveau de confiance, dans Uarticulation entre la moyenne de 'échantillon et le
parameétre de la population, ainsi que dans la reconnaissance du role de la
taille de U’échantillon dans la précision de lintervalle, ce qui suggere un
schéme limité. A partir des relations identifiées, la genese d’une
décomposition génétique du scheme de lintervalle de confiance est
proposée.
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1. Introduccion

La importancia de la estadistica en la actividad humana radica en que, a través de sus
conceptos, nociones y técnicas, es posible realizar estimaciones sobre fendémenos
observables en poblaciones completas a partir del estudio de muestras representativas. La
incertidumbre que acompana el planteamiento de inferencias puede ser cuantificada
mediante el concepto de intervalos de confianza. Dado que en nuestra vida cotidiana
estamos acostumbrados a pensar en certezas, la comprension de los intervalos de
confianza puede tornarse contraintuitiva para estudiantes e incluso para expertos (Hoekstra
et al., 2014; Roland, 2020; Finch & Gordon, 2025). Asimismo, su aprendizaje formal requiere
de la construccidon de relaciones entre distintos conceptos de la estadistica como
muestreo, variabilidad, parametros poblacionales, entre otros (Batanero y Lépez-Martin,
2020); lo que implica una actividad cognitiva compleja.

La toma de decisiones a partir de datos poblacionales se fundamenta en los métodos de
inferencia estadistica que extienden la informacién contenida en una muestra hacia toda la
poblacion. La inferencia estadistica comprende dos grandes técnicas: la estimacion de
parametros y las pruebas de hipdétesis. La estimacion de parametros poblacionales puede
hacerse de manera puntual o mediante el planteamiento de intervalos de confianza (Martin,
2022; Brenes, 2021). Si bien existe una diferencia clara entre los dos tipos de estimacién -
en el sentido de que las estimaciones puntuales suministran un Unico valory los intervalos
de confianza un intervalo de posibles valores del parametro—, una diferencia fundamental
radica en que la estimacion puntual no incorpora una medida explicita de la incertidumbre
asociada al proceso inferencial. En contraste, la estimacién por intervalos se sustenta en la
probabilidad de que el procedimiento utilizado produzca estimaciones adecuadas
(Sanchez-Rodriguez, 2021). Esta probabilidad, expresada a través del nivel de confianza, se
encuentra estrechamente relacionada con la variabilidad de la poblacidon y con el tamano
muestral, lo que contribuye a que su comprensién resulte conceptualmente exigente (De
Hierro et al., 2020; Yanez y Behar, 2009).

Precisamente, distintas investigaciones han evidenciado que la comprensién del concepto
de intervalo de confianza no esta libre de dificultades para estudiantes universitarios, ni
para profesores, expertos o investigadores. En particular, Behar (2001) realizé un estudio
con una muestra de 41 “expertos” —estadisticos profesionales, profesionales no
estadisticos y estudiantes de ultimo afo de la carrera de estadistica—y 297 “no expertos”
—estudiantes universitarios de pregrado, en su mayoria alumnos de los “expertos”— a

quienes aplico un cuestionario que le permitid establecer algunas interpretaciones sobre
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los intervalos de confianza asociadas a la media poblacional, presentes tanto en los

estudiantes como en los expertos. Estas interpretaciones fueron:

Estudiantes y expertos asocian el nivel de confianza con el porcentaje de datos
poblacionales que contienen. Por ejemplo, un intervalo con un nivel de confianza del
95%, contiene el 95% de los valores posibles de la poblacion en estudio.

Los estudiantes hacen una interpretacion bayesiana del intervalo de confianza al
suponer que el nivel de confianza es la probabilidad de obtener el parametro dentro
delintervalo.

Estudiantes y expertos no asocian el nivel de confianza con una frecuencia relativa.
Es decir, no comprenden que el nivel de confianza hace referencia a que, si se repite
el muestreo muchas veces, se espera que un porcentaje de los intervalos —dado
precisamente por el nivel de confianza— contenga el parametro poblacional y que,
por lo tanto, existan algunos intervalos que no lo contienen.

Los estudiantes asumen que aumentar el nivel de confianza, manteniendo los demas
datos constantes, conlleva a intervalos menos anchos.

Estudiantes y expertos, en menor grado, asumen que el ancho del intervalo es
directamente proporcional al tamafio de la muestra, es decir, un incremento en el
tamafo de la muestra conduce a que el ancho del intervalo aumente.

Estudiantes y expertos consideran errobneamente que un intervalo de confianza
contiene los valores de la media muestral y no los valores plausibles del parametro
gue se esta estimando —media poblacional—.

Diversas investigaciones siguen reportando este tipo de interpretaciones, lo que sefala la

importancia de continuar desarrollando estudios que promuevan las construcciones

adecuadas y por tanto fomenten la comprensién del concepto de intervalos de confianza
(Cumming et al., 2004; Fidler, 2005; Fidler & Cumming, 2005; Olivo y Batanero, 2007; Olivo,
2008; Kalinowski, 2010; Sarmiento y Osma, 2010; Henriques, 2012; Rangel, 2014; Lépez-
Martin et al., 2016; Henriques, 2016; Wang, Reich & Horton, 2017; De Hierro et al. 2020;
Bataneroy Lépez-Martin, 2020; Camargo Forero, 2023; Sanchez, 2024).

Por otro lado, Behar y Yanez (2009) realizaron un analisis centrado en el nivel de confianza,

con la intencidon de determinar las razones que podrian explicar las interpretaciones

identificadas por Behar (2001). Estos autores reportaron que en la construccién de
intervalos de confianza para la media poblacional u, a partir del Teorema Central del Limite,

se llega a las siguientes expresiones:
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P(X—Zl_%o-/\/ﬁ<,u<)?+zl_go-/\/ﬁ)=1—0((2)

donde X es la media muestral, Z,_a es el percentil de la normal estandar asociado al nivel
2
de confianza, U/\/ﬁ es la desviacion estandar asociada a lavariable aleatoria X y a es el error

que se esta dispuesto a asumir.

Las expresiones (1) y (2) son equivalentes, aunque se puedan interpretar de formas
diferentes: la primera es un intervalo centrado en u y la segunda es un intervalo centrado en
X.La primera puede dar lugar a la interpretacién de que el nivel de confianza hace referencia
a la probabilidad de que el intervalo contenga a X (Behar, 2001; Olivo y Batanero, 2007;
Olivo, 2008). La segunda representa la probabilidad de contener el parametro buscado pu,
esto es, el nivel de confianza (Behar, 2001; Bower, 2003). Diferentes autores, para desligarse
de las malas interpretaciones y resaltar que el caracter aleatorio de los intervalos esta
soportado en X, aconsejan que se use la siguiente expresion:

P{(X —Z1-q, G/\/H'X +7Ziay, U/\/ﬁ) contenga au} =1-a (3).

La expresion (3) resalta que el caracter aleatorio del evento al cual se le asigna valor de
probabilidad es X, lo que, en principio, podria ayudar a evitar algunas de las
interpretaciones descritas anteriormente.

Una segunda explicacion que presentan Yanezy Behar (2009), se relaciona con el hecho de
no asumir la probabilidad que define al nivel de confianza de un intervalo desde el punto de
vista frecuencial. Esto se expresa diciendo que: de cada 100 muestras del mismo tamafno,
en promedio, el (1 — @)100% de los intervalos que se forman con las medias muestrales de
esas muestras, contienen el parametro u. La ausencia de esta interpretacion frecuencial
puede explicar la interpretacion bayesiana mencionada por Behar (2001). De todas
maneras, y es preciso decirlo, este enfoque bayesiano puede estar reflejando una
interpretacion subjetiva de la probabilidad. Esto es, una certidumbre respecto ala presencia
o no del parametro dentro del intervalo, de la misma forma como se le concede al boleto de
loteria comprado un valor de probabilidad de ganarse el premio (Padilla, 2021; Salcedo, et
al., 2011).

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, diversas investigaciones (Teran, 2006;
Callaert, 2007; Chance & McGaughey, 2014) sefialan que ademas de un proceso de
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modelizacién razonado y del abordaje repetido del enfoque frecuencial de la probabilidad,
es necesario un trabajo experimental. Este tipo de trabajo consiste en la realizacion de
simulaciones computacionales, ya que estas permiten que los estudiantes capten en forma
directa la variabilidad muestral y la distribucién del estimador puntual y, por tanto, pueden
facilitar la comprension del efecto producido al variar el nivel de confianzay el tamafio de la
muestra.

Desde el punto de vista didactico, se han desarrollado investigaciones basadas en el disefo
de simulaciones fisicas y/o computacionales cuyos resultados son prometedores. Estos
fortalecen la idea de que la implementacidn de este tipo de estrategias en el aula puede
constituir una herramienta poderosa para favorecer el aprendizaje de los intervalos de
confianza y el nivel de confianza (Pfankuch et al., 2012; Reaburn, 2014; Chance &
McGaughey, 2014). La simulacion brinda oportunidades para que el estudiante perciba la
variabilidad como la distribucion muestral del estadistico-estimador, basado en la
generacion simulada de tantas muestras como se quiera; este proceso lo ayuda a superar
la limitacion practica de contar con una sola muestra. Esta estrategia, junto con la
combinacién de representaciones graficas y multiples perspectivas del mismo concepto,
permite apreciar en forma directa la relacion entre tamafo muestral, nivel de confianzay el
ancho del intervalo (Finch & Gordon, 2025).

En este contexto, esta investigacion busca establecer qué relaciones —adecuadas o no—han
permanecido en el tiempo en profesores de matematicas en formacién después de una
instruccion formal sobre intervalos de confianza; ademas, se propone identificar las
relaciones entre concepciones previas necesarias para la comprension de dicho concepto.
A partir del reconocimiento de las conexiones entre las concepciones involucradas, se
caracterizan las formas de pensamiento que deberian promoverse para favorecer la
construccion del Esquema asociado a los intervalos de confianza. Para atender estas
cuestiones se adopta como marco teéricoy metodolégico la teoria APOE —acrénimo de las
estructuras Accidn, Proceso, Objeto y Esquema—, la cual permite analizar las relaciones
entre las estructuras cognitivas implicadas en la comprension de conceptos y nociones
matematicas. En adelante, las estructuras de la teoria APOE se escribiran con su primera
letra en mayuscula.

Esta investigacion se desarrolla desde un enfoque cualitativo de caracter exploratorio.
Inicialmente, se realiza un analisis tedrico del concepto que orienta el disefio de un
cuestionario y una entrevista semiestructurada, aplicados a 15 profesores de matematicas

en formacidén que previamente habian cursado estadistica descriptiva e inferencial. Através
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de estos instrumentos se exploraron las relaciones entre los conceptos que subyacen a la
comprension de los intervalos de confianza. Como resultado, se propone una
caracterizacion de las relaciones identificadas, estableciendo cuales resultan
fundamentales para su comprension. Finalmente, se plantean futuras lineas de
investigacion desde la perspectiva de la teoria APOE, asi como estrategias didacticas
orientadas a promover la evolucién conceptual de los estudiantes en torno a este concepto.

2. Teoria APOE

La comprension de los intervalos de confianza requiere del establecimiento de un gran
numero de relaciones cognitivas coherentes entre conceptos como poblacién, muestra,
parametro, distribucidon muestral, entre otros. En este sentido, esta problematica se situa
en el ambito cognitivo, ya que involucra la manera en que los individuos construyen,
organizan y evolucionan dichas relaciones para dar sentido al concepto.

Para abordar este problema, hemos incorporado a la teoria APOE como marco tedrico de
investigacion, la cual proporciona un paradigma —tedérico y metodolégico— para analizar la
construccion del conocimiento matematico a partir de las estructuras mentales Accion,
Proceso, Objeto y Esquema. En particular, esta teoria permite estudiar como se establecen
y organizan las relaciones entre conceptos, asi como caracterizar el desarrollo de un
Esquema coherente asociado a los intervalos de confianza. Su uso resulta pertinente ya que
posibilita la obtencion de elementos para una descripcion cognitiva profunda del concepto
a través del modelo denominado Descomposicion Genética.

Lafigura 1, sefiala los principales constructos de la teoria APOE y sus relaciones a través de
algunos mecanismos mentales. La construccion de un concepto o nocidon matematica
inicia a partir de la aplicacion de una Accidon o un conjunto de Acciones sobre Objetos que

un individuo ha construido previamente (Arnon et al., 2014).
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Figura 1
Construcciones mentales que intervienen en el proceso de comprension de un concepto
matematico.

Esquema

Interiorizacién

N

Accion
Proceso

Des-Encapsulacién

Nota. Adaptado de Arnon et al. (2014).

Las Acciones son estructuras que obedecen al conjunto de transformaciones que un
individuo puede aplicar sobre un Objeto para dar lugar a la construccién de nuevo concepto
o nocién matematica. Una Accidn es una estructura que esta condicionada por un estimulo
externo, por tanto, el individuo requiere realizarla paso a paso y de manera sucesiva. En
muchos casos, las Acciones estan asociadas con la aplicaciéon de un algoritmo especifico
que se relaciona con el contexto del problema que se esta abordando. Por ejemplo, en el
caso del concepto de media o promedio de un conjunto de datos, una Accién se asocia con
la capacidad del individuo para encontrar la media o promedio aplicando la formula X =

E—ijfxi) (Mathews & Clark, 2007).

Una Accion se interioriza en un Proceso, cuando el individuo puede reflexionar sobre ella,
es decir, puede realizar dicha transformacién de manera mental sin tener que actuar
externamente sobre los elementos en juego (Arnon et al., 2014). En el caso de la media,
Mathews & Clark (2007) proponen que la interiorizacién se logra, por ejemplo, cuando el
individuo acepta que la media es una medida de tendencia central que es sensible a los
datos atipicosy que, por ende, se necesita mas informacidn para poder describir el conjunto
de datos. Esta concepcidn, en este caso, se distingue por que el individuo se centra en las
propiedadesy caracteristicas de la media como un estimador puntual insesgado.

Un Proceso es dinamico y puede ser el resultado de la interiorizacién de una Accion o de la
coordinacién de varios Procesos. El mecanismo de coordinacién permite que un individuo

construya nuevos Procesos a partir de otros. Por ejemplo, la coordinacién entre el Proceso
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de calculo de medias muestralesy el Proceso de muestreo permite construir el Proceso de
media muestral como variable aleatoria. Asi, cada muestra generada por el muestreo
implica una media muestral particular y viceversa.

Una vez un individuo logra estructurar un unico Proceso, puede encapsularlo en un Objeto.
Como muestra la literatura (Roa-Fuentes y Parraguez, 2017; Arnon et al., 2014), el
mecanismo de encapsulacion es complejo y son pocos los estudiantes que en contextos
educativos tradicionales alcanzan esta estructura (Villabona y Roa-Fuentes, 2016). Un
Objeto es construido cuando elindividuo puede pensar en el Proceso como untodo y aplicar
Acciones sobre él. Por ejemplo, en el caso de la media muestral, cuando elindividuo calcula
la media de las medias, como un mejor estimador de la media poblacional incluyendo sus
caracteristicas y propiedades, es posible afirmar que el individuo ha construido una
estructura Objeto de la media muestral. Esto implica caracterizar una nueva medida junto
con su error estandar. Para mas detalle sobre las estructuras y mecanismos mentales,
consultar Arnon et al. (2014).

Una vez que se han construido los Procesos y Objetos, estos pueden relacionarse de
diversas maneras. Una de ellas es mediante el mecanismo de des-encapsulaciéon, que
surge cuando se requiere retornar al Proceso que dio origen al Objeto, con el fin de
coordinarlo con otros Procesos y generar asi un nuevo Proceso que, a su vez, pueda ser
encapsulado en un nuevo Objeto.

Por otra parte, el Objeto puede ser asimilado por una estructura cognitiva mas amplia, como
un Esquema, o bien, dar lugar a la construccion de un nuevo Esquema a partir del
establecimiento de relaciones —mediante mecanismos mentales— con otras estructuras
previamente construidas. La organizacion e interacciéon de todas las estructuras y
mecanismos mentales relacionados con un concepto o unidad de conocimiento
matematico dan lugar a un Esquema, cuya coherencia le permite al individuo determinar su
utilidad para resolver un problema matematico particular. Asimismo, un Esquema se
caracteriza por su reconstruccidn continua y la actividad matematica del sujeto determina
su evolucién que es posible describir a través de los niveles Intra—, Inter—y Trans— (Trigueros,
2005; Dubinsky, 1991; Arnon et al., 2014).

Las estructuras y los mecanismos mentales relacionados con un concepto o problema
matematico se sintetizan en un modelo cognitivo denominado Descomposicion Genética
(DG). La DG permite describir, inicialmente de manera hipotética, las estructuras y
mecanismos mentales que un individuo puede desarrollar para la construccién exitosa de
un concepto y/o nocidn matematica (Arnon et al., 2014). Una DG preliminar se logra a partir

Revista Latinoamerican:




Luzdari Rangel Ruiz, Solange Roa Fuentes y Diana Villabona
Vol. 28,e793 https://doi.org/10.12802/relime.2025.28.e793

de un Analisis Tedrico del concepto que se quiere construir o el problema que se quiere
resolver.

3. Método de la investigacion: Analisis tedrico y exploracion empirica de
las relaciones

La teoria APOE cuenta con un conjunto de acuerdos explicitos que configuran lo que se
conoce como el Ciclo Metodolégico conformado por tres componentes: i) Analisis tedrico,
ii) Diseno e implementacién de la ensefanza vy iii) Recoleccion y analisis de datos. En esta
investigacion se reportan los hallazgos de la aplicacion de la primera componente: Analisis
Tedrico. Como se muestra en la Figura 2, en el marco de esta investigacion, la componente
incluye una exploracion empirica —a través de la aplicacion de un cuestionario, que en este
caso fue adaptado de Olivo (2008), y una entrevista semiestructurada— de las relaciones
entre concepciones asociadas a la comprension de los intervalos de confianza. Esto se
apoya en el trabajo realizado por 15 profesores de matematicas en formacién que habian
aprobado un curso de estadistica descriptiva y un curso de estadistica inferencial.

Figura 2
Ciclo de Investigacidn de este estudio

Andlisis tedrico
[Incluye exploracién empirica de
relaciones entre conceptos]

Analisis y caracterizacion de relaciones

Nota. Realizacion propia.

El Analisis Tedrico de esta investigacion se fundamenta en la revision de libros de texto —
generalmente utilizados por los profesores en formacion que participan en este estudio—
(Moore, 1995; Wild & Seber, 2000; Wackerly et al., 2002), en los hallazgos reportados en
investigaciones previas y en la experiencia como docentes e investigadoras de las autoras
de este documento. A partir de estos elementos se caracterizan tedricamente algunas
relaciones entre concepciones necesarias para la comprensidon de los intervalos de
confianza. La ausencia de tales relaciones podria explicar las interpretaciones identificadas

en las investigaciones que constituyen los antecedentes de este estudio. Asimismo, se
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plantea una exploracion preliminar con el propédsito de informar empiricamente las
relaciones identificadas tedricamente. Finalmente, se describe la posible actividad
cognitiva, en términos de las estructuras y mecanismos mentales propuestos por la teoria
APOE, asociados a los conceptos involucrados en la construccidon y comprension de los
intervalos de confianza.

La exploraciéon empirica se llevd a cabo mediante la aplicacion de un cuestionario de
preguntas durante entrevistas semiestructuradas, videograbadas y transcritas. Las
preguntas buscan que los participantes expliquen lo que recordaban sobre el conceptoy las
relaciones gue identificaban entre los elementos involucrados en su construccién. Entre
ellas se incluyeron preguntas abiertas como: ¢ cual es la necesidad de construir un intervalo
de confianza?, ;qué motiva su construccion?, ;como se interpreta el nivel de confianza de
un intervalo de confianza?, ;qué relacion existe entre el nivel de confianza y la amplitud del
intervalo? y ¢ como influye el tamano muestral en la amplitud del intervalo y en la precision
de la estimacion?

Estas entrevistas permitieron identificar relaciones entre distintos conceptos evidenciados
en el razonamiento de los profesores en formacién, al responder preguntas que
involucraban los intervalos de confianza y sus niveles de confianza. Los resultados
arrojados por la exploraciéon empirica se utilizaron posteriormente como un medio para
informar el analisis preliminar.

A continuacion, se presentan de manera sintética las relaciones conceptuales
fundamentales para la comprension de los intervalos de confianza identificadas tedrica y
empiricamente. Posteriormente, se explica la actividad cognitiva que puede ser
desarrollada por los individuos al comprender el concepto de estudio; especificamente, se
proponen distintos tipos de relaciones entre las concepciones previas usando los
constructos de la Teoria APOE.

3.1. Relaciones entre Conceptos Informadas Tedricamente

Se han identificado en la etapa de Analisis Teodrico, seis relaciones fundamentales que
permiten explicar las interpretaciones reportadas en las investigaciones previas,
especificamente, en Behar (2001); estas son:

RT1. Relacién entre intervalo de confianza y parametro poblacional: El individuo debe
reconocer que el intervalo de confianza no describe un porcentaje de datos de la poblacién,

sino un conjunto de posibles valores del parametro poblacional.
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RT2a. Relacion entre el nivel de confianza y procedimiento de inferencia: El estudiante
reconoce que el nivel de confianza no representa la probabilidad de que el parametro
poblacional se encuentre dentro delintervalo obtenido; mas bien, constituye una propiedad
del procedimiento estadistico utilizado para construir el intervalo.

RT2b. Relacidn entre nivel de confianza y repeticion del muestreo: Elindividuo interpreta que
el nivel de confianza se fundamenta en la idea de que, si el procedimiento de muestreo se
repite numerosas veces, una proporcion de intervalos igual al nivel de confianza contendra
el parametro poblacional. Esta interpretacion permite comprender el significado
frecuencial del nivel de confianza.

RT2a y RT2b no son relaciones equivalentes, sino complementarias. Mientras que RT2a
establece que el nivel de confianza es una propiedad del procedimiento inferencial y no del
intervalo particular obtenido, RT2b explicita el fundamento de dicha propiedad mediante la
idea de repeticion del muestreo, que permite interpretar el nivel de confianza desde una
perspectiva frecuencial.

RT3. Relacidn entre el nivel de confianza y la amplitud delintervalo: Elindividuo reconoce la
relacion directa entre el nivel de confianza y la amplitud del intervalo: a mayor nivel de
confianza, mayoramplitud delintervalo. Esta relacidon permite comprender el papel del valor
critico de la distribucién en el calculo del error de estimacion.

RT4. Relacidn entre el tamano muestral y precision del intervalo: El tamanfo de la muestra se
relaciona inversamente con el error estandar de la media, de modo que un aumento en el
tamafo muestral conduce a intervalos de confianza mas estrechos. Esta relacion permite
comprender cémo el tamano de la muestra influye en la precisiéon de la estimacion.

RT5. Relacion entre media muestral y parametro poblacional: El estudiante reconoce que el
intervalo de confianza se construye a partir de la media muestral, mientras que su
interpretacion se realiza respecto al parametro poblacional. En este sentido, la media
muestral funciona como estimador puntual del parametro y constituye el centro del
intervalo.

3.2. Relaciones entre Conceptos Informadas Empiricamente

A pesarde que las preguntas planteadas durante el desarrollo de la entrevista eran abiertas,

en muchos casos las respuestas de los participantes se centraron en definiciones o
procedimientos recordados. Sin embargo, se promovié la reflexion sobre sus propias
respuestas, lo que permitid identificar las conexiones que establecen entre los elementos
involucrados al explicar el concepto de intervalo de confianza.

Revista Latinoamer
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Los profesores en formacién entrevistados y cuyos razonamientos se reportan en este
estudio son identificados mediante los seuddénimos Maria, Sergio y Antonio, con el fin de
preservar el anonimato de los participantes. Asimismo, el entrevistador se designa con la
letra E.

Después de reflexionar sobre los diferentes conceptos que intervienen en la construccion
de un intervalo de confianza, y ante las preguntas: ;Cual es la necesidad de construir un
intervalo de confianza? y ;Qué motiva su construccién?, Maria explica que el intervalo se
construye para estimar el valor de la media poblacional a partir de la informacion
proporcionada por una muestra:

Maria: [...] Para hacer como una inferencia sobre... eh, yo quiero hacer una estimacion de
cual es el promedio de la nota de matematicas de los alumnos de sexto grado,
entonces, para eso es que yo utilizo un intervalo de confianza pero lo que hago es...
cojo una muestra aleatoria y eso lo aplico es a esa muestra, entonces sobre esa
muestra es que yo hago una inferencia para decir que... para estimar el valor de ese
promedio de la poblacion, digamos que en este caso la poblacion serian los
estudiantes de sexto grado.

En este caso Maria, a partir de un ejemplo particular, reconoce que el intervalo de confianza
se refiere al parametro poblacionaly no a los datos de la poblacién. Lo que evidencia que ha
construido larelacidon RT1. Porotro lado, en cuanto a lainterpretacion del nivel de confianza,
y su relacion con el procedimiento de construccién del intervalo, Sergio plantea que:

Sergio: Que practicamente de cada 100, de cada 100 muestras que yo tome, de medias de
muestras diferentes que yo tome, aproximadamente 95 van a estar en esa... los
intervalos contienen la media poblacional.

Sergio explica la relacion RT2a a partir de una interpretacion frecuencial del nivel de
confianza, alreconocer que este no describe la probabilidad de que el parametro esté en un
intervalo en particular, sino que hace referencia al comportamiento del procedimiento de
construccion del intervalo bajo muestreo repetido. En contraste, Antonio considera que el
nivel de confianza representa el porcentaje de que el verdadero valor de la media
poblacional esté en el intervalo.

Antonio: [...] si, porcentaje de confianza. Entonces, bueno, con esos datos que me da el
intervalo y hay esa confianza de que el valor verdadero de p esté en ese intervalo.

E: ¢Qué es lo que significa el porcentaje de confianza?
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Antonio: el porcentaje de que el verdadero valor de la media poblacional esté en ese
intervalo.

Antonio realiza una interpretaciéon bayesiana del intervalo de confianza (Behar, 2001; Olivo
y Batanero, 2007; Hoekstra et al., 2014), al atribuir la probabilidad al parametro y no al
procedimiento que genera el intervalo, lo que indica que no ha construido la relacion RT2a.
Por otra parte, Antonio revela un nuevo tipo de interpretacién que no ha sido reportada
explicitamente en la literatura y que se vincula con una falta de establecimiento de RT2a y
RT2b. Antonio concibe el nivel de confianza como un grado de seguridad asociado al
resultado obtenido, lo que sugiere que el intervalo es entendido como una garantia de la
estimacion realizada a partir de la muestra. Esta interpretacion se evidencia en el siguiente
fragmento:

Antonio: Si no estoy mal es, yo sé que guiero estudiar una poblacién, entonces yo saco una
muestra, entonces se quieren estudiar ciertas caracteristicas de la poblacién a
partir de una muestra[...].

E: ¢ Quéinformacion le ofrece ese intervalo que usted construye a partir de la muestra?

Antonio: Bueno, primero debo tener en cuenta el porcentaje de confianza del intervalo [...].
Entonces, bueno, con esos datos que me da el intervalo hay confianza de que el
valor verdadero de u esté en el intervalo.

E: ¢ Qué significa el porcentaje de confianza?

Antonio: Elporcentaje de que el verdadero valor de la media poblacional esté en ese intervalo
[...] ELporcentaje, o sea, la probabilidad.

Podemos notar que Antonio sugiere que el nivel de confianza se relaciona con la fiabilidad
del resultado obtenido a partir de la muestra. De este modo, el significado del nivel de
confianza se desplaza desde una propiedad del procedimiento estadistico hacia una
caracteristica del resultado producido por una muestra especifica.

Maria, ante la pregunta: ;a partir de qué se genera un intervalo de confianza? Interpreta el
nivel de confianza en términos del muestreo.

E: ¢A partir de que genera usted un intervalo? ;Qué tiene que tener para construir un
intervalo?

Maria: Eh, pues los datos, muestras.
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Cuando se le plantea el escenario hipotético de construir intervalos a partir de 100 muestras
con un nivel de confianza del 45% y se le cuestiona sobre la interpretaciéon del nivel de
confianza, Maria responde:

Maria: jAh!, que, de esos 100 intervalos, u va a estar en 45 de ellos.

Maria parece asumir el nivel de confianza como la proporcion de intervalos que contienen
el parametro poblacional cuando el procedimiento se repite multiples veces. Esta
interpretacion se aproxima a la interpretacion frecuencial del nivel de confianza,
ampliamente aceptada en la inferencia estadistica clasica.

Maria, ademas, ofrece evidencias de que ha construido una clara relacién entre el nivel de
confianzay la amplitud del intervalo.

E: Unintervalo de confianza del 45% asociado a una muestra especifica paralamediade una
poblacion (u) es un intervalo mas ancho que elintervalo de confianza del 95%.

Maria: Falso, es mas pequenfo. [...] Porque... Porgue si yo calculara a partir de una muestra
un intervalo de 45% de confianza y uno de 95% entonces el de 95% va a ser mas
grande y eso se ve es por la formula con la que se calcula el intervalo de confianza.

E: ;Cualformula?

Maria: [Escribe en el tablero la expresidon algebraica que da lugar a la construccion del
intervalo de confianza ver Figura 3] Entonces para calcular el intervalo dependo de
esto [seAala Z*]. Entonces en la medida que el nivel de confianza aumente entonces
elintervalo va a ser més grande, o sea, el error va a ser mas grande.

Figura 3
Producciones de Maria durante la entrevista sobre el efecto del nivel de confianza
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Maria reconoce que el tamano del intervalo depende del valor critico asociado al nivel de
confianzay que un mayor nivel de confianza implica intervalos mas amplios. Con respecto
a la conexién entre el tamano muestral, el tamafo del intervalo y la precisién de la
estimaciéon, Maria, inicialmente considera una relacion equivocada, pero la corrige
estableciendo que, al aumentar la muestra, el tamanio del intervalo disminuye mejorando la
precision.

Maria: j{Eh! si aumento...[Silencio] Mentiras, mentiras, es més pequefo. Entonces, entre yo
mas aumenté, pensemos que empecé aqui [dibujando varios intervalos de confianza
ver Figura 4]. Entonces, entre yo mas la aumente [refiriéndose a la muestra], voy a
obtener algo asi[sefialando el intervalo mas estrecho]. Entonces entre mas aumente
[el tamano muestral], mas cercanoy por eso es que va a ser mas preciso el valor que
estoy estimando. [...] Porque cada vez que se va haciendo mas pequefio el error, este
error [senala la expresion que tiene en el tablero] se va a hacer mas pequefio.

Figura 4
Producciones de Maria durante la entrevista sobre el efecto del tamano muestral

En su explicaciéon, Maria ademas relaciona el aumento en el tamano de la muestra con la
reduccién del error asociado a la estimacion, lo que conduce a intervalos mas estrechosy,
por tanto, a una estimacidon mas precisa del parametro, lo que muestra que establece RT4.

Finalmente, en relacién con el vinculo tedrico entre la media muestral y el pardmetro
poblacional (RT5), Antonio describe la finalidad del intervalo de confianza sefialando que:

Antonio: Si no estoy mal es, yo sé que quiero estudiar una poblacién, entonces yo saco una
muestra, entonces se quieren estudiar ciertas caracteristicas de la poblacién a
partir de una muestra. Entonces, uno trabaja con intervalos para encontrar mas o
menos dénde esta el verdadero valor que uno quiere conocer a partir de los datos
de la muestra.
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La explicacion que Antonio ofrece muestra que reconoce la naturaleza inferencial del
intervalo de confianza. En este sentido, establece que los datos de la muestra permiten
aproximarse al verdadero valor de la media poblacional u.

Ademas de las relaciones descritas anteriormente, la exploracién empirica permitié
identificar otras conexiones conceptuales que no han sido reportadas explicitamente en los
estudios previos sobre la comprensién de los intervalos de confianza. Estas relaciones (RE1
y RE2) emergen cuando los estudiantes intentan explicar el significado del intervalo de
confianza o justificar el efecto de algunos de sus elementos sobre sutamano y precision.

RE1. Relacién entre error de estimacion y la precisidon de la estimacion del parametro. A
diferencia de la relaciéon RT4, de caracter estructural, esta relacién emerge en el discurso
del estudiante como una interpretacion conceptual del error de estimacion como medida
de precision. RE1 se evidencid cuando los estudiantes reconocen que la precision de la
estimacién depende del tamafo del error asociado al intervalo. En este sentido, Maria
interpreta que la reduccion del error conduce a intervalos mas estrechos y, por ende, a
estimaciones mas precisas del parametro poblacional.

Maria: Porque cada vez que se va haciendo mas pequeno el error... este error se va a hacer
mas pequeno... entonces como este intervalo es un estimador del yu, entonces este

valor va a estar mas cercano a [.

Maria establece una conexion entre la disminucion del error de estimacion dado por Z,

3o

_a
2

y una mayor precision de la estimacion del parametro.

RE2. Relacion entre el nivel de confianza y el valor critico de la distribucion. Esta relacion se
evidencio cuando los estudiantes reconocen que el nivel de confianza influye en el tamafio
del intervalo a través del valor critico de la distribucidon normal, presente en la expresion
algebraica que da lugar al calculo del intervalo de confianza. Por ejemplo, Maria sefiala que:

Maria: Para calcular el intervalo dependo de esto [seAala el valor critico Z*]. Entonces, en la
medida que el nivel de confianza aumente, el intervalo va a ser mas grande.

La explicaciéon de Maria muestra que puede relacionar el nivel de confianza con uno de los
elementos matematicos que intervienen en su construccion, reconociendo su efecto sobre

el tamafio del intervalo a través del valor critico —Z*—, de la distribucién.
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Las relaciones identificadas a partir de la exploracidén tedrica y empirica presentada en las
secciones 3.1 y 3.2 constituyen una base fundamental a partir de la cual se plantea la
génesis de una Descomposicién Genética del Esquema de intervalo de confianza, que se
desarrolla en la siguiente seccion.

4. La Génesis de una Descomposicion Genética sobre el Esquema del
Concepto de Intervalos de Confianza

La construccién cognitiva de los intervalos de confianza involucra la comprensién de los
conceptos fundamentales descritos en las secciones anteriores, asi como su articulacion
con otros conceptos estadisticos como variable aleatoria, distribucion de probabilidad,
funcién de densidad, distribuciéon normal, entre otros. El anélisis tedrico muestra que la
comprension de estos conceptos y el establecimiento de las relaciones previamente
descritas son necesarias para interpretar adecuadamente el procedimiento de
construccion de los intervalos. Cuando estas relaciones no se establecen dentro de los
Esquemas del individuo, pueden surgir interpretaciones como las documentadas en la
revision de la literatura. Ademas, se destaca que el conocimiento aislado de estos
conceptos no es suficiente, pues su comprension requiere una articulacién coherente
mediante relaciones especificas entre las concepciones involucradas y los mecanismos
cognitivos asociados.

4.1. Concepciones Previas Necesarias

En esta seccidon se describen las estructuras previas que, con base en el analisis tedrico
realizado, se reconocen necesarias para la comprension del concepto de intervalo de
confianza, con base en los aspectos sefialados hasta el momento.

Proceso-Objeto de probabilidad desde un enfoque frecuencial: Esta estructura se evidencia
cuando un estudiante asocia el valor de probabilidad con las repeticiones de un evento y
tiene en cuenta que la frecuencia relativa de los resultados de un experimento aleatorio
tiende a estabilizarse alrededor de cierto numero; que corresponde precisamente a el valor
de su probabilidad. Ademas, el estudiante debe tener en cuenta que, para que se dé esta
convergencia, las diversas repeticiones del experimento deben ser independientes, y que el
valor de probabilidad se obtiene como valor limite.

La concepcién Proceso de probabilidad es requerida en la interpretacién del nivel de
confianza de los intervalos de confianza. Por ejemplo, si un individuo asume un nivel de

confianza del 95%, debe tener claro que, sitoma grupos de 100 muestras del mismo tamafno
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de una misma poblaciéon y construye un intervalo de confianza con base en cada una de
ellas, en promedio en 95 intervalos de cada grupo se espera que esté el parametro que se
desea estimary en los restantes 5, no. Esto esta vinculado con RT2a y RT2b.

Objeto de poblacion: Esta concepcidon se caracteriza por la capacidad del individuo de
asumir la poblacién como un conjunto de valores que son mas o menos posibles de obtener
de acuerdo con su distribucién de probabilidad. A su vez, abarca la idea de que la
distribucién tiene asociados un conjunto de parametros que, aunque son constantes, son
imposibles de conocer con exactitud y que es necesario estimarlos. Los parametros son
caracteristicas particulares de la distribucién de la poblaciény, por lo tanto, su estimacion
implica la realizaciéon de una Accidon sobre el Objeto asociado a la poblaciéon. En este caso,
consideramos el parametro dado por la media poblacional (u). Esta concepcién de
parametro esta enmarcada dentro de la teoria clasica, ya que en la bayesiana se asume que
los parametros son variables aleatorias.

Proceso de muestra aleatoria: Se caracteriza por la capacidad delindividuo para reflexionar
sobre la importancia del criterio de seleccion de la muestra (a partir de un muestreo
aleatorio) y sobre como de esto depende la confiabilidad de los resultados y su
generalizacion. Ademas, el individuo debe ser consciente que el tamaho muestral tiene un
efecto directamente proporcional a la precision de la estimacion de los parametros
poblacionales, lo que se asocia a RT4.

Proceso-Objeto de variable aleatoria: Cuando el individuo asume que una variable aleatoria
permite asignar un valor numérico al resultado de un experimento aleatorio, por ejemplo, el
numero de caras que se obtienen cuando se lanzan n monedas simultdneamente, se dice
que elindividuo evidencia una concepcién Proceso de variable aleatoria. En el caso que nos
ocupa, la media muestral X —que es un estadistico o estimador del pardmetro u— es una
variable aleatoria, porque a cada muestra del mismo tamano tomada de la poblacién, le
asigna un unico valor dado por el promedio de los datos que componen la muestra. Estas
concepciones son necesarias para el establecimiento de RT5.

Las relaciones entre las estructuras aqui descritas deben conducir alindividuo a determinar
que una estimacion puntual no permite ningun grado de confianza respecto a la cercania
del valor buscado. En esta direccion, para que la estimacién tenga probabilidad de acierto
debe incluir todo un conjunto de valores, un intervalo, cuya construccion es precisamente
la que se desea realizar.

La variable aleatoria puede percibirse como un Objeto cuando se establece su distribucién

de probabilidad y cuando el estudiante es consciente de que se le pueden aplicar

Revista Latinoamerican:
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operaciones aritméticas con otras variables aleatorias o con constantes, sin perder su
caracter aleatorio.

Proceso-Objeto de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria: Un individuo
evidencia una concepcién Proceso de distribucién cuando puede describir la forma en la
que se construye la distribucién y se calcula la probabilidad de que la variable asuma los
valores —ya sean discretos o continuos— de un conjunto dado. Ademas, cuando reflexiona
sobre sus propiedades —simetria, valores atipicos, curtosis, etc.— es posible afirmar que
elindividuo ha logrado una concepcion Objeto del concepto de distribucion.

Proceso de Estandarizacion: Esta concepcidn le permite al individuo aplicar el proceso de
estandarizacién para convertir una distribuciéon normal cualquiera a una normal estandar,
preparandolo para construir los limites de los intervalos de confianza con base en el
percentil de la normal estandar asociado al nivel de confianza y representado por Z1—§ —

también llamado Z* o valor critico—. El proceso de estandarizacién respeta las
caracteristicas y propiedades de las distribuciones normales, uno de los objetivos que
persigue la estandarizacién es facilitar el calculo de probabilidades al hacer un cambio de
escala de lavariable aleatoria.

Accion-Proceso del Teorema Central del Limite: Una vez el individuo reconoce que la
distribucién que sigue la variable aleatoria es normal, puede relacionar el Teorema Central
del Limite —TCL—. Precisamente, este teorema indica la forma de obtener una distribucién
aproximada para la variable aleatoria X. Mas especificamente, la distribucién de X es
aproximadamente normal con media dada por el parametro u —que se quiere estimar—y
desviaciéon estandar dada por la misma desviacién de la poblacion dividida por la raiz
cuadrada del tamafio muestral. Algebraicamente toma la forma: X~N (, U/\/ﬁ).

Si bien se podria pensar en una concepciéon Objeto del TCL en la forma de la expresion
anterior, es conveniente que el individuo tenga en cuenta que la distribucién normal se
obtiene como un Proceso que exige la generacion de muchas muestras y, por ende, de
muchos valores para X, idea que puede ayudar a combatir la concepcién bayesiana del nivel
de confianza, lo que se asocia con RT1, RT2ay RT2b.

Objeto de funcion de densidad de probabilidad: si bien en el caso de las variables aleatorias
discretas es suficiente definir la funcién de probabilidad asociada a cada valor posible, lo
que permite su calculoy, por ende, construir una concepcién Proceso. En el caso continuo,
las cosas son diferentes porque los valores posibles no son contables. Para este caso, se
opta por definir una funcién de densidad de probabilidad que permite calcular la
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probabilidad de que la variable tome valores en un intervalo dado. El individuo, por tanto,
debe comprender que la funcion de densidad de probabilidad no arroja probabilidades
directamente. Las probabilidades, en este caso, tienen sentido al pensarse por medio de
intervalos y se calculan como el area bajo la curva que representa a la funcién de densidad
en el intervalo deseado. Siendo X una variable aleatoria continua y su funciéon de densidad,

se tiene P(a <X <b) = fff(x)dx, donde a y b son numeros reales. La construccion de

este Objeto implica la aplicacién de la Accidn dada por la integral definida sobre la funcion
de densidad de probabilidad.

4.2. Relaciones entre Concepciones Previas: Camino de Construccion

Dado que uno de los objetivos finales de la ensefanza de los conceptos estadisticos son
favorecer su interpretacién y su uso en contextos problematicos, a continuacion, se
describen posibles conexiones entre las concepciones previas involucradas en la
comprension de los intervalos de confianza y la capacidad de reconocer cuando este
concepto resulta pertinente para la resolucidon de un problema. Esta articulacién de
relaciones se vincula con la construcciéon de un Esquema coherente. En particular, las
primeras relaciones se establecen a partir de la necesidad de obtener un estimador puntual
de la media poblacional (u), sobre el cual se realizan Acciones, guiadas por la expresion
algebraica, para calcular el intervalo de confianza.

La obtencion del estimador puntual se hace necesaria debido a que la media poblacional
no se puede establecer con exactitud porque no se conoce la distribucion de probabilidad
de la poblacion, se deben obtener aproximaciones o estimaciones. Para ello, se aplica la
Accidon de muestreo sobre el Objeto de poblacién, tomando muestras conformadas por
n datos. Las distintas Acciones de muestreo se interiorizan, a partir de una reflexidon sobre
el tamano de las muestras, en el Proceso de muestra aleatoria. El Proceso de muestra
aleatoria se coordina —a través del operador légico condicional “=”— con el Proceso de
obtencién de las medias muestrales para construir el Proceso de variable aleatoria X en
donde: “una muestra particular = una unica media muestral”. Ademas, el Proceso de
variable aleatoria debe ser visto como una totalidad asociada al estimador puntual; por
ende, se encapsula en el Objeto de variable aleatoria, lo que permite establecer que el
estadistico puntual X, se estructura como estimador del parametro p; esto es posible
gracias al establecimiento de la relacion RTS.

Una vez calculado el estadistico X, surge la pregunta: ;qué tan buena es esta estimacion
puntual? En este punto, el estudiante debe reconocer que, si la muestra cambia, es muy
probable que también cambie el valor del estimador. Un estudiante que posee al menos una
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concepcion Proceso de variable aleatoria puede considerar que cada muestra produce un
valor distinto para X. En consecuencia, resulta necesario analizar este estadistico de
manera global, lo que puede lograrse mediante el establecimiento de su distribucion de
probabilidad.

Para establecer la distribucion de Probabilidad de la variable aleatoria, el individuo aplica
una Accidn (o Proceso, esto esta condicionado por su nivel de comprensién) de verificacion
dada por el Teorema Central del Limite sobre el Objeto de variable aleatoria. Se recomienda
que a través de procesos de simulacion —Acciones computarizadas— el individuo pueda
percibir la forma acampanada de las distribuciones muestrales —es decir del estadistico
X—y, luego de verificar que ademas de la simetria la distribucién cumple con regla del 68-
95-99,7 (Moore, 1995) puede conjeturar que X sigue una distribucién normal con media,
precisamente |1, —que hace de X un estimador insesgado—y con una desviacién estandar

que es inversamente proporcional al tamafio muestral, es decir, X~N (u%) (1).

Construccioén del intervalo de confianza: si bien se cuenta con una concepcién Objeto de
variable aleatoria, que le permite al individuo conocer la distribucién aproximada del
estimador X (expresion 1), se hace necesario llevarla a la normal estandar, proceso que se
conoce como la estandarizacion de la variable aleatoria —Accién (o Proceso) de
estandarizaciéon sobre el Objeto X—, para poder calcular probabilidades, dando lugar a la
expresion (2).

X—p

(o

vn

El objetivo ahora es construir elintervalo de menor tamafo que con cierta probabilidad (1 —

= 7Z~N(0,1) (2)

o) contenga los valores de la variable aleatoria normal. Este intervalo tiene como limites
—Zl_(x/z y Zl_a/z ya que Z sigue una distribucidon normal estandar. El valor (1 — a) es el nivel

de confianzay esta representado en los valores —Zl_a/z y Zl_a/z. Luego se tiene que:
p (—zl_a/2 <7< zl_a/z) =1-a(3)

De aqui en adelante se debe aplicar un tratamiento algebraico: sustituyendo a Z por su valor
en (2), se obtiene:

P (—Zl_a/z < ff/;; < Zl_a/2> =1—aq,(4)

Al despejar u se obtiene:
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P(X—Zl_%(’/\/ﬁ< |J_<X+Z1_oc/20-/\/ﬁ)= 1—a (5)

La expresién (5) define un intervalo centrado en X que contiene al pardmetro p con
probabilidad (1 — a), cuya comprensiéon se debe al establecimiento de RT1. Este intervalo
que, necesariamente, depende del valor de X, tiene la forma:

X+ 7 a, % 6)

La probabilidad 1 — a que es precisamente el nivel de confianza del intervalo. Este valor de
probabilidad se asocia con una variable aleatoria y hace referencia a los posibles valores
que ella puede asumir, lo que se deriva del establecimiento de RT2a y RT2b. Este valor se
interpreta de la siguiente forma: En promedio de cada 100 intervalos construidos con base
en 100 muestras y, por ende, en 100 valores X, (1 —a) *100 de ellos satisfacen las
restricciones dadas en (5), es decir, contienen el parametro .

Ahora bien, la expresién (6) muestra que el intervalo de confianza esta centrado en Xy que
su radio —y, por tanto, su precision— depende del nivel de confianza, de la desviacién
estandar poblacional y del tamano muestral. Los dos primeros factores se relacionan de
manera directamente proporcional con la amplitud del intervalo, mientras que el tamano
muestral lo hace de forma inversamente proporcional, lo que se deriva del establecimiento
de RT3, RT4, RE1 y RE2. En otros términos, la estimacién por intervalo incorpora la
estimacion puntual dada por X, pero reconoce al mismo tiempo la presencia de un margen
de error determinado por estos tres factores, con lo cual se completa la construccion del
intervalo de confianza para la media poblacional pu cuando la desviacién estandar
poblacional es conocida.d

6. Discusiony Conclusiones

Los resultados de la investigacién muestran que la comprension del concepto de intervalo
de confianza implica una complejidad conceptual considerable, pues requiere del
establecimiento de relaciones entre multiples conceptos estadisticos y matematicos.
Cuando estas relaciones no se construyen, los individuos tienden a desarrollar
interpretaciones que pueden constituir obstaculos al abordar problemas que implican el
calculo y la interpretacion de los intervalos de confianza y de sus niveles de confianza
asociados.

Desde la perspectiva de la teoria APOE, el aprendizaje de las matematicas se desarrolla
progresivamente mediante la construccidon de las estructuras Accion, Proceso y Objeto
asociadas a un concepto particular. Sin embargo, cuando la comprension de un concepto
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depende de la articulacién de diversos conceptos previos, el analisis cognitivo debe
centrarse en el Esquema asociadoy en sus niveles de desarrollo; es decir, en la organizacion
coherente de Acciones, Procesos, Objetos, sus mecanismos, y otros Esquemas vinculados
a los conceptos preliminares. En este sentido, el estudio de los intervalos de confianza
resulta especialmente pertinente desde la perspectiva de los Esquemas, dado que su
comprension implica el establecimiento de relaciones entre una diversidad de estructuras
cognitivas.

Uno de los principales aportes de este trabajo consiste en interpretar el intervalo de
confianza en términos de las relaciones conceptuales que pueden conformar su Esquema
cognitivo. El analisis tedrico, que incluye el estudio de las interpretaciones planteadas por
profesores de matematicas en la etapa final de su formacion, permitié identificar un
conjunto de relaciones que articulan los elementos centrales del intervalo de confianza,
tanto en su construccion como en su interpretacion; entre ellas: la relacion entre el nivel de
confianzay la repeticién del muestreo; entre el tamano muestraly el error de estimacion;y
entre el error de estimacion y la precision de la estimacion del parametro.

Este enfoque permite desplazar el debate desde el seflalamiento de errores hacia la
comprension de la organizacion del conocimiento estadistico en torno a este concepto. Lo
que sugiere que muchas de las dificultades reportadas en la literatura (Behar, 2001; Olivo,
2008; Behary Yanez, 2009; Batanero y Lépez-Martin, 2020; entre otros) pueden entenderse
como manifestaciones de una falta de establecimiento de relaciones entre los distintos
componentes del Esquema. Asimismo, la caracterizacidon tedrica y empirica de estas
relaciones permitid aportar nuevas evidencias sobre interpretaciones previamente
documentadasy reconocer otras no reportadas explicitamente. Esto permite proporcionar
elementos fundamentales para el planteamiento de la génesis de una DG del Esquema de
intervalo de confianza, asi como una base tedrica para futuras investigaciones orientadas a
comprendery favorecer su aprendizaje.

Consideramos que la génesis propuesta debe ser complementada mediante el analisis de
como las relaciones entre las concepciones identificadas se constituyen en los tres niveles
de desarrollo del Esquema, Intra—, Inter- y Trans—, y a través de los mecanismos de
asimilacién y acomodacion, con el fin de completar el ciclo de investigacion propuesto por
la teoria APOE. En esta direccién, se propone una linea de investigacién que aborde los
intervalos de confianza como un Esquema en construccion, explorando como evolucionan
las relaciones entre sus componentes y qué mecanismos cognitivos favorecen su
estructuracién. Ello requiere el desarrollo de una DG refinada, sustentada en la

observacion, analisis y verificacion empirica de datos, que permita describir con mayor
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precision como los estudiantes relacionan los distintos conceptos involucrados en la
construccion delintervalo de confianza. De esta manera, no solo seria posible proponer una
DG preliminar, sino también avanzar hacia su validacién empirica.

Los profesores en formacidn entrevistados mostraron una marcada dependencia de la
formula para la construccion del intervalo, evidenciando una comprensién limitada del
procedimiento inferencial que lo sustenta. En términos didacticos, los resultados sugieren
la conveniencia de disefar propuestas de ensefanza que favorezcan la construccion
progresiva de las relaciones dentro del Esquema delintervalo de confianza. En particular, la
ensefanza de este concepto deberia promover que los estudiantes articulen los distintos
conceptos que intervienen en su construccion, tales como el proceso de muestreo, la
variabilidad muestral, el error de estimacidn, el tamano de la muestra y el significado del
nivel de confianza. Desde esta perspectiva, la comprensiéon del intervalo de confianza no
puede reducirse al uso de formulas o procedimientos de calculo, sino que requiere
promover actividades que permitan establecer relaciones entre estos elementos y
comprender su papel dentro del proceso de inferencia estadistica. En este sentido, la
incorporacion de herramientas tecnolégicas que permitan visualizar el efecto de la
variabilidad muestral sobre los intervalos de confianza puede favorecer que los estudiantes
comprendan el caracter inferencial de este concepto. De esta manera, la ensenanza de los
intervalos de confianza puede orientarse hacia la construcciéon de un Esquema mas
articulado, en el que los estudiantes articulen el muestreo, la variabilidad, el error de
estimaciony el nivel de confianza dentro del proceso de inferencia estadistica.
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