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EDITORIAL

REVISTAS DE CORRIENTE PRINCIPAL:
RELIME Y JCR — JOURNAL CITATION REPORTS

MAINSTREAM JOURNALS: RELIME AND JCR

RICARDO CANTORAL

Cinvestav-1PN México

Cerca de 40 anos tiene de existencia el Journal Citation Reports (JCR) de Web
of Science (WoS), cuyo fin es identificar a las revistas de corriente principal al
nivel mundial analizando sus tendencias en el factor de impacto de sus citas y
coadyuvando en su estrategia de publicacion.

El JCR es un recurso dinamico que sitia su objetividad en aspectos
bibliométricos, en los que se confia (aun con una mirada critica) en el ambito
cientifico internacional, se trata del tinico recurso desarrollado por expertos
indepenientes de editoriales. La Relime — Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matematica Eduativa ingreso a la lista de revistas de corriente
principal en el afio 2008 y se ha mantendio por 13 afios.

El indice contiene, en este afio, 12,171 revistas de 83 paises ubicadas en 286
categorias de investigacion. Se agregaron 351 nuevas revistas y salieron algunas
otras en 2020. Incluye a 9370 revistas cientificas y 3486 revistas en ciencias
sociales donde incluye a las de matemadtica educativa, educacion de las cienciasy
las matematicas entre otras.

Dicho indice se mantiene por expertos quienes vigilan los 28 criterios de
evaluacion de revistas y vigilan el cumplimiento de estandares de impacto y
calidad. Sin embargo, para disponer de una vision multidimensional del impacto
se necesita de algo mas que una mera cifra. Se observan las relaciones entre las
citas con articulos, revistas y visualizaciones, asi como datos enlazados junto
a estadisticas descriptivas. Esto explica que revistas en un diferentes categoria
del conocimiento tengan alto o bajo impacto si se les compara con otras areas del
conocimiento, se debe por tanto ubicar a la revista en su comunidad de referencia.

Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa (2021) 24 (3): 243 -244.
ATE DOI: 10.12802/relime.21.2430



244 R. CANTORAL

En ese sentido, se evalua el perfil de cada revista con diversas métricas
que llaman “inteligentes”, en las que se incluyen: Journal Impact Factor
(JIF), percentil promedio de JIF, articulos y citas de acceso abierto, aportaciones
por region y afiliacion de los autores, puntuacion Eigenfactor y vida media
de citaciones.
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Cantoral, R.(2019). Formas de difusion institucional del conocimiento: un papel para Relime.
En Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdatica Educativa, 22(3), 255-260.
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ALEXANDER BETANCUR SANCHEZ, SOLANGE RoA FUENTES, SILVIA JULIANA BALLESTEROS

UNA DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR DEL CONCEPTO
DE EIGENVALOR Y EIGENVECTOR:
EL ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO COMO SUSTRATO EN
LA CONSTRUCCION DE MODELOS COGNITIVOS

A PRELIMINARY GENETIC DECOMPOSITION OF THE CONCEPT OF
EIGENVALUE AND EIGENVECTOR: THE ANALYSIS OF TEXTBOOKS AS A SUBSTRATE
IN THE CONSTRUCTION OF COGNITIVE MODELS

RESUMEN

En la teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema)
el diseno de una descomposicion genética es resultado
del Analisis Tedrico (primer componente del ciclo de
investigacion de la teoria) donde el andlisis de libros de
texto es uno de los elementos a considerar. Sin embargo, a
la fecha de este reporte no se encuentran publicaciones que
den cuenta de como realizar el analisis de libros de texto y
el proceso detras de la construccion de una descomposicion
genética. En este escrito se usan los criterios propuestos por
Campos (2017) para analizar tres libros de texto de algebra
lineal, especificamente en relacion al concepto de eigenvalor
y eigenvector junto con una metodologia que da cuenta del
disefio de una descomposicion genética preliminar para
el concepto de eigenvalor y eigenvector sobre operadores
lineales considerando: el insumo del analisis de libros de texto,
los reportes de investigacion existentes y la experiencia de los
investigadores como profesores y estudiantes.

ABSTRACT

In APOS theory (Action, Process, Object, Scheme), the design
of a genetic decomposition is the result of Theoretical Analysis
(first component of the theory’s research cycle) where textbook
analysis is one of the elements to be considered. However, as
of the date of this report, there are no publications on how
to perform textbook analysis and the process behind the
construction of a genetic decomposition. In this writing, the
criteria proposed by Campos (2017) are used to analyze three

PALABRAS CLAVE:

- Eigenvalores y Eigenvectores
- Teoria APOE

- Descomposicion genética

- Libros de texto

KEY WORDS:

- Eigenvalues and Eigenvectors
- APOS Theory

- Genetic decomposition

- Textbook o
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246 A. BETANCUR SANCHEZ, S. ROA FUENTES, S. J. BALLESTEROS

linear algebra textbooks, specifically in relation to the concept
of eigenvalue and eigenvector along with a methodology that
accounts for the design of a preliminary genetic decomposition
for the concept of eigenvalue and eigenvector on linear
operators considering: the input of textbook analysis, existing
research reports and the experience of researchers as teachers
and students.

RESUMO

Nateoria APOE (Action, Process, Object, Scheme), a concepgao
de uma decomposicdo genética ¢é resultado da Analise Tedrica
(o primeiro componente do ciclo de investigacdo da teoria)
onde a andlise de livros de texto ¢ um dos elementos a ser
considerado. No entanto, a data deste relatdrio, ndo existem
publicagdes que déem conta de como realizar a analise dos
livros escolares ¢ do processo por detras da constru¢do de uma
decomposicdo genética. Neste artigo utilizamos os critérios
propostos por Campos (2017) para analisar trés manuais de
algebra linear, especificamente em relagdo ao conceito de
autovalor e autovector, juntamente com uma metodologia
que da conta da concep¢do de uma decomposi¢do genética
preliminar para o conceito de autovalor e autovector em
operadores lineares considerando: o contributo da analise de
manuais escolares, relatdrios de investigagdo existentes e a
experiéncia de investigadores como professores e estudantes.

RESUME

Dans la théorie APOS (Action, Process, Object, Scheme), la
conception d’une décomposition génétique est le résultat d’une
analyse théorique (premiére composante du cycle de recherche
de la théorie) ou I’analyse des manuels est I'un des éléments
a prendre en compte. Cependant, a la date de ce rapport, il
n’existe aucune publication qui rende compte de la maniére
de réaliser I’analyse des manuels scolaires et du processus de
construction d’une décomposition génétique. Dans cet article,
nous utilisons les critéres proposés par Campos (2017) pour
analyser trois manuels d’algébre linéaire, spécifiquement en
relation avec le concept de valeur propre et de vecteur propre
ainsi qu’une méthodologie qui rend compte de la conception
d’une décomposition génétique préliminaire pour le concept
de valeur propre et de vecteur propre sur les opérateurs
linéaires en considérant : I’apport de I’analyse des manuels, les
rapports de recherche existants et 'expérience des chercheurs
en tant qu’enseignants et étudiants.

(co) Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021
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1. INTRODUCCION

El objetivo principal de este estudio es dar cuenta del desarrollo de la primera
componente del ciclo de investigacion que propone la teoria APOE (Acréonimo
de Accién, Proceso, Objeto, Esquema), Analisis Tedrico (Arnon et al., 2014).
Principalmente mostrar como el analisis de tres libros de texto (Poole, 2011;
Del Valle, 2011; Hoffman y Kunze, 1973), contribuye en la formulacion de
una descomposicion genética (DG) preliminar del concepto de eigenvalor y
eigenvector. Dada la naturaleza cognitiva de la teoria APOE, las investigaciones
que la toman como fundamento parten de las definiciones matematicas de los
conceptos. Por tanto, resulta de gran interés sefialar la relevancia del analisis de
libros de texto como punto de partida, que promueve la articulacion de resultados
de otras investigaciones y la experiencia de los investigadores para ponerlos todos
juntos en un modelo cognitivo (DG).

En Matematica Educativa los libros de texto juegan un rol fundamental
en la comunicacién y preservacion del conocimiento que se actualiza en
procesos educativos. Expresan el producto de una red de conexiones culturales,
econdmicas, politicas e historicas, en donde se destacan como repositorios validos
de conocimiento y recursos culturales importantes de comunicacion. Los libros
de texto se han utilizado como un recurso para la presentacion de problemas,
como un medio para apoyar la instruccion en el aula por parte del docente y para
el estudiante como un medio para orientar el autoaprendizaje (Occelli y Valeiras,
2013; Fan, 2013).

A pesar de la relevancia de los libros de texto en la formulacion de una DG, la
teoria APOE no propone qué criterios utilizar para su analisis, ni una metodologia
a seguir para tenerlos en cuenta, por tanto, en este articulo buscamos visibilizar su
papel. A continuacion, se muestra una vision general de investigaciones realizadas
sobre los libros de texto en nuestra disciplina, que permite ubicar el estudio que
se reporta en este escrito.

2. Los libros de texto y la investigacion en Matematica Educativa

La investigacion sobre los libros de texto en Matematica Educativa se ha venido
consolidando en los ultimos afios. Una evidencia de esto es el desarrollo de la
International Conference on Mathematics Textbook Research and Development
(ICMT, por sus siglas en inglés, 2014). Los libros de texto han ocupado a grupos de
discusion en sesiones consecutivas del International Congress on Mathematical
Education (ICME, por sus siglas en inglés), ICME-10, ICME-11 e ICME-13.

Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021  [[(c<) RN



248 A. BETANCUR SANCHEZ, S. ROA FUENTES, S. J. BALLESTEROS

Fan (2013) y Fan, Zhu y Miao (2013) dan cuenta de la dindmica que sigue la
investigacion sobre libros de texto. Estos autores se refieren a cuatro categorias
en los temas de investigacion: (1) papel de los libros de texto, (2) analisis y
comparacion de libros de texto, (3) uso de los libros de texto y otras areas (por
ejemplo, la relacion entre el libro de texto y el aprendizaje de los estudiantes)
y (4) otros que no corresponden a las categorias anteriores. Como mostramos
a continuacion, en el contexto Latinoamericano se identifican algunas de las
categorias mencionadas entre otras que permiten ampliar el panorama.

El Comité Latinoamericano de Matematica Educativa (CLAME) ha
publicado en el Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (ALME)
investigaciones relacionadas con libros de texto; sin embargo, estas son escasas.
En ALME 31, por ejemplo, se presentan estudios que involucran analisis de libros
de texto para: estudiar el pensamiento critico de los docentes en relacion a los
problemas presentados en los libros de texto (Ruiz-Estrada, Slisko y Nieto-Frausto,
2018), discutir las reformas educativas que ha sufrido el pais de México (Ibarra,
2018) e identificar los significados y representaciones que son promovidos o no
por los libros de texto en relacion a un concepto (Osorio y Diaz-Levicoy, 2018).

En ALME 32 los estudios reportados destacan el analisis de libros de
texto para: reconocer cOmo se presenta y caracteriza un concepto, el tipo de
problemas y sus representaciones (Amaro, Hernandez y Slisko, 2019); también se
identifican estudios con una intencion epistemologica, encaminada en identificar
significados (Pérez y Cantoral, 2019; Paz-Corrales y Cantoral, 2019; Giacoleti-
Castillo y Cordero, 2019).

Investigadores como Cook y Stewart (2014), Cook, Zaskis y Estrup (2018) y
Campos (2017) han tomado algunos aspectos presentados en 1987 por Harel para
analizar libros de texto, especificamente de Algebra Lineal (AL). Cook, Zaskis
y Estrup (2018), por ejemplo, usan dos criterios: la secuenciacion de contenido y
el material introductorio, para estudiar la presentacion y desarrollo del producto
de matrices en 24 libros de texto de AL. Como secuencias principales del
contenido se destacan tres: 1. Iniciar con el producto Matriz-vector Ax como una
combinacion de las columnas de A4, 2. Iniciar con Ax como un producto punto de
los renglones de A por el vector columna x, y 3. Iniciar con AB como el producto
punto entre los renglones de A con las columnas de B. La discusion desarrollada
en Cook, Zaskis y Estrup (2018) se ocupa principalmente de las secuencias 1
y 3. Los autores categorizan estas secuencias en dos enfoques, para la primera
secuencia el concepto puede entenderse utilizando otros conceptos y elementos
conocidos, enfoque denominado isomorfizacion; y para la tercera secuencia, el
concepto puede entenderse mas adelante una vez se reconozcan otros conceptos
mas avanzados, enfoque denominado aplazamiento. Aunque estos dos enfoques
parecen distantes o se muestran en aparente contradiccion, los investigadores

(co) Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021
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enfatizan en la importancia de indagar a fondo sobre tales secuencias para contar
con evidencia empirica que muestre las implicaciones en el aprendizaje de los
estudiantes. Ademas, se propone la necesidad de investigar sobre aspectos que
podrian articularse y ser complementarios en las dos secuencias, asi como de qué
manera podrian incorporarse en la ensenanza.

Desde nuestra perspectiva, Cook, Zaskis y Estrup (2018) muestran la
necesidad de precisar a partir de la secuencia presentada por los libros de texto,
sus implicaciones en la comprension que los estudiantes pueden lograr de un
concepto determinado. Postulamos que la necesidad de esta mirada cognitiva
puede ser suplida a través del uso de la teoria APOE, dado que es posible
reconocer las estructuras y mecanismos mentales involucrados en las secuencias
de instrucciéon para un concepto. Asimismo, dar cuenta de las relaciones,
conexiones y transformaciones que un estudiante puede realizar sobre el concepto
y como esto puede dar cuenta de una comprension mas profunda.

A continuacion, destacamos algunos elementos de la teoria APOE, que
en adelante nos permiten comunicar con precision no solo las secuencias en la
presentacion del concepto de eigenvalor y eigenvector en tres libros de texto, sino,
plantear hipotesis sobre sus implicaciones en la comprension que pueden lograr
los estudiantes a partir de alimentar un modelo cognitivo hipotético.

3. LA TEORIA APOE

La teoria APOE permite describir como puede construir los conceptos
matematicos un estudiante y aporta orientaciones para su enseianza. Desde APOE
se propone que los estudiantes comprenden (aprenden) los conceptos y/o nociones
matematicas cuando construyen y usan ciertas estructuras mentales a partir de un
mecanismo general denominado por Piaget como abstraccion reflexiva. Como
casos particulares del mecanismo de abstraccion reflexiva Dubinsky define
los mecanismos de interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y reversion,
entre otros, que permite la aplicacion de Acciones sobre Objetos construidos
previamente e iniciar la estructuracion de nuevos Objetos (Arnon et al., 2014).

A continuacion, se describe como evoluciona en la mente de un estudiante
sus concepciones sobre un concepto K segin Arnon et al., (2014). Para un concepto
matematico K, un estudiante tiene una concepcion Accion de K, si depende de
indicaciones externas para aplicar transformaciones sobre Objetos previos
(elementos necesarios para iniciar la construccion de K). Al reflexionar sobre las
Acciones que realiza puede hacer modificaciones en la mente sin seguir un paso
a paso, se dice que ha interiorizado la Accion en un Proceso. El transito de una
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estructura Proceso del concepto K a una estructura Objeto esta determinado por
el mecanismo de encapsulacion. Este mecanismo es motivado por una actividad
matematica que requiere concebir el Proceso como un todo y determinar el
tipo de Acciones que puede aplicarle al Objeto. Con respecto al concepto K el
conjunto de Acciones, Procesos, Objetos y otras estructuras subyacentes que se
relacionan coherentemente forman un Esquema del concepto K (Arnon et al.,
2014). En la teoria se entiende que el aprendizaje es dinamico y en la medida que
se construyan relaciones y transformaciones de forma consciente o inconsciente
entre Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas evoluciona el Esquema. La
triada intra, inter y trans permite caracterizar las relaciones construidas entre las
estructuras del Esquema ya sea por asimilacion o acomodacion y dar cuenta de su
desarrollo (Trigueros, 2018).

La descripcion de las estructuras y mecanismos mentales asociados a un
concepto particular se denomina en APOE como descomposicion genética (DG);
esta corresponde a un modelo cognitivo sobre como un estudiante puede llegar a
comprender una porcion de conocimiento matematico y es considerada el corazén
de la teoria.

En lo que sigue se precisa el ciclo de investigacion en el marco de la teoria
APOE y como lo usamos en este reporte. También se destaca el analisis de libros
de texto como un elemento clave en la formulacion de una DG preliminar.

4. METODO DE LA INVESTIGACION

El método de investigacion de la teoria APOE se define a través de tres
componentes que interactuan entre si: Analisis tedrico, Disefio e implementacion
de la enseflanza y Recoleccion y analisis de datos (Arnon et al., 2014). Algunos
estudios han publicado el desarrollo de las tres componentes (Salgado y
Trigueros, 2014; 2015; Parraguez y Oktag, 2010; Roa-Fuentes y Parraguez, 2017),
otros consideran detenerse a profundidad en disefio y desarrollo del Analisis
teorico (Gonzalez y Roa-Fuentes, 2017, Roa-Fuentes y Oktag, 2010, Campos,
2017); estos generalmente proponen una DG preliminar que funge de hipdtesis
sobre como puede ocurrir el aprendizaje de un concepto. En este reporte nos
centramos en el Analisis tedrico, entendiendo que es la base para la aplicacion
del ciclo y el desarrollo de futuros estudios (Roa-Fuentes y Oktag, 2010). Como
ya mencionamos, interesa examinar como los libros de texto contribuyen en la
formulacion de una DG preliminar, discusion que continuamos en la siguiente
seccion a partir de resultados de otras investigaciones en Matematica Educativa
sobre el concepto de interés, eigenvalor y eigenvector.
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4.1. El andlisis de libros de texto como elemento clave en la formulacion de una
descomposicion genética preliminar

En Arnon et al.,, (2014) se reconoce el estudio de libros de texto como un
insumo para el analisis tedrico, asi como los reportes de investigacion, estudios
epistemologicos y la experiencia de los investigadores sobre una nocion o concepto
matematico. En particular, el analisis de libros de texto entorno a un concepto
permite identificar estrategias pedagogicas para su ensefanza, aspectos clave
para el analisis de los datos y otras consideraciones para explicar como sucede
el aprendizaje. Como destacan Cook y Stewart (2014) y Cook, Zaskis y Estrup
(2018) es fundamental analizar varios libros de texto para reconocer encuentros y
tensiones en las orientaciones pedagogicas motivando la reflexion y el disefio de
investigaciones que den cuenta de su pertinencia o complementariedad.

La construccion de un concepto matematico no sigue un camino unico.
Arnon et al., (2014) aclaran que pueden considerarse diferentes descomposiciones
genéticas para un concepto. Por ejemplo, para la TL Roa-Fuentes y Oktag (2010;
2012) proponen dos DG’s: la primera parte de la aplicacion de Acciones sobre
vectores especificos y la segunda de una estructura Objeto de funciones definidas
entre espacios vectoriales de dimension finita (Transformaciones). Tales
modelos obedecen en parte a la presentacion que los libros de texto realizan del
concepto, sus implicaciones sobre las estructuras y los problemas propuestos. En
concordancia con Kilpatrick (2014) sabemos que el aprendizaje de los estudiantes
esta condicionado en parte, tanto por materiales fisicos, por ejemplo, los libros de
texto, como por el uso y/o interpretacion que el profesor hace de ellos.

Desde la perspectiva de esta investigacion, considerando los criterios
propuestos por Campos (2017) se analiza tres libros de texto, especificamente,
identificando el desarrollo de los conceptos de eigenvalor y eigenvector. A través
de tales criterios, los cuales describimos mas adelante, buscamos rastrear e
identificar conocimientos previos, qué avances son requeridos y como podrian
promoverse de manera que tengan lugar nuevas estructuras mentales y se
progrese en la comprension del concepto de eigenvalor y eigenvector. Tal andlisis
permite integrar a la reflexion sobre la construccion de conocimiento matematico
otro “interlocutor” al didlogo, de tal manera que la DG preliminar sea el resultado
de una deliberacion profunda desde diferentes perspectivas.

En relacion a las estructuras sobre el concepto de eigenvalor y eigenvector
en matrices, Salgado y Trigueros (2014) reportan caracteristicas de las estructuras
Accion, Proceso y Objeto para el concepto, lo cual es un antecedente importante
en el presente reporte; a continuacion, se describen tales estructuras.
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4.2. Accion, Procesoy Objeto: eigenvalores y eigenvectores a partir de matrices

Enestaseccionsepresentade manerasintéticauna DG previapresentadaporSalgado
y Trigueros (2014) que propone la construccion de los eigenvalores y eigenvectores
a partir del concepto de matriz. La descripcion de las estructuras que se muestra a
continuacionson el filtroinicial conel cual se dapasoal analisis de los libros de texto.

Accion: se reconocen los eigenvalores y eigenvectores en algunos contextos,
pero en otros se realizan solo procedimientos sin llegar a conclusiones correctas;
no es posible explicar si un escalar o vector es un eigenvalor o eigenvector de una
matriz dada. Existe una dependencia de alguna indicacion externa, por ejemplo,
en R? o R3 para la cual es posible graficar los vectores v y Av para determinar
si son paralelos. Por otra parte, al realizar un procedimiento sobre la ecuacion
caracteristica (A—\/)v =0 se dan conclusiones equivocadas como: “el vector cero
es un eigenvector de la matriz 4 (Salgado y Trigueros, 2014).

Proceso:escaracteristicoreconocereigenvaloresyeigenvectoresdeunamatriz
sin necesidad de recurrir necesariamente a un procedimiento sobre la ecuacion
caracteristica (A—A/)v =0, es decir, el estudiante puede reconocer propiedades de
la matriz o sus relaciones con otros conceptos del AL que le permiten explicar y
justificar situaciones que involucran los eigenvalores y eigenvectores. También,
se entiende claramente que un efecto de transformacion de un vector bajo una
matriz donde los vectores Av y v sean paralelos determina que v es un eigenvector
y el escalar que los iguala es el eigenvalor. Asi, el signo del escalar se asocia e
interpreta en relacion con la direccion del eigenvector (Salgado y Trigueros, 2014).

Objeto: se reconocen claramente propiedades de los eigenvalores y
eigenvectores de una matriz. Hay conciencia de ciertas relaciones con otros
conceptos y se actiia sobre los eigenvalores y eigenvectores para explicar o
justificar alguna situacion, por ejemplo, diagonalizar una matriz. También, se
reconocen los espacios propios o eigenespacios asociados a un eigenvalor, se
pueden realizar comparaciones entre eigenespacios e identificar propiedades, por
ejemplo, la dimension asociada a cada eigenespacio (Salgado y Trigueros, 2014).

En lo que sigue, describimos los criterios propuestos por Campos (2017)
especificamente en términos del concepto de eigenvalor y eigenvector dando
cuenta de la manera en que son usados en este estudio.

4.3. Criterios para el andlisis de los libros de texto y elaboracion de una
descomposicion genética preliminar

El primer criterio, Estructura General del texto, busca identificar la secuencia
de los conceptos, su dependencia, conocimientos previos y las orientaciones
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propuestas con el fin de reconocer parte de la intencion pedagogica del libro para
el concepto de eigenvalor y eigenvector. El segundo, Presentacion y definicion de
los conceptos, se enfoca en analizar codmo tiene lugar el concepto, lo que impulsa
su definicién y el reconocimiento de las estructuras y mecanismos mentales
que podrian estar presentes. Los Ejemplos y ejercicios corresponden al tercer
criterio que busca rastrear y descifrar como pueden estar siendo promovidas las
estructuras mentales Accion, Proceso, Objeto y Esquema para el concepto de
eigenvalor y eigenvector por el texto. Finalmente, el criterio Lector modelo, busca
identificar cuales estructuras, aunque no fueron promovidas explicitamente,
son asumidas por el texto para abordar problemas o nuevos aprendizajes. Tal
reconocimiento de las estructuras y mecanismos ayuda a completar el panorama
en relacion a la estrategia que sigue el libro de texto para que el lector alcance
una comprension profunda del concepto. En el desarrollado de los criterios se
usan como referentes: las definiciones generales de las estructuras y mecanismos
mentales (Arnon et al., 2014), la descripcion de las estructuras para el concepto de
eigenvalor y eigenvector por Salgado y Trigueros (2014), ademas, de los insumos
de otras investigaciones relacionadas con el concepto, asi como de la experiencia
de los investigadores como profesores y estudiantes.

En Campos (2017) se usan los criterios para analizar el libro Linear Algebra
(Friedberg y otros, 2003) e identificar una aproximacion al camino cognitivo sigue
libro para el aprendizaje del concepto de eigenvalor y eigenvector. La diferencia
principal del presente estudio con Campos (2017) es que usamos los criterios para
analizar tres libros de texto de AL: Poole (2011), Del Valle (2011) y Hoffman y
Kunze (1973), con el propdsito de tener un insumo de tal manera que el didlogo
entre los investigadores y los reportes de investigacion al respecto, abran paso al
diseno de una DG preliminar para eigenvalores y eigenvectores sobre operadores
lineales. El interés del estudio no es reconocer la posible DG que sigue cada libro
de texto para el aprendizaje del concepto.

En el contexto de una universidad publica en Colombia dichos libros de
textos son usados en diferentes niveles de escolaridad, en particular el Hoffman y
Kunze (1973) es implementado para cursos de postgrado en matematicas.

Los momentos desarrollados en el analisis en los libros de texto fueron seis:
1. Revisar tabla de contenido, prefacio y recomendaciones para el estudiante y
/o profesor. 2. Estudiar secciones anteriores al concepto de interés. 3. Identificar
formas de introducir y definir los conceptos, posibles estructuras y mecanismos
mentales requeridos. 4. Revisar ejemplos e identificar posibles estructuras y
mecanismos mentales requeridos y como se promueven. 5. Analizar ejercicios y/o
problemas e identificar posibles estructuras y mecanismos mentales requeridos
y como se promueven. 6. Reflexionar de forma global sobre las estructuras
necesarias y los mecanismos mentales involucrados para el aprendizaje del
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concepto. Tales momentos destacan la operatividad de los criterios de analisis de
los libros de texto.

Con el insumo obtenido del analisis de los tres libros textos los investigadores
discutieron los puntos de encuentro, complementariedad y de tension involucrando
en el didlogo reflexivo los reportes de la literatura. En la Figura 1 se precisa la
dinamica de las reflexiones dirigidas hacia la constitucion de la DG preliminar,
ciclos entre las estructuras y mecanismos mentales relativos a conocimientos
previos y presentacion de la definicion, estructuras y mecanismos promovidas en
los ejemplos y ejercicios, por otra parte, las estructuras y mecanismos mentales
descuidados y las observaciones identificadas en los reportes de investigacion
sobre el concepto en cuestion. La interaccion en diferentes direcciones entre los
elementos destacados en la Figura 1 da paso en la reflexion de los investigadores
a una hipoétesis sobre como puede ocurrir el aprendizaje y tiene lugar entonces la
propuesta de una DG preliminar.

Estructuras y mecanismos Estructuras y Mecanismos
Mentales previos a la e Mentales promovidos en
definicion ejemplos y ejercicios

I |

Estructuras y mecanismos Mentales
no evidenciados; resultados de
la literatura reportada

Figura 1. Ciclo para la elaboracion de una descomposicion genética
preliminar teniendo como insumo principal el andlisis de
libros de texto

5. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO Y DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR PARA
EIGENVALOR Y EIGENVECTOR

En lo que sigue se exponen aspectos relevantes en relacion con los primeros tres
criterios de analisis para los libros de texto de Poole (2011), Del Valle (2011) y
Hoffman y Kunze (1973). El criterio Lector Modelo y las reflexiones sobre los
reportes de investigacion en Matematica Educativa se articulan a la discusion
para luego dar paso a la presentacion de una DG preliminar para el concepto de
eigenvalor y eigenvector sobre operadores lineales.
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3.0 Introduccién: matrices en accidén
31. Operaciones con matrices
3.2 Algebra matricial
= | 1.0 Introduccién: el juego de la pista de 3.3 La inversa de una matriz
% carreras 3.4 La factorizacién LU
% 1.1 Geometria y algebra de vectores 3.5 Subespacios, bases, dimension y
© | 1.2 Longitud y angulo: el producto punto m | Rank
1.3 Rectas y planos T; 3.6 Introduccion a las transformaciones
1.4 Aplicaciones E lineales
2.0 Introduccion: trivialidad Y | 3.7 Aplicaciones
2.1 Introduccidn & los sistemas de 4.0 Introduccion: un sistema dindmico
ecuaciones lineales de grafos
2.2 Métodos directos para resolver sistemas 4.1 Introduccion a eigenvalores y
lineales eigenvectores
2.3 conjuntos generadores e independencia 4.2 Determinantes
'g lineal 4.3 Eigenvalores y Eigenvectores de
E 2.4 Aplicaciones matricessn X n
2 | 2.5 Métodos iterativos para resolver 4.4 Semejanza y diagonalizacién
< sistemas lineales g 4.5 Métodos iterativos para calcular
E eigenvectores
2 | 4.6 Aplicaciones y el teorema de
Y | Perron-Frobenius

Figura 2. Contenido de los primeros cuatro capitulos en Poole (2011)

5.1. Estructura general de los libros de texto

Algebra lineal una introducciéon moderna (Poole, 2011) inicia con el trabajo sobre
vectores en R?y R3, para luego desarrollar definiciones generales de operaciones
para vectores en R". En los cinco primeros capitulos no hay referencia explicita
a la definicion de espacio vectorial, sin embargo, conceptos como: combinacion
lineal, dependencia e independencia lineal, conjunto generador, espacio generado
y base se definen en R” y matrices, antes del capitulo de espacios vectoriales.
En la seccion 3.6 (ver Figura 2, tabla de contenido) se presenta la definicion
de TL como una funcion T:R"—R"™ que preserva combinaciones lineales, para
rapidamente centrar la discusién en su representacion matricial. El capitulo 4
da paso a la presentacion del concepto de eigenvalor y eigenvector, iniciando
con una discusion centrada en un “Sistema dindmico de grafos”. En el capitulo
6 se expone con mayor profundidad el concepto de TL gracias a la formulacion
general del concepto de Espacio Vectorial. Ahora bien, en este texto no se
encontro referencia a eigenvalores y eigenvectores en operadores lineales, aun
mas, el término operador lineal solo es referido dos veces y no es en relacion con
el concepto de interés.
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Por su parte, Algebra lineal para estudiantes de ingenierias y ciencias (Del
Valle, 2011) se refiere a matrices y sistemas lineales en los dos primeros capitulos.
Los espacios vectoriales corresponden al capitulo tres donde se hace mencién
sobre vectores en R? y R?, luego la atencion se concentra en R”, el espacio de
polinomios y el espacio de funciones. Asi, la exposicion sobre TL cubre un
panorama amplio y denso, es en este contexto donde tiene lugar la definicion de
operador lineal (Figura 3) y eigenvalor y eigenvector.

Definicién 5.7 SiT € .Z(E,E); es decii; T es una transformacion lineal de un espacio E en si mismo,
se acostumbra decir que T es un operador lineal en el espacio E.

Figura 3. Definicion de operador lineal (Del Valle, 2011, p. 426)

El libro Algebra Lineal de Hoffman y Kunze (1973) inicia con la definicion
de ecuaciones lineales y el concepto de cuerpo; de esta manera, toda la
presentacion del texto se hace sobre un cuerpo arbitrario F. Los capitulos 2 y 3
son dedicados a espacios vectoriales y TL respectivamente, en estos se refieren a
operadores lineales como un Grupo con la operacion de composicion. La mirada
estructural de los conceptos permea todo el texto, en particular, el capitulo 4
se dedica al algebra de polinomios y su factorizacion sobre un cuerpo F. Asi,
el concepto de eigenvalor y eigenvector es presentado en el contexto de formas
canonicas elementales del AL.

En la Tabla I destacamos elementos clave en relacion con la Estructura
general de los tres libros, al analizar la secuencia y/o dependencia de los
conceptos se consideran puntos de tension, complementariedad y encuentro.
Particularmente, un elemento de tension identificado se refiere a los conocimientos
previos para la presentacion del concepto de eigenvalor y eigenvector. Al respecto
los investigadores fueron discutiendo tal tension y sus implicaciones en la
comprension de estudiantes y profesores, sus intereses, los alcances y limitaciones
del primer acercamiento con el concepto y la manera en que evoluciona o no.

5.2. Presentacion de eigenvalores y eigenvectores en los libros de texto

El segundo criterio de analisis permite evidenciar como la estructura del texto y la
vision de los autores sobre el AL es determinante en la motivacion e introduccion
del concepto de eigenvalor y eigenvector.
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TABLA 1

Elementos a destacar sobre la estructura general de los textos Poole (2011), Del Valle
(2011) y Hoffman y Kunze (1973)

Poole (2011)

Del Valle (2011)

Hoffman y Kunze (1973)

Inicia con la representacion
geométrica de vectores en
R?y R* predomia el trabajo
sobre casos particulares.

Los SEL y matrices se
relacionan con vectores en
R?y R®.

Un primer curso de AL en
pregrado debe incluir los
conceptos de eigenvalor

y eigenvector, ademas, el
concepto de proyeccion
ortogonal.

Antes del capitulo de
eigenvalores y eigenvectores
a una seccion (3.6) a una
introduccion sobre las TL.
En el capitulo 6 se desarrolla
a mayor profundidad
espacios vectoriales y TL

Predomina una
estructura aritmética y
algebraica generalizada.

Se incluyen espacios
vectoriales de dimension
finita e infinita, para
continuar con producto
interior, norma, valores
y vectores propios
considerados como el
cuerpo del AL.

El concepto de vector se
centra en la generalidad
del espacio vectorial.

Eigenvalores y
Eigenvectores son
presentados después de
los capitulos de espacios
vectoriales y TL.

Introduce sistemas
algebraicos arbitrarios y
el concepto de Cuerpo
como estructura.

Formas elementales
(valores y vectores
propios) y espacios

con producto interno
considerados necesarios
para un primer curso de
AL.

El concepto de Eigenvalor
y Eigenvector se introduce
después de TL y el dlgebra
de polinomios.

El concepto de eigenvalor
y Eigenvector aparece
como introduccion

a la teoria de formas
canonicas.

TABLA 11

Motivacion al introducir el concepto de eigenvalor y eigenvector

Poole (2011)

Del Valle (2011)

Hoffman y Kunze (1973)

Sistemas dindmicos de
grafos; estados estacionarios
de vectores. Introduccion
mediante problemas de
grafos. Contexto de matrices
cuadradas.

Diagonalizar

un operador

lineal; encontrar
representaciones
matriciales sencillas
(diagonales) que
faciliten estudiar
propiedades intrinsecas
(determinante,
eigenvalores).

Diagonalizar un operador
lineal. ;Todo operador
lineal T se puede
representar por medio de
una matriz diagonal con
respecto a alguna base
ordenada?
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En la Tabla II se presenta la manera en que cada libro de texto introduce
o motiva el estudio de los eigenvalores y eigenvectores. El concepto en Poole
(2011) tiene lugar en el contexto de cadenas de Markov y el Modelo de Leslie de
crecimiento poblacional. Se invita al lector a estudiar algunas matrices y vectores
particulares donde se puede reconocer que al hacer el producto matriz — vector
(4x), el resultado corresponde a un vector multiplo escalar del vector x.

Definicion Sea A una matriz de n X n. Un escalar A se llama eigenvalor de A si
existe un vector x distinto de cero tal que Ax = Ax. Tal vector x se llama eigenvector
de A correspondiente a A.

Figura 4. Definicion de Eigenvalor y Eigenvector (Poole, 2011, p.265)

Después de la definicion de eigenvalor y eigenvector (Figura 4) aparecen los
ejemplos presentados en la Figura 5 (En el libro de texto se presenta la respectiva
solucioén). Ahora se busca determinar cuando es cierto que un escalar sea un
eigenvalor o que un vector sea un eigenvector de una matriz.

| -

Eiemplo 4.1

1 31
Demuestre que x = [J es un eigenvector de A = [l 3] v encuentre el eigenvalor

correspondiente.

-

Ejemplo 4.2

1 2
Demuestre que 5 es un eigenvalor de A = { } y determine todos los eigenvectores
correspondientes a este eigenvalor. 43

Figura 5. Primeros ejemplos (Poole, 2011, p. 266)

Con relacion a la definicion en Poole (2011) reconocer que el vector
Ax es multiplo escalar de x podria demandar en una concepcion Proceso de
multiplo escalar y una concepcion Objeto de Matriz y vector. El mecanismo de
coordinaciéon puede ser clave para que un lector reconozca la igualdad entre los
vectores Ax y Ax e identifique a A como eigenvalor y x como eigenvector de la
matriz A. Después de los ejemplos mencionados en la Figura 5 un lector requiere
traer varios elementos geométricos, matriciales y algebraicos para comprender y
dar cuenta de cuales son los eigenvalores y eigenvectores en situaciones donde
no se cuestione por un escalar o vector como se hizo en los ejemplos de la Figura
5. Asi, se presenta el concepto de determinante y discute en relacion con los
eigenvalores y eigenvectores (ver Figura 2).
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Los textos Del valle (2011) y Hoffman y Kunze (1973) presentan el concepto
de eigenvalor y eigenvector en un contexto matematico motivado por la tarea
de diagonalizar un operador lineal. Los autores coinciden en interpretar dicho
problema como encontrar una representacion matricial diagonal respecto a
cierta base. Del valle (2011) destaca que esto facilita el estudio de propiedades
intrinsecas, es decir, invariantes respecto a la base escogida, ejemplo, el
determinante. Por su parte, Hoffman y Kunze (1973), resaltan que esto aporta al
reconocimiento de subespacios invariantes; separar el espacio vectorial y ver qué
es lo importante que hace el operador lineal al espacio vectorial.

Previo a la definicion de eigenvalor y eigenvector, Del valle (2011) guia
al lector en reflexionar sobre cémo una representacion matricial diagonal
implica que los vectores de la base seleccionada son transformados de manera
especial, esto es, en multiplos escalares. Tal reflexion se presenta considerando
un operador lineal arbitrario sobre un espacio vectorial de dimension n. Por lo
tanto, reconocemos que la definicion tiene lugar al caracterizar el efecto de
transformacion que deben sufrir los vectores de la base bajo el operador lineal
para que exista una representacion matricial diagonal.

Definicion 5.17 (Valores propios de operadores lineales) Sean E un espacio vectorial (no necesa-
riamente de dimension finita) v T : E — E un operador lineal.

1. Sedice que A € R es un valor propio (valor caracteristico, eigenvalor, autovalor) de T si existe
un vector i € E, con il # Og, tal que

T (i) = Nii (5.20)

2. Si X es un valor propio de T y ii € E es un vector no nulo que satisface (5.20), entonces se
dice que ii es un vector propio (vector caracteristico, eigenvector, autovector) del operador T
correspondiente al valor propio .

Figura 6. Definicion de Eigenvalor y Eigenvector (Del Valle, 2011, p. 458)

En la figura 6 se muestra la definicion del concepto de eigenvalor y
eigenvector por Del Valle (2011). El autor precisa que tal definicion se cumple
para espacios vectoriales de dimension infinita, en este sentido se consideran
ejemplos que corresponden a operadores lineales sobre el espacio de funciones
infinitamente diferenciables. En particular, el primer ejemplo requiere pensar
en un escalar arbitrario sobre R y establecer un analisis en los casos cuando el
escalar es cero y/o distinto de cero. En seguida Del Valle (2011) invita al lector
a considerar relaciones y equivalencias con conceptos destacados en capitulos
anteriores. Tal referencia involucra representaciones matriciales relativas a una
base y posteriormente, tal como se muestra en la Figura 7, se presenta una
cadena de equivalencias dadas por el operador logico bicondicional. En términos
cognitivos esto podria requerir al lector coordinar ciertos Procesos, a la vez que
darse la interaccion entre elementos del Esquema de TL y espacio vectorial.
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Sea 4 una matriz cuadrada de orden n: dado que un sistema cuadrado homogéneo tiene
soluciones no triviales si y so6lo si la matriz de coeficientes del mismo tiene determinante
cero, tenemos:

) es valor propio de 4 <> existe # €R"— {6R”} tal que A = \id

<> el sistema homogéneo (A-A L)X = 6R

tiene soluciones no triviales
< det(4-11) =0
donde 7, es la matriz identidad de orden n. Ahora, si A €ER es un valor propio de la matriz
A, entonces debe existir una solucion no trivial del sistema homogéneo
(A-\1)X =0y,

Asi, los vectores propios correspondientes a A son las soluciones no triviales de este
sistema homogéneo.

Figura 7. Relacién bicondicional de existencia con relacion al concepto
de eigenvalor y eigenvector (Del Valle, 2011, p. 464)

Destacamos la presencia del operador 16gico bicondicional para referirse a
los eigenvalores y eigenvectores, Figura 7, (Del Valle, 2011); este aspecto que esta
presente en definiciones y algunos teoremas, pero puede ser descuidado tanto
por profesores como estudiantes. Campos (2017) considera que los libros de texto
acostumbran a presentar la implicacion en una direccion, asumiendo que la otra
no produce dificultades al lector.

Finalmente, destacamos que, aunque la motivacion en Del Valle (2011) es en
esencia la misma que la planteada por Hoffman y Kunze (1973), segin se describe
en tabla II, las definiciones marcan diferencias en los dos textos. Por un lado, la
definicion en Hoffman y Kunze (1973) se enmarca en espacios vectoriales sobre
un cuerpo arbitrario F'y en ésta se define a la vez el espacio propio o eigenespacio
como se muestra en la Figura 8.

Definicion. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo F'y sea 7 un operador lineal
sobre V. Un valor propio de T es un escalar ¢ de F tal que existe un vector no nulo o con
To. = co. Si ¢ es un valor propio de 7, entonces

(@) cualquier o tal que Ta = ca se llama un vector propio de T asociado al valor propio c;
(b) la coleccion de todos los o tales que 7o = ca se llama espacio propio asociado a c.

Figura 8. Definicion de Eigenvalor y Eigenvector (Hoffman y Kunze,
1973, p.181)

Por otra parte, el enfoque estructural del texto de Hoffman y Kunze (1973)
marca un discurso posterior a la definicion que podria exigir al lector una
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demanda cognitiva mayor a la requerida por el texto de Del Valle (2011). Un
aspecto que se reitera en este libro de texto es poder articular varias relaciones y
conocimientos de secciones anteriores del libro para avanzar en la busqueda de
caracteristicas, equivalencias y estrategias que permitan describir los eigenvalores
y eigenvectores de un operador lineal recurriendo a alguna representacion
matricial. En la Figura 9, en el parrafo antes de la definicion, se destaca una
parte de una cadena de conexiones que los autores bosquejan para referirse a los
eigenvalores y eigenvectores en representaciones matriciales.

Si B es cualquier base ordenada de V'y 4 = [T];, entonces (7-cl) es inversible si,
y solo si, la matriz (4—cl) es inversible. En consecuencia, se tiene la siguiente
definicion.

Definicion. Si A es una matriz mxn sobre el cuerpo £, un valor propio de A en F es
un escalar ¢ de F tal que la matriz (4—cl) es singular (no inversible).

Figura 9. Referencia a eigenvalor en matrices en Hoffman y Kunze
(1973, p.181)

Consideramos que, en los tres textos, aunque se muestra una dependencia
diferente entre los conceptos y un abordaje tedrico en distintas profundidades, se
reconoce la necesidad de ciertas estructuras y mecanismos mentales, que pueden
ser capturados en una interaccion entre el Esquema de TL y Esquema de espacio
vectorial. De manera que es posible entender la definicion y avanzar en el estudio
de eigenvalores y eigenvectores. Al referirnos a los Esquemas queremos destacar
la importancia de las conexiones, relaciones y transformaciones entre elementos
o conceptos que evolucionan; por ejemplo, reconocer los polinomios, funciones o
matrices como vectores, de esta manera se pueden ir dinamizando tales
Esquemas referidos.

A continuacion, se destacan algunas consideraciones sobre los ejemplos
y ejercicios propuestos por los libros de texto centrando la atencion en las
estructuras y mecanismos mentales que podria ser promovidas por los autores
para el aprendizaje de eigenvalores y eigenvectores.

5.3. Sobre ejemplos y ejercicios propuestos en los libros de texto

Después de estudiar y revisar los ejemplos y ejercicios ofrecidos por los libros de
texto, se desarrolld un plan para caracterizar los ejemplos y ejercicios y dar cuenta
de como se promueve el aprendizaje del concepto de eigenvalor y eigenvector.
Las categorias basicas consideradas con sus respectivas etiquetas se describen a
continuacion. Estas toman como base las descripciones referentes a las estructuras
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mentales presentadas por Salgado y Trigueros (2014) que fueron sintetizadas en
este escrito en la seccion 4.2.

A: ejemplos y/o ejercicios que se remiten a ilustrar o seguir un
procedimiento o usar directamente un teorema.

P: ejemplos y/o ejercicios que requieren considerar acercamientos
diferentes a un procedimiento mecanizado y reflexionar sobre el
mismo. Implica explicar, analizar y desarrollar nuevas estrategias.

O: ejemplos y/o ejercicios que requieren usar de manera consistente y
coherente los eigenvalores y/o eigenvectores y/o sus implicaciones con
el fin de analizar, demostrar y/o resolver situaciones mas complejas que
pueden involucrar otros conceptos.

Las categorias con etiqueta A-P y P-O fueron consideradas dado que
se reconocieron ejemplos y/o ejercicios que podrian involucrar aspectos
simultaneamente mas de una categoria. Por ejemplo, la categoria A-P describe
ejemplos y/o ejercicios que involucra aplicar un procedimiento o teorema
y, ademas, explicar o justificar situaciones que confrontan las ideas que va
desarrollando el lector. La configuracion de dichas categorias ayuda a fijar la
atencion en como cada libro de texto parece motivar las concepciones Accion,
Proceso u Objeto para el lector sobre el concepto de eigenvalor y eigenvector. En
cada libro de texto se identifico la secuencia con relacion a las categorias A, Py O.
El simbolo — hace referencia al orden en que se presentan en el texto los ejemplos
y/o ejercicios segln las categorias establecidas. De esta manera, P <> O, indica
que en el libro los ejemplos y/o ejercicios siguen entre algunos de la categoria P,
otros de la categoria O y continua el orden de presentacion de esa manera. Asi,
en la Tabla III se presenta la clasificacion de los ejemplos y ejercicios segun las
categorias mencionadas.

En los libros analizados los ejemplos ubicados en la categoria A tiene
un mayor porcentaje; en los libros de Poole (2011) y Del Valle (2011) el mayor
porcentaje de los ejercicios propuestos se ubica en la categoria A. Solo el libro
de Del Valle (2011) presenta Ejercicios Resueltos y como se muestra en la Tabla
I11, el 100% se encuentran en la categoria O. Como se puede ver en las columnas
de la Tabla I1I, las categorias no son lineales y en el caso de Del Valle (2011) los
ejemplos inician en la categoria O.

Respecto a la categoria A-P, en Poole (2011) el porcentaje es mayor mientras
que en Del Valle (2011) es el mas bajo. Este aspecto fue de interés para los
investigadores, pues tales ejemplos y ejercicios se reconocieron como situaciones
donde el lector necesitaba reflexionar y reconocer significados o caracteristicas de
los eigenvalores y eigenvectores. Desde una mirada cognitiva y considerando la
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teoria APOE, tales situaciones podrian promover el desarrollo de una concepcion
Proceso de eigenvalor y eigenvector en un lector, sin embargo, en los libros de

texto revisados estos son muy pocos.

TABLA 11T

Clasificacion de ejemplos y ejercicios segun categorias definidas

Secuencia: A — P.
Ejercicios propuestos:

A: 25 (31%); A-P:10 (13%));
P:23 (29%); P-O:4 (5%);
0:18 (22%).

Total: 80
Secuencia:
A—-> P O.

Hoffman y Kunze
Poole (2011) Del Valle (2011)

(1973)
Ejemplos: Ejemplos: Ejemplos:
A: 6 (55%); P: 3 (27%); A: 3 (42%); P: 2(29%); A: 2 (75%); P: 1 (25%).
A-P: 2 (18%). 0:2 (29%)

Secuencia: O - A — P
Ejercicios Propuestos:
A: 38(33%); A-P:4(3%);
P: 32(28%); P-0:8(6%);
0:36 (32%).

Ejercicios Resueltos.

O: 11 (100%)

Total: 117
Secuencia:
Po>A<—PeO.

Secuencia: A — P
Ejercicios propuestos:
A—P: 2(13%); P:5(34%);
0:8 (53%);

Total:15
Secuencia:
A-P—- P < O.

Al considerar un lector que inicia el estudio del concepto de eigenvalor
y eigenvalor con el texto de Del Valle (2011) podria enfrentar grandes retos
cognitivos por la secuencia que sigue la presentacion de los ejemplos y ejercicios.
Posiblemente, un lector mas experimentado pueda lidiar mejor con la secuencia
presentada en Del Valle (2011), no obstante, tal problema no nos ocupa en este
reporte y es necesario investigar a profundidad sobre tal asunto. Por otra parte,
la categoria P-O se dio solamente en los ejercicios propuestos y para los textos
de Poole (2011) y Del Valle (2011). Vale la pena destacar que tales ejercicios se
encuentran muy poco en los libros revisados y fueron también reconocidos como
situaciones que podria impulsar una comprension mas profunda del lector sobre
los eigenvalores y eigenvectores.

En lo que sigue se presentan algunos ejemplos y ejercicios de los libros de
texto acompanados de reflexiones sobre como pueden favorecer el aprendizaje del
concepto de eigenvalor y eigenvector.
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3t
) L / |
Ay = 2y 1

-2 -3 -2 -1

Flgura 4.8
C6mo A transforma eigenvectores 4

Figura 10. Ejemplosy ejercicios que involucran la interpretacion geométrica
de eigenvalores y eigenvectores en Poole (2011) p. 268-269

Los ejemplos y ejercicios en Poole (2011) se caracterizan por involucrar
representaciones geométricas del concepto. En la Figura 10, la imagen izquierda
ilustra como la matriz transforma a dos vectores que son eigenvectores. Otras
situaciones involucran analizar mas de un vector y su respectiva imagen; parte
derecha de la Figura 10. Desde la perspectiva de la teoria APOE, este tipo de
situacionespodriafavorecerunaconcepcion Procesodel conceptodado queunlector
no requiere actuar directamente sobre un vector especifico mediante la matriz de
transformacion; necesita argumentar la existencia de eigenvalores y eigenvectores,
en este caso debe reconocer la relacion de colinealidad entre los vectores.

En la seccion anterior se indico que la relacion bicondicional suele
presentarse en los libros de texto en un solo sentido. Particularmente, el concepto
de eigenvalor y eigenvector involucra una relacion bicondicional de existencia:
si A es un eigenvalor de 7 debe existir un eigenvector y, por otra parte, si v es
un eigevector de 7 debe existir un eigenvalor. Por su parte, Poole (2011) no
se refiere explicitamente a tal relacion, sin embargo, parece asumirla, pero
descuida enfatizarle al lector respecto a esto. En enunciado del ejemplo de la
figura 11 se refiere a los eigenvalores, pero no hay ninguna observacion respecto
a los eigenvectores, consideramos que podria ser importante acompanar los
comentarios de las respuestas con reflexiones sobre los eigenvectores.

En la Figura 12 se presenta un ejercicio de Del Valle (2011) que corresponde
a la categoria A-P. Es importante destacar que este ejercicio involucra los
eigenvalores de las matrices 4B y BA, en el enunciado aparece una afirmacion
de validacion o verificacion seguida de la pregunta: ;jtienen los mismos vectores
propios correspondientes? La cual involucra los eigenvectores e invita a la reflexion
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acerca de si son los mismos eigenvectores. Esta situacion puede promover un mejor
entendimiento de los eigenvalores y eigenvectores en relacion a la terna {7, A, v}
involucrada, es decir, representacion matricial u operador lineal, escalar y vector;
también aporta a la comprension de la relacion de existencia entre eigenvalor y
eigenvector bajo el operador lineal o su representacion matricial.

Eiemplo 4.7 Encuentre los eigenvalores de A = |:? 7;} (a) sobre R y (b) sobre los nimeros com-
plejos C.
Soluclon  Debe resolver la ecuacién
0 = det(A — AI) = det[ilf\ :ﬂ =A+1
(a) Sobre R no hay soluciones, de modo que A no tiene eigenvalores reales.
(b) Sobre C las soluciones son A = i y A = —i. (Vea el Apéndice C.) 4

Figura 11.Ejemplo que involucra la existencia de eigenvalores sobre
diferentes cuerpos en Poole (2011, p. 271)

421 Sid= [ _} é ] yB= i i } calcular los valores propios de AB y BA. Por el ejercicio pre-

cedente estos productos deben tener los mismos valores propios, jtienen los mismos vectores propios

correspondientes?

Figura 12. Ejercicio de la categoria A-P de Del Valle (2011, p. 571)

Los libros de texto Del Valle (2011) y Hoffman y Kunze (1973) son los que
definen el concepto de eigenvalor y eigenvector sobre operadores lineales. Dichos
textos se refieren a representaciones matriciales asociadas a TL en espacios
vectoriales de dimension finita relativas a una base, particularmente, para
operadores lineales tales representaciones son matrices cuadradas. En la figura
13 se muestra un ejercicio del Hoffman y Kunze (1973) donde se cuestiona sobre
el polinomio caracteristico del operador identidad y el operador cero. En ambas
preguntas se debe reconocer una representacion matricial del operador lineal
asociada a alguna base B, en particular se puede elegir la base canoénica y encontrar
el polinomio caracteristico para la matriz /— A/, con A en F. No obstante, lo anterior
puede implicar reconocer la invariancia de los eigenvalores a representaciones
matriciales y ser entendida ahora sobre las raices del polinomio caracteristico.

2. Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre F. ;jCudl es el polinomio caracteristico
del operador identidad sobre V'? ;Cual es el polinomio caracteristico para el operador cero?

Figura 13. Ejercicio sobre polinomio caracteristico de un operador lineal
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 188)
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Algunos ejercicios presentados en Hoffman y Kunze (1973) hacen referencia
a operadores lineales sobre R* a partir de una representacion matricial asociada
a la base canonica. Por ejemplo, en un ejercicio se pide determinar si el operador
lineal es diagonalizable mostrando que existe una base para R® formada por
eigenvectores. La manera de referirse al operador lineal es usando una matriz
3x3 e indicando que es la representacion matricial relativa a la base canénica. En
relacion con lo anterior, en el analisis de los textos de Del Valle (2011) y Hoffman y
Kunze (1973) no se reconocieron ejercicios que promovieran un entendimiento de
los eigenvalores como un invariante a representaciones matriciales. Rapidamente
se considera el polinomio caracteristico y la atencion se concentra en este como
una manera que referirse y caracterizar los eigenvalores de un operador lineal.
Cognitivamente y desde la teoria APOE lo anterior puede involucrar un transito
importante; totalizar el Proceso de eigenvalor y eigenvector y avanzar hacia la
concepcion Objeto.

En los libros de texto revisados en relacion con el concepto de eigenvalor y
eigenvector identificamos que se ocupan mas en presentar ejemplos que consiste
en seguir un procedimiento o usar un teorema. Las situaciones que invitan al
lector a explorar, reflexionar, relacionar y cuestionar aspectos sobre el concepto
son escasas. Rapidamente se enfrenta al lector con ejercicios que implican hacer
una demostracion o resolver una situacion que demandan un alto entendimiento
del concepto, lo que en términos de la teoria APOE podria requerir tal vez una
concepcion Objeto.

A continuacion, conectamos y complementamos las reflexiones con los
reportes de investigacion sobre el concepto de eigenvalor y eigenvectores en el
campo de la Matematica Educativa.

5.4. Reflexiones sobre eigenvalores y eigenvectores desde la Matematica Educativa

Reportes de investigacion en Matematica Educativa sobre el concepto de
eigenvalor y eigenvector sefialan que el componente procedimental y algoritmico
suele ser privilegiado por los profesores y estudiantes, descuidando la comprension
conceptual (Bouhjar, Andrews-Larson, Haider y Zandieh, 2018). Asimismo, los
libros de texto hacen transiciones rapidas, omitiendo aclaraciones pertinentes para
dar paso a la parte procedimental; aspecto que fue posible evidenciar en los libros
de texto analizados. Algunas consecuencias de lo anterior es la incapacidad de
los estudiantes para reconocer la naturaleza matematica de los objetos implicados
en la igualdad Av=Av y cémo es transformada en (4-A/)v=0 (Stewart y
Thomas, 2011). Los estudios publicados también destacan la importancia y
necesidad de disefiar una instruccion del concepto de eigenvalor y eigenvector
usando programas de tecnologia computacional e involucrando situaciones de
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modelacion o aplicacion (Klasa, 2010; Beltran, Murillo y Jordan, 2017; Beltran-
Meneu, Murillo-Arcila y Albarracin, 2017), esto con el proposito de introducir el
concepto en un contexto concreto para los estudiantes y favorecer la construccion
de conocimiento mas alla de desarrollar destrezas procedimentales.

Por otra parte, en relacion con los modos de pensamiento y formas de
representacion (Sierpinska, 2000; Hillel, 2000) caracteristicos del AL, Caglayan
(2015) destaca la importancia de establecer relaciones y conexiones entre las
formas de representacion para el concepto de eigenvalor y eigenvector con el
fin de favorecer la comprension y el desarrollo de significados mas robustos.
Algunos estudios como Plaxco, Zandieh y Wawro (2018), Zandich, Wawro y
Rasmussen (2016) y otros de los referidos anteriormente coinciden en iniciar la
instruccion del concepto de eigenvalor y eigenvector considerando un contexto
mas concreto para el estudiante, que promueva significados y representaciones,
incluyendo los ambientes de geometria dinamica. Pero, ;como guiar el disefio de
tal instruccion para los eigenvalores y eigenvectores? Al respecto Klasa (2010)
menciona que puede considerarse la teoria APOE para disefiar la instruccion a la
luz de una descomposicion genética desde la TL; involucrando de esta manera los
operadores lineales.

Estudios desde la perspectiva de la teoria APOE (Salgado y Trigueros, 2014;
2015; Yanez, 2015; Campos, 2017) destacan estructuras y mecanismos mentales en
la construccion de eigenvalor y eigenvector, articuladores geométricos en R? y R*
y recomendaciones para la ensefianza. En particular, Salgado y Trigueros (2014)
presentan una DG para el concepto de eigenvalor y eigenvector con matrices. De
la DG se destacan como estructuras previas la matriz y vector como Objetos, el
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales, espacio nulo, conjunto
generador y espacio generado como Procesos. Como aspecto clave en la DG
destacamos la construccion como Objeto de la ecuacion Av =Av. Asi, se realizan
acciones sobre la ecuacion para determinar condiciones que garanticen solucion
no trivial. Esta manera de construccion del concepto difiere con el modelo que se
propone en la siguiente seccion.

Por otra parte, es importante sefialar que el modelo de Salgado y Trigueros
(2014) involucra coordinar varios Procesos, lo que guarda congruencia con
las reflexiones recogidas del analisis de libros de texto. Desde la reflexion y
la deliberacion entre los investigadores, proponemos la interaccion entre los
Esquemas de TL y espacio vectorial y Proceso de factorizacion de un polinomio
sobre un cuerpo, como estructuras previas para el concepto de eigenvalor y
eigenvector dado que captura la importancia del nivel de relaciones y conexiones
entre los conceptos; otro aspecto diferenciador del modelo propuesto en Salgado
y Trigueros (2014). En este sentido los articuladores geométricos como la rotacion
respecto al origen de 180° y 0° y la colinealidad referidos por Yanez (2015) hacen
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parte de las relaciones involucradas entre los Esquemas de TL y espacio vectorial.
Tales relaciones pueden irse consolidando de manera anticipada a la instruccion
directa sobre eigenvalores y eigenvectores.

6. DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR PARA EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

La presentacion de la DG preliminar que sigue se enmarca en los operadores
lineales definidos sobre espacios vectoriales de dimension finita. Se hace
una descripcion sobre las estructuras previas, posteriormente se precisan las
construcciones consideradas como necesarias para el aprendizaje del concepto de
eigenvalor y eigenvector acompafadas por un grafico que sintetiza aspectos clave.

6.1. Estructuras previas a la construccion del concepto de eigenvalores y
eigenvalores

Como resultado de todo lo expuesto en las secciones anteriores, a continuacion,
se parte de las estructuras previas necesarias para iniciar la construccion del
concepto de eigenvalor y eigenvector. De manera general se propone el Esquema
de TL y el Esquema de espacio vectorial en un nivel Infer y la factorizacion
de polinomios sobre un cuerpo como Proceso. En la figura 14, los recuadros
con lineas punteadas y conectados por las flechas moradas se refieren a las
estructuras previas.

Un nivel Inter del Esquema de TL implica establecer relaciones entre TL
y otras estructuras basicas como Proceso de base y Objeto de vector (Gonzalez
y Roa-Fuentes, 2017). Tales estructuras son importantes, pues el aprendizaje
de eigenvalores y eigenvectores implica trabajar con operadores lineales y sus
representaciones matriciales. Otras estructuras involucradas en el Esquema son
Proceso de matriz asociada, espacio nulo y determinante. Dado un operador
lineal T:V—V (TL cuyo dominio y codominio es el mismo), las representaciones
geométrica, funcional y matricial estan relacionas respecto a la base relativa a J/
Una estructura Proceso de TL permite expresar cualquier vector vl como una
combinacion lineal de los vectores de la base B = {v, v,, -, v, }; de esta manera,
el operador lineal (TL) queda determinado mediante los vectores v, de la base f3
(Gonzalez y Roa-Fuentes, 2017). Asi, mediante el Proceso de operador lineal se
pueden obtener las imagenes 7(v,) con i =1, ..., n, las cuales estan en /'y por lo
tanto son una combinacion lineal de los vectores de la base . Una representacion
matricial del operador lineal T sera el resultado de la coordinacion entre el vector
de coordenadas relativo a la base B, [T )l y el Proceso de matriz (Trigueros,
Maturana, Parraguez y Rodriguez, 2015).
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Aunque se mencionan por separado los Esquemas de TL y espacio vectorial
estos se encuentran relacionados e interactiian entre si; un concepto en particular
que motiva dicha interaccion es el concepto de base. Parraguez y Oktag (2010)
consideran que un nivel /nter del Esquema de espacio vectorial implica establecer
relaciones entre conceptos como subespacios, TL, bases, entre otros. Se
contempla que una concepcion previa de espacio vectorial permite acceder a otras
estructuras como vector y la operacion multiplo escalar. Una concepcion Proceso
de multiplo escalar permite pensar en forma dinamica, esto es, dado un escalar
keK- cuerpo y un vector vel, la transformacion kv produce un nuevo vector que
pertenece al espacio vectorial V. La estructura Objeto de vector, permite concebir
a un vector como un elemento de un espacio vectorial y seglin la experiencia
con conceptos matematicos se reconoce que los vectores también pueden ser
polinomios, matrices, funciones, entre otros.

Finalmente, una concepcion Proceso de factorizacion de un polinomio sobre
un cuerpo K le permite al estudiante determinar sus raices o justificar por qué no
existe raices sobre dicho cuerpo.

6.2. Estructuras y mecanismos mentales para construir el concepto de eigenvalor
y eigenvector

En un nivel Inter del Esquema de TL se puede reconocer que un operador lineal
es una TL definida de un espacio vectorial " en si mismo. Las lineas punteadas
de naranja que se suspenden de las estructuras previas en la figura 14, destacan
el inicio de la construccion de los Esquemas a partir de R", considerando un
momento inicial en R*y R*. Tales Esquemas se dinamizan y actualizan en funcion
de nuevas experiencias que involucren otros espacios de dimension finita como
C", P, (espacio de polinomios de grado menor o igual a n), M,,, (espacio vectorial
de matrices de tamafio mxn), entre otros, los cuales admiten representaciones
matriciales relativas a una base. Los diferentes recuadros y flechas negras en la
figura 14 sintetizan los aspectos claves de las construcciones necesarias.

Considerando un espacio vectorial /' de dimension finita sobre un cuerpo
K, la construccion comienza con la realizacion de dos Acciones (Figura 14). La
primera Accion es de comparacion: Dado un operador lineal 7:V—V, sobre un
espacio vectorial /o una representacion matricial 4, y un vector especifico v,V
se busca un escalar A tal que 7(v,) =A,Vv,. Esta Accion puede ser interiorizada en
un Proceso (Proceso 1, figura 14) para dar cuenta de la existencia de un escalar
A, Tal construccion también puede provenir de la coordinacion entre el Proceso
de operador lineal y el Proceso de multiplo escalar. Asi, se reconoce a T(v,) o
A;v,y Ayv, como nuevos vectores del espacio vectorial V; bajo el cumplimiento
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de la relacion de igualdad se puede denominar a v, y A, como un eigenvector y
eigenvalor de T'respectivamente. Tal coordinacion puede ser motivada en espacios
vectoriales como R?y R? de forma geométrica mediante la colinealidad entre v, y
T(v,) o v,y A,v, (Yaiez, 2015).

- - — | r=—======
lpmeso 4 | BERg O, 190 mz2 g
15882237 *siionziTn e !
n = E S N =2 =20 & 2
VEZESTS= 0 TEE T T W ZEZITT
| [ —— | —-_——————
i T:R'>R
! A, - matriz asociada
v,eV T:V—V MheKy T: V=V
T(vy) = Av, T(vy) = 4ov
Comparar bajo la Determinar soluciones
igualdad Accién 2
Accién 1
Interiorizacién
Interiorizacion l Nul (T-,1)
Conjunto solucion (A, T-2,01) Proceso
TW) = Ayv
Existe 4 (eigenvalor) Proceso 2
tal que
T() = iv | cCoordinacién
det (AT—2y1)
Nul (T-2,I) contiene Proceso
soluciones de la ecuacion T(v) = A,v determinante
| Coordinacion

det (AT—2g1) = p(2y) =0
Existe v eigenvector en Nul (T—2,1)
Asociado a 4 - eigenvalor
Coordinacién Proceso 4
* |
Conector <

T(w)=Av (4v = 1v)
Proceso eigenvalor y eigenvector

Encapsulacion ‘

T(v) =1
) v Ay =Av

Objeto de eigenvalor y eigenvector

Figura 14. Descomposicion genética hipotética del concepto de Eigenvalor y
Eigenvector a partir del analisis de libros de texto.
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Dado A, en el cuerpo K y un operador lineal 7 o representacion matricial
A;, la segunda Accién consiste en determinar vectores v, que verifiquen
T(v)=Ayv 0 A,v=A,v. La interiorizacion de esta Accion (Proceso 2, figura 14)
permite reconocer la existencia de vectores v, no nulos como eigenvectores
del operador T o la matriz 4, con correspondiente eigenvalor A,. El Proceso 2
puede coordinarse con el Proceso de espacio nulo mediante la contenencia de
eigenvectores del operador lineal 7 0 4, en el espacio nulo de 7—A,/ (4,—A /).
El Proceso resultante (Proceso 3, figura 14) es coordinado con el Proceso de
determinante el cual permite identificar que si (4,—A,/)=0 entonces, existen
vectores diferentes de cero en Nul (T—Ay 1) [Nul (A,—Ay1)] (Proceso 4, figura 14).
Mediante tales construcciones mentales se entiende que encontrar los eigenvalores
y eigenvectores de 7 0 4, equivale a determinar escalares A, y vectores v, tal
que v,eNul (T-\,I)[Nul (A,—A\,I)]. Asi, el Proceso de espacio nulo da paso
a reconocer que (4,—A,/)v,=0, dotando de sentido la ecuacion caracteristica
(4,—1I)v=0]. A partir de lo anterior se puede relacionar el det det (4,—AI)
como una condicién para que existan vectores no nulos en Nul (T—A[)[Nul
(4,—M\1)] y denominar al det det (4,—Al) como el polinomio caracteristico.

El Proceso 4 y el Proceso 1 se coordinan mediante la relacion bicondicional
(<) de existencia dando resultado al Proceso de eigenvalor y eigenvector (figura
14). Una concepcion Proceso de eigenvalor y eigenvector, por ejemplo, implica
reconocer que si v, es un eigenvector asociado al eigenvalor A, entonces todo
vector diferente de cero del espacio generado por v, es un eigenvector de 7'
asociado al mismo eigenvalor A,. De esta manera, se acepta al Nul (T=A,[)
como el eigenespacio asociado al eigenvalor A,. Lo anterior puede ser motivado
mediante la comparacién del espacio generado por diferentes eigenvectores
(Salgado y Trigueros, 2014; 2015). La coordinacion bajo la relacion bicondicional
de existencia permite entender que: si v es un eigenvector de T (4;) entonces,
existe un escalar A en el cuerpo K tal que 7(v)=Av o0 (A;v=Av). Y, si A es un
eigenvalor de 7' (4;) entonces, existen vectores vel no nulos tal que 7(v) =Av o
(Arv=2Lv).

A partir de la comparacion entre diferentes representaciones matriciales del
operador lineal es posible reconocer que los valores A que son raices del polinomio
caracteristico son invariantes a cualquier representacion matricial de 7. Mediante
el mecanismo de encapsulacion se da paso a considerar el Proceso eigenvalor
y eigenvector como una totalidad, identificando que las raices del polinomio
caracteristico determinan todos los eigenvalores de 7 0 4A; y de esta manera se
puede establecer todos los eigenespacios (E; ); subespacios vectoriales de /" donde
el operador lineal es invariante (Camacho y Oktag, 2016). Se puede considerar
sumar eigenvalores de un mismo operador lineal y analizar si el escalar resultante
es un eigenvector del operador (Wawro, Watson, Zandieh, 2019). En este punto
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hay plena consciencia que, al hablar por ejemplo de eigenvalor, necesariamente se
involucran los eigenvectores o viceversa, es decir, la encapsulacion del Proceso
de eigenvalor y eigenvector permite reconocerlo como un objeto conformado por
parejas (A, v) que definen una relacion funcional, donde AeK y veE, diferente del
vector cero. En este sentido, se pueden aplicar Acciones sobre £, como determinar
la dimension y comprarla con otros eigenespacios relativos a otros eigenvalores.
Asimismo, es posible aplicar Acciones sobre el Objeto eigenvalor y eigenvector,
por ejemplo, para formar una base del espacio V" que solo contiene eigenvectores,
es decir, una eigenbase. Lo anterior consideramos que da paso al estudio y
construccion de conceptos como la diagonalizacion de operadores lineales.

7. REFLEXIONES FINALES

Este escrito contribuye a literatura en tres aspectos importante. La primera
corresponde al Analisis Tedrico en la teoria APOE, particularmente, al analisis
de libros de texto como insumo para el disefio de una DG preliminar. Este
reporte aporta una metodologia consistente en la que interactiian tres de los
aspectos referidos por Arnon et al., (2014) para el disefio de una DG: analisis de
libros de texto, reportes de investigacion y la experiencia de los investigadores
como profesores y estudiante. En este sentido, el presente estudio deja mas
visible el proceso detrds del Analisis Teérico en APOE. Consideramos que
las categorias de clasificacion en el andlisis de los ejemplos y ejercicios de los
libros de texto (ver seccion 5.3), pueden ser utilizadas en otras investigaciones y
es util para reconocer el énfasis que desarrolla un libro de texto y la manera en
que promueve una comprension mas profunda de un concepto matematico. Por
otra parte, destacamos tres aportes principales del analisis de libros al disenar
una DG preliminar: i) fortalece la comprension matematica del concepto a los
investigadores, ii) fomenta la discusion y reflexion entre los investigadores y otras
investigaciones reportadas iii) permite identificar acercamientos e intenciones
pedagogicas para la instruccion y aspectos que pueden ser descuidados en la
ensefianza. Tales aportes estan relacionados con consideraciones mencionadas
por Dubinsky (1991) sobre aspectos relevantes al disefiar una DG.

La segunda contribucion es hacia el aprendizaje de eigenvalor y eigenvector
al proponer una DG preliminar a la comunidad de educadores matematicos
que puede ser usada para orientar la instruccion en el aula. La DG preliminar
propuesta promueve las tres interpretaciones de la TL: funcional, matricial y
geométrica (Maturana, Parraguez y Trigueros, 2015). Dado que el concepto de
eigenvalor y eigenvector generalmente se reserva para cursos mas avanzados
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de AL, el estudio presentado en este escrito muestra la importancia de la
construccion de Esquemas para la comprension de las matematicas. El modelo
cognitivo propuesto puede adaptarse a la experiencia de los estudiantes, ya sea en
un nivel basico sobre operadores lineales definidos de R” en R”, o en otro tipo de
espacios vectoriales, cuando esta estructura ha evolucionado. En primer curso de
AL iniciando con los espacios vectoriales R? y R* y seglin la experiencia con otros
espacios vectoriales de dimension finita como C”, P,, M,,,, se puede evolucionar
el aprendizaje del concepto. Destacamos el énfasis marcado por la DG propuesta
sobre las relaciones, conexiones entre los conceptos y la experiencia matematica
que dinamiza los Esquemas.

La tercera contribucion se relaciona con el uso de los libros de texto por
los profesores para realizar la instruccion de un concepto. Considerando los
libros analizados en este reporte, destacamos la importancia que los profesores
conozcan de los libros de texto la intencion pedagogica que sigue, los aspectos
mas destacados en relacion a un concepto matematico y también los que son
descuidados antes de usarlos para la instruccion en el aula. Un reconocimiento
sobre como un libro de texto promueve la construccion de estructuras mentales
clave para el aprendizaje de un concepto permite tomar decisiones mas pertinentes
sobre recursos de instruccion complementarios para ser incorporados en la
ensefianza del concepto.

Las futuras investigaciones pueden considerar determinar el nivel de
comprension que los profesores tienen del concepto de eigenvalor y eigenvector
para prever el alcance que pueden lograr en su practica en el aula; y por tanto
determinar qué tan profunda puede llegar a ser la comprension de los estudiantes.
Ademas, el estudio de eigenvalores y eigenvectores desde cada interpretacion
de los operadores lineales en un primer curso de AL iniciando con los espacios
vectoriales R* y R3. Al respecto, se esta desarrollando una investigacion con el
proposito de tener evidencia empirica sobre como podria darse la instruccion
del concepto a partir de las tres interpretaciones. Finalmente, también
consideramos que la DG propuesta es una hipodtesis que motiva el desarrollo de
otras investigaciones, en particular, el supuesto sobre la totalidad del Proceso de
eigenvalor y eigenvector en relacion al polinomio caracteristico.
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LAS RELACIONES ENTRE ENTIDADES COMPONENTES
DEL VALOR POSICIONAL Y SU DIDACTICA

THE RELATIONSHIPS BETWEEN COMPONENT ENTITIES OF PLACE VALUE AND ITS DIDACTIC

RESUMEN

Se presenta una parte de una investigacion referente al valor PALABRAS CLAVE:
de posicion y su didactica. En tal investigacion se disefié un

. . . - Relaciones
estudio para explorar el potencial de un enfoque de relaciones  _ Estructura
de la estructura del valor de posicion. Esta se hizo mediante  _ ;.. 4, posicion
la aplicacion de un curso, el cual posibilita que el estudiante Polinomio

atienda a las relaciones entre componentes de la estructura del
valor posicional. La aplicacion didactica se hizo en dos grupos
de 3° de primaria. En uno de ellos se uso la ubicacion de las
unidades de cada orden de magnitud en el espacio dispuesto en
lahojade trabajo, con campos adyacentes. Y en el otro se utilizo
la representacion de las unidades en el abaco. El propdsito
consiste en presentar efectos del curso didactico respecto a
las relaciones que atienden los estudiantes correspondientes a
cada orden de magnitud. Ello necesario para que los alumnos
evoquen y comprendan dichas relaciones.
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RESUMO

Uma parte de uma investigagdo sobre o valor da posicdo e
sua didatica ¢ apresentada. Nessa pesquisa, um estudo foi
projetado para explorar o potencial de uma abordagem de
relacionamento e estrutura de valor de posigdo. Isso foi feito
através da aplicag@o de um curso. Que permite ao aluno atender
as relagdes entre os componentes da estrutura do valor do
local. A aplicacao didatica foi feita em dois grupos do terceiro
grau da escola primaria. Em um deles, a localizagdo das
unidades de cada ordem de magnitude foi utilizada no espago
fornecido na folha de trabalho, com campos adjacentes. E no
outro, a representac¢do das unidades no dbaco foi utilizada. O
objetivo ¢ apresentar os efeitos do respeito ao curso didatico,
na imortancia que os alunos dao para as relagdes ligadas a
cada ordem de magnitude. Isso € necessario para que os alunos
evoquem e compreendam essas relagdes.

RESUME

Unepartiedel’enquéte surlavaleurdepositionetses didactiques
est présentée. Dans cette recherche, une étude a été congue
pour explorer le potentiel d’une approche relationnelle de la
structure de valeur de position. Celle s’est faite par ’application
d’un cours. Ce qui permet a 1’étudiant d’assister aux relations
entre les composants de la structure de la valeur de position.
L’application didactique a été faite dans deux groupes de CE2.
Dans I'un d’eux, I'emplacement des unités de chaque ordre de
grandeur était utilisé dans ’espace prévu a cet effet dans la
feuille de travail, avec les champs adjacents. Et dans l'autre,
la représentation des unités dans 1’abaque était utilisée. Le
but est de présenter les effets du cours didactique en ce qui
concerne les relations auxquelles les étudiants dont face en
fonction de chaque ordre de grandeur. Cela est nécessaire pour
que les étudiants évoquent et comprennent ces relations.

1. INTRODUCCION

Una primera aportacion de esta investigacion consiste en explorar el potencial
de un enfoque centrado en las relaciones y estructura, para la ensefianza y
comprension del valor de posicion. Esto implica una perspectiva distinta de los
enfoques actuales para la ensefianza del valor de posicion, ya que generalmente se
ha pasado por alto este sentido relacional y se centran; en las agrupaciones, en los
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tamafios de la magnitud longitudinal o en los tipos de unidades respecto al valor
posicional (ej., unidades, decenas, centenas, etc.), también llamado valor relativo
del nimero de acuerdo a la posicion.

Este trabajo propone que para comprender la estructura numeérica implicada
en el valor de posicion, el estudiante necesita prepararse enfocandose en las
relaciones entre entidades que conforman dicha estructura. Ello motivd un
estudio en el que se compar6 el desarrollo de tareas didacticas utilizando la
técnica de adiciones sucesivas en dos grupos. En un grupo se emple6 una hoja
de trabajo con campos internos adyacentes, usando colecciones de palitos atados
con ligas para presentar de manera no simbdlica los coeficientes de los distintos
6rdenes de magnitud. En otro grupo se realizaron tareas analogas utilizando un
abaco. Con ello se efectuo la investigacion exploratoria y cualitativa.

Actualmente, el discurso de la educacion matematica, para la ensefianza y
el aprendizaje de este tema, oscila entre el Constructivismo (aunado a la solucion
de problemas) y la Légica de conjuntos. En ellos no se atiende a las relaciones
de la estructura del valor posicional, durante la ensefianza de este topico. Se
plantea entonces la necesidad de trascenderlos enfocandose en las relaciones de
la estructura general del polinomio, z =anx 10n+an — 1x 10n — 1+ ... +al x
101 + a0 x 100, esto implica que se atienda a la base, el coeficiente y el exponente
de cada orden de magnitud, durante el curso didactico del valor de posicion. Con
esta perspectiva, concierne a este articulo la pregunta de investigacion ;Cudles
aciertos, errores y dificultades muestran los estudiantes durante el curso del
aprendizaje del valor de posicion cuyo fundamento esta en las relaciones entre
entidades de esta estructura?

Todo lo cual motivo la presente aproximacion al valor de posicion que exibe
los componentes de esta estructura. El hecho de poder ostentar ante los ojos de
los alumnos cada componente y mostrar como corresponde relacionarlos, tanto
par generar las unidades, como para representarlas con la notacon desarrollada es
fundamental para que los alumnos puedan otorgar sentido a la “llevada” (esto es,
el paso de un orden de magnitud a otro) que se utiliza en los algorimos aritméticos.
A partir de dicha pregunta se plantea una propuesta didactica.

2. MARCO DE REFERENCIA

La investigacion que se reporta incluye la presentacion de una propuesta teorica
que replantea aspectos basicos para la comprension del valor de posicion, es una de
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las aportaciones de este trabajo. Esta propuesta se denomina Curso de relaciones
de la estructura del valor de posicion CREVP y se enfoca en las relaciones entre
las entidades componentes de la estructura del valor posicional. Cabe enfatizar
que se incluye un marco de referencia en vez de una teoria por que de aqui se
desprende poder elaborar una teoria a partir de la investigacion aqui mostrada. Se
parte de dos referentes fundamentales: la estructura general del polinomio y la
técnica de adiciones sucesivas.

El enfoque aqui planteado prioriza la ensefianza de la estructura del valor
posicional a través de las entidades y relaciones que la conforman. Tal enfoque
enfatiza uno de los aspectos centrales de la ensefianza de las matematicas.
Esto consiste en lograr la comprension de la construccion de patrones, como lo
expresa Nickerson (2011): “En el corazén de las Matematicas esta la biisqueda de
la regularidad, de la estructura, de los patrones” (p.3). Ubicar a los alumnos en
esta perspectiva, les permitird a los estudiantes situarse en una mejor posicion
para el aprendizaje subsecuente de la disciplina matematica. Pues, con ello se
hace posible que los alumnos puedan generar patrones numéricos, al centrarse
en las relaciones implicadas en la estructura general del polinomio, mediante la
aplicacion de la técnica de adiciones sucesivas. Cabe afadir, que es ampliamente
conocido que con el valor posicional se puede representaar cualquier entero
positivo. Sin embargo, lo que no es asi, es que con el polinomio al que hemos
hecho referencia, se pueden visibilizar las relaciones alli implicadas, que le
dan estructura. Precisamente, para poder visibilizar estos componentes de la
estructura del valor posicional se requiere hacer afadidos sucesivos, de alli la
técnica denominada asi, que se utiliza aqui.

En la actualidad, el sistema decimal se enfatiza durante la educacion basica.
A diferencia de ello, en el enfoque de relaciones de la estructura general de un
polinomio se necesita utilizar distintas bases. Pues el hecho de utilizar solamente
una base (la base diez) impide que el estudiante distinga las relaciones entre los
componentes del valor posicional, dado que el alumno se fija tnicamente en los
factores de diez.

2.1. Relaciones entre los componentes del polinomio, el orden de magnitud;
exponente, coeficiente y base

Cuando se tiene una cantidad, la representacion algebraica de ello reside en un
polinomio. Por lo cual, la teorizacion propone sustentar la ensefianza del valor de
posicion en las relaciones implicadas en la estructura general del polinomio ya
que una expresion numérica anotada con cifras indo-arabigas corresponde a un
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caso particular de dicha estructura. Es decir, mediante los signos indo-arabigos se
puede presentar cualquier entero positivo.

Para ello, se necesita hacer explicitos los componentes de cada término
del polinomio. Esto se presenta en base diez. z =anx 10n+an — 1 x10n — 1 +
... tal x 101 + a0 x 100. Estos componentes son; la base elevada al exponente,
multiplicados por coeficientes que son menores que la base, correspondientes a
distintos 6rdenes de magnitud y la suma de los términos da el valor del entero
positivo.

Cabe mencionar que en esta investigacion se utilizan los nimeros anotados
con cifras indo-arabigas con la base explicita mediante un subindice, por ejemplo
para el nimero ochocientos setenta y tres: 87310, 800+70+3=8x100+7x 10+3
x 1. En esta notacion, el ocho, el siete y el tres son coeficientes, correspondientes a
los primeros tres 6rdenes de magnitud. En el ejemplo se indica tanto el coeficiente
como la base diez elevada al exponente relativo a cada orden de magnitud.

Para que el alumno entienda las relaciones de la estructura del valor posicional
se requiere atender a los componentes del valor de cada orden de magnitud;
exponente, coeficiente, y base. En ello consiste el sentido que se considera aqui,
pues la falta de atencion a alguno de estos componentes y sus relaciones repercute
en una valoracion equivoca del valor de posicion. A continuacion se describe cada
una de dichas relaciones.

2.1.1. Relacion entre coeficiente y orden de magnitud

El coeficiente determina una cantidad especifica de unidades en cualquier orden
de magnitud. Asi, las colecciones ubicadas en un determinado orden de magnitud
corresponden a la cantidad de unidades indicada por el coeficiente, por ejemplo:
en el nimero 217, el coeficiente del orden de magnitud cero indica una unidad, el
coeficiente del ler orden de magnitud indica 2 unidades.

Base 7 ler orden de magnitud Orden de magnitud 0
215 2 1

2.1.2.  Relacion entre coeficiente y base

La determinacion del coeficiente en cualquier orden de magnitud atiende a la
restriccion base menos uno. Es decir, puede haber tantas unidades en cada orden
de magnitud como designe la base menos uno. En el ejemplo 217 los coeficientes
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alli registrados se cifien a la regla, esto es, las cifras 2 y 1 son menores a la
base especificada. Tal restriccion fue planteada en el taller “Reconstruyendo el
numero” (Garcia, 2006; Garcia, 2009) como la regla de un juego en la cual si el
alumno no atiende a esta regla “la fabrica de nimeros explota”. La restriccion
también la refirieron otros autores (Slovin, 2010-2011; Andrade y Valdemoros,
2015). Se requiere cumplir con tal regla para generar la unidad del siguiente orden
de magnitud. En el curso didactico, ello se atiende durante las producciones no
simbolicas, después se necesita atender al valor de esta relacion durante la
notacion desarrollada y la produccion simbolica.

Veamos el ejemplo 217, la base se expresa mediante el subindice. Con esta
base se pueden continuar afiadiendo unidades en el orden de magnitud 0 y en el
ler orden de magnitud, hasta llegar a seis unidades en cada uno de los campos
adyacentes (porque la base es siete). Sin embargo, la misma notacién numérica en
base tres, es decir, 213, implica que con solo una unidad mas que se anada al ler
orden de magnitud, se requerira formar la unidad del siguiente orden de magnitud.

Base 73 ler orden Orden de
Y de magnitud magnitud 0
214 2 1
213 2 1

2.1.3.  Relacion entre orden de magnitud (exponente) y base

Esta relacion indica el tamafio y la estructura de la unidad de cada orden de
magnitud, lo cual implica la relacion entre la unidad, determinada por la base,
correspondiente a cada orden de magnitud y su ubicacion precisa en el campo
interno adyacente.

Una vez que el alumno tiene cierto dominio de las relaciones entre drdenes
de magnitud, que incluye el exponente, la base y el coeficiente. El estudiante
podra distinguir lo siguiente: una misma notacion numérica, pero en diferente
base implica diferentes valores numéricos, por ejemplo: 2345, es diferente a 2349.
También estara en posibilidad de poder establecer valoraciones correspondientes
a equivalencias entre diferentes bases, por ejemplo: 107 = 213. Se plantea la
necesidad de que los alumnos se ejerciten en este tipo de equivalencias ya que
el logro de este dominio les permitird entender a profundidad las propiedades
numéricas de orden (reflexiva, simétrica y transitiva) y del cardinal (asociativa,
conmutativa y distributiva).
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Notacion ler orden de 2do orden de Orden de
numérica magnitud magnitud magnitud 0
2110 2 1
2103 2 1 0

En el ejemplo se muestra un valor numérico que se expresa en esta notacion:
2110, y su equivalente en base 3. Asi, se observan las unidades determinadas por
la base correspondientes a cada orden de magnitud y su ubicacion precisa en el
campo interno adyacente.

3. METODO

Participaron 59 alumnos de tercer grado de una Escuela Primaria ubicada en
la ciudad de México, al comienzo del curso escolar. La edad promedio fue de
aproximadamente 8 afios, siendo 29 nifias y 30 nifios. Con respecto a la ensefianza
del sistema decimal, es pertinente mencionar que los alumnos de los dos grupos
en sus respectivas clases habian hecho tareas numéricas de notacion desarrollada.
La escuela esta inscrita en el sistema de educacion publica, por lo cual era de
esperarse que sus conocimientos acerca del valor de posicion se apegaran a lo
especificado en el curriculo oficial. Al inicio del curso escolar los nifios tienen
como antecedente el haber trabajado con niimeros de tres cifras.

El estudio consistié en una aplicacion didactica durante diez sesiones de
aproximadamente una hora y media de duracion. Esta investigacion es empirica
y exploratoria, para ello se hizo un analisis cualitativo de las producciones no
simbdlicas, notacion desarrollada y producciones simbdlicas de los alumnos, a
través de triangular informacion de los datos recabados, mediante un cuestionario
inicial y uno final y las producciones de los estudiantes durante la aplicacion
didactica. Con ello se hace posible observar las relaciones que el estudiante
genera a través de sus producciones. Los alumnos exhiben tales relaciones con
la notacion desarrollada solicitada por el docente y a través de las producciones
no simbolicas. Aunado a ello, la comparacion entre los dos grupos con materiales
distintos permite mostrar que la técnica de adiciones sucesivas con los palitos,
ligas y la hoja de trabajo exhibe las unidades y estructura de cada orden de
magnitud, de una forma que con el dbaco no se ostenta, ya que unicamente se
observa la bolita desplazada, no su contenido.
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3.1. Propuesta didactica basada en las relaciones de la estructura del valor
posicional

La propuesta didactica del CREVP se divide en tres actividades para propiciar
que los alumnos logren atender a los componentes del valor posicional y después
a las relaciones pertinentes. La primera de ellas consiste en solicitar al estudiante
producciones no simbolicas con materiales manipulables, en un grupo utlizan
palitos que colocan los alumnos en un tablero con columnas, en el otro grupo
utilizan el dbaco, en este emplean el desplazamiento de las bolitas.

Figura 1. Empleo del dbaco con la técnica de adiciones sucesivas, con
error. Numero a formar 2114

Esta actividad esta basada en una técnica que se presenta como un juego
numérico en el taller “Reconstruyendo el nimero” (Garcia, 2006; Garcia, 2009;
Garcia, V. R. y Cardoso, S. G., 2011). Se muestra en la Figura 2.

Una técnica similar ha sido usada por Pengelly, (1991, citado en A. Broadbent.
2004), también como juego didactico, ¢l la denomina adiciones continuas y utiliza
unicamente la base diez y el tablero con columnas con los nombres anotados en la
parte superior de cada columna para indicar unidades, decenas y centenas. Este
tablero ha sido utilizado en muchas investigaciones sobre el valor de posicion:
Baroody (1990), Fuson (1990), Vergnaud (2003), por mencionar algunas.

1)

Figura 2. Materiales empleados en el taller “Reconstruyendo el nimero’
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A diferencia de la técnica de adiciones continuas usada por Pengelly (1991,
citado en A. Broadbent. 2004), Garcia (2006; Garcia, 2009; Garcia, V. R. y
Cardoso, S. G., 2011), en su taller “Reconstruyendo el nimero” utiliza el tablero
con columnas sin los nombres aludidos para las unidades, decenas y centenas.
Incluye diferentes bases numéricas, y anota en el pizarrén el nimero a formar
por los alumnos con los materiales manipulables. Este nimero se anota con cifras
indo arabigas y la base explicita como subindice, por ejemplo: 1213.

La comparacion entre los dos grupos que usan disitntos materiales con la
misma técnica de adiciones sucesivas, es para mostrar como los alumnos que
usan el material de palitos, ligas y la hoja de trabajo con columnas (tablero),
pueden observar directamente, y por lo tanto estan en posibilidad de discernir,
las relaciones implicadas en los distintos ordenes de magnitud, mientras que los
del grupo que utilizé el dbaco no pueden ver dicha estructura, lo que observa el
estudiante es una bolita desplazada en cada barra. Para mostrar este desempeiio,
el curso que aqui se propone se desarrolla con las actividades siguientes.

3.1.1. Produccion no simbdlica

En este trabajo, a la técnica empleada en el taller “Reconstruyendo el nimero”
con las caracteristicas especificadas anteriormente, la denominamos técnica
de adiciones sucesivas, pues este término describe mejor los anadidos que se
hacen sucesivamente. Aunado a que el referente conceptual es distinto, ya que
aqui usamos esta técnica vinculada a las relaciones y estructura que contiene el
valor de posicion. El nombre que damos a la técnica importa y mucho, porque
es a partir de la aplicacion de la técnica de adiciones sucesivas que se posibilita
distinguir los componentes y mostrar como relacionarlos, y a partir de ello
observar directamente como las unidades se generan. Especificamente porque son
anadidos sucesivos los que se realizan. No son continuos como lo anota Pengelly,
(1991, citado en A. Broadbent. 2004). También se distingue del planteamiento de
Garcia (2006; Garcia, 2009; Garcia, V. R. y Cardoso, S. G., 2011), respecto a la
descripcion que presentan concerniente a esta técnica. Las autoras se refieren a
su técnica como la parte fundamental del Taller Reconstruyendo el nimero, y lo
explican a partir de planteamientos de Gérard Vergnaud, (2000) destacan que es
a través de la abstraccion reflexionante: que se establecen dos tipos de relaciones:
una es el orden y la otra la inclusion jerarquica.

En la presente investigacion el foco esta colocado en las distintas
relaciones entre entidades que conforman el valor de posicion. La técnica con las
caracteristicas mencionadas permite atender a dichas relaciones. Esto es lo que

Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021  [[(c<) RN



286 M. H. C. MARTINEZ DE LA MORA

propicia que los alumnos distinguian las diferentes unidades correspondientes a
los diferentes 6rdenes de magnitud.

A los alumnos se les da primero la instruccion de fijarse en un nimero
escrito en el pizarron, con cifras indo arabigas, y la base sefalada con un
subindice, por ejemplol213. Este numero cada estudiante lo formara con sus
respectivos materiales. Como docente indico a los alumnos que tomen una tarjeta.
Para ello, los alumnos colocan previamente un mazo de tarjetas boca abajo en su
mesa de trabajo, estas tarjetas tienen anotada una cifra indo arabiga (en sesiones
posteriores se usan dados). El nimero que aparece alli es la cantidad de palitos a
tomar para afiadir a su hoja de trabajo (tablero), en el caso del grupo con el abaco
son las bolitas que desplazan, segtin los coeficientes de cada orden de magnitud,
concernientes a cada barra. Este desplazamiento corresponde a los anadidos
sucesivos. Se detalla a continuacion ejemplificando con el grupo que usa palitos.
Con el nimero indicado en la tarjeta, se pide a los alumnos que afiadan ese
numero de palitos en la columna de la derecha. Los alumnos afiadieron palitos en
la columna sefialada hasta reunir tantas unidades como indicaba la base.

Una vez que reunieron tantos palitos como indicaba la base en esa columna.
Se les dio la instruccion - Ata con la liga chica, el nimero de palitos indicado por
la base y coloca, la unidad asi formada, en la columna siguiente a la izquierda
-. Esto es, la unidad del siguiente orden de magnitud. El mismo proceder para
el siguiente orden de magnitud, para ello se utilizod la siguiente columna, y la
liga grande. Asimismo se atendi6 a la restriccion, en cada columna puede haber
tantas unidades como indica la base menos uno. La instruccion fue — No puedes
dejar mas palitos de los que dice la base — De igual forma se menciond que no
podian dejar tantos palitos como indicaba la base. (En el transcurso también
respecto a las unidades de ler y 2do orden). Esta se sefialo en el campo adyacente
correspondiente. Se continlia asi, se toman tarjetas para seguir ailadiendo unidades
hasta formar el nimero solicitado en el pizarron. Para ilustrar la sucesion seguida
se muestra el siguiente ejemplo, en la Tabla 1, (en el cual los palitos se representan
con las pequefias rayas verticales, las ligas chicas con el trazo que cruza estas
rayas y las ligas grandes se representan con el subrayado que indica que todas
esas rayas forman una unidad), el nimero a formar es 1013, se toma el ejemplo en
curso, cuando el alumno ya ha afiadido 213.

Esta actividad tiene como proposito que el estudiante se fije en que no haya
mas o igual unidades que las indicadas por la base en cada orden de magnitud. En
ello reside atender a la restriccion, base menos uno, b-1. Aqui se pueden presentar
dos casos. El primero consiste en que al anadir mas palitos se rebase la cantidad
especificada por la base en un orden de magnitud, en cuyo caso se indica que es
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necesario formar la unidad del siguiente orden de magnitud, esto es, atar con la
liga tres unidades, y colocar esta nueva unidad en el siguiente campo adyacente
de la hoja de trabajo, al respecto el ejemplo 1003. El otro caso es que obtenga un
numero mayor a la base al sacar una tarjeta o con el dado, entonces se muestra
que es el momento de formar la unidad que corresponde al siguiente orden de
magnitud, (o las unidades que se requiera dependiendo del nimero que se saque
en las tarjetas o con los dados). Se espera también que el alumno reconozca la
estructura de la unidad de cada orden de magnitud y se dé cuenta de la cantidad
requerida por el coeficiente para cada orden de magnitud en el campo adyacente
correspondiente.

En sintesis esta tarea inicia con dos instrucciones. Una consiste en afadir
la cantidad suficiente para formar el nimero anotado en el pizarrén, con la
orientacion necesaria para formar las unidades de los distintos 6rdenes de
magnitud. La otra corresponde a mantener la restriccion base menos uno, para
las unidades contenidas en cada orden de magnitud. Cabe resaltar que cada
una de las unidades de los diferentes 6rdenes de magnitud se obtiene al afiadir
sucesivamente los palitos, el alumno afadira tantos como lo especifique cada uno
de los coeficientes. Posteriormente la misma tarea se efectia con un sentido de
ejercitacion. Hay necesidad de enfatizar que durante estas ejercitaciones aparecen
errores correspondientes a las relaciones evocadas por los alumnos.

3.1.2. Notacion desarrollada

Después de la produccion no simbolica se solicita a los estudiantes el registro
en notacion indo-arabiga de los valores relativos a cada uno de los 6rdenes de
magnitud. Esta actividad implica que cada alumno registre en las tarjetas con
notacion indo-arabiga los valores de cada una de las cifras que componen un
numero, para ello se requiere atender a los componentes exhibidos, por ejemplo:

1235=1x52+2x51+3x50
1235=1x(5x5)+2x5+3x1
1235=1x25+2x5+3x1
1235=25+10+3

Cabe mencionar que la notacion del exponente no se emplea ya que el
exponente se atiende mediante la aplicacion de la técnica de adiciones sucesivas,
por ello la notacion que se espera efectiien los alumnos corresponde en el ejemplo
a la que se muestra en la ultima expresion, cuyo uso indica implicitamente el
exponente.
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TABLA 1
Ejemplo de produccion no simbolica

Base 3 2do orden de ler orden de Orden de
magnitud magnitud magnitud 0
Se tiene el H—i H—{
NUMmero Dos unidades Una unidad en el
213 d
e ler orden orden cero
Si se afiaden 23
unidades i ‘ ‘
al nimero
registrado en las Mas dos unidades
columnas de de orden cero
la derecha
El nimero -tH—J[H—J[H- Cero unidades Cero unidades de
resultante es Una unidad de ler orden orden cero
de 2do orden
Con cifras
indoarabigas
el nimero 1 0 03
resultante es
1003

El proposito de esta actividad consiste en exponer las relaciones entre
componentesdelaestructuradel valordeposicion,comprendidasporlosestudiantes.
Cuando los alumnos emplean las cifras indoarabigas en la notacion desarrollada,
se esta presentando las relaciones que ellos van entendiendo, esto es un proceso
muy lento, y visibiliza los errores al relacionar los componentes de la estructura
del valor posicional. Estas relaciones el alumno las comprende paulatinamente
porque el mismo las genera, a partir de atender a los componentes de dicha
estructura. A esta actividad se le denomina notacion desarrollada. Cabe, resaltar
que este proceso es muy lento para algunos alumnos, los errores que se muestran
en los resultados dan cuenta de las dificultades que enfrentan los estudiantes.
El CREVP permite visibilizar y atender estas dificulatades durante el curso.

3.1.3. Produccion simbdlica

Para alcanzar un suficiente dominio de producciéon simbolica, implica que
el alumno con antelacion, de sentido al nimero anotado en el pizarréon y lo
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reproduzca con el material manipulativo, y también que una numerosidad expuesta
con material manipulativo la pueda describir anotando con cifras indoarabigas, lo
que aqui denominamos notacion desarrollada, para que finalmente la produccion
simbdlica tenga sentido. La sintesis de ello aparece en la produccion simbdlica,
los alumnos pueden dar sentido a un nimero del tipo 1245y operar con él.

Esta actividad se desarrolla basicamente con tres tareas. La primera consiste
en solicitar a los nifios formar con los materiales un niumero al que le afiaden o
sustraen un monto que como docente les pido. El nimero resultante corresponde
al que registran en sus tarjetas.

Para la siguiente tarea se requiere partir de un niumero anotado en el
pizarrén. Esta vez se solicita a los alumnos formen el valor mediante produccion
no simbolica en tres bases diferentes y después se les pide que registren en sus
tarjetas los nimeros correspondientes a esas bases con notacion indo-arabiga. Por
ejemplo: 1547 en base 3, 6, 8.

La tercera tarea consiste en solicitar a los alumnos hacer equivalencias
numéricas entre bases, con cifras indo-arabigas. Por ejemplo: 1235 = 537.
Respecto a la produccion simbolica se efectiia en las tltimas sesiones, pues se
requiere una preparacion preliminar antes de llegar a este punto. El propdsito de
estas tareas reside en que los estudiantes evoquen las relaciones pertinentes entre
las entidades componentes del valor posicional.

Es necesario mencionar que con respecto a esta actividad, se alcanzo a
aplicar Gnicamente la ler tarea. El desarrollo del curso fue insuficiente para
que los alumnos lograran resolver las siguientes tareas, pues ain no tenian el
suficiente dominio entre la estructura del valor posicional y su relacion con los
signos indo-arabigos como para enfrentarse a las tareas de produccion simbdlica
en diferentes bases y las equivalencias entre bases.

Con la produccion no simbdlica y la notacion desarrollada que los alumnos
realizan, se observa qué componentes del valor posicional atienden y como los
relacionan. Con respecto a la produccion simbolica, los estudiantes requieren
evocar las entidades componentes y relacionarlas como corresponde para el valor
indicado por las cifras de los diferentes 6rdenes de magnitud, para operar con
ellas. Cabe reiterar que, se propusieron estas tres tareas respecto a la produccion
simbdlica, pero el tiempo que se destind en este curso fue claramente limitado
para lograr que los estudiantes desarrollaran estos grados de comprension que
permitiesen hacer equivalencias entre diferentes bases. Como se muestra a
continuacion en los resultados. Motivo por el cual esta produccion simbolica se
desarrollaréd en una investigacion y articulo posterior.
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4. RESULTADOS

En el cuestionario inicial se observo que alrededor de dos terceras partes de los
dos grupos de estudiantes podian resolver adiciones de dos y tres digitos sin
inconveniente, ello aparentemente implicaria que dominan el sentido del valor
de posicion, pues para dar solucion a esta tarea ello se requiere. Sin embargo al
parecer estas soluciones correctas se muestran como una aplicacion mecanica de
las reglas para operar los algoritmos, pues en el transcurso didactico se exhiben
diferentes dificultades y errores de los estudiantes al operar con las entidades y
relaciones de la estructura del valor posicional.

A diferencia de esos aprendizajes mecanicos, en el CREVP los alumnos
logran, mediante la ejercitacion, observar y entender pulatinamente de donde y
como surge cada una de las unidades de cada orden de magnitud, al atender a las
relaciones pertinentes entre entidades y ademas distinguir la estructura de cada
una de dichas unidades, tanto en la producciéon no simbolica como en la notacion
desarrollada. Esto ocurre en el grupo queutilizé los palitos, ligas y la hoja de trabajo.

Cabe resaltar que esta investigacion tuvo una duracion de tres semanas
para su aplicacion, en esas tres semanas los logros se observan en los siguientes
resultados, asi como las dificultades que registraron los alumnos se muestran en
las taxonomias de errores.

Se reportan aqui tres items respecto al cuestionario final, ilustrativos de los
desempeiios logrados por los estudiantes después del curso. Respecto al grupo
que uso la hoja de trabajo, palitos y ligas. Grupo formado por 30 alumnos.

— Forma con los materiales el nimero 1023. Fueron 19 alumnos los que
respondieron correctamente.

— Afnade 5 a 1324. Fueron 14 los alumnos que respondieron como
corresponde, 2034, incorrectas 6, no contesto 3, sin tarjeta 7.

Cabe mencionar algunos errores que se presentaron;

— un nifio anotd 2035, es decir, en la notacién marc6 otra base,

— un alumno anot6 2034. La notacién no corresponde, pues no se
diferencia la base del numero.
Sustrae 8 a 1104. las respuestas correctas fueron dadas por una tercera
parte del grupo, anotaron 304, cuya respuesta fue la que corresponde.

Los siguientes tres casos atafien a notacion inadecuada;

— un niflo anoto 34,
— Estos alumnos anotaron 3 (al parecer olvidaron registrar el cero),
— fueron dos estudiantes que escribieron 304.
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Grupo B, emple¢ el abaco.

Dado que en este grupo la solicitud de formar un nimero con el dbaco puede
arrojar datos insuficientes porque la naturaleza del material permite atender
unicamente a los coeficientes y aparentemente estar bien. En el ejemplo expuesto
en la Figural, se observa que el nimero de bolitas desplazadas en cada una de las
barras corresponde al nimero solicitado, sin embargo, se atiende alli inicamente
al coeficiente, ya que la suma de los numeros de las tarjetas expuestas no
corresponde a 2114.

Se solicito a los alumnos de este grupo operar adiciiones. Se reportan aqui
los items:

— Anade 5 a 1324 Los alumnos que respondieron correctamente fueron
12, incorrecto 5, no contestd 9.

— Sustrae 8 a 1104, las respuestas correctas fueron dadas por 4 alumnos,
incorrectos 17, no contesto 4.

A continuacion se presentan dos taxonomias de errores que presentan los alumnos
al efectuar producciones no simbdlicas y la notacion desarrollada respectivamente.

En la Tabla II se refieren 3 categorias correspondientes a la taxonomia
de errores de las producciones no simbolicas en el grupo A, que trabajo con
el espacio dispuesto en la hoja de trabajo con campos internos adyacentes. En
lo que concierne al grupo B que trabajo con el abaco, no se incluyen tablas de
la produccion no simbolica, dado que las caracteristicas del propio material
didactico muestran sélo como unidad las bolitas de cada barra.

Durante la produccion no simbdlica los alumnos presentan errores que
conciernen a las siguientes categorias: (El nimero correspondiente a cada una de
estas categorias C, aparece en la Tabla II en la primera columna, las siguientes
columnas conciernen a errores respecto a cada orden de magnitud).

1) omision de entidades; esto especificamente a la omision del valor del
coeficiente (c).

2) las relaciones entre entidades; particularmente respecto a la aplicacién
de relaciones inapropiadas entre base (b) y coeficiente (c).

3) estructura de la unidad de cada orden de magnitud.

Al inicio de la produccion no simbodlica los alumnos requieren prestar
atencion a aspectos de procedimiento que les permitira generar las relaciones
pertinentes. Durante el procedimiento los alumnos paulatinamente distinguen
cual es la base y el coeficinte, en que campo adyacente corresponde colocar
las unidades, también requiren atender a que las unidades que estan en cada
orden de magnitud correspondan a la estructura segun el exponente. Esto es una
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preparacion necesaria para que los nifios puedan atender posteriormente a las
relaciones entre las entidades del valor posicional. El procedimiento con material
manipulativo involucra que el estudiante comience a generar lentamente las
relaciones entre entidades del valor posicional. Es decir, el procedimiento permite
que los nifos atiendan a cada componente, en la medida que los discierne,
durante tal procedimiento comienzan a generar ellos mimos las relaciones que

corresponden a esta estructura.

TABLA 1I
Taxonomia de errores de las producciones no simbolicas. Grupo A

c 2do orden
de magnitud

ler orden
de magnitud

Orden de
magnitud 0

1 Colocan una unidad sin considerar
las unidades que solicita el

No atienden al
coeficiente. Colocan solo

No atienden al
coeficiente, al

coeficiente una unidad formar otros
ordenes de
magnitud
2 Hacen la unidad multiplicando la Forman la unidad Dejan mas

base por el nimero marcado
en el coeficiente del ler orden

No atienden a la relacion base

coeficiente. Forman la unidad

con agrupaciones de diferente

tamafo. Cuando en este orden
se requiere c(bxb)

compuesta por
coeficiente
por coeficiente. Esta
unidad se compone de
coeficiente por base.

Dejan mas unidades o

igual que la base, en el

campo correspondiente
al ler de magnitud

palitos o igual

que la base, asi

no se atiende a

la restriccion,
b-1

3 Forman la unidad multiplicativa
(sin ligas chicas), contiene
el equivalente aditivo
correspondiente.

Duplican el valor de la base
para formar la unidad. Asi, no
consideran el exponente.

No forman la unidad cuyo valor
relativo consiste en (bxb). En este
caso los alumnos, dejan sueltas
las unidades que reunieron del
ler orden.

Colocan una unidad aditiva

Colocan una unidad multiplicativa cxb

Colocan la unidad
cuyo valor relativo
corresponde al
2do orden de magnitud
o palitos sueltos

Colocan
una unidad
multiplicativa
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Aunado a ello, que el alumno haga el registro correspondiente con notacion
desarrollada de los valores relativos implicados en las cifras de cada orden de
magnitud, obliga al alumno a atender a todas las relaciones y entidades presentes
en el valor posicional. Con respecto a ello, se presenta en la Tabla III, Cuatro
categorias de errores respecto a la taxonomia de notacion desarrollada, estas
corresponden a que los alumnos:

1) sustituyen u omiten de entidades.

2) establecen relaciones no apropiadas entre el coeficiente (c) y la base (b).

3) estructuran la unidad: aditiva, multiplicativa, ¢ x b; multiplicativa
iterada, ¢ (b x b); sin correspondencia con el orden de magnitud.

4) con respecto a la estructura del valor posicional, insuficiente o
equivocada respecto a los 3 primeros 6rdenes de magnitud.

5. CONCLUSIONES

Se devela en el transcurso de la aplicacion didactica, durante la produccion no
simbdlica y notacion desarrollada, que el alumno se fija solo en algunas entidades
y relaciones del valor de posicion y otras las deja sin atender. Durante el curso, los
alumnos logran emplear la unidad multiplicativa. Sin embargo, la unidad de 2do
orden de magnitud est4 alin sujeta a algunos olvidos o relaciones inconvenientes.
Es pertinente destacar que muchos alumnos todavia no generan, por lo tanto, no
pueden observar la unidad del segundo orden, es decir, unidades multiplicativas
iteradas 1 (b x b). Dadas las relaciones alli implicadas, esto reside en el solo hecho
de multiplicar la base por si misma (pues el exponente es dos) y después por el
coeficiente del 2do orden de magnitud. Lo cual plantea una mayor dificultad al
estudiante.

Un aspecto didactico relevante es que durante la ensefianza se puede ostentar
cada uno de los componentes del valor posicional y mostrar como se vincula con
los otros componentes, Asi el docente o los pares pueden aludir a cada no de ellos
durante el curso, y mostrar por ejemplo: que el numero contenido en las ligas
corresponde a la base.

En lo concerniente al grupo abaco, a los alumnos les resulta muy complicado
aprehender la estructura basica completa del valor posicional respecto al referente
numérico a formar. El empleo de este material provoca que esta estructura se le
escape al estudiante. Influye, que la estructura de las unidades de cada orden no son
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evidentes. Tampoco la relacion entre 6rdenes de magnitud y base, requerimiento
para dar significado a esta estructura. Como ejemplo se puede observar la figura
1, alli los alumnos formaron el numero solicitado, 2114, en sus abacos, pero hay
inconsistencia entre la suma de las tarjetas y el nimero representado en el abaco.
Por los resultados se considera que el empleo del abaco con fines de ensefianza
funciona para otros aspectos, podria seguirse después de que el alumno consiga
cierto dominio del valor relativo a cada orden de magnitud.

El uso de la notacion desarrollada, para anotar valores de los distintos
ordenes de magnitud, obliga al estudiante a centrarse en los aspectos relacionales
de las entidades y ya no tanto en los procedimentales (sobre todo implicados en
el inicio de las producciones no simbolicas). Como se menciond con antelacion
durante el procedimiento en la produccion no simbodlica, el alumno esté atento a
distinguir cual es la base, cual es el coeficinte, que estructura tiene cada unidad,
en dénde la coloca, etc. Durante la notacion desarrollada el alumno necesita
atender a estas entidades y a las relaciones pertinentes para adjudicar valores. A
diferencia del inicio de la produccion no simbolica en donde el alumno atiende
a componentes, durante la notacion desarrollada estos componentes no solo los
observa en el material concreto, necesita evocar a que entidad corresponden y
determinar las relaciones pertinentes.

Aqui es importante hacer una distincion entre los componentes del valor
posicional y las entidades que lo conforman, esta distincion atiende a diferentes
momentos del aprendizaje del valor posicional. El primero corresponde a los
procedimientos durante la produccion no simbdlica, y el otro momento cuando
el propio estudiante al operar con las cifras indoarabigas evoca las entidades.
El primer momento es respecto a los preocedimientos, el alumno atiende a los
componentes cuando recién inicia con las producciones no simbolicas, a partir de
un referente expuesto con cifras indoarabigas que con el material manipulativo,
se presenta ante los ojos de los alumnos como una numerosidad en la cual puede
observar los distintos componentes. Estos corresponden a los ceoeficientes de
cada orden de magnitud y a la base.

El segundo momento sucede cuando el alumno evoca las relaciones entre
esas entidades; coeficientes de cada orden de magnitud y la base, para registrar con
notacién desarrollada, o simplemente registrar un nimero con su base explicita u
opera algun algoritmo con las cifras indoarabigas. Hemos denominado entidades a
la evocacion que hace el estudiante de dichos componentes y sus relaciones. Cabe
sefialar que el sentido relacional atafie también a las producciones no simbdlicas
del estudiante cuando corresponden a la evocacion de las relaciones requeridas por
esta estructura, si bien este transito entre lo procedural y lo relacional es paulatino.

También es pertinente aclarar que durante las producciones simbolicas
y notacion desarrollada hay un contenido procedimental, sin embargo, estos

(co) Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021



LAS RELACIONES ENTRE ENTIDADES COMPONENTES DEL VALOR POSICIONAL 295

procedimientos incluyen la evocacion de entidades y sus relaciones que el
alumno genero a partir de las producciones no simbolicas, En las producciones
no simbolicas es central seguir un procedimiento, fijarse en cada componente.
Cabe afiadir que para emplear y valorar estructuras aritméticas con sentido es
imprescindible reconocer como se generan las distintas unidades de los diferentes
ordenes de magnitud. Y las relaciones que estan implicadas en dicha estructura.
Asi mismo cabe destacar que actualmente durante la ensefianza del valor
posicional, se omite este sentido relacional y estrctural del valor de posicion, se
ensefia una sintesis, o mas bien dicho se ensefia parcialmente esta estructura, lo
que provoca muchos problemas con el aprendizaje de la aritmética.

La investigacion permitid presentar un planteamiento didactico, para que
el alumno tenga posibilidades de atender a las relaciones entre entidades de
la estructura del valor posicional. También permitid, conjeturar como emerge
la estructura del valor posicional para su comprension, misma que el alumno
necesita generar, de alli la necesidad de habilitar cierta comprension mediante
las ejercitaciones constantes, que permitan a los alumnos discernir las entidades,
y generar las relaciones pertinentes para dar significado al valor posicional.
Sobre todo, porque precisamente lo que se omite durante la ensefianza del valor
de posicion cotidianamente en las escuelas son las relaciones implicadas en esta
estructura. Los errores que se muestran en las taxonomias, permiten identificar
que es lo que hay que atender cuando se esta ensefiando el valor de posicion,
respecto a las producciones no simbolicas y la notacion desarrollada.

Por lo anterior, el planteamiento didactico aqui expuesto: La ejercitacion
en produccion no simbolica, notacion desarrollada y produccion simbolica que
efectiian los estudiantes. Especificamente, la produccion no simbolica que emplea
la técnica de adiciones sucesivas con el soporte material, que usa campos internos
adyacentes en la hoja de trabajo, en relacion con palitos y ligas, concierne a una
estrategia de ensefianza que propicia una posibilidad so6lida para la comprension
del valor posicional basado en las relaciones de su estructura.

Cabe mencionar que el tiempo requerido para un cabal dominio del valor
posicional es alin una incognita. Se necesita considerar aspectos intermedios,
desde que el alumno logra anotar como corresponde la notacion desrrollada hasta
el momento en que pueda operar con distintas bases para hacer equivalencias
entre ellas. Lo cual, es importante porque implica un dominio de las propiedades
del orden y el cardinal. Por ello se destaca que es un curso de largo aliento, se
requiere mas tiempo para lograr que los alumnos operen las cifras indoarabigas
con distintas bases, esto es imprescindible porque, por un lado contribuye de forma
nodal a la comprension y formacion de un pensmiento flexible con entidades
matematicas y por otro requiere preguntarse que se comprende por cardinal.
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DESARROLLO DE LA HABILIDAD NUMERICA INICIAL:
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DEVELOPMENT OF EARLY NUMERICAL ABILITY:
CONTRIBUTIONS FROM COGNITIVE PSYCHOLOGY TO INITIAL MATHEMATICS EDUCATION

RESUMEN

La habilidad numérica se desarrolla en los primeros afios
de edad y estd en la base del aprendizaje de la matematica
posterior, asi como del éxito académico y laboral en edad
adulta. Este articulo tiene por objetivo revisar la ultima
evidencia empirica, a partir de recientes estudios con enfoques
conductuales en cognicion numérica, centrada en el desarrollo
de las habilidades numéricas tempranas. Para ello, se revisan
los principales hitos del desarrollo numérico en relacion con
la adquisicion de la aritmética posterior, teniendo en cuenta
las influencias intrinsecas y extrinsecas al individuo durante
los primeros afios de edad. Se revisan, ademas, las principales
controversias que se mantienen actualmente en discusion en
la disciplina.

ABSTRACT

Numerical skills develop in the first years of life and are the
base of later mathematical learning, as well as the academic
and labour success in the adult age. This article aims to review
the latest empirical evidence on early numerical cognition
from behavioural approaches. For this, the main milestones
of numerical development are reviewed in relation to the
acquisition of later arithmetic skills. The focus of this review
is in the intrinsic and extrinsic factors during the first years of
age. Still open controversies in the field of number cognition
are also reviewed.

PALABRAS CLAVE:
- Cognicion numeérica
- Habilidades numéricas
- Sistema numérico aproximado
- Sistema numérico simbolico
- Correspondencia
numero-cantidad
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- Approximate number system
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RESUMO

A habilidade numérica se desenvolve nos primeiros anos de
idade e esta na base do aprendizado de matematica posterior,
bem como do sucesso académico e profissional na idade
adulta. Este artigo tem como objetivo revisar as evidéncias
empiricas mais recentes, baseadas em estudos recentes com
abordagens comportamentais em cognigao numérica, focados
no desenvolvimento de habilidades numéricas precoces. Para
isso, os principais marcos do desenvolvimento numérico sao
revistos em relagdo a aquisicdo da aritmética subsequente,
levando em consideragdo as influéncias intrinsecas e
extrinsecas do individuo durante os primeiros anos de
idade. Além disso, sdo revisadas as principais controvérsias
atualmente em discussdo na disciplina.

RESUME

La capacité numérique se développe dans les premicres années
d’age et est a la base de I’apprentissage des mathématiques
ultérieures, ainsi que de la réussite scolaire et professionnelle
a l’age adulte. Cet article vise a passer en revue les derniéres
preuves empiriques, basées sur des études récentes avec des
approches comportementales en cognition numérique, axées
sur le développement de compétences numériques précoces.
Pour cela, les principaux jalons du développement numérique
sont passés en revue par rapport a ’acquisition d’arithmétique
ultérieure, en tenant compte des influences intrinséques et
extrinséques de l'individu au cours des premiéres années
d’age. De plus, les principales controverses actuellement en
discussion dans la discipline sont passées en revue.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Cogni¢do numérica

- Habilidades numéricas

- Sistema numérico aproximado

- Sistema numérico simbolico

- Correspondéncia numero-
quantidade

MOTS CLES:

- Cognition numérique

- Compétences numériques

- Systéeme numérique
approximatif’

- Systeme numérique
symbolique

- Correspondance nombre-
quantité

Los seres humanos, al igual que otros animales, nacemos con una sensibilidad
para representar numerosidades que nos permite comprender las magnitudes
de los conjuntos, manipularlas y compararlas. Estas capacidades son de origen
preverbal, presentes en el momento del nacimiento y constituyen las denominadas
habilidades cuantitativas primarias (Ansari, 2008; Geary, 1995). A pesar de que
la naturaleza innata de este sistema de representacion de magnitudes esta siendo
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discutida (Leibovich, Katzin, Harel, y Henik, 2017), existe consenso en que sobre
ella se asientan las habilidades cuantitativas secundarias (Ansari, 2008; Geary,
1995), es decir, la habilidad numérica y matematica posterior. Estas habilidades
son de naturaleza verbal y se adquieren por medio de la instruccién formal en
la escuela y de la accion de contextos informales de aprendizaje, como el hogar,
gracias a la interaccion de ciertos mecanismos cognitivos de soporte, que sustentan
este y otros aprendizajes (Geary, 1995). El desarrollo de estas habilidades
matematicas basicas, como resultado de la interaccion de estos factores intrinsecos
y extrinsecos al individuo predicen el éxito laboral adulto (Ritchie y Bates, 2013),
por lo que conocer el curso de desarrollo de la habilidad numérica y los procesos
cognitivos y educativos que intervienen en él es crucial para poder disefar e
implementar practicas pedagogicas y politicas publicas que nos permitan dotar a
nuestros estudiantes de contextos formales e informales de aprendizaje adecuados.

Tradicionalmente, los paradigmas educativos en nuestras escuelas han
residido sobre la tesis piagetiana de que el origen del pensamiento esta en la
funcion simbolica, asi como el lenguaje, que no seria mas que el codigo por el
cual expresamos ideas o conceptos. Esta aproximacion hizo poner el foco de la
educacion matematica sobre el desarrollo del pensamiento logico, también llamado
l6gico-matematico, refiriéndose a un conjunto de habilidades, conocimientos
y destrezas que engloban el proceso de las matematicas tempranas y que seria
necesario desarrollar para alcanzar el concepto del nimero (Chamorro et al.,
2005). Asi, las practicas pedagogicas, siguiendo las prescripciones de nuestros
curriculos educativos, buscan el desarrollo de habilidades cognitivas tales como
la seriacion, la conservacion y la clasificacion por ser consideradas necesarias
para comprender la /ogica de la matemadtica. Ademads, se trabajan conceptos
prenuméricos mediante la teoria de conjuntos, como la correspondencia, las
seriaciones y ordenaciones. Todo ello sin dejar de lado otros objetivos, como
la geometria o el lenguaje matematico, que seran necesarias para desarrollar la
matematica posterior (MINEDUC, 2018a). En cuanto al lenguaje matematico, es
habitual hacer especial hincapié en la lista de conteo, haciendo uso de canciones
y excesivas repeticiones que no llevan necesariamente a la comprension del
fenomeno numérico si no se acompaiian de otros conocimientos (Wynn, 1992;
1990). Es habitual, asimismo, que en nuestras escuelas se trabaje el simbolo
numérico individual, sin poner el foco en las propiedades del sistema numérico
simbdlico, acelerando su uso hacia los procedimientos del calculo simbolico, a
menudo de forma no adecuada a la edad (Ponce y Strasser, 2019).

Podemos observar ciertos paralelismos en los procesos mencionados que
engloban el pensamiento logico-matematico con los hallazgos de la psicologia
cognitiva, y mas concretamente de la cognicion numérica y la neurociencia
cognitiva. No obstante, falta presencia en nuestros curriculos educativos de una
aproximacion cognitiva moderna que guie a nuestras maestras, a través de sus
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practicas pedagogicas, para la ensenanza de las habilidades numéricas iniciales,
bajo la mirada de los ultimos hallazgos empiricos. La investigacion en cognicion
numérica en paises hispanohablantes ain es incipiente (Haase et al., 2020), y
la mayor produccion de conocimiento en el area ha sido publicada en inglés, lo
que dificulta que se abran lineas de investigacion y se modifiquen legislaciones
educativas. De la misma forma, en la formacion inicial docente suele dejarse de
lado las competencias asociadas al desarrollo de la habilidad numérica inicial,
desde un aproximacion cognitiva (Susperreguy et al., 2020). Cabe destacar que
nuestras maestras manifiestan desconocimiento, dificultades en la instruccién e
incluso incomodidad para ensefiar matematicas, debido a que ni a ellas mismas
les agradaban cuando las estudiaron (Ormeio Hofer et al., 2013).

Por las razones anteriormente descritas, creemos que es necesario incluir una
aproximacion cognitiva a los paradigmas que se utilizan en educacion matematica
en la actualidad. Con ese fin, este trabajo pretende ser una revision bibliografica
de la ultima evidencia empirica, a partir de la psicologia cognitiva del desarrollo,
especificamentedesdelacognicionnumérica,ydesdeunaaproximaciéonconductual.
Asi, se van a revisar los principales hallazgos y controversias en relacion con
factores intrinsecos y extrinsecos que explican el desarrollo de la habilidad
numérica temprana, como inicio de la ensefianza de la matematica.

2. DESARROLLO DE LA HABILIDAD NUMERICA TEMPRANA

Para situar el marco de referencia, desde un punto de vista del desarrollo
ontologico de las funciones cognitivas que sustentan el aprendizaje del niumero,
debemos diferenciar entre los procesos cognitivos intrinsecos al individuo y los
factores extrinsecos que modulan el desarrollo de los primeros. Asimismo, los
procesos cognitivos instrinsecos se pueden clasificar en procesamiento cognitivo
de dominio general (aquellos procesos cognitivos que sustentan la funcidén
cognitiva del individuo y participan en cualquier aprendizaje instrumental,
incluido el nimero y las matematicas), como la atencion, el lenguaje o la
memoria, y en procesamiento cognitivo de dominio especifico del niimero
(aquellos procesos cognitivos que sustentan especificamente el aprendizaje del
numero y las matematicas), como la cardinalidad o la ordinalidad, y para las
cuales utilizaremos aqui la etiqueta global de habilidades numéricas iniciales.
Estos procesos especificos, a su vez, se pueden clasificar en torno a su naturaleza,
aquellos que vienen predeterminados biologicamente frente a los que se adquirien
y desarrollan gracias a la estimulacion informal, a la instruccion explicita o por
maduracion. Atendiendo a estas consideraciones, se expone a continuacion una
revision bibliografica de recientes hallazgos en torno al desarrollo de la habilidad
numérica inicial. La Figura 1 ayudara a comprender estas clasificacones, desde el
punto de vista del desarrollo.
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FACTORES INTRINSECOS AL INDIVIDUO FACTORES EXTRINSECOS

‘ HABILIDAD MATEMATICA

CONTEXTO
SOCIOFAMILIAR

INSTRUCCION
FORMAL EN
CONTEXTOS
ESCOLARES

Inicio Educacién
Basica (6 afios)

PROCESOS
COGNITIVOS
DE DOMINIO

GENERAL

INICIALES

HABILIDADES NUMERICAS
SNS

Inicio Educacién
Parvulara (4 afios) E— (e

HABILIDADES NUMERICAS

PREVERBALES

Nacimiento

Figura 1. Modelo cognitivo de desarrollo de la habilidad matematica inicial.
Notas: SNA: Sistema numérico aproximado; SNS: Sistema numérico
simbdlico; SSO: Sistema de seguimiento de objetos; ESE: Estatus
socioecondémico; AAH: Ambiente de aprendizaje en el hogar. Las
edades son aproximadas, basadas en el sistema educativo chileno.

2.1. Sistemas preverbales de representacion de magnitudes

Como ya se ha dicho, venimos dotados de una capacidad preverbal, determinada
biolégicamente, para procesar magnitudes en el medio que nos rodea. Esta
capacidad temprana para representar magnitudes no emerge por medio de la
trasmision cultural, ni por el aprendizaje individual, pero su desarrollo si se ve
perfeccionado por factores ambientales o por medio de la instruccion, por lo
tanto, se puede decir que presenta componentes ontogenéticos y filogenéticos. Se
ha demostrado que estas habilidades primarias, presentes en infantes de pocas
semanas son, en realidad, dos subsistemas independientes que nos permiten
representar conjuntos: el sistema de seguimiento de objetos (SSO) y el sistema
numérico aproximado (SNA; Feigenson et al., 2004). Ambos sistemas estan
limitados en su capacidad y/o en su precision de representacion y no admiten
conocimientos matematicos mas complejos. El SSO es un sistema de naturaleza
discreta y visoespacial que permite monitorear hasta 3 o 4 elementos en paralelo,
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permitiendo extraer su numerosidad de forma exacta y automatica sin el apoyo
de una etiqueta numérica (Carey, 2004). Este sistema permite que los infantes de
cuatro a seis meses sean sensibles a cambios en los conjuntos pequefos, gracias
a un proceso que se ha denominado en lengua inglesa subitizing, sin traduccion
literal al espafiol (Butterworth, 2005).

Por otro lado, el SNA es de caracter analdgico y permite estimar cantidades
superiores a las que soporta el SLO. Estas representaciones son imprecisas,
dado que estan sujetas a la ley psicofisica de Weber-Fechner (Dehaene, 2011),
que explica que la percepcion de cambio en una magnitud fisica, en este caso la
numerosidad, dependera de la intensidad del cambio. La ley de Weber-Fechner
impone limitaciones al SNA ya que solo cambios de intensidades relativas seran
percibidas, lo que se ha observado consistentemente en tareas de comparacion
numérica (Ansari, 2008), donde se debe determinar el mayor de una pareja de
conjuntos, y de donde se desprenden el efecto de tamafio y el efecto de distancia
(Moyer y Landauer, 1967). El primer efecto hace referencia a que discriminamos
con mayor facilidad conjuntos de menor magnitud, es decir, es mas sencillo
comparar y diferenciar conjuntos de 25 vs 50 elementos, que de 75 vs 100
elementos. El efecto de distancia implica que discriminemos mas facilmente entre
dos conjuntos con mayor distancia numérica (por ejemplo, entre 25 vs 50), que
entre conjuntos con menor diferencia (como 25 vs 30). Asi, se ha visto que a los 6
afos de edad somos capaces de distinguir numerosidades en una relacion de 1:2,
esto es, que pueden diferenciar entre conjuntos de 8 y 16 elementos, pero no de 8
y 12. Al borde de los 10 meses ya somos capaces de discriminar en una relacion
de 1:1.5, lo que significa que pueden distinguir entre numerosidades de 8 y 12
elementos respectivamente, pero no de 8 y 10 (Xu y Arriaga, 2007).

Tradicionalmente, se ha entendido que el sistema de representacion
aproximado es innato en el ser humano y otras especies. Esta concepcion del
SNA asume que se trata de un sistema numérico independiente de otros sistemas
de procesamiento cognitivo de otras magnitudes fisicas (Dehaene, 2011). En los
ultimos anos, los investigadores en cognicidn numérica se estan cuestionando
dichos postulados. Se ha propuesto que el sistema de representacion numérica
preverbal podria no ser innato, sino resultar de un sistema de representacion de
magnitudes general (Leibovich et al., 2017; Leibovich y Ansari, 2016)discretos.
Esta propuesta proviene de la constatacion de que, en las tareas de comparacion
numérica no simbdlica, utilizadas cladsicamente para acceder al SNA en estudios
conductuales y de neuroimagen, las propiedades fisicas de los estimulos (area de
los elementos del conjunto y area total del propio conjunto, densidad del conjunto,
etc) correlacionan con la numerosidad del conjunto, lo que podria estar sirviendo
a los participantes para responder. Hasta ahora se ejercia un estricto control de
estas propiedades de los estimulos al recoger medidas puras de la numerosidad,
pero los defensores de esta propuesta animan a los investigadores a replantearse
el cardcter innato del SNA, proponiendo la existencia de este sistema de
representacion de magnitudes, y no de cantidades per sé (Leibovich et al., 2017).
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2.2. Principales hitos en la adquisicion del sistema numérico simbolico

Alrededor de los dos anos, los nifios recitan la lista numérica de conteo en formato
verbal de manera ordenada, pero no le asocian un significado (Carey, 2004). En
esta edad adquieren los primeros principios de conteo, donde el principio de orden
estable juega un rol crucial pues establece que el orden de las etiquetas numericas
siempre es el mismo (/uno/, /dos/, /tres/, /cuatro/...). Asi mismo, el principio
de correspondencia uno a uno permite establecer la relacion entre conjuntos y
compararlos a través del conteo, sentando la base de las relaciones numéricas
(Carey y Barner, 2019). Se ha demostrado que la familiaridad con la lista de
etiquetas verbales es un predictor potente para establecer la correspondencia
entre los numerales y las cantidades que éstos representan (Ebersbach, 2016;
Ebersbach y Erz, 2014; Lipton y Spelke, 2005). Progresivamente, en torno a los
dos afios y medio, comienzan a conocer y comprender el concepto de “uno”, de
forma que, si se le pide explicitamente que nos entregue un elemento, son capaces
de hacerlo, pero si se les pide una cantidad mayor, responden con un nimero
aleatorio de elementos (Fuson, 1992). A medida que continua el desarrollo
alcanzan a comprender la nocion de “dos”, después la nocion de “tres” y hasta
de “cuatro”, con intervalos de tiempo considerables entre ellos (Le Corre y
Carey, 2007, Wynn, 1990). Una vez comprenden el nimero “cuatro”, alrededor
de los cuatro afios, comienzan a utilizar estrategias para contar (Fuson, 1992)
y desarrollan el principio de cardinalidad (Odic et al., 2015). Este principio de
conteo es de vital importancia para establecer la correspondencia y determinar
el nimero total de una coleccion, ya que, gracias a este, es que comprenden que
el ultimo digito contado de un conjunto de elementos corresponde a la cantidad
total (Carey, 2004; Gelman y Gallistel, 1978). A los principios anteriormente
mencionados, se le suman el de irrelevancia del orden, el cual se refiere a que la
disposicion de los elementos no influye en determinar cuantos objetos tiene una
coleccion, y el principio de abstraccion, que nos permite agrupar colecciones de
objetos diferentes y contarlos juntos como uno solo. Estos principios de conteo
permiten desarrollar el conteo y guian la adquisicion y ejecucion de la accion
aritmética (Butterworth, 2005; Gelman y Gallistel, 1978). Una vez los estudiantes
han alcanzado la comprension del numero “cuatro” y han adquirido el principio
de cardinalidad, el ritmo por el cual establecen la correspondencia entre nimeros
y cantidades mayores a cuatro se acelera considerablemente (Le Corre y Carey,
2007; Odic et al., 2015). Existen controversias y disparidades en la interpretacion
sobre cdmo y por qué ocurre este proceso (Reynvoet y Sasanguie, 2016), y se ha
propuesto que en este punto del desarrollo emerge el sistema numérico simbolico
de forma independiente al sistema de representacion aproximado (Carey, 2004),
tema sobre el que se reflexionara en la siguiente seccion. Recientes investigaciones
han mostrado que la adquisicion de la cardinalidad es un requisito para adquirir la
ordinalidad y la funcién del sucesor (Spaepen et al., 2018), que hacen referencia
al orden de los simbolos numéricos y su relacion 0rd1na1 mientras que el segundo
concepto se refiere al conocimiento de que todo numeral tiene un sucesor y que la
distancia entre un numeral y el siguiente es constante (Carey y Barner, 2019).
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Porultimo, cabe destacar que el uso de cuantificadores tiene un rol sustancial
en la habilidad numérica. Estas son expresiones verbales que se usan desde edades
tempranas, dado que estan presentes en el lenguaje coloquial o son instruidos
formalmente, y que sirven para indicar cantidades de manera imprecisa, como por

EE Y]

ejemplo: “algunos”, “todos” o “ninguno”. Se especula que sirven de soporte en el
procesodeadquisiciondelosnimeroscardinales(Carey,2004; Dolscheidetal.,2017).

El desarrollo de estas habilidades nos va a permitir identificar, comprender,
ordenar y operar con los simbolos numéricos arabigos, es decir, dominar el
concepto del nimero, paso previo a al calculo operatorio simbdlico. En la Tabla 1 se
muestran una serie de hitos, donde interactian factores intrinsecos y extrinsecos al
individuo, y que son necesarios para la adquisicion del sistema numérico simbolico.

TABLA 1
Sintesis de los hitos del desarrollo del nimero en edades tempranas

Aiios  Meses Hitos Autores
0 0 Los seres humanos nacen con dos sistemas de Feigenson y Carey,
representacion innato: el sistema de representacion 2003; Feigenson et
aproximado y el sistema de representacion exacto. al., 2004.
Pueden discriminar pequefas cantidades y agregar Keating, 1983.
y/o quitar un elemento.
En la etapa preverbal, los nifios presentan un sentido Dehaene, 2011.
numérico intuitivo de nimero aproximado.
6 A los seis meses, pueden discriminar con €xito Xuy Spelke, 2000;
conjuntos con una relacion de 1:2. Lipton y Spelke, 2003.
Discriminan el aumento de las numerosidades. Brannon, 2002.
Surge la memoria semantica. Papalia, 1998.

10 Pueden discriminar conjuntos con una proporcion 1:1.5 Xu 'y Arriaga, 2007.

2 0 Los nifos son capaces de recitar la lista de conteo (de Fuson, 1992; Le
forma verbal) en orden, pero sin significado. Corre y Carey, 2007.
6 Comienzan a reconocer y comprender el significado ~ Fuson, 1992; Odic,
la cantidad “uno”, siendo capaces de entregar Le Corre y Halberda,
correctamente un objeto. 2015.

Reconocen que las etiquetas numéricas diferentes a  Potter y Levy, 1968.
uno representan cantidades mayores, pero no
son capaces de representar estas cantidades
de forma exacta.

Posterior a la adquisicion del nimero “uno” se Wynn, 1992; Odic et
comienza a desarrollar el significado de la cantidad al., 2015.
“dos” de forma progresiva, convirtiéndose en
“one — knowers y two — knowers”

Se subestima en tareas de produccion (estimacion Odic et al., 2015.
simbolica a no simbolica).
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3 0  Comienzan a comprender el significado de “tres”. Por Wynn, 1992.
lo tanto, se convierten en “Three — Knowers”
Luego de comprender el “tres” adquieren el Wynn, 1992.
significado de “cuatro”, convirtiéndose en “Four
— Knowers”.
6 Son capaces de enfrentarse a tareas de produccion Odic et al., 2015.

(estimacion de simbolico a no simbolico), sin que
aparezca sesgo de estimacion.

4 0 Comienzan a desarrollar el principio de cardinalidad. Carey, 2007.

Comienzan a utilizar estrategias de conteo, como el Fuson, 1992.
uso de los dedos.

6 Desde esta edad sobrestiman en tareas de produccion Odic et al., 2015.
(estimacion simbolica a no simbolica).

Desarrollo de la ordinalidad y la funciéon del sucesor Spaepen, Gunderson,
Gibson y Goldin-
Meadow, 2018

5 Omeses  Son capaces de estimar cantidades hasta el 100. Lipton y Spelke, 2015.
afos

Hasta esta edad, se desarrolla la relacion entre Banner, Chow y Yang,
cuantificadores y nimeros. 2009.
Comienzan a distinguir digitos ardbigos de otros Noél, 2001.
simbolos.
Se consolida la correspondencia entre el Sistema Libertus, 2016.

numéricoaproximadoylasetiquetasnuméricasverbales.

Ademas,puedenrealizarsumasdepequeinascantidades,
sin una intencionalidad explicita de usar el conteo.

6 meses Cuentan correctamente hasta el 40. Starkey y Gelman, 1982.

Establecen la subitizacion, es decir, estiman la  Starkey y Gelman, 1982.
cantidad de elementos de una coleccion.

Cuentan niimeros de uno y dos digitos. Carpenter y Moser, 1982.

6 Omeses Integran habilidades cuantitativas preverbales y Siegler y Booth, 2004.
afnos. esquemas de conteo, para desarrollar una linea
numérica mental.

Entre los 6y 8 Este es un periodo critico para que el sistema Vanbist, 2017.
afios. simbolico, comience a servir de apoyo (andamiaje)
para el sistema no simbolico.

Logran hacer comparaciones de magnitudes Griffin, 2002; Griffin,
simbolicas. 2004.
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2.3. Adgquisicion y desarrollo de la correspondencia entre numerosidades y numerales

El SNA es de naturaleza aproximada, y aunque va ganando precision con el
desarrollo del individuo, jamas nos permitird representar cantidades de forma
exacta (Ansari, 2008; Dehaene, 2011). Para poder hacerlo, el ser humano ha
desarrollado el sistema numérico simbolico (SNS), gracias al cual asignamos
etiquetas simbdlicas, ya sea en formato verbal oral (/cinco/) o escrito (CINCO)
o en formato visual arabigo (5), para poder manipular cantidades exactas. Este
sistema se consolida a partir de los 5 o 6 afios de edad, como ya se ha dicho,
gracias a la instruccion formal, al efecto de ambientes de aprendizaje informales y
al desarrollo de las habilidades numéricas iniciales ya mencionadas. Este proceso
de enculturizacion modifica estructuras neurocognitivas que originalmente
podrian ser funcionalmente especificas para la habilidad numérica o no, con el fin
de adaptarse al medio numérico, permitiéndonos aprender los numerales, operar
con ellos y alcanzar conceptos matemadticos complejos (Ansari, 2008; Geary,
1995; Nufiez, 2017). Aunque el debate sobre la adquisicion del sistema simbolico
en base a los sistemas numéricos preverbales sigue sin estar resuelto (Leibovich
y Ansari, 2016), si sabemos que durante estas tempranas edades se integran las
habilidades cuantitativas preverbales y los esquemas de conteo para desarrollar
una linea numérica mental. Variados estudios han comprobado la relacion
entre estos sistemas, mostrando cémo los nifios progresivamente establecen la
correspondencia entre el nimero y su etiqueta numérica visual, es decir, llegan a
establecer la relacion entre representaciones no simbdlicas y simbdlicas (Libertus,
2015; Mundy y Gilmore, 2009).

Establecer la correspondencia entre los numerales y las cantidades que éstos
representan es un proceso lento y complejo e implica establecer la relacion
entre la representacion simbolica y aproximada de una cantidad. Una de
las principales controversias actuales en relacion con coémo se establece la
correspondencia entre simbolos numéricos y las cantidades que representan
es el llamado en ingles symbol grounding problem (Leibovich y Ansari, 2016;
Merkley y Ansari, 2016; Reynvoet y Sasanguie, 2016; Szkudlarek y Brannon,
2017). Existen dos principales posturas para explicar la adquisicion del sistema
simbdlico. La primera, la hipotesis de correspondencia con el SNA (Dehaene,
2011), tradicionalmente propone que el significado de los simbolos numéricos (ya
sea en formato verbal como ardbigo), se establece a partir de su representacion
aproximada. Esta postura se basa en cuatro hallazgos: el caracter innato del
sistema de representacion numeérico; la similitud que muestra el desempefo en
tareas de comparacion simbolica y no simbolica, donde aparecen los mismos
efectos de distancia y tamafo; el solapamiento en activacion de areas cerebrales
al resolver tareas simbodlicas y no simbdlicas; y la relacion predictiva del SNA
sobre la habilidad de calculo (Dehaene, 2011). Esta postura ha captado la atencion
de los investigadores en las ultimas décadas, pero se ha propuesto una alternativa
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que estd ganando reconocimiento: la hipotesis de asociacion simbolo-simbolo
(Reynvoet y Sasanguie, 2016), originalmente concebida como la hipotesis del
bootstrapping (Carey, 2004, 2009). Esta alternativa propone que el SNS es un
sistema cualitativamente independiente al SNA, que surge de forma espontanea
gracias a la instruccion formal e informal. Asi, el SNS tendria su origen en
el SSO, gracias al cual comprendemos las primeras palabras de los nameros
y nos permite establecer el orden entre los simbolos numéricos, que después
se generalizarian a cantidades mayores. El conocimiento de la lista de conteo
permitiria generalizar este conocimiento ordinal a los simbolos arabigos. Con
posterioridad, estableceriamos la correspondencia entre etiquetas verbales y
simbolos arabigos con las representaciones aproximadas que representan. Para
que este proceso de lugar, se han propuesto como elementos clave la ordinalidad,
el valor cardinalidad y la funcion del sucesor, donde las habilidades verbales
como la lista de conteo juegan un rol crucial indispensable (Leibovich y Ansari,
2016; Merkley y Ansari, 2016; Reynvoet y Sasanguie, 2016).

En linea con esto, se ha propuesto que si el SNS y el SNA son sistemas
independientes, en el momento de establecer la correspondencia entre ellos,
una vez se ha adquirido la lista de conteo y su orden, se daria un efecto de
transferencia de la exactitud del SNS sobre el SNA (Goffin y Ansari, 2019;
Szkudlarek y Brannon, 2017; Wong et al., 2016). Por ejemplo, (Matejko y Ansari,
2016) evaluaron longitudinalmente (3 veces a lo largo de un afio académico) a 30
estudiantes de primer grado con tareas de comparacion simbolica y no simbdlica.
El desempefio fue mejor en la tarea de procesamiento no simbolico al comienzo
del primer grado, pero fue equivalente al final del afio escolar. Ademas, el
procesamiento simbolico predijo el procesamiento no simboélico en la primera
mitad del afio escolar, pero no a la inversa. Estos autores concluyeron que las
habilidades simbolicas numéricas no dependen de las representaciones numéricas
aproximadas y sugirieron que podria haber un efecto de transferencia de exactitud
del sistema simbdlico al sistema preverbal aproximado.

2.4. EISNA y el SNS como predictores de la habilidad de calculo

Aunque existen controversias sobre la relacion entre el SNA y el SNS y el proceso
de adquisicion del segundo (Reynvoet y Sasanguie, 2016), uno de los principales
focos de la investigacion en cognicion numérica de los ultimos afios ha sido en
determinar el impacto de ambos sistemas en la adquisicion y desarrollo de la
habilidad aritmética, dado que esta en la base de la habilidad matematica posterior
(Duncan et al., 2007). Tras numerosos estudios, en su mayoria correlacionales, se
ha sugerido que, si bien el SNA tiene importancia en el desarrollo de habilidades
de calculo (Chen y Li, 2014), se ha encontrado un efecto mayor del SNS sobre las
mismas (Schneider et al., 2017), ya que las representaciones simbolicas actian de
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manera mas precisa permitiendo a los humanos representar grandes cantidades
de manera exacta (Carey, 2004; Mussolin, Nys, Leybaert, y Content, 2016).
Con todo, se ha demostrado que el SNA influye directamente en la habilidad
de calculo, como en adiciones complejas, sustracciones y adiciones elementales
(Chen y Li, 2014; Guillaume, Nys, Mussolin, y Content, 2013), no obstante, se ha
propuesto que el hecho de adquirir el sistema simbolico conlleva un refinamiento
del SNA como consecuencia de la correspondencia entre el SNA y el SNS (Goffin
y Ansari, 2019). Esto permitiria el desarrollo de las habilidades de calculo y
la seleccion de estrategias de calculo eficientes, explicando que ambos sean
predictores de la habilidad.

Por otro lado, mas alla del grado de prediccion de cada sistema de
representacion, de forma independiente, sobre la habilidad aritmética, cabe
destacar que las diferencias individuales en la transcodificacion entre ellos
predicen también la habilidad aritmética posterior (Wong, Ho, y Tang, 2016).
De acuerdo con esto, Purpura, Baroody y Lonigan (2013) encontraron que el
conocimiento simbolico (transcodificacion entre nimeros, palabras de ntimeros
y matrices de conjuntos no simbolicas) medio la transicion longitudinal de las
habilidades de calculo numérico informal al logro de las matematicas formales.
Ademas, sus resultados fueron respaldados por Libertus, Odic, Feigenson y
Halberda (2016), quienes descubrieron que la transcodificacion predecia las
habilidades matematicas formales, incluso cuando controlaban la edad y la
precision del SNA. Es mas, la transcodificacion mediaba el vinculo entre la
precision del SNA vy la capacidad matematica general. Por lo tanto, parece que
a medida que se establece este proceso de transcodificacion, el desarrollo de
la habilidad aritmética se ve beneficiado, lo que subraya la importancia de una
instruccion adecuada antes y durante los primeros afios de escolarizacion.

Diversos autores estan focalizando sus investigaciones en el impacto que
tiene la ordinalidad sobre la adquisicion del sistema simboélico y su impacto
posterior sobre la habilidad de calculo. Se ha visto que la capacidad para ordenar
series de simbolos arabigos esta directamente relacionada con la adquisicion del
sistema numérico simbolico (Lyons, Vogel, y Ansari, 2016) y que ademads ésta es
un predictor muy potente de la habilidad aritmética posterior (Goffin y Ansari,
2016; Lyons, Price, Vaessen, Blomert, y Ansari, 2014; O’Connor, Morsanyi, y
McCormack, 2018). Lyons, et al., (2014) encontraron que el valor predictivo de
la ordinalidad aumento durante la ensefianza basica, llegando a ser, incluso, el
predictor mas potente en 6° basico de entre todos los que se habian evaluado.
De hecho, la conclusion final de dicho estudio fue que el efecto relativo del
procesamiento numérico simbolico sobre la habilidad aritmética mostraba un
cambio evolutivo desde el procesamiento cardinal al procesamiento ordinal,
destacando el peso que tiene la ordinalidad en el desarrollo de lahabilidad numérica.

(co) Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021



DESARROLLO DE LA HABILIDAD NUMERICA INICIAL 311

2.5. Procesos cognitivos de dominio general implicados en el desarrollo de la
habilidad numérica

No cabe duda de que los sistemas preverbales de representacion numérica estan en
la base de la habilidad numérica temprana y de la habilidad aritmética posterior,
pero no son suficientes para alcanzar desarrollos optimos de éstas que nos lleven
al éxito matematico. Los procesos cognitivos de dominio general juegan un rol
fundamental desde edades tempranas y a lo largo de la escolaridad, funcionando
como mecanismos cognitivos de soporte (Geary, 1995). Existen evidencias del
impacto inicial de estos procesos cognitivos, donde se han destacado las funciones
ejecutivas, especialmente la memoria de trabajo, el procesamiento visoespecial,
la inteligencia y las habilidades lingliisticas como precursores moderados de las
habilidades numéricas y matematicas en edad escolar (Chu, vanMarle, y Geary,
2015; Fuchs, Geary, Fuchs, Hamlett, y Bryant, 2010; Geary, Nicholas, Li, y Sun,
2017; Hornung, Schiltz, Brunner, y Martin, 2014; Triff, 2013; Vanbinst y De
Smedt, 2016). Por ejemplo, Geary, et al. (2017) encontraron que la inteligencia, la
memoria de trabajo y la lectura tenian un efecto sobre el rendimiento matematico
estable, a diferencia de los procesos cognitivos de dominio especifico estudiados,
cuyo impacto aumentaba progresivamente. Asi, Hornung, et al. (2014) concluyeron
que la inteligencia, la memoria de trabajo y el vocabulario eran procesos centrales
para el desarrollo de la competencia numérica en edades tempranas, mientras
que la habilidad numérica inicial era clave para el rendimiento matematico al
inicio de la Educacion Basica. Chu, et al. (2015) mostraron que la inteligencia
y una medida general de funcionamiento ejecutivo predijeron el crecimiento
en las habilidades cuantitativas basicas. Los autores concluyeron, en la misma
linea, que aunque el rendimiento matematico era resultado de la combinacion de
procesos cognitivos de dominio general y especifico, estos ultimos resultaban
mas potentes, especialmente al final de edad preescolar. En la misma linea, el
estudio de Vanbinst y De Smedt (2016) arrojé resultados similares, permitiéndoles
concluir que, aunque el procesamiento numérico simbolico era el predictor que
mejor explicaba las diferencias individuales entre estudiantes, el ejecutivo central
jugaba un rol importante, dependiente de la etapa educativa y la experiencia.

Fuchs, et al. (2010) estudiaron el efecto de diferentes predictores cognitivos
de dominio general (ejecutivo central, memoria de trabajo verbal y espacial,
velocidad de procesamiento, atencion, habilidad lingiiistica e inteligencia) asi
como procesos cognitivos especificos de la habilidad numérica sobre el calculo
aritmético y la resolucion de problemas matematicos. Sus resultaron arrojaron
evidencias de que las habilidades numéricas especificas tenian pesos especificos
sobre cada una de estas habilidades matematicas, mientras que los procesos
cognitivos generales tenian contribuian tanto a la resolucion de calculos como de
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problemas matematicos. En linea con sus resultados, Traff (2013) lleg6 a la misma
conclusion encontrando que la memoria de trabajo verbal, el procesamiento
visoespacial, la fluidez verbal y la inteligencia no verbal contribuian a ambos
dominios de la habilidad matematica. Por su lado, en un reciente estudio, Gashaj,
Oberer, Mast y Roebers (2019), demostraron que las funciones ejecutivas (en este
caso memoria de trabajo visoespacial, inhibicion y flexibilidad) eran predictores
de la habilidad simbolica en prekinder, pero que las habilidades motoras (gruesas y
finas) lo eran de la habilidad numérica no simbolica. Por ltimo, el procesamiento
fonologico ha resultado ser un predictor determinante para el almacenamiento de
hechos numéricos, componente central de la habilidad aritmética (Dehaene et al.,
2003; Simmons, Singleton, y Horne, 2008).

El impacto y el tipo de contribuciéon cognitiva que tienen los procesos de
dominio general sobre la habilidad numérica y el rendimiento aritmético varia
en funcidn de la edad y de los componentes aritméticos estudiados. Estudios de
neuroimagen han confirmado el efecto evolutivo de esta contribuciéon, mostrando
que el cerebro sufre una especializacion neurofuncional de determinadas redes
neuronales. Especificamente, se ha evidenciado que las estrategias iniciales
empleadas por ninos durante el procesamiento del nimero simboélico se basan
en regiones prefrontales que se relacionan con procesos de control cognitivo,
atenciéon y memoria, mas que en areas exclusivas de procesamiento aritmético
(Ansari, Garcia, Lucas, Hamon, y Dhital, 2005; Kaufmann et al., 2006). A lo largo
del desarrollo, con la adquisicion de competencias lingliisticas y el entrenamiento
de las habilidades numéricas, las regiones parietales adquieren funciones que
permiten la asociacion entre las representaciones numéricas aproximadas y
simbolos numéricos o la adopcion de diferentes estrategias para resolver calculos
(Ansari, 2008; Bugden, DeWind, y Brannon, 2016; Emerson y Cantlon, 2015;
Sokolowski, Fias, Mousa, y Ansari, 2017).

3. INFLUENCIA DEL CONTEXTO EN EL DESARROLLO DE LA HABILIDAD NUMERICA

Mas alla de los factores intrinsecos que determinan el desarrollo de la habilidad
numérica, la influencia de factores extrinsecos es imprescindible para lograr los
principales hitos que nos llevaran al éxito en el drea matematica. Estos factores
extrinsecos se pueden dividir en la instruccion o entrenamiento formal de la
habilidad numérica y aritmética, por una parte, y en la influencia que ejerce
la diversidad de contextos no formales, donde destaca el ambiente familiar,
determinado por el estatus socioeconomico de las familias y el ambiente de
aprendizaje en el hogar.
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3.1. Instruccion formal de las habilidades numéricas

Desde hace décadas, la investigacion en psicologia cognitiva y en neurociencia
cognitiva ha arrojado evidencias que aportaron sustancialmente al disefio de
politicas publicas en educacion, en la forma de curriculos educativos, donde se
determinan los hitos que nuestros estudiantes deben alcanzar. La mayoria de estas
propuestas provienen de estudios correlacionales, de donde es complejo formular
atribuciones causales al efecto de entrenar determinados procesos cognitivos
especificos en favor del desarrollo de la habilidad numérica, con el fin de impactar
sobre el aprendizaje del calculo y la matematica posterior. Con todo, en los tltimos
afios se han llevado a cabo estudios para poner a prueba el efecto del entrenamiento
de diversas habilidades numéricas, especificamente, del procesamiento numérico
simbolico y no simbolico. Algunas de estas investigaciones se han centrado en
determinar qué actividades pedagogicas permiten un mejor desarrollo de las
habilidades numéricas, mientras que otras se han centrado en investigar qué tareas
mejoran las habilidades aritméticas exactas. Para el desarrollo de habilidades
numéricas simbolicas como la cardinalidad, la representacion en la linea numérica
mental, la comparacion e la identificacion numérica y el conteo, se han entrenado
de forma efectiva con tareas de tipo simbolico, como la cardinalidad (contar
primero y luego etiquetar), la estimacion simbdlica, el conteo y la identificacion
numérica, pero también mediante el uso de tareas de entrenamiento no simbolico,
como la comparacion y la estimacion no simbolica (Paliwal y Baroody, 2018;
Siegler y Ramani, 2008; Van Herwegen, Costa, Nicholson, y Donlan, 2018). Por
otra parte, para el mejoramiento de la habilidad numérica no simbélica, se ha
comprobado el impacto positivo de tareas de entrenamiento no simbdlico, como
la comparacion, la estimacion y la aritmética no simbdlica. No obstante tareas
de entrenamiento simbolico como el conteo, la estimacion y la identificacion
numérica también resultaron efectivas para entrenar la habilidad no simbdlica
(Obersteiner, Reiss, y Ufer, 2013; Park y Brannon, 2013; Siegler y Ramani, 2008;
Van Herwegen et al., 2018). En cuanto al desarrollo de las habilidades aritméticas
exactas, se ha demostrado que las actividades de entrenamiento enfocadas en las
representaciones no simbolicas poseen un efecto en el mejoramiento del calculo,
principalmente la tarea de calculo no simbdlico, asi como la tarea de comparacion
no simbolica (Au, Jaeggi, y Buschkuehl, 2018; Hyde, Khanum, y Spelke, 2014;
Maertens, De Smedt, Sasanguie, Elen, y Reynvoet, 2016; Park y Brannon, 2013,
2014). Sin embargo, para Van Herwegen, et al. (2018), el calculo se entrena
efectivamente tanto con tareas simbolicas (conteo e identificacion numérica)
como con tareas no simbolicas (estimacion y comparacion no simbolica). Con
todo, se ha visto que el conocimiento del nimero es un predictor robusto del logro
matematico, ya que media la transicion entre el aprendizaje informal y el formal
de la habilidad matematica, por lo que deberia ser introducido en actividades no
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formales en el hogar (Purpura et al., 2013). Especificamente, se ha propuesto
que la cardinalidad, la ordinalidad, la identificacion numérica y la funcion del
sucesor son los componentes cognitivos clave que mediaran el aprendizaje de la
matematica formal a partir del entrenamiento de habilidad numéricas no formales,
como la lista de conteo (Carey y Barner, 2019; Merkley y Ansari, 2016).

3.2. Implementacion del curriculo matemdtico: el ejemplo de Chile

En Chile, el desarrollo de las habilidades numéricas figura en el curriculo
nacional, promoviendo el trabajo de estas habilidades en edades tempranas.
Actualmente el instrumento que se encarga de recoger estos objetivos de trabajo
son las Bases Curriculares de Educacion Parvularia (MINEDUC, 2018a) y las
Bases Curriculares para Educacion Basica (MINEDUC, 2018b). Estas, ademas
de seleccionar y organizar los contenidos esenciales a ensefar, dividen a la
poblacion por tramos y cursos, con la finalidad asegurar que cada contenido
se ajuste al estadio de desarrollo de un individuo. Los tramos asignados para la
infancia son de 0 a 2 afios (primer tramo), de 2 a 4 (segundo tramo) y de 4 a 6
aflos (tercer tramo). En esta edad es que se separa la educacion preescolar de la
basica, la cual comienza a los 6 aflos en primer afio basico, 7 en segundo basico y
asi sucesivamente hasta octavo basico. Los hitos del desarrollo de las habilidades
que se encuentran explicitas en el curriculum se enfocan en el empleo de
cuantificadores en situaciones cotidianas, asi como en la verbalizacion de algunos
numeros dentro de un contexto de juego para el nivel de 2 afios. Los estudiantes de
4 afos deben progresar en el empleo de cuantificadores al comparar cantidades de
objetos en situaciones cotidianas o de juego, e ir empleando progresivamente los
numeros para contar, identificar, cuantificar y comparar cantidades, hasta el 10 e
indicar orden o posicion de algunos elementos en situaciones cotidianas o juegos.
Deben representan progresivamente, nimeros y cantidades en forma concreta y
pictorica hasta el 10 y resolver progresivamente problemas simples, de manera
concreta y pictorica, agregando o quitando hasta 5 elementos. Los estudiantes de
6 afios deben haber adquirido el principio de cardinalidad, emplear los nimeros
para contar, identificar, cuantificar y comparar cantidades hasta el 20 e indicar
orden o posicion de algunos elementos en situaciones cotidianas o juegos, asi
como representar nimeros y cantidades hasta el 10, en forma concreta, pictorica
y simbdlica. Ademas, deben ser capaces de resolver problemas simples de manera
concreta y pictorica agregando o quitando hasta 10 elementos, comunicando las
acciones llevadas a cabo. (MINEDUC, 2018a).

Cierto es que las habilidades numéricas iniciales que se han destacado en este
trabajo estan presentes en el curriculo nacional, pero su mencién es ciertamente
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superficial y sin guias para que la practica pedagogica en efecto impacte en ellas.
En un contexto donde la normativa no es clara, nuestras maestras se esfuerzan
en ensefiar estas habilidades siguiendo una perspectiva tradicional basada en el
desarrollo del pensamiento 16gico-matematico. Si a esta ecuacién le sumamos el
desconocimiento de nuestras profesoras sobre el desarrollo cognitivo de dominio
especifico del numero, corremos el riesgo de no lograr adecuadamente los
objetivos pedagogicos que sentaran la base de la habilidad matematica posterior.

3.3. Impacto del contexto familiar en el desarrollo de la habilidad numérica

De entre los predictores mas importantes del desarrollo de la habilidad numérica
y del aprendizaje matematico a edades tempranas cabe destacar el impacto
del contexto familiar (Anders et al., 2012; Jordan y Levine, 2009; Manolitsis,
Georgiou, y Tziraki, 2013; Melhuish et al., 2008). Este se entiende por los recursos
que llegan al hogar y las interacciones entre padres e hijos, que conforman
el ambiente de aprendizaje en el hogar (AAH). El estatus socioeconémico
(ESE) de la familia donde crece el estudiante tiene un impacto directo sobre su
aprendizaje, éste se define por los recursos economicos que llegan al hogar, el
nivel de estudios de los padres, su ocupacion y el lugar donde vive la familia, es
decir, el nivel sociodemografico del contexto donde vive la familia (Clements y
Sarama, 2008). El ESE influye en el aprendizaje y rendimiento en matematicas,
de forma que los nifios que provienen de ambientes sociofamiliares pobres
rinden sustancialmente por debajo de aquellos que provienen de ambientes mas
ricos (National Mathematics Advisory Panel, 2008). Es creciente el niimero de
estudios sobre el efecto de las expectativas y las actitudes de los padres, tanto
sobre las matematicas en general, como del desempefio de sus hijos en esta area.
Se ha demostrado que expectativas y actitudes tienen un impacto considerable
en el aprendizaje matematico (del Rio, Susperreguy, Strasser, y Salinas, 2017;
Susperreguy, 2016), de forma que actitudes positivas hacia las matematicas llevan
resultados de aprendizaje positivos, a mientras que los padres que transmiten a
sus hijos actitudes negativas hacia las matematicas, interfieren con su motivacion,
generando expectativas de fracaso en ellos.

Actualmente, los investigadores han puesto el foco en el AAH como
predictor de la habilidad numérica temprana y el desempefio matematico
posterior. Este se define por las interacciones entre padres e hijos que impactan
en su aprendizaje y se han clasificado en directas e indirectas (Lefevre et al.,
2010; Skwarchuk, Sowinski, y LeFevre, 2014). Las interacciones directas
son aquellas que los padres llevan a cabo con sus hijos de forma explicita e
intencional para ayudarles en el area de matematicas, como practicar la lista
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de conteo o el calculo aritmético. Por otro lado, las interacciones indirectas son
aquellas instancias no intencionadas que tienen un efecto sobre el aprendizaje,
como participar en actividades de la vida cotidiana, como ir a la compra, o
participar en juegos y situaciones de ocio donde se practican los numeros.
Aunque el AAH tiene un impacto sobre el aprendizaje matematico en general, se
han determinado relaciones especificas para interacciones directas e indirectas.
Las primeras parecen impactar mas sobre el procesamiento numeérico simbolico
(Skwarchuk et al., 2014), la fluidez en calculo aritmético (Lefevre et al., 2009),
la resolucion de problemas aritméticos (del Rio et al., 2017) y la habilidad de
conteo (Manolitsis et al., 2013), mientras que las interacciones indirectas se
han relacionado de forma mas general con algunos aspectos del conocimiento
temprano matematico, como la identificacion numérica y el calculo aritmético
simbolico (Lefevre et al., 2009) y el calculo aritmético no simbolico (Skwarchuk
et al., 2014). Se ha visto que la complejidad de las interacciones directas con que
se dota a los estudiantes en el hogar determina su impacto sobre el aprendizaje,
de forma que cuanto mas avanzadas o complejas las interacciones, su impacto es
mayor. Dada la complejidad para formular un modelo de ambiente de aprendizaje
numérico en el hogar, Susperreguy, Douglas, Xu, Molina-rojas, y Lefevre (2018)
han propuesto recientemente clasificar las interacciones directas en el hogar
entre interacciones de correspondencia numérica y operacionales. Las primeras
estan relacionadas con el entrenamiento en el uso de cantidades y las diferentes
formas de representarlas, incluyendo la transcodificacion entre notaciones
numéricas, mientras que las segundas se refieren a actividades donde se opera
con cantidades en formato simbolico, ya sean actividades de calculo operatorio
como de calculo mental. Este modelo no deja de lado las interacciones indirectas,
que se compondrian de instancias de juego compartido con niimeros.

Cabe destacar que, aunque el ESE, las actitudes y expectativas y el AAH
tienen un efecto relativo sobre el aprendizaje numérico y matematico, es este
ultimo el que tiene un mayor impacto (Anders et al., 2012; Melhuish et al., 2008).
Se ha visto que el AAH es un mediador de la relacion entre ESE y el aprendizaje
en matematicas (Anders et al., 2012) y que aquellos padres que muestran actitudes
mas positivas hacia las matematicas, reportan mayor frecuencia de interacciones
que favorecen el aprendizaje (del Rio et al., 2017).

4. CONCLUSIONES

El presente trabajo tenia por objetivo ofrecer una revision bibliografica de los
ultimos hallazgos en cognicidn numérica, asi como revisar los principales debates
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que se mantienen abiertos en esta subdisciplina de la psicologia cognitiva. El fin
de esta revision fue favorecer la actualizacion de conocimientos en los agentes
educativos de la comunidad hispanohablante. Como se ha dicho, las politicas
publicas incluyen directrices sobre la ensefianza de la habilidad numérica inicial,
pero su mencion es demasiado superficial sin presentar una guia para nuestro
profesorado, que, por otro lado, muestra desconocimiento de los principios de
la psicologia cognitiva con implicaciones educativas, y especificamente, en
educacion matematica inicial. El paradigma tradicional, con foco en el desarrollo
de habilidades de caracter mas general como la conservacion, la clasificacion, la
seriacion o la ordenacion, es necesario para desarrollar el razonamiento logico-
matematico, pero insuficiente para alcanzar una comprension profunda del
fenomeno numérico especifico. Los avances en cognicion numérica han mostrado
que ciertas habilidades de dominio especifico sustentan la consolidacion del
simbolo numérico, como proceso cognitivo que nos permite manipular cantidades
exactas y operar con ellas, y, por tanto, desarrollar el calculo aritmético, que
esta en la base de conocimientos y procedimientos matematicos complejos.
Consecuentemente, se ha propuesto que el uso de la lista de conteo verbal, la
identificacion de simbolos numéricos, la cardinalidad, la ordinalidad y la funcion
del sucesor, serian los procesos cognitivos clave que se deben trabajar durante la
educacion inicial, con el fin de consolidar la comprension del sistema numérico
(Carey y Barner, 2019; Merkley y Ansari, 2016). En este sentido, comprender
la estructura ordinal del sistema numérico se ha mostrado como un predictor
de impacto creciente para el desarrollo de la habilidad de calculo a lo largo de
Educacion Basica (Lyons et al., 2014; Lyons y Ansari, 2015).

Con estos hallazgos sobre la mesa, creemos necesaria la inclusion de una
aproximacion pedagdgica desde la psicologia cognitiva del desarrollo, que
impacte en el aprendizaje de nuestro estudiantado a través de las siguientes lineas
de accion. En primer lugar, nuestros curriculos educativos nacionales deben guiar
nuestras practicas pedagdgicas hacia el desarrollo de los procesos cognitivos
especificos del dominio numérico. Esta aproximacion debiera acompafar y
completar las miradas tradicionales, que han tenido el foco en procesos cognitivos
de naturaleza mas general. Segundo, se deben incluir, como objetivo curricular,
la adquisicion de conocimientos en cognicion numérica que lleve a competencias
pedagobgicas en base a evidencia empirica, en la formacion inicial docente en
nuestros estudios de Pedagogia en Educacion Parvularia, Educacion Basica y
Educacion Diferencial. Mejorar el conocimiento de nuestras maestras sobre la
habilidad numérica inicial es una accion clave para lograr impacto educativo
sobre las mismas. Tercero, debemos proporcionar guias e instancias a nuestras
maestras para favorecer la motivacion por la habilidad matematica temprana y su
ensefianza. En la misma linea, debemos proponernos como objetivo una gestion
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emocional adecuada del aprendizaje matematico, dado que el rechazo que genera
esta area instrumental es un fenémeno generalizado, cuyas causas son variadas,
pero incluyen la transferencia del rechazo de apoderados y el profesorado hacia
el alumnado. Finalmente, seria deseable abrir nuevas lineas de investigacion en
cognicion numérica con implicaciones educativas en universidades y centros de
investigacion de paises hispanohablantes, lo que nos permitira estudiar el impacto
educativo de estas habilidades congitivas en nuestra propia realidad.

Es importante trabajar la funcion simbolica, el lenguaje matematico y el
pensamiento ldgico-matematico, como procesamiento cognitivo general que
impacta en la habilidad numérica inicial. Esta propuesta contempla sumar
el procesamiento cognitivo especifico como objetivo educativo, en base a
hallazgos empiricos en cognicién numérica, que nos permita desarrollar practicas
pedagogicas que impacten en su desarrollo, favoreciendo la metacognicion
mediante el juego.

4.1. Origen del sistema de representacion numérico

Tradicionalmente, se ha entendido que el sistema de representacion aproximado
es innato en el ser humano y otras especies. Esta concepcion del SNA asume que
se trata de un sistema numeérico independiente de otros sistemas de procesamiento
cognitivo de otras magnitudes fisicas (Dehaene, 2011). En los ultimos afios, los
investigadores en cognicion numérica se estan cuestionando dichos postulados.
Se ha propuesto que el sistema de representacion numérica preverbal podria no
ser innato, sino resultar de un sistema de representacion de magnitudes general
(Leibovich y Ansari, 2016; Leibovich et al., 2017) que permite comprender y
manipular magnitudes continuas. Este sistema estaria en la base de nuestra
comprension de las cantidades, que se entenderia como una magnitud mas o como
una inferencia cuantitativa que hariamos a partir de las magnitudes subyacentes
en los estimulos cuantitativos. Esta propuesta proviene de la constatacion de que,
en las tareas de comparacion numérica no simbolica, utilizadas clasicamente para
acceder al SNA en estudios conductuales y de neuroimagen, las propiedades
fisicas de los estimulos (area de los elementos del conjunto y area total del propio
conjunto, densidad del conjunto, etc) correlacionan con la numerosidad del
conjunto, lo que podria estar sirviendo a los participantes para responder. Hasta
ahora se ejercia un estricto control de estas propiedades de los estimulos al recoger
medidas puras de la numerosidad, pero los defensores de esta propuesta animan
a los investigadores a replantearse el caracter innato del SNA, proponiendo la
existencia de este sistema de representacion de magnitudes, y no de cantidades
per sé (Leibovich et al., 2017).
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4.2. Naturaleza de la correspondencia numero-cantidad

Una de las principales controversias actuales en relacion con como se establece la
correspondencia entre simbolos numéricos y las cantidades que representan es el
llamado en ingles symbol grounding problem (Leibovich y Ansari, 2016; Merkley
y Ansari, 2016; Reynvoet y Sasanguie, 2016; Szkudlarek y Brannon, 2017). Existen
dos principales posturas para explicar la adquisicion del sistema simbolico. La
primera, la hipotesis de correspondencia con el SNA (Dehaene, 2011), propone que
el significado de los simbolos numéricos (ya sea en formato verbal como arabigo),
se establece a partir de surepresentacion aproximada. Esta postura se basa en cuatro
hallazgos: el caracter innato del sistema de representacion numérico; la similitud
que muestra el desempefio en tareas de comparacion simbdlica y no simbdlica,
donde aparecen los mismos efectos de distancia y tamafio; el solapamiento en
activacion de areas cerebrales al resolver tareas simbdlicas y no simbolicas; y la
relacion predictiva del SNA sobre la habilidad de céalculo (Dehaene, 2011). Esta
postura ha captado la atencion de los investigadores en las ultimas décadas, pero
se ha propuesto una alternativa que esta ganando reconocimiento: la hipdtesis
de asociacion simbolo-simbolo (Reynvoet y Sasanguie, 2016), originalmente
concebida como la hipodtesis del bootstrapping (Carey, 2004, 2009). Esta
alternativa propone que el SNS es un sistema cualitativamente independiente al
SNA, que surge de forma espontanea gracias a la instruccion formal e informal.
Ast, el SNS tendria su origen en el SLO, gracias al cual aprendemos las primeras
palabras de los nimeros y nos permite establecer el orden entre los simbolos
numéricos, que después se generalizarian a cantidades mayores. El conocimiento
de la lista de conteo permitiria generalizar este conocimiento ordinal a los
simbolos arabigos. Con posterioridad, estableceriamos la correspondencia entre
etiquetas verbales y simbolos arabigos con las representaciones aproximadas que
representan. Para que este proceso de lugar, se han propuesto como elementos
clave la ordinalidad, el valor cardinalidad y la funcion del sucesor, donde las
habilidades verbales como la lista de conteo juegan un rol crucial indispensable
(Leibovich y Ansari, 2016; Merkley y Ansari, 2016; Reynvoet y Sasanguie, 2016).

4.3. Transferencia de la exactitud SNS-SNA

En linea con la discusion del apartado anterior, se ha propuesto que si el SNS y el
SNA son sistemas independientes, en el momento de establecer la correspondencia
entre ellos, una vez se adquirido la lista de conteo y su orden, se daria un efecto
de transferencia de la exactitud del SNS sobre el SNA (Goffin y Ansari, 2019;
Szkudlarek y Brannon, 2017; Wong et al., 2016). Por ejemplo, Matejko y Ansari
(2016) evaluaron longitudinalmente (3 veces a lo largo de un afio académico)
a 30 estudiantes de primer grado con tareas de comparacién simbdlica y no
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simbolica. El desempefio fue mejor en la tarea de procesamiento no simbdlico al
comienzo del primer grado, pero fue equivalente al final del afo escolar. Ademas,
el procesamiento simbolico predijo el procesamiento no simbolico en la primera
mitad del afo escolar, pero no a la inversa. Estos autores concluyeron que las
habilidades simbolicas numéricas no dependen de las representaciones numéricas
aproximadas y sugirieron que podria haber un efecto de transferencia de exactitud
del sistema simbdlico al sistema preverbal aproximado.
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ALBERTO CAMACHO Rios

PRACTICAS SOCIALES ASOCIADAS A LA CONSTRUCCION
DE TEMPLOS ANTIGUOS

SOCIAL PRACTICES ASSOCIATED WITH THE CONSTRUCTION OF ANCIENT TEMPLES

RESUMEN

Este escrito presenta la modelizacion de una practica social
asociada alamedicion de las bases rectangulares de los templos
antiguos. Tiene por objetivo analizar la estructura de tres de
ellos, ubicados entre los afios 1,000 a.C., y el principio de la era
cristiana, situados en diferentes espacios geopoliticos. Para su
consecucion, se sigue el método socioepistemolodgico a partir
de las dimensiones social, historica y cultural. Los resultados
destacan cuatro caracteristicas aritméticas estructurales
con las cuales se disefiaron y construyeron los edificios.
La comparacion de las caracteristicas deja ver una estrecha
relacion entre las magnitudes de area'y volumen de cada templo.

ABSTRACT

This paper presents the modeling of a social practice
associated with the measurement of the rectangular bases of
ancient temples. Its objective is to analyze the structure of
three of them, located between 1,000 B.C., and the beginning
of the Christian era, located in different geopolitical spaces.
To achieve this, the socioepistemological method is followed
from the social, historical and cultural dimensions. The results
highlight four structural arithmetic characteristics with which
the buildings were designed and constructed. The comparison
of the characteristics reveals a close relationship between the
magnitudes of area and volume of each temple.

RESUMO

Este artigo apresenta a modelagem de uma pratica social
associada a medicdo das bases retangulares de templos
antigos. Seu objetivo ¢ analisar a estrutura de trés deles,
localizados entre 1.000 a.C. e o inicio da era crista, localizados
em diferentes espagos geopoliticos. Para tanto, segue-se o
método socio epistemologico das dimensdes social, historica
e cultural. Os resultados destacam quatro caracteristicas
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aritméticas estruturais com as quais os edificios foram
projetados ¢ construidos. A comparagdo das caracteristicas
revela uma estreita relagdo entre as magnitudes de area e
volume de cada templo.

RESUME

Cet article présente la modélisation d’une pratique sociale MOTS CLES:
associée a la mesure des bases rectangulaires des temples
antiques. Son objectif est d’analyser la structure de trois d’entre
eux, situés entre 1000 av. J.-C., et le début de I’ére chrétienne,
situés dans différents espaces géopolitiques. Pour y parvenir,
la méthode socio épistémologique est suivie des dimensions
sociale, historique et culturelle. Les résultats mettent en
évidence quatre caractéristiques arithmétiques structurelles
avec lesquelles les batiments ont été congus et construits. La
comparaison des caractéristiques révele une relation étroite
entre les grandeurs de surface et le volume de chaque temple.

- Principe génitif
- Caractéristiques
- Pratique sociale
- Bases rectangulaires

1. INTRODUCCION

Existe abundante informacion relacionada con las dimensiones del Templo de
Salomoén que el Dios Yahvé demand¢ a los patriarcas biblicos le fuera construido
en la ciudad de Jerusalén, lo cual ocurrio en el afio 960 a.C. Destacan los registros
metrologicos contenidos en la Biblia cuyas longitudes se presentan en “codos
largos”. El complejo arquitectonico fue levantado con calidad, solidez y amplia
economia de acuerdo a disefios de otros templos fenicios. Se dividia en diferentes
espacios como La Casa de Yahvé' que era el edificio principal dedicado al culto,
orientado sobre su eje longitudinal de este a oeste, El Portico o entrada principal,
El Santisimo donde se resguardaba el Arca de la Alianza que contenia los diez
mandamientos dictados por Yahvé a Moisés en el Monte Sinai cuyas dimensiones
formaban un cubo de 20 codos de lado, asi como otras areas distribuidas en bardas,
atrios, camaras y habitaciones de los sacerdotes, envueltos por un ancho muro
cuadrado que era llamado El Santuario de 500 codos por lado, incluidas grandes
columnas ubicadas en diferentes espacios. En (2 Crénicas, 3) se afirma que la Casa
de Yahvé media 60 codos de largo por 20 de ancho y 30 de altura, es decir, fue
disenado como una ‘“caja” cuya altura determina un paralelepipedo rectangular,
ubicado en el centro del Santuario. Mencionaremos esas dimensiones como /= 60
codos al largo, a =20 codos al ancho y /= 30 codos la altura, independientemente
de que, de momento, desconozcamos el valor en metros del codo largo.

U Hekhal en hebreo "% , Casa Grande.
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1.1. Metrologia y caracteristicas del Templo de Salomon

Enseguida se exhiben cuatro caracteristicas fundamentales que dan estructura
metrologica a las dimensiones rectangulares del templo, las cuales determinan
una “técnica” asociada a la actividad practica de su construccion. Debemos aclarar
que las caracteristicas se encuentran en todos los edificios, camaras, bardas,
atrios, entre los mencionados, que conforman el complejo del templo. Para ello
partiremos de las siguientes hipotesis las cuales forman parte de las decisiones
operativas del disefiador del inmueble, aparentemente el propio Yahvé.

1) Eléarea A de la base era supuesta o conocida,

2) Las longitudes / y a se desconocian y era necesario determinarlas, / > a,

3) La proporcion entre las longitudes % = ¢ (c es constante, a # 0) se
desconocia y

4) Se suponia la proporcion entre la suma de las longitudes respecto a la
diferencia de las mismas, es decir:

R4 _ k (k constante, [ > )
—a

Junto con el area A4 el ultimo supuesto era el mas representativo, pues
garantizaba la estructura metrologica de la extension del edificio. Es como solicitar
a un arquitecto la construccion de una casa cuya area de la base es conocida, asi
como la proporcion de la suma y diferencia de sus longitudes. Este tltimo tendria
que partir de ambos conocimientos para disefiar su base obteniendo con los
datos dados las longitudes / y a. Lo cual toma sentido puesto que es mas factible
operativamente ir de la proporcion de la suma y resta de los lados, es decir: 24 =
k ala de los propios lados % = ¢, como se muestra enseguida.

La proporcion £¢ = k posee la particularidad de que entre més parecidas
sean las longitudes / y a de la base rectangular del templo, la constante & tiende
a ser muy grande. En tanto iguales, la base seria cuadrada y & tendria por limite
el infinito. Caso contrario, si alguna de las longitudes es mas larga que la otra
k tendria por limite a cero. Para la extension de la Casa de Yahvé solo importa
revisar los supuestos ya que las longitudes han sido tomadas directamente de la
Biblia, no obstante seguiremos el orden considerado para estos ultimos.

Para la base del edificio se supone conocida el area A4, asi como la proporcion
entre la suma y diferencia de las longitudes, es decir:

A = 1,200 codos®, tz = %codos
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Advierta en la proporcion que al multiplicar en cruz (I — a) por 2 para
luego pasar al miembro izquierdo lo que resta, resulta [(1 — 2)+a(1 + 2) = 0.
La cifra 2 de la proporcion corresponde a un “niimero simétrico” en el sentido
de las operaciones, pues le restan y suman una unidad. Luego queda 3a = [. De
aqui resulta la proporcion en que se encuentran el lado largo y el ancho de la base
del templo, es decir: L= % Se sigue determinar las longitudes / y a, para ello
se despeja cualquiera de estas de las expresiones del area y la proporcion entre los
lados, quedando al despejar el lado largo | = 3Xayl = %100. De modo que el
ancho a se calcula de la siguiente manera:

1,200 IXa
@ = = 400 = =
3 l+a

O bien a =+/400 = 20 codos. Y puesto que [ = 3Xa, se obtiene
l = 3x20 = 60 codos. Longitudes que corresponden a las sugeridas en
la Biblia.

Se enumeran enseguida las primeras tres caracteristicas obtenidas durante
el proceso seguido, estas son:

a) A = 1,200 codos’, a = 20 codos, | = 60 codos
3

l+a l

b) T—a = 2, C) o B T

Por su lado, cada una de las caras del paralelepipedo guarda también las tres

caracteristicas, las cuales resultan semejantes y factibles de establecer. Ademas,

las magnitudes de longitud, 4area y volumen fijan entre ellas proporciones

importantes, por ejemplo el volumen V = [Xaxh = 36,000 codos® dividido

por la suma de las areas de las caras del poliedro 7,200 codos?, resulta, % =5
codos. Incluso su diagonal es un nimero entero, d = 70 codos.

La cuarta caracteristica tiene que ver con que cada una de las dimensiones
mostradas dividen al nimero 780 o bien multiplos de este. Las longitudes lo
hacen formando con los resultados una sucesion aritmética de la forma 13, 26, 39,
es decir:

780 780 780
b= =13 h =737 =26a=77=39
Mientras que el area y el volumen, determinan:
78,000 _ 78,000
T=1200 = 64, T=36.000" — 2.1666...
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El mimero 780 representa al que se conoce, incluso actualmente, como
ciclo sinddico del planeta Marte el cual mide las revoluciones de este Ultimo
en dias. También es reconocido como “calendario del planeta Marte”. En el
escrito lo designamos como “nimero calendarico”. Otros numeros de este tipo se
desprenden de la proporcion 2.1666... que resulta de dividir 78,000 y el volumen
36,000 codos® de La Casa de Yahvé, estos son (las negrillas son nuestras):

78,000 _ 819

o000 = 55 = 2 1666...

En el denominador la cifra 378 simboliza al ciclo sindédico del planeta
Saturno, tal como se caracteriza en nuestros dias. Mientras que 819 es llamada
“rueda calendarica” lo cual aclaramos mas adelante.

2. ORGANIZACION DEL ARTICULO

2.1. Objetivo

El objetivo del escrito se divide en dos partes, la primera es mostrar los principios
fundamentales de una practica social vinculada a la toma de decisiones para
la determinacion de las dimensiones de las bases rectangulares de los templos
antiguos. Parte de esas articulaciones son las cuatro caracteristicas que
determinan la estructura metrologica de la base rectangular del Templo de
Salomoén, las cuales constituyen una técnica. Esta ultima fue heredada para el
disefo de otros templos construidos en épocas y espacios geograficos diferentes,
edificados con un propdsito politico y religioso también diferente. La segunda es
la modelizacion socioepistemologica de la practica. Este interés involucra otros
principios en actividades inherentes que se mencionan mas adelante.

2.2. Pregunta de investigacion

Lapregunta que destaca en el escrito es la siguiente ;Qué hace que las dimensiones
de area y volumen de un templo construido cerca de 1,000 afios a.C., en Israel,
sean proporcionales con otro levantado en la costa del Golfo de México proximo
al afio cero de la era cristiana?

2.3. Justificacion

Existen pocas investigaciones relacionadas con estudios metrologicos cuidadosos
de las dimensiones de los templos antiguos. De las que se tiene noticia se cuenta la
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del jesuita Juan Bautista Villalpando, quien durante los afios 1595 y 1606 elaboro
en un documento el esbozo del Templo de Salomon a partir de las dimensiones
mencionadas por el profeta Ezequiel en la Biblia. Estaba convencido de que,
al haber sido el templo judio un disefio del mismo Yahvé, el conocimiento del
edificio permitiria deducir las reglas de la arquitectura perfecta, la “revelada”
por Dios. Este tipo descripciones son sujetas a la importancia religiosa inherente
en los templos y seria hasta el siglo XVII cuando aparecerian representaciones
fundamentadas en métodos analiticos. Investigaciones de este tipo se encuentran
en Newton 1728 y Newton, 1737, limitadas al reconocimiento del codo real como
unidad de medida del Templo de Salomon y su “reconstruccion” arquitectonica. Sin
embargo, Isaac Newton no logré deslindarse de la postura religiosa del inmueble.
Obras contemporaneas como la del investigador germano T. A Busink, escrita en
1970, titulada Der Tempel Von Jerusalem Von Salomon Bis Herodes, muestran
un recuento del caudal econdmico y humano empleado en la construccion del
templo, habiendo estimado sus dimensiones en 27 metros de largo por 9 metros de
ancho y una altura de 13.5 metros (60 por 20 por 30 codos). Otros trabajos como
el de Morrison (2011) son dedicados al estudio de las investigaciones de Newton
sobre el templo, antes citadas.

De lado de otros templos construidos en latitudes y épocas diferentes, de
convicciones politicas, religiosas y arquitectonicas distintas a las inmersas en la
edificacion del Templo de Salomon, la informacion que se cuenta es la descripcion
en metros de sus dimensiones, producto de hallazgos arqueologicos desarrollados
a lo largo de los siglos XIX, XX y lo que va del presente. El arquedlogo inglés
Flinders Petrie fue, en 1880, pionero en utilizar levantamientos topograficos en la
medicién de los sitios arqueoldgicos como parte de la sistematizacion del estudio
de las estructuras monumentales. Creia que las mediciones permitirian entender
mejor ese tipo de construcciones de modo que otorgaran a la arqueologia un
caracter cientifico de valor permanente (Petrie, 1890). No obstante, y a pesar de
la bondad en las mediciones realizadas a una buena cantidad de sitios, en ningun
caso se ha problematizado la unidad de medida de origen con la cual los inmuebles
fueron disefiados y construidos. En este sentido la investigaciéon metrologica es
incipiente, toda vez que los estudios arqueoldgicos se han centrado en cuestiones
arquitectonicas, historicas, antropologicas, estéticas, entre otras, dejando de lado
las relacionadas sobre el origen metroldgico de las dimensiones de los templos.

Por lo anterior, consideramos que los estudios metrologicos de los edificios
antiguos han sido desdefiados por lainvestigacion racional, creando un hueco que no
permite reflexionar otro tipo de explicaciones, también racionales, sobre su origen.
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2.4. Marco Teorico. Socioepistemologia

La actividad de establecer las dimensiones de las bases de los rectangulos de los
templos a través de las caracteristicas de area y proporcion de la suma y diferencia
de las longitudes, es una Practica Social ocupada a lo largo de varios siglos por
grupos humanos de diversa ideologia y religion. Como tal, la practica formo6 parte
de diferentes culturas y civilizaciones transitando entre generaciones y escenarios
geopoliticos a través de procesos de difusion dificiles de reconocer. La practica se
evidencia en los templos egipcios, israelitas, griegos, romanos, mesoamericanos
y se aprecia, también, en los confines del Renacimiento durante el disefio de
los rectangulos de los bastidores de las obras pictéricas de esa etapa cultural,
repercutiendo en las dimensiones de los marcos de las pinturas de artistas del
siglo XX, asi como en aquellas de los codices prehispanicos producidos en
diferentes épocas en la region de Mesoamérica.

En si misma, la practica esta oculta en el producto final que con ella se
construyo, en este caso el templo. En su busqueda la practica no se puede explicar
sino a condicion de vincular las condiciones sociales en las que se constituyeron
los principios que la engendraron (Bourdieu, 2009, p. 91). En el que nos ocupa las
condiciones sociales de por medio son principalmente de naturaleza religiosa en
un sentido intrasubjetivo. Los principios estan enraizados en una condicion mitica
que implica que los elementos del cosmos tuvieran sobre la superficie terrestre
arquetipos que les representaran (Eliade, 2001). Esta condicion se halla en la
organizacion métrica de la extension de los templos y es biunivoca con aquella
de los nimeros que gobiernan el movimiento planetario. El descubrimiento de
este principio en el contexto hace que la produccion de la practica sea visible,
predecible y verificable.

Las préacticas sociales forman parte del estudio de la Socioepistemologia
(SE), la cual se dedica al analisis de la construccion social del conocimiento. El
método socioepistemologico es de naturaleza sistémica y trata los fenomenos
de produccion y difusion de saberes desde una perspectiva multiple, situando el
conocimiento en tres componentes de investigacion, a saber, social, historica y
cultural (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini, 2015, pp. 8-9). Con este enfoque
se asume la legitimidad de todo tipo de conocimiento.

3

Se parte del supuesto de una *..filiaciobn entre la naturaleza del
conocimiento que los seres humanos producen con las actividades mediante las
cuales, y en razon de las cuales, dichos conocimientos son producidos” (Cantoral
et al. 2015, p. 9). Es el intento de evitar el “objeto” como tal y retornar a la practica
que le origino. La practica se origina por una clase particular de condiciones de
existencia que producen principios generadores y organizadores de practicas y
representaciones (Bourdieu, 1980, p. 86). Son esos principios los que interesan a
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la SE, ya que forman parte de la realidad social, de igual manera que los objetos
matematicos que describen, toda vez que destinados al salon de clases.

La practica social que nos ocupa fue originada por un “principio genitivo™?
y es articulada y producida por otros principios transubjetivos que de
este se desprenden, asi como procedimientos, técnicas y conocimientos
que forman parte del establecimiento de las dimensiones de las bases
rectangulares de los edificios.’

METODO SOCIOEPISTEMOLOGICO PARA LA
MODELACION DE LA PRACTICA SOCIAL

PRINCIPIO GENITIVOD
TEMPLOS: ARQUETIPOS DEL ESPACIO CELESTE

PRINCIPIOS PRODUCTORES DE LA PRACTICA SOCIAL

1. ESPACIOS METRICOS
SAGRADOS

2. UNIDADES DE MEDIDA
CODO REALY
COD0 GEOGRAFICD

3. NUMEROS
CALENDARICOS

CONTENIDO DE LA TECNIGA, CARACTERISTICAS:
ARITMETICA Y GEOMETRIA DE LOS RECTANGULOS

CARACTERISTICA
DE AREA

CARACTERISTICA
DE PROPORCION
DE LA SUMA Y DIFERENCIA

CARACTERISTICA
DE PROPORCION
DE LAS LONGITUDES

CARACTERISTICA

DE PROPORCION
DE LAS DIMENSIONES COM
NUMERDS CALENDARICOS

ACTIVIDADES DE CONSTRUCCION DEL TEMPLO

RECUPERACION DE CONCEPTOS, PRINCIFIOS, TECMNICAS,
PROCEDIMIENTOS

OBJETOS DE LA MATEMATICA

Figura 1. Método socioepistemologico para la modelacion de la Practica Social.

2 Genitivo: en el sentido de que “engendra” la practica y otros principios. Ello no significa que
toda practica social sea engendrada por un principio genitivo de este tipo. El principio que se

exhibe es un caso particular de ésta practica.

(co) Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021




PRACTICAS SOCIALES ASOCIADAS A LA CONSTRUCCION 335

En la Figura 1 se encuentra parte del método socioepistemologico formulado
a partir de las dimensiones mencionadas las cuales seguimos en la investigacion,
aunque no en ese orden, para realizar una “modelizacion de la practica”. El
método es solo un esbozo que puede mejorarse. La modelizacion comprende:

—

El reconocimiento del principio genitivo antes mencionado.

2. Elreconocimiento de los principios productores de la practica. Estos son:

a) Expresiones métricas devenidas de lo religioso que determinan las
dimensiones de los templos,

b) La unidad de medida que sirvid para su disefio, trazo y construccion,
ausente en la actualidad, y

¢) Una estructura numérica de lado de las dimensiones de longitud, area
y volumen de los edificios, también desconocida.

El segundo principio, colocado en b), tiene que ver con la definicion y
ubicacion historica del codo real, de la cual se desprende el situado en c).

3. Reconocimiento de las técnicas. En este caso se plantean las cuatro
caracteristicas que determinan la estructura de las bases de los
rectangulos de los templos que comprenden la técnica comentada para
el Templo de Salomon.

4. Actividades de construccion del templo* y recuperacion de conceptos,
principios, técnicas, procedimientos, etc.

5. Contraste de los elementos recuperados con los objetos de la matematica
escolar.

De ladescripcion histéricay definicion de los tres principios mencionados en
el rubro 2 nos ocupamos enseguida. En el articulo reconocemos y evidenciamos la
practica en el sentido de los principios que la articulan en su constitucion histérica
y nos deslindamos de su posible adopcion en el sistema educativo. Esto ultimo
queda abierto para ser utilizado en posibles disefios de situaciones didacticas que
lleven a la realizacion de algunos objetos matematicos a través de los elementos
contenidos en la practica.

3 El principio genitivo se diferencia del habitus de Bordieu, puesto que se define como el origen

mismo que determina la produccion de la practica, mientras que el habitus fue concebido como
“un conjunto de principios [transubjetivos] socialmente adquiridos que mueven a los individuos a
vivir de manera similar a la de otros miembros de su grupo social” (Bourdieu, 2009).

4 En si misma la construccion de los templos no se describe en el escrito, pero toma sustento de
las actividades que se desprenden de la practica social, razén por la que se incluye.
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3. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES QUE ORGANIZAN LA PRACTICA SOCIAL

3.1. Espacio métrico sagrado

Los primeros patriarcas como Moisés y el profeta Ezequiel tuvieron la oportunidad
de conversar “frente a frente” con el Dios israelita Yahvé, quien les transmitio
las “medidas sagradas™® del Tabernaculo® al primero y aquellas del Templo
de Salomoén al segundo. Yahvé puntualizd a Moisés en la montafia como
seria el Tabernaculo diciéndole “ve que hagas todas las cosas conforme
al modelo que te fue mostrado...” (Exodo 24: 40). El modelo sugerido
era un Santuario Sagrado “sombra de las cosas celestiales” (Hebreos 8:
5). Seria de base rectangular y sus longitudes dadas en codos (Exodo
25:31). Para los sacerdotes a quienes confio Yahvé la encomienda de los
templos, los espacios sagrados eran resultado de una experiencia mistica
que involucraba una metrologia en el dictado de sus dimensiones los
cuales debian construirse sobre lugares “desorganizados” de la superficie
terrestre, para constituirlos “puertas del cielo™:

Es a partir de este punto fijo, de este centro, pues, que desde tiempos
inmemoriales el hombre ha organizado el espacio cadtico y sin sentido a
su alrededor, construyendo ciudades, casas y santuarios, remedando de esta
manera la creacion del mundo por parte de los dioses. (Roitman, 2016, p.
19) http:/ www.verbodivino.es/hojear/3445/del-tabernaculo-al-templo.pdf

Los templos tenian un origen arquitectonico y simbolico transmitido a los
sacerdotes para su edificacion, idealizados espacios métricos por las dimensiones
exactas de sus longitudes las cuales determinan su orientacion cosmoldgica. En
la vision del profeta Ezequiel Yahvé simula la medicion del templo usando un
personaje “bronceado” que trae consigo una cuerda de lino y una vara dividida en
6 codos, al que va ordenando el levantamiento de la extension del inmueble:

Me llevo ahi, y he aqui un varén, cuyo aspecto era como de bronce; y tenia
un cordel de lino en su mano, y una cafia de medir; y €l estaba a la puerta.
Entonces vi que por el exterior del templo habia un muro, todo alrededor, y
en la mano del hombre habia una cafia de medir de 6 codos, cada codo era de
un codo y un palmo. Midi¢ el espesor del muro, que tenia una cafia de alto.
(Ezequiel 40: 6)

5 El entrecomillado es nuestro.

% Mishkan, en hebreo.
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La unidad de medida mencionada en la visién es el codo largo biblico
aludido por Yahvé para la construccion del templo. La contradiccion “...cada codo
era un codo y un palmo...”, ocurre por una interpretacion errénea de esa parte
de la Biblia. En realidad ese apartado presenta dos tipos de unidades de medida
diferentes, ambos ampliamente mencionados en el mismo documento, el “codo
corto” y el codo largo. El segundo se obtiene al sumarle un “palmo” al primero.
La vision involucra al personaje de bronce que hace las veces de agrimensor para
mostrar a Ezequiel las dimensiones sugeridas. Las dimensiones de la “cana” de
medir es ordenada de acuerdo con las magnitudes de las unidades utilizadas para
la medicion las cuales sirven de norma.

En El Diccionario Enciclopédico de Biblia y Teologia se contrasta el valor
numérico del codo biblico en centimetros. Segtin se informa el codo largo vendria
a ser el codo egipcio de 0.5233 m y el “codo ordinario” que se indica, el codo
corto de 0.4445 m, también mencionado en la Biblia. https://www.biblia.work/
diccionarios/codo/

3.2. Isaac Newton, metrologo del siglo XVII

Uno de los grandes metrologos, Isaac Newton, se sintio cautivado por la belleza
y arquitectura del Templo de Salomén. El primer templo fue construido por el
rey Salomoén cerca del afio 960 a.C., para sustituir al Tabernaculo, considerado
como el unico centro de culto para el pueblo judio siendo destruido en el afio
586 a.C., al igual que la ciudad de Jerusalén, por las tropas del rey de Babilonia
Nabucodonosor II. Después de este hecho histoérico, segun la Biblia, hubo un
nuevo interés religioso en su reconstruccion. El Dios israelita Yahvé transmitio
instrucciones sobre las dimensiones al profeta Ezequiel a través de una vision
extatica del inmueble tenida por este ultimo. El segundo templo se levanto en la
época de Zorobabel, lider de la resistencia judia, quien inicié su reconstruccion
en el afio 535 a.C., sin que historicamente se acierte a considerar si las medidas
empleadas hayan sido las profetizadas. Alrededor del 19 a.C., el rey Herodes
comenzd una masiva renovacion y expansion del templo, asi se reconstruyo el
segundo. Sin embargo, alrededor del afio 70 d.C., se destruyd de nuevo la ciudad
de Jerusalén, incluyendo el templo restaurado por Herodes.

Newton se dio a la tarea de rescatar las “verdaderas” medidas del edificio,
puesto que se habian perdido por las destrucciones citadas, cuyos nimeros
consideraba, por obvias razones, de origen divino. Analizé detalladamente la
geometria del establecimiento a partir de reconocer sus longitudes en el Antiguo
Testamento, principalmente del Libro de Ezequiel, ademas de referencias
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marginales de lamisma Biblia como Reyes, Exodo, Crénicas, entre otras secciones,
incluyendo el Talmud.” Asimismo, reportd las magnitudes y elaboracion de
plantas arquitectonicas del edificio en el capitulo V titulado A Description
of the Temple of Salomon, colocado en una de sus obras (Newton, 1728).
En esta ultima descubre ademas diferencias metroldgicas entre algunos de
los espacios de los tres templos. El libro se considera parte de los escritos
de estudios biblicos. Sin embargo, los disefios arquitectonicos elaborados
en planta del templo aportan evidencia valiosa de la realidad metrologica y
arquitectonica del inmueble, en la cual se percibe su capacidad introspectiva
para recuperar las medidas originales, las cuales no se alejan de las que se
mencionan en la Biblia, Figura 2. Se sabe que dedico a esta investigacion
mas de 50 afios, muchos mas que a los Principia, sin que en el escrito se
perciba haber encontrado la “magia de la divinidad” en los nimeros que
representan las medidas. Con ese mismo interés hurgo, también, en las
extensiones de las piramides egipcias y, con la misma desazén, no acertod
en la verdad que esperaba.

A Description of e Tewres or Sovowa
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Figura 2. Planta del Templo de Salomén segun la concepcion de Newton.
Fuente: Newton (1728, p. 347)

7 Newton atendi6 el Talmud debido a que en este se encuentran unidades de medida biblicas y
talmudicas utilizadas principalmente por los antiguos israelitas, las cuales aparecen con frecuencia
en la Biblia Hebrea y en escritos rabinicos posteriores como el Mishna.
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Entre los méritos de Newton se encuentra haber determinado con suficiente
precision el tamafio en pies ingleses de la unidad de medida que reconocié como
“codo real” (codo largo biblico) con el cual fue disefiado y construido el Templo
de Salomoén. En un primer intento establecié este ultimo entre 21.5 y 22 pulgadas
inglesas, algo asi como 0.5524 m (Newton, 1728, p. 333).

Entre los anos 1636 y 1640, John Greaves profesor de astronomia de la
Universidad de Oxford efectud un reconocimiento de las diferentes dimensiones
de la Camara del Rey ubicada en el interior de la piramide de Keops en el
yacimiento de Guiza. Las longitudes determinadas por Greaves en la piramide,
en pies ingleses, se distinguen en la siguiente cita:

There are also other specimens of this Cubit; as particularly that the whole
length of that gallery, with the hypotenuse of a rectangular triangle, whose
base was 15 Feet, and height about 5 or 6, or perhaps 7 Feet, being measured
by a cord, was 154 Feet. Subtract the hypotenuse, and there will remain the
length of the gallery, 138 Feet; that is, 20 times the breadth, or 20 Royal
Cubits. Two other galleries were likewise measured, and found to be in
length 110 Feet, that is, sixteen Royal Cubits and another Chamber was in
breadth about 17 Feet, that is, 10 Cubits (...). (Newton, 1737)

Newton comparo6 los resultados de Graves con las medidas determinadas por
estudiosos, como Herodoto, Vitrubio, Strabo, Josefo, Hesychius de Alexandria,
Agricola, Snellius, Purshas, Villalpando, entre otros (Morrison, 2011) y dedujo
las magnitudes de la Camara en codos de Memphis en proporcion de 4: 1 respecto
de los codos reales sugeridos en el Templo de Salomon.

De las tres medidas, obtenidas por Greaves, realizadas en el interior de la
Camara: 1.725, 1.71875 y 1.7, apreciadas en la Tabla I, se obtiene un promedio de
1.711458333 pies ingleses, cuyo resultado en metros es de 0.522605 (Newton, 1737).

TABLA 1
Magnitudes del codo real en diferentes unidades de medida

Magnitudes Magnitudes en | Magnitudes en | Estimacion del Estimacion
de la Galeria | codos reales de codos reales codo real en del codo real
en pies Memphis egipcios pies ingleses en metros
ingleses
138 80 80+4=20 1.725 0.52578
110 64 64-4=16 1.1875 0.523875
17 10 10+4=2.5 1.7 0.5186
Promedios 1.171458333 0.522605
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No satisfecho con el resultado, 1.714583 pies o bien 0.5226 m, profundizo6 en
su estudio y reconocio6 otras unidades de medida. Una de ellas que llamé “codo
sagrado” de 0.3 m (11.811 pulgadas inglesas) con el que, admitio, se disefiaron
y levantaron las piramides de Guiza. Gracias a ésta dedujo otro fragmento que
aproximo en 0.45 m (17.716 pulgadas inglesas) al multiplicar el primero por 1.5 el
cual es reconocido en la Biblia como codo corto, ya antes mencionado. Dedujo que
entre este y el codo real existia una proporcion de % y propuso este ultimo como
0. 45><% = 0.525 m, el cual le convenci6 de sus propositos de investigacion.

Para el afio de 1971 del siglo pasado el metrologo italiano Livio Stecchini,
a través de diferentes comparaciones con otras unidades de medida egipcias,
incluyendo las aportaciones de Newton y partiendo de una postura del todo
antropocéntrica, sostuvo que el tamano de codo real se debia considerar en los
0.525 m (Stecchini, s.f). Debido a ello fue el primero en reconocer una magnitud
de 0.4617 m para el codo corto biblico aproximado por Newton en 0.45 m. Este
ultimo fue llamado por el investigador “codo geografico” del cual afirma haber
sido utilizado por los constructores egipcios.

Para establecer las longitudes de los templos que enseguida se analizan
utilizaremos el codo real (cr) en 0.524836841 m, proximo de las propuestas de
Newton y Stecchini con una diferencia de 1.6 diezmilésimos. La definicion es
empirica y deviene a procesos experimentales de tipo ensayo y error, aunque al
final del escrito intentamos determinar su origen metrolégico. De igual manera,
estimamos el codo geografico (cg) en 0.4619836247 m, con una diferencia
respecto de la definicion de Stecchini de 2.8 diezmilésimos.

El codo real y codo geografico formaron parte de instrumentos semejantes
al primer metro patrén construido en Francia en 1889 de platino e iridio, Figura
3. Se conservaban como unidades de medida estandar que servian de norma
para la elaboracion de cuerdas utilizadas para la medicion de diferentes tipos de
longitudes y, principalmente, en el disefio y construccion de los templos.

Figura 3. Barra metdlica graduada cuya longitud es igual a la de
un codo real. Fuente. Museo de Turin, Italia, en https:
/len.wikipedia.org/wiki/Cubit
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3.3. Numeros calendaricos

La virtud del codo real y codo geografico es que al trasladar magnitudes en
metros a esos dominios devuelven numeros calendaricos que representan
respectivamente las revoluciones sinodicas de los planetas Marte, en 780
dias, Venus 585 dias, Saturno 378 dias, asi como los anos lunar de 384 dias
y solar de 365.625, segtn la concepcion estructural mostrada para algunos de
estos en las dimensiones del Templo de Salomén. Ademas, la division por
tres del ciclo sinddico de 780 dias, es decir, % =260, determina el que
investigadores, arqueodlogos y antropo6logos han considerado “afo ritual” de 260
dias, expresion de la cual se deduce su propio origen. No obstante Bernal (2015)
encontrd en la epigrafia contenida en algunos tableros de templos mayas la que
ha denominado Rueda Calendarica de 819 dias relacionada con el ciclo sinédico
de 378 dias del planeta Marte a través de la constante que las proporciona, es
decir, 2B =2.1666..., ya deducida de las dimensiones del Templo de

378
Salomén como 78000 _ 2 1666....

El calendario real del ciclo de Venus se acepta actualmente en los 584 dias.
En el escrito adoptamos la forma en que surge en las medidas de los edificios y es
considerado en esa cifra (585) por su cercania con el ciclo real. Lo mismo ocurre
con el afo solar de 365.625 dias que destaca de las dimensiones. Ciertamente
que el afio solar de 365.625 dias solo se acerca al afio tropico real de 365.25 dias,
no obstante, dichos nimeros forman una estructura que determina parte de un
sistema de medicion manifiesto en el andlisis de cada edificio. Esa estructura
surge de manera natural de las dimensiones de los inmuebles. Es una ordenacion
numérica que se aproxima a la realidad de los calendarios de los planetas citados,
la cual utilizaremos para explicar la metrologia conferida por los constructores a
la extension de las edificios antiguos que enseguida se analizan. Por su naturaleza,
estos numeros son dados en “dias” debido a que representan calendarios que se
miden en ese tipo de unidades. Sin embargo, en las dimensiones de los templos
aparecen acumulados en forma de producto, por ejemplo en el area de cierto
rectangulo de 299,520 cr? esta se acomoda en la forma 780%384 cr?, la cual se lee
como el producto de un ciclo sinddico de 780 dias del planeta Marte multiplicado
por un afo lunar de 384 dias. No obstante, cada factor esta dado realmente en
codos reales y se debe apreciar como el producto de 780 cr multiplicado por
384 cr. La denominacion que se otorga en dias solo ofrece una representacion
calendarica de los factores y se debe mirar como una designacion transitoria que
explica esa particularidad.
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4. METODOLOGIA Y OBJETOS DE ESTUDIO

Para dar certeza del uso del codo real y codo geografico en la antigliedad, asi
como a lo principios antes mencionados, proponemos un analisis metroldgico de
las dimensiones de las bases rectangulares de dos templos iconicos. El primero
es el Partenon de Atenas construido entre los afios 447-438 a.C., y el segundo el
Templo de las Caritas ubicado en el sitio arqueoldgico de Cempoala, Veracruz,
México, edificado al iniciar la era cristiana. Partimos del supuesto que el codo
real fue apropiado por los griegos durante su dominio sobre los egipcios siendo
utilizado en la mayoria de sus construcciones, principalmente El Partenon, El
Telesterion y otros. En lo que se refiere a la utilidad del codo geografico en
la construccion del Templo de las Caritas, como se aprecia mas adelante, no
contamos con una explicaciéon congruente al respecto puesto que la difusion
intercontinental de conocimientos entre culturas antiguas ha sido un tema
controvertido en las investigaciones arqueologicas, que han fincado sus puntos de
vista en el reconocimiento de patrones culturales que se proclaman paralelismos
constituyentes de formas comunes en los continentes europeo y americano. Esta
postura es alejada del punto de vista metrologico de las dimensiones de los templos
construidos en ambos continentes, ya que este ultimo no se ha distinguido como
un “patron cultural” de estudio.

Planteamos como hipdétesis asumir que la determinacion de las longitudes de
los rectangulos de los templos erauna actividad deliberada previa a su construccion
o disefio. La metodologia involucra realizar testeos de las dimensiones de las
bases rectangulares en un intento por controlar sus magnitudes de longitud y
area con las cuatro caracteristicas establecidas. El problema que se advierte con
este procedimiento es confrontar las dimensiones de los rectangulos, medidas
actualmente con aproximacion a centimetros, puesto que su determinacion en
milimetros favorece los resultados que arroja el testeo. Los errores se deben a su
deterioro y restauracion, asi como la falta de precision en las mediciones.

Para la comprobacion de las hipotesis no consideramos prudente el uso de
herramientas estadisticas. Creemos que la reproducibilidad y replicacion de las
operaciones en cada caso, asi como la precision de los resultados y comparacion
de magnitudes entre los templos, es suficiente para su verificacion y validacion.

5. ANALISIS DE TEMPLOS ANTIGUOS

5.1. Partenon de Atenas

Fue construido por orden del gobernador de Atenas Pericles entre los afios 447 a.
C.y 438 a. C., en la parte alta de la ciudad, habiéndose levantado unos cien afios
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después de la edificacion del segundo Templo de Salomén durante el gobierno
en Jerusalén de Zorobabel. El proyecto y su edificacion fue encomendada a los
arquitectos griegos Ictino, Calicrates y Fidias. Se levant6 sobre tres gradas y fue
recubierto de marmol blanco; cuenta dimensiones de 69.54 m de largo por 30.89
m de ancho y columnas que alcanzan los 10.4 m de altura, segun se afirma en la
pagina Web https://es.wikiarquitectura.com/edificio/partenon/.

El interior del edificio estaba formado por dos porticos, uno anterior y otro
posterior, y dos camaras que no se comunicaban entre si, las cuales permanecian
cerradas tras dos puertas de bronce, conocidas como la Naos y el Partenén o
Camara de las Vestales, Figura 4. Dentro de esta Gltima se resguardaba la estatua
de la diosa Atenea Parthenos, protectora de la ciudad, tenia 12 metros de altura y
fue elaborada en marfil y oro.

La traslacion de las longitudes de la base del edificio / = 69.54 m de largo por
a =30.89 m de ancho, a codos reales de 0.524836841 m, da por resultado:

/=132.4983206 cr por a = 58.85638657 cr

Iremos enseguida del reconocimiento de las caracterlisticas de area
., . . . a
A = [Xa y la proporcion de la suma y diferencia de longitudes =g = k. alresto
de las caracteristicas. Las mencionadas resultan:

A = Ixa = 7,798.37~7,800 cr’, 7= = 2.6 = —oo-cr
—a 300

3089m/
58.856 cr

69.54 m / 132.4983 cr

Figura 4. Planta del Partendn. Sostenido en su perimetro por 48 columnas

El 4rea de la base del templo corresponde a 10 ciclos sinddicos de 780
dias del planeta Marte, mientras que la proporcion de la suma y diferencia
determina la division de un ciclo del mismo planeta dividido por 300. Se aprecia
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en estas ultimas errores poco considerables que devienen al levantamiento de las
longitudes sobre la base del edificio. De aqui se sigue determinar la proporcion
entre las longitudes / y a. Esta resulta de las siguientes operaciones:

l 2.6+1 3.6 9

La determinacion de las longltudes se logra desnelalquo cualauler_a de estas
de las expresiones del area y la propormon esdecir: [ == Xa, [l = _T De
aqui que el lado « se obtiene de la operacion:

_ 7,800x4 _ _
a2— —— ——a =3,466.666 = 58.878405 cr
De modo que / queda como:

l=—Xa->1l= % x58.878405 = 132.476413 cr.

En metros las longitudes resultan ¢ = 30.90 y / = 69.53. Las diferencias
fincan un error de 1 cm en cada longitud, respecto a las suministradas en la
pagina Web, que se puede considerar tolerable.

Observe, ademas, que el area 7,800 cr? de la base del Partenén resulta 6.5
veces mavor aue el area 1,200 cr? de la base del Templo de Salomon, es decir
1200 = 6.5 cr’. No obstante la proporcién también se puede disponer como el
cociente de un ciclo sinodico de 585 dias del planeta Venus dividido por 90, esto

7,800
s 1,200 90 = 6.5.

5.2. Templo de las Caritas

El Templo de las Caritas se ubica en el sitio arqueoldgico de Cempoala, en el
estado de Veracruz, México. Es conocido desde la época de la conquista espafiola
debido a que fue paso obligado de Hernan Cortés y su ejercito al incursionar al
México prehispanico por la zona del Golfo de México. En diferentes épocas se
hicieron exploraciones y excavaciones en el sitio que culminaron en 1945 con
una medicion detallada de varias estructuras. Es un templo pequefio de base
rectangular el cual cuenta un altar en la plataforma superior, cuya Uinica escalera
es alineada al oriente.

Eltemplo fue originalmente disefiado y construido usando codos geograficos
de 0.4619836247 m. La afirmacion del uso de este tipo de unidades se debe a que
la traslacion de sus longitudes a ese dominio determina en sus magnitudes de area
y volumen nimeros calendaricos como los mostrados en los analisis realizados
a los templos antes referidos. Durante las etapas de exploracion el arquitecto
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mexicano Jos¢ Garcia Payon realizd la medicion del templo, utilizando una
cinta métrica de aproximacion a milimetros. Midi6 tanto la planta de la base del
monumento como sus cuatro caras frontales. Dispuso la base y los perfiles en un
plano elaborado a escala 1 cm: 75 cm, Figura 5. Las longitudes que se reportan
en la planta son 14.5 m de largo, /, por 10.2 m de ancho, a, y en los perfiles la
altura, A, es dispuesta en 5.2 m. La traslacion de estas ultimas a cg resultan / =
31.38639386 cg, por a = 22.07870464 cg y h = 11.25581021 cg.

f : x
pany rso ST
B _un—lmpm___]l
At ALZADO  FRONTAL

ALZADO LATERAL

ALzaDO POSTEiRIOR
Bé—F

f L0 4 630 4 140
trd o T L5l
1000
P 2a0 g w0 ) £.50 TREUIFA £ ;m
't T t
J 148
+
PLANTA

comtE TRANSVERSAL

PIRAMIDE DE LAS CARITAS £sc. 1 18 ZONA  AROUEOLOGICA DE ZEMPOALA
Arg. José Garcia Payén

Figura 5. Planta y perfiles del Templo de las Caritas elaborado por el
Arquitecto Jos¢ Garcia Payon.
Fuente: Melgarejo (1966, p. 10)

Para el establecimiento de las caracteristicas del templo determinaremos
primero sus magnitudes de drea 4 y volumen V. La primera corresponde al
rectangulo base A = [xa y el segundo al paralelepipedo formado por las tres
longitudes V = [xaxh, de manera semejante a la “caja” que representa al Templo
de Salomon. Este ultimo es dado por el producto de las tres longitudes, es decir:
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V = 31.38639386 x 22.07870464 x 11.25581021 = 7,799.95~7,800 cg’

El resultado 7,800 cr® establece 10 ciclos sinddicos de 780 dias del planeta
Marte. El error 7,800 — 1799.95 = 0.05 cr’ no es significativo y suponemos
se debe a posibles errores milimétricos en la medicion de las longitudes de la base
rectangular del templo, toda vez que sus longitudes son mayores que aquella de la

altura. Luego el area se obtiene de dividir el volumen V = 7,800 cg’ por la altura
h = 11.25581021 cg, quedando:

7,800

A = T555e10m

= 692.9754371 cg’
El area A = 692.9754371 cg?, asi obtenida, posee la particularidad de
expresarse como el cociente de diferentes nimeros calendaricos incluyendo \E,

es decir:
_ 780x384x864x:2 _ >
A= 3.125x169 = 692.9754371 cg
En el numerador se reitera el ciclo sinddico de 780 dias del planeta Marte
multiplicado por el afio lunar de 384 dias, 864 y \/5; el resto de las cifras, 3,125y
169, son multiplos de nimeros calendaricos.

De modo que las siguientes caracteristicas vienen a ser:

l+a _ 247 145
—a — 43 €Y. T oz~

Y puesto que [ = %Xayl = %, resulta que a y / se describen de la
siguiente manera:

| 780x384x864x+/2x145
a= \/ 3 125X 169x 102 = 22.07877661 cg

_ [ 780x384x864x/2x102 _
l = \/ 3.125X169x 145 = 31.38649616 cg

Observe que en el area de la base rectangular del templo
780%x384x864X2

A=
3,125%169
las areas de las bases rectangulares del Templo de Salomoén y El Partenon, vistos

cg’, en lo inmediato, no se aprecia correspondencia con

anteriormente. Para verificar esto ultimo sera necesario que las areas de las bases de

los tres templos hubieran sido calculadas partiendo de una misma unidad
de medida.
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6. HALLAZGOS

Hemos presentado un sistema de medicion cuyas unidades utilizadas en las
operaciones de disefio, trazo y construccion de templos antiguos eran el codo
real y codo geografico, de los que resultan hallazgos importantes que enseguida
se consignan. Ambas unidades destacan en los procesos de calculo de areas y
volumenes numeros calendaricos. Ello significa que las dimensiones del Templo
de Salomoén y El Partenoén son factibles de ser dispuestos en codos geograficos de
0.4619836247 m y, en ese orden, distinguir en sus dimensiones esa numerologia.
Hagamos ese ejercicio con el Templo de Salomoén en la busqueda de establecer la
correspondencia entre el area de la base de este Gltimo con aquella del Templo de
las Caritas.

1. Laslongitudes de labase del templo corresponden a /=60 cr pora=20 cr.
Si estas se multiplican por el valor de un codo real de 0.524836841 m,
resultan en metros como: / = 31.49021046 m y a = 10.49673682 m.
Enseguida dividamos ambas longitudes por un codo geografico
de 0.4619836247 m, quedando en la forma / = 68.1630447 cg por
a = 22721949 cg. El area en este ultimo dominio resulta del producto:

A = 68.1630447 x22.721949 = 1,548.735879 cg’

No obstante, esta se acomoda al siguiente producto acumulado de factores,
es decir:

384 2
160,000 &

A = 1,548.735879 = 780X585X\/§ X

Los factores representan al ciclo sinddico de 780 dias del planeta Marte,

al ciclo de 585 dias del planeta Venus, al afio lunar de 384 dias, \/E y la
384

160,000 °
Si el area se compara con aquella del Templo de las Caritas en la forma,
1,548.735879
692.9754371

Si en la operacion se utilizan nimeros calendaricos, se obtiene:

cifra en nimeros enteros 160,000 que aparece en el residuo como

cg?, el resultado de la proporciéon queda como 2.234903971 cg?.

365.625X169 2

2.234903971 = 22280

El cociente manifiesta en el numerador 169 afios solares de 365.625 dias

divididos por 72 afios lunares de 384 dias, es decir, la correspondencia entre
las areas de los dos templos solo se distingue y toma significado en el dominio
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calendarico. Esto tltimo manifiesta, ademas, una completa correspondencia entre
el codo real y codo geografico.

Algo semejante ocurre al trasladar el area 7,800 cr? de la base rectangular
del Partenon a codos geograficos, este resulta de 10,066.7681 cg? (2,148.539 m?),
la cual se representa como el siguiente producto acumulado de factores:

780 2
10,066.7681 = 780 X 585 X 1|2 X <5550 cg

2. En su origen mitico las dimensiones de area y volumen de los templos
estaban determinadas por el Sistema Sexagesimal. Observe que
aquellas de La Casa de Yahv de 1,200 cr? y 36,000 cr®, respectivamente,
se describen en ese sistema de la siguiente manera:

1,200 cr’ = 20x60 = (20. 0); 36,000 cr’ = 10x60*+0x60'+0x60° = (10. 0. 0)
Los numeros en el producto que determina el area, 60 y 20, coinciden con las

longitudes larga y corta de la base rectangular del templo citados en la Biblia.

Lo mismo ocurre con el area 7,800 cr? de la base rectangular del Partenon,
es decir:
7,800 = 2x60*+10x60'+0x60° = (2. 10. 0)

La expresion es valida también para el volumen 7,800 cg® del Templo de
las Caritas.

3. Por sunaturaleza, el codo geografico de 0.4619836247 m tuvo un origen
que involucra mimeros calendaricos como los puestos en evidencia a lo
largo del escrito. El cociente que se muestra enseguida da cuenta de esto
ultimo:

_780x384x864
0.4619836247..m = - 2> 2 2re X 42 m

Los productos involucrados en las operaciones devienen al sistema
sexagesimal, puesto que:

_ 19.58.4.48.0
0.4619836247..m = 4—)—(1. RATRRTIRS N

Este ultimo se reduce a la expresion:

0.4619836247...= 0. 104><\E X,

Siendo m, el nimero racional:
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780
7,500 *

= S =3.141074556...,y 0.104 =

4. La cifra 3.141074556... posee las mismas caracteristicas operativas del
pi griego (m), hace una diferencia con este de 0.00051809759. Por lo
general se manifiesta en las dreas de monumentos de bases circulares
a las que hereda la acumulaciéon de nimeros calendaricos. No obstante,
aparece también en las areas de bases rectangulares de los templos. Por
ejemplo el area 692.9754371 cg? de la base del Templo de las Caritas se
acomoda, incluyendo =, de la siguiente manera:

692.9754371 = 156X/2 X m, cg’

Observe que la cifra 156 divide al ciclo sinédico de 780 dias del planeta
Marte. Ademas, el area de la base rectangular del templo, es la misma que la del

circulo A = w7, de radio r =/156x/2 cg.

5. Por su lado, el codo real y codo geografico son en proporcion del ciclo
sinodico del planeta Marte de 780 dias, de la siguiente manera:

780 __0.524836841
T 0.4619836247
1,000% /2

En este caso la expresion 1, 000 x\/Jj@ corresponde al numero 686.58904.
Este ultimo es semejante al periodo sideral del planeta Marte de 686.9785 dias
determinado por Newton y dispuesto en los Principia (Newton, 1726: 446). En
consecuencia, la proporcion entre las revoluciones del planeta es la misma que
aquella que determinan ambas unidades de medida.

7. DISCUSION

Se han caracterizado las dimensiones de la extension de los templos con
diferentes herramientas de la matematica actual sin que ello signifique que
los constructores en su origen conocieran de estas, incluyendo ademas de las
operaciones elementales, numeros racionales e irracionales, asi como aquellos
comprendidos en el sistema sexagesimal. En este sentido la historia de la ciencia
es limitada y ofrece pocas posibilidades en las explicaciones subyacentes. Por

Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021  [[(c<) RN



350 A. CAMACHO RiOS

extrafia que se vea la modelizacion aritmética de la actividades que destacan de la
practica se ajustan sin reclamos a los argumentos exhibidos.

Expertos afirman que el codo real variaba en longitud en cada region de
Mesopotamia y Egipto y en todos los casos se asumen las extremidades del
cuerpo humano como aquellas que organizaban esa longitud. Sin embargo,
el Museo de Turin asi como el Museo de Louvre en Paris, resguardan reglas
metalicas graduadas que se dicen codos reales utilizados como normas para la
medicion, Figura 3. Este punto de vista es cercano a la homogeneidad que se
encuentra en las magnitudes de los templos analizados, de las cuales se infiere
que las longitudes del codo real y codo geografico eran medidas estandarizadas
para su uso.

8. CONCLUSIONES

Enlaproduccion de la practica hemos encontrado una buena cantidad de conceptos
principalmente aquellos de proporcion, areas y volimenes que involucran
productos acumulados de factores de naturaleza calendarica, sistemas numéricos
y sistemas de medicion, estos ultimos desconocidos, asi como técnicas, también
desconocidas, para el establecimiento estructural de las bases rectangulares
de los templos. Dichos principios configuran la actividad de la practica y se
encuentran en descentracion de los objetos matematicos que se llevan al salon de
clases. Creemos que la practica social enriquece la comprension de los conceptos
matematicos involucrados y que una organizacion adecuada de la misma puede
llevar a la produccion de algunos de éstos.

En cuanto al planteamiento del método sosioepistemologico, lo hemos
desplegado de acuerdo a las tres componentes de investigacion en la SE, social,
historica y cultural (Cantoral, et al. 2015, pp. 8-9) y ha sido ttil en la organizacion
de las actividades de investigacion. Se puede observar que estas son articuladas
con el discurso.

Alrededor de la pregunta ;Qué hace que las dimensiones de area y volumen
de un templo construido cerca de 1,000 afios a.C., en Israel, sean proporcionales
con otro levantado en la costa del Golfo de México proximo al afo cero de la era
cristiana? esta es dificil de responder si no se acepta la amplia heterogeneidad
sociocultural implicada en la construccion de ambos templos. En este sentido, al
menos las culturas del Golfo de México no fueron ajenas de procesos de difusion
independientes, puesto que, como afirma Esteva-Fabregat (1971), “no se conoce
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ninguna civilizacion que haya surgido espontaneamente o sin haber estado en
contacto con otras culturas”. Este es un tema que seguira siendo controversial
en los debates entre especialistas. No obstante, las proporciones metrologicas y
calendaricas entre las dimensiones de los templos que se han puesto en evidencia
se convierten, entre otros, en elementos culturales que acentuan la posibilidad de
ser interpretados como resultado de procesos de difusion, independientemente de
la distancia que separa estas culturas.

9. EpriLOGO

En octubre de 2006 fue encontrado cerca del Templo Mayor, Centro Historico
de la Ciudad de México, en cuatro grandes trozos, el monumento monolitico
de forma rectangular que contiene la imagen de la diosa azteca Tlaltecuhtli,
elaborado cerca los afios 1,250-1,519 d.C., con la finalidad de ser colocado en la
base de las escalinatas del templo principal de la villa de Tenochtitlan. Después de
un afio de trabajos de restauracion el bloque fue unido tal y como se encontraba
originalmente y especialistas midieron sus longitudes obteniendo 4.17 metros de
altura por 3.62 en su base, con un peso de 12 toneladas. El arquedlogo mexicano
Leonardo Lépez-Lujan afirma que las longitudes mencionadas corresponden a
h =15 pies mexicas (pm) de altura por a =13 pm de la base (Lopez-Lujan, 2010,
p- 53). Sin perjuicio del reconocimiento del sistema de medicion utilizado por la
cultura azteca, es sencillo corroborar que las dimensiones del bloque se sujetan
a las cuatro caracteristicas referidas de los templos anteriormente analizados. El
area resulta multiplo del ciclo sinddico de 780 dias del planeta Marte, es decir (las
negrillas son nuestras):

_ _ _ 780 5
A = 15%x13 = 195 = Tpl’l’l
La caracteristica de la proporcion entre la suma y diferencia de las
longitudes :“_L—Z = 14 se obtiene del cociente del ciclo sinddico de 378 dias del
planeta Saturno dividido 27, o sea:

hta _ ., _ 378
h—a — 14 =7 pm

Mientras que la proporcion entre las longitudes corresponde a:

_h_ 1441 _ 15 _ 780
& T a1 T 13 T 676 P
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Se observa que el rectdngulo de piedra que comprende la extension de
la diosa guarda la estructura fincada por las cuatro caracteristicas. Ademas,
la definicion de estas ultimas desde un sistema de medicion diferente a los
analizados en el escrito, muestra el interés no por el sistema sino por el dominio
calendarico al que se transfieren las magnitudes.

La reproduccion de la practica ocurrid cerca de 2,500 afios después de la
construccion del primer Templo de Salomoén y 1,500 respecto al levantamiento
del Templo de las Caritas. El principio genitivo contiene tal estructura que la
potencia del mito arquetipo-cosmos en la memoria colectiva de la cultura mexica,
garantizo la aceptacion de la practica y su persistencia a través del tiempo. ;Quién
hered6 esa metrologia a los aztecas? Es sencillo contestar: la creencia en mitos
compartidos por diferentes culturas. Segun lo expresa Eliade (1977, p. 154):

(...) esta construccion se funda en ultima instancia en una revelacion
primordial que, in illo tempore,® reveld al hombre el arquetipo del espacio
sagrado, arquetipo que luego se repitid y copio hasta el infinito en la ereccion
de cada nuevo altar, templo, santuario, etc.
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La Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa (Relime) es
la publicacion oficial de investigacion del Comité Latinoamericano de Matematica
Educativa (Clame AC). Se edita tres veces por afio. Acepta articulos en espafiol,
portugués, inglés y francés. Esta dirigida a investigadores en Matematica Educativa,
a profesores de matematicas y ciencias, y estudiantes de licenciatura y posgrado
interesados en conocer los resultados recientes de las investigaciones y en
profundizar en el conocimiento de un tema en particular.

Objetivos:

1. Relime pretende ser un foro abierto a las diversas escuelas del
pensamiento (paradigmas, teorias, metodologias, métodos, enfoques)
ennuestra disciplina, la Matematica Educativa, sin definir perspectivas
unicas y con un profundo respeto a las tradiciones educativas y
los contextos de los diversos sistemas educativos de nuestra region.

2. Dar a conocer resultados de investigacion original en Matematica
Educativa que se realizan en América Latina y el Caribe y en el
resto del mundo.

3. Contribuir al proceso de profesionalizacion de la Matematica
Educativa en nuestra region.

4. Fomentar una cultura de divulgacion e investigacion entre los
distintos grupos de investigacion en nuestra region.

5. Propiciar el debate y la reflexion profunda sobre problemas de
investigacion que fortalezca la disciplina en nuestra area geografica.

6. Fortalecer la calidad de la investigacion en Matematica Educativa y
la vinculacion entre comunidades nacionales e internacionales.

INSTRUCCIONES TECNICAS PARA AUTORES

LAS CONTRIBUCIONES

Toda contribucion propuesta a Relime se somete a un estricto proceso de
arbitraje. Las contribuciones deberan ser resultado de investigaciones teoricas
o experimentales, estudios de caso, etnograficos, etc., en formato de articulo.
Estas contribuciones deberan ser trabajos inéditos de investigacion, no estar en
arbitraje en otra revista ni tratarse de traducciones previamente publicadas en su
lengua original.
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CARACTERISTICAS DE LOS MANUSCRITOS

Relime publica articulos en castellano, portugués, inglés y francés. Acepta
ensayos tedricos originales asi como propuestas que sean resultado de estudios

experimentales, de casos, de observacion, etnograficos, etc.

Los articulos deberan tener un maximo de nueve mil palabras, incluyendo
referencias, figuras, cuadros y anexos. En caso de que su propuesta exceda esta
extension, el Comité de Redaccion decide si considera la posibilidad de publicarlo
siempre que tal propuesta no ocupe todo el espacio disponible en un nimero de

la revista.

En el caso de reportes de estudios experimentales, de casos, de observacion,

etnograficos, etcétera, recomendamos que los escritos contengan:

1))

2)

3)
4)
5)
6)

Si se trata de ensayos tedricos y filosoficos, nuestra recomendacion es la siguiente:

1))

2)

3)

4)

Resumen del trabajo, deberd tener un maximo de 10 renglones
escrito en espaiol, portugués, inglés y francés y de 5 palabras clave
en las cuatro lenguas. Resumen, titulo y palabras clave deben ser
escritos en los cuatro idiomas.

Una exposicion del problema de investigacion (su pertinencia y
relevancia en el tema que se aborda).

Indicaciones globales acerca de la estructura tedrica del reporte.
Justificacion de la metodologia usada.
Desarrollo de algunos ejemplos y analisis de resultados.

Referencias bibliograficas.

Iniciar con una exposicién del problema de investigacion (su
pertinencia y relevancia en el tema que se aborda).

Revision de la literatura que incluya trabajos importantes que
sustenten la investigacion, en el que se refleje una variedad de
resultados actuales. Esta revision debe incluir investigaciones
internacionales pertinentes y no limitarse a estudios de un solo
pais.

Oftrecer indicaciones sobre la estructura tedrica o filosofica en la
cual se desarrolla el tema del articulo.

Exposicion detallada de la posicion del autor dentro del tema o los
temas de exposicion. Esto debe reflejarse a través del desarrollo de
ideas, mas que de una lista de reflexiones.
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5) Implicaciones o consecuencias de la investigacion en el area.

6) Referencias bibliograficas.

PROCESO DE EVALUACION EN RELIME

Los articulos propuestos a Relime seran leidos por dos miembros del Comité
de Redaccidn, y si el contenido atiende a la originalidad y satisface los criterios
anteriores, asi como a la claridad de la presentacion e interés para la comunidad
de matematica educativa, seran evaluados en forma “ciega” por dos investigadores
reconocidos y con experiencia dentro del area. En el proceso de evaluacion se
garantizara el anonimato de autores y evaluadores.

El resultado del dictamen puede ser:

A. Sugerencia de publicar el articulo sin modificaciones.

B. Sugerencia de publicar el articulo bajo reserva de hacer ligeras
modificaciones.

C. Sugerencia de reestructurar el articulo atendiendo a los comentarios,
lo que precisaria una nueva revision.

D. Sugerencia de rechazo del articulo.

FORMATO DE LAS CONTRIBUCIONES

Todas las contribuciones deberan estar escritas en procesador de texto Word 6.0
o superior, tipo de letra Times New Roman, tamafio 11 y utilizar un espacio
anterior y posterior de 4 pt, lo que significa que no se requiere dar espacio entre
un parrafo y otro. Los cuatro margenes de la pagina deberan ser de 2.5 cm. Para
las expresiones matematicas debe usarse el editor de ecuaciones.

ENCABEZADOS PRINCIPALES

El estilo de letra para los encabezados principales es tipo VERSALES en formato
minusculas, utilizando un espacio anterior de 36pt y el posterior de 12pt, lo que
significa que no se requiere dar espacio entre un encabezado y los parrafos
subsecuentes. Enumerar las secciones de los encabezados principales (usando 1,
2, 3, etc.) y utilizar el estilo de alineacion centrada.

(co) Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021



INSTRUCCIONES TECNICAS PARA AUTORES 357

Subtitulos

El estilo de letra para los subtitulos del articulo es tipo Times New Roman,
tamafio 11 y cursiva. La primera letra debe escribirse con mayusculas. Utilizar
un espacio anterior de 24 pt y el posterior de 10 pt, lo que significa que no se
requiere dar espacio entre un subtitulo y los parrafos subsecuentes. Los subtitulos
deberan enumerarse 1.1., 1.2, 1.3, etc., segiin corresponda en estilo tipo Normal.
Los subtitulos posteriores a un encabezado principal deben tener un espacio
anterior y posterior de 6 pts.

Estilo para las tablas

Las tablas deben tener una alineacion centrada. El estilo de letra del texto en el
interior de la tabla debe ser tipo Times New Roman, Normal, tamafio 10 y con
un espacio anterior y posterior de 2 pto. Enumerar las tablas, usando tipo de letra
VERSALES tamano 10, en formato minuscula: TABLA I, TABLA 1I, TABLA III, etc.,
utilizando un espacio anterior de 6 pto y posterior de 0 pto. El nimero de la tabla
debe escribirse en la parte superior y su titulo debajo, utilizando un estilo de
alineacion centrada y tipo de letra normal tamafio 10.

Estilo para las figuras e imdgenes

Las figuras e imagenes deben tener una alineacion centrada. El estilo de letra
debe ser tipo Times New Roman, tamafio 10 y tipo Cursiva y Normal. Escribir
el nimero de la figura o imagen en formato tipo cursiva y el titulo en formato
tipo normal. Utilizar un espacio anterior de 2 pt y el posterior de 4 pt. Las imagenes
y figuras deberan adjuntarse en un archivo independiente al manuscrito en
formato de alta resolucion.

Transcripciones

Para las transcripciones usar el estilo de letra normal, tipo Times New Roman
tamafio 10. Utilizar un interlineado sencillo.

Usar estilos de transcripcion como los siguientes:

Estudiante: Para graficar utilicé uno de los métodos que vimos en clase. Me parecid que

era el mas simple para resolverlo
Profesor: ;Por qué consideras que ese método es mas simple?

Si las lineas de la transcripcion requieren ser numerados, entonces usar el estilo de
transcripcion enumerada como sigue:

[122] Entrevistador: En la primera actividad se te propuso determinar la funcion velocidad
(Podrias explicar como la hallaste?
[123] Alumno: Hum... pues...
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En el caso de que no se requiera hacer referencia a los nimeros, se sugiere usar el
primer estilo de transcripcion (indicada parrafos arriba).

RECONOCIMIENTOS

Los reconocimientos a personas, fondos, asociaciones, etc. deberan colocarse en
una seccion separada antes de las referencias bibliograficas. Los nombres de
organizaciones financieras deberan escribirse completos.

BIBLIOGRAFIA, REFERENCIAS Y NOTAS

Solicitamos emplear el estilo de la APA (Publication Manual of the American
Psychological Association, 6th ed., 2009) para las citas de pie, notas, referencias
textuales y bibliografia. (Pueden apoyarse en el siguiente link: http://www.
apastyle.org/learn/tutorials/basics-tutorial.aspx; o bien, consultar el Manual).

La bibliografia debera escribirse en forma de lista sin enumerar y en orden
cronolégico. El estilo de letra debe ser Times New Roman 9. Para escribir una
referencia debe usarse alineacion justificada para el primer renglon. A partir del
segundo renglon deberan establecer una sangria especial de 0.63 cm.

Las notas deberan escribirse al final de cada pagina del documento. El estilo
de letra que debera usarse es Times New Roman 9 en formato normal.

INFORMACION COMPLEMENTARIA

1) No se devolveran los articulos originales.

2) El editor se reserva el derecho de hacer algunas modificaciones
necesarias para mantener el estilo de la publicacion.

3) Los textos pueden ser publicados en otro 6rgano editorial previo
permiso expreso, por escrito, y haciendo referencia explicita de la
fuente.

4) Los autores recibiran gratuitamente dos ejemplares del nimero en
que se haya publicado su articulo.

5) Noserealizaran pagos a los autores por los articulos que se publiquen
en RELIME. Para mayores informes, puede visitar la pagina web:
http://www.clame.org.mx/relime.htm o bien el correo electronico:

relime@clame.org.mx
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En este tltimo nimero del vigésimo cuarto volumen de la Revista Latinoamericana
de Investigacion en Matematica Educativa, Relime, agradecemos la colaboracion
de aquellos colegas que aportaron su conocimiento y tiempo en la revision y
arbitraje de los manuscritos propuestos a la revista. A través de sus comentarios
criticos nuestros revisores contribuyen no solamente a mantener la calidad de
los manuscritos publicados sino al desarrollo de nuestra disciplina en un
ambiente de pluralidad a fin de fortalecer la escuela latinoamericana.
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VOLUMEN 0, 1997

Presentacion de Relime / R. M. FARFAN / La investigacion en matematica educativa en
la Reunion Centroamericana y del Caribe referida al nivel superior.

VOLUMEN 1, 1998

I. GUZMAN / Registros de representacion, el aprendizaje de nociones relativas a
funciones: voces de estudiantes. L. RICO / Complejidad del curriculo de matematicas como
herramienta profesional. M. ARTIGUE / Enseflanza y aprendizaje del analisis elemental:
(qué se puede aprender de las investigaciones didacticas y los cambios curriculares?
F. CORDERO / El entendimiento de algunas categorias del conocimiento del célculo y
analisis: el caso del comportamiento tendencial de las funciones.

VOLUMEN 2, 1999

H. I. DE LEON / Procedimientos de nifios de primaria en la solucion de problemas de
reparto. V. A. LOPEZ / Historia de los inicios de la ensefianza del calculo infinitesimal en
México: 1785-1867. L. D. MELGAREJO / Modelos para la representacion y procesamiento
del conocimiento pedagogico en tutoriales inteligentes. E. MORALES / Efecto de
una didactica centrada en la resolucion de problemas empleando la técnica heuristica V
de Gowin y mapas conceptuales en el razonamiento matematico de los alumnos de 9°
grado de educacion basica.

M. ANIDO, H. E. RUBIO / Un ejemplo de aprendizaje en ¢l sentido de Polya.
B. GOMEZ / Tendencias metodologicas en la ensefianza de la proporcionalidad derivadas
del analisis de libros antiguos. El caso de los problemas de “compaifiias”. C. RIZO,
L. CAMPISTROUS / Estrategias de resolucion de problemas en la escuela. L. RADFORD
/ La razon desnaturalizada. Ensayo de epistemologia antropologica.

VOLUMEN 3, 2000

D. DENNIS, J. CONFREY / La creacion de exponentes continuos: un estudio sobre
los métodos y la epistemologia de John Wallis. B. D’AMORE, B. MARTINI / Sobre la
preparacion teodrica de los maestros de matematicas. E. DUBINSKY / De la investigacion
en matematica teorica a la investigacion en matematica educativa: un viaje personal.
M. SIERRA, M. T. GONZALEZ, C. LOPEZ / Concepciones de los alumnos de Bachillerato
y Curso de Orientacion Universitaria sobre limite funcional y continuidad.

Y. O’FARRILL /Sistema entrenador inteligente con tecnologia multimedia. Optima-
Geometria. G. MUNOZ / Elementos de enlace entre lo conceptual y lo algoritmico en el
Célculo integral. M. B. FERNANDEZ / Perfeccionamiento de la ensefianza - aprendizaje
del tema limite de funciones con el uso de un asistente matematico. C. CUBILLO,
T.ORTEGA /Influencia de un modelo didactico en la opinion/actitud de los alumnos
hacia las Matematicas. M. F. LASALVIA, J. D. PIQUET / Construccion de graficos de
funciones: “Continuidad y prototipos”.

Relime, Vol. 24 (3), Noviembre de 2021 {[(c<) [BRENEN



362

M. ACEVEDO, M. FALK / Formacion del pensamiento algebraico de los docentes.
R. CANTORAL, H. MIRON / Sobre el estatus de la nocién de derivada: De la epistemologia
de Joseph Louis Lagrange al disefio de una situacion didactica. A. CANADA / Una
perspectiva historica de las series de Fourier: de las ecuaciones de onda y del calor a los
operadores compactos y autoadjuntos. B. D’AMORE / Escolarizacion del saber y de
las relaciones: efectos sobre el aprendizaje de las matematicas. P. FLORES, C. BATANERO,
J. D. GODINO / Aplicacion del analisis de textos mediante técnicas multivariantes al
estudio del cambio de concepciones sobre las matematicas, su enseflanza y aprendizaje.
G. GARCIA, C. SERRANO/ Variables institucionales en el conocimiento profesional del
docente: El caso de la funcion.

VOLUMEN 4, 2001

0. L. LEON, D. I. CALDERON / Validacién y argumentacién de lo matematico en el
aula. R. A. OLFOS / Entendiendo la clase de matematica. G. T. BAGNI / La introduccion
de la historia de las matematicas en la ensefianza de los nimeros complejos. Una
investigacion experimental en la educacion media superior. R. ZAZKIS / Multiplos,
divisores y factores: explorando la red de conexiones de los estudiantes.

F. CORDERO / La distincion entre construcciones del calculo. Una epistemologia a
través de la actividad humana. J. GASCON / Incidencia del modelo epistemolégico de las
matematicas sobre las practicas docentes. J. LEZAMA, R. M. FARFAN / Introduccion al
estudio de la reproducibilidad.

C. ACUNA / Concepciones en graficacion, el orden entre las coordenadas de los puntos
del plano cartesiano. S. BLAZQUEZ, T. ORTEGA / Los sistemas de representacion en la
ensefianza del limite. A. CAMACHO, M. AGUIRRE / Situacion didactica del concepto de
limite infinito. M. R. OTERO, M. FANARO, I. ELICHIRIBEHETY / El conocimiento
matematico de los estudiantes que ingresan a la universidad.

VOLUMEN 5, 2002

A. CAMACHO / Difusion de conocimientos matematicos a los colegios mexicanos del
siglo XIX. De lanocién de cantidad al concepto de limite. A. CASTANEDA / Estudio
de la evolucion didactica del punto de inflexion: una aproximacion socioepistemologica.
G. MARTINEZ / Explicacion sistémica de fenomenos didéacticos ligados a las convenciones
mateméticas de los exponentes. L. SINERIZ / La ensefianza de la resolucion de problemas de
regla y compas. Del mundo de la pura resolucion de problemas a la escuela media argentina:
estudio de dos casos.

A.CONTRERAS, M. CONTRERAS, M. GARCIA / Sobre la geometria sintética y analitica.
Laelipse y sus construcciones. F. CORDERO, E. MIRANDA / El entendimiento de la
transformada de Laplace: una epistemologia como base de una descomposicion genética.
[.ELICHIRIBEHETY, M. R. OTERO, M. A. FANARO / Los modelos mentales que subyacen
alaresolucion de problemas algebraicos: un estudio transversal. M. M. SOCAS / Las
interacciones entre iguales en clase de matematicas. Consideraciones acerca del principio
de complementariedad en educacion matematica.
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C.DOLORES, G. ALARCON, D. F. ALBARRAN / Concepciones alternativas sobre
las graficas cartesianas del movimiento: El caso de la velocidad y la trayectoria.
A. GARCIADIEGO / El teorema de Pitagoras como paradigma de la ensefianza de
la geometria plana: simplificar no siempre simplifica. T. ORTEGA, M. ORTIZ / Disefio

de una intervencion para la ensefianza-aprendizaje del calculo mental en el aula.

VOLUMEN 6, 2003

C. BROITMAN, H. ITZCOVICH, M. E. QUARANTA / La ensefianza de los
nimeros decimales: el analisis del valor posicional y una aproximacion a la densidad.
R.CANTORAL, R. M. FARFAN / Matematica Educativa: Una visién de su evolucion.
M. C. PAPINI/ Algunas explicaciones vigostkianas para los primeros aprendizajes
del algebra.

L. ANDRADE, P. PERRY, E. GUACANEME, F. FERNANDEZ / La ensefianza de las
Matematicas: jen camino de transformacion? L. J. BLANCO, M. BARRANTES
/ Concepciones de los estudiantes para maestro en Espafia sobre la geometria escolar y
su ensefianza-aprendizaje. R. CANTORAL, E. RESENDIZ / El papel de la variacion en
las explicaciones de los profesores: un estudio en situacion escolar.

A.BERGE, C. SESSA / Completitud y continuidad revisadas a través de 23 siglos. Aportes
a una investigacion didactica. K. BARBOSA / La ensefianza de inecuaciones con el
punto de vista de la teoria APOE. D. E. MEEL / Modelos y teorias de la comprension
matematica: Comparacion de los modelos de Pirie y Kieren sobre el crecimiento de
la comprension matematica y la teoria APOE. B. D’AMORE / Matematica en algunas
culturas suramericanas. Una contribucion a la Etnomatematica.

VOLUMEN 7, 2004

G. T. BAGNI/ Una experiencia didactica sobre funciones en la escuela secundaria.
A.BRUNO, J. A. GARCIA / Futuros profesores de primaria y secundaria clasifican
problemas aditivos con numeros negativos. S. M. SEGURA / Sistemas de ecuaciones
lineales: una secuencia didactica. Y. SERRES / Una vision de la comunidad venezolana
de educacion matematica.

P. AGUILAR, A. OKTAC / Generacion del conflicto cognitivo a través de una actividad
de criptografia que involucra operaciones binarias. M. FERNANDEZ, C. RONDERO /
El inicio historico de la ciencia del movimiento: Implicaciones epistemologicas y
didacticas. L. RADFORD / Del simbolo y de su objeto: Reflexiones en torno a la
teoria de la conceptualizacion de Cassirer. L. ORTIZ-FRANCO / Prolegémenos a las
etnomatematicas en Mesoamérica.

C. DOLORES / Acerca del analisis de funciones a través de sus graficas: Concepciones
alternativas de estudiantes de bachillerato. M. E. QUARANTA, P. TARASOW /
Validacion y produccion de conocimientos sobre las interpretaciones numeéricas.
M. E. VALDEMOROS / Lenguaje, fracciones y reparto.
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VOLUMEN 8, 2005

C. ACUNA / ;Cuéntos puntos hay? Concepciones de los estudiantes en tareas de construccion.
M. MARCOLINI, J. PERALES / Lanocién de prediccion: Analisis y propuesta didactica para
la educacion Universitaria. H. PARRA / Creencias matematicas y la relacion entre actores del
contexto. F. PLUVINAGE / Arboles de transiciones etiquetadas en calculo de probabilidades.

C.CASTELA/ A propdsito de los conocimientos que no se ensefian explicitamente, empero
necesarios para tener éxito en las matematicas escolares. M. F. DELPRATO / Educacion
de adultos: ;saberes matematicos previos o saberes previos a los matematicos? L. DIAZ /
Profundizando en los entendimientos estudiantiles de variacion. S. GARBIN/ ;Como piensan
los alumnos entre 16 y 20 afios el infinito? La influencia de los modelos, las representaciones
y los lenguajes mateméticos. G. MARTINEZ / Los procesos de convencioén matematica
como generadores de conocimiento. G. MONTIEL / Interacciones enun escenario en linea.
El papel de la socioepistemologia en la resignificacion del concepto de derivada.

C.BATANERO// Significados de la probabilidad en la educacion secundaria. F. CORDERO /
El rol de algunas categorias del conocimiento matematico en educacion superior. Una
socioepistemologia de la integral. C. CRESPO, R. M. FARFAN / Una visién socioepistemologica
de las argumentaciones en aula. El caso de las demostraciones por reduccion al absurdo.
M. FALSETTI, M. RODRIGUEZ / Interacciones y aprendizaje en matematica preuniversitaria:
(Qué perciben los alumnos? J. LEZAMA / Una mirada socioepistemoldgica al fenomeno
de la reproducibilidad. M. ROSA, D. CLARK / Las raices historicas del programa
Etnomatematicas. B. D’AMORE / Oscar Reutersvérd.

VOLUMEN 9, 2006

E. APARICIO, R. CANTORAL / Aspectos discursivos y gestuales asociados a la
nocion de continuidad puntual. A. BERGE / Analisis institucional a propésito de la nocion
de complejidad del conjunto de los nimeros reales. A. CONTRERAS, L. ORDONEZ /
Complejidad ontosemiotica de un texto sobre la introduccion a la integral definida.
L.GARCIA, C. AZCARATE, M. MORENO/ Creencias, concepciones y conocimiento
profesional de profesores que enseflan calculo diferencial a estudiantes de ciencias
econdémicas. J. D. GODINO, V. FONT, A. CONTRERAS, M. WILHELMI / Una vision de
la didactica francesa desde el enfoque ontosemiotico de la cognicion e instruccion
matematica. M. R. OTERO, L. BANKS-LEITE / Modelos mentales y modelos numéricos:
un estudio descriptivo en la enseflanza media.

S. BLAZQUEZ, T. ORTEGA, S. N. GATICA, J. BENEGAS / Una conceptualizacion de
limite para el aprendizaje inicial de andlisis matematico en la universidad. A. BRUNO,
M. NODA, R. AGUILAR, C. GONZALEZ, L. MORENO, V. MUNOZ / Anélisis de un
tutorial inteligente sobre conceptos l6gico-matematicos en alumnos con Sindrome de
Down. G. BUENDIA / Una socioepistemologia del aspecto peridédico de las funciones.
A. CASTANEDA / Formacién de un discurso escolar: el caso del méximo de una funcién en
la obra de L'Hospital y Maria G. Agnesi. O. PEREZ / ;Como disefiar el sistema de evaluacion
del aprendizaje en la ensefianza de las matematicas? E. RUIZ, M. E. VALDEMOROS /
Vinculo entre el pensamiento proporcional cualitativo y cuantitativo: el caso de Paulina.
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M. A. ANIDO, R. LOPEZ, H. E. RUBIO / Las superficies en el aprendizaje de la geometria.
V.LARIOS /Larigidez geométrica y la preferencia de propiedades geométricas en un ambiente
de geometria dinamica en el nivel medio. A. L. LAVALLE, E. B. MICHELI, N. RUBIO
/ Analisis didactico de regresién y correlacion para la ensefianza media. Y. OTALORA,
M. OROZCO/ ;Por qué 7345 se lee como “setenta y tres cuarenta y cinco? E. RESENDIZ
/ La variacion y las explicaciones didacticas de los profesores en situacion escolar.
R.UICAB, A. OKTAC / Transformaciones lineales en un ambiente de geometria dinamica.

RELIME ESPECIAL, 2006

L.RADFORD/Introducciéon. Semidticay Educaciéon Matematica. M. OTTE /Proof
and Explanation from a Semiotical Point of View. R. DUVAL / Quelle sémiotique pour
I’analyse de I’activité et des productions mathématiques? R. CANTORAL, R. M. FARFAN,
J.LEZAMA, G. MARTINEZ / Socioepistemologia y representacion: algunos ejemplos.
L. RADFORD / Elementos de una teoria cultural de la objetivacion. J. D. GODINO,
V.FONT, M. WILHELMI/ Analisis ontosemi6tico de una leccion sobre la suma y laresta.

A KOUKKOUFIS, J. WILLIAMS / Semiotic Objectifications of the Compensation
Strategy: En Route to the Reification of Integers. B. D’AMORE / Objetos, significados,
representaciones semidticas y sentido. A. GAGATSIS, I. ELIA, N. MOUSOULIDES / Are
registers of representations and problem solving processes on functions compartmentalized
in students’ thinking? A. SAENZ-LUDLOW / Learning Mathematics: Increasing the
Value of Initial Mathematical Wealth. G. T. BAGNI / Everyday and Mathematical
Language 100 Years after the Publication of “On Denoting” by Bertrand Russell.
F. ARZARELLO / Semiosis as a Multimodal Process. B. D’AMORE / Conclusiones y
perspectivas de investigacion futura.

VOLUMEN 10, 2007

F. CORDERO, R. FLORES / El uso de las graficas en el discurso matematico escolar.
Un estudio socioepistemoldgico en el nivel basico a través de los libros de texto.
B. D’AMORE, M. 1. FANDINO / Relaciones entre area y perimetro: convicciones
de maestros y de estudiantes. C. DOLORES, I. CUEVAS / Lectura e interpretacion de
graficas socialmente compartidas. C. L. OLIVEIRA, G. da SILVA NUNES / Curriculo
de matematica no ensino basico: a importancia do desenvolvimento dos pensamentos de
alto nivel. A. ROMO, A. OKTAC / Herramienta metodoldgica para el analisis de los
conceptos matematicos en el ejercicio de la ingenieria. L. ZUNIGA / El calculo en
carreras de ingenieria: un estudio cognitivo.

R. CANTORAL / Indices, bases de citas y factor de impacto. ;Una politica editorial
para Relime? B. D’AMORE, J. D. GODINO / El enfoque ontosemi6tico como un
desarrollo de la teoria antropologica en didactica de la matematica. T. M. MENDONCA,
S.M.PINTO, I. M. CAZORLA, E. RIBEIRO / As estruturas aditivas nas séries iniciais
doensino fundamental: um estudo diagnodstico em contextos diferentes. J. G. MOLINA,
A. OKTAC / Concepciones de la transformacion lineal en contexto geométrico.
G. TORREGROSA, H. QUESADA / Coordinacion de procesos cognitivos en geometria.
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R. CANTORAL / ;Publicar o perecer, o publicar y perecer? A. ALSINA i PASTELLS /
(Por qué algunos nifios tienen dificultades para calcular? Una aproximacion desde el
estudio de la memoria humana. J. J. DIAZ, V. BERMEJO / Nivel de abstraccion de los
problemas aritméticos en alumnos urbanos y rurales. U. MALASPINA / Intuicion, rigor y
resolucion de problemas de optimizacion. C. R. MURO, P. CAMARENA, R. C. FLORES/
Alcances de la Teoria de Vergnaud en la representacion de un problema complejo de
ingenieria. M. L. RODRIGUEZ, L. RICARDO / El modelo holistico para el proceso
de enseflanza-aprendizaje de geometria en arquitectos de la escuela cubana.

VOLUMEN 11, 2008

R. CANTORAL / ;Cual es el papel de una revista cientifica en la conformacion de una
comunidad? V. ABOITES, G. ABOITES / Filosofia de la matematica en el nivel medio
superior. M. ARAVENA, C. CAAMANO, J. GIMENEZ / Modelos mateméticos a través
de proyectos. C. STENGER, K. WELLER, I. ARNON, E. DUBINSKY, D. VIDAKOVIC/
A search for a constructivist approach for understanding the uncountable set P(N).
M. E. VALDEMORGOS, E. F. RUIZ/ El caso de Lucina para el estudio de las fracciones
en la escuela de adultos.

R. CANTORAL / El papel de las revistas especializadas en las agendas de investigacion en
Matematica Educativa. S. CASTILLO / Propuesta pedagdgica basada en el constructivismo
para el uso 6ptimo de las TIC en la ensefianza y el aprendizaje de la matematica. A. MATOS,
J. P. DA PONTE / O estudo de relagdes funcionais e o desenvolvimento do conceito de
variavel em alunos do 8. ®ano. A. B. RAMOS, V. FONT/ Criterios de idoneidad y valoracion
de cambios en el proceso de instruccion matematica. G. SANCHEZ-MATAMOROS,
M. GARCIA, S. LLINARES / La comprension de la derivada como objeto de investigacion
en didactica de la matematica.

R. CANTORAL / En defensa de “lo nuestro”. M. FERRARI, R. M. FARFAN / Un
estudio socioepistemoldgico de lo logaritmico: La construccion de una red de modelos.
J. GALLARDO, J. L. GONZALEZ, W. QUISPE / Interpretando la comprension
matematica en escenarios basicos de valoracion. Un estudio sobre las interferencias en el
uso de los significados de la fraccion. G. SCHUBRING / Gauss e a tabua dos logaritmos.
C. VALDIVE, S. GARBIN / Estudio de los esquemas conceptuales epistemologicos
asociados a la evolucion historica de la nocion de infinitesimal.

VOLUMEN 12, 2009

R. CANTORAL / Relime en ISI Web: Social Science Citation Index (SSCI). G. BUENDIA,
A. ORDONEZ / El comportamiento periédico en la relacion de una funcién y sus
derivadas: significados a partir de la variacion. C. CRESPO, R. M. FARFAN, J. LEZAMA
/ Algunas caracteristicas de las argumentaciones y la matemadtica en escenarios sin
influencia aristotélica. U. T. JANKVIST / On empirical research in the field of using
history in Mathematics Education. M. I. ROCHA, H. A. MENINO / Desenvolvimento do
sentido do numero na multiplicacdo. Um estudo de caso com criangas de 7 /8 anos.
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R.CANTORAL /Identidad y desarrollo: Matemética Educativay Relime. S. MAYEN,
C. BATANERO, C. DIAZ / Conflictos semidticos de estudiantes mexicanos en un
problema de comparacion de datos ordinales. N. PLANAS, N. IRANZO / Consideraciones
metodologicas para la interpretacion de procesos de interaccion en el aula de matematicas.
L. RADFORD, M. ANDRE / Cerebro, cognicion y matematicas. M. A. SORTO,
J.H. MARSHALL, T. F. LUSCHEI, M. CARNOY / Teacher knowledge and teaching in
Panama and Costa Rica: A comparative study in primary and secondary education.

R. CANTORAL / Revistas Latinoamericanas en ISI WoK, reflexiones con la comunidad.
A.R.CORICA, M. R. OTERO / Analisis de una praxeologia matematica universitaria
en torno al limite de funciones y la produccion de los estudiantes en el momento
de evaluacion. B. GARII, R. SILVERMAN / Beyond the Classroom Walls: Helping
Teachers Recognize Mathematics Outside of the School. P. SALINAS, J. A. ALANIS /
Hacia un nuevo paradigma en la ensefianza del Calculo en una institucion educativa.
F. VISEU, J. P. DA PONTE / Desenvolvimento do conhecimento didactico do futuro
professor de Matematica com apoio das TIC's.

VOLUMEN 13, 2010

R. CANTORAL / Finalmente... trois. A. ALSINA, M. DOMINGO / Idoneidad
didactica de un protocolo sociocultural de ensefanza y aprendizaje de las matematicas.
M. A. VIGGIANI, M. ROSA / Educagdo matematica na realidade do ciberespago —
que aspectos ontologicos e cientificos se apresentam? C. M. FERNANDEZ / Anélisis
epistemologico delasecuencianumérica. S. ROA-FUENTES, A. OKTAC/Construccion
de una descomposicion genética: Andlisis tedrico del concepto transformacion lineal.

R. CANTORAL / Matematica Educativa: una disciplina de multiples perspectivas.
C. ARANDA, M. L.CALLEJO / Construccion del concepto de dependencia lineal en
un contexto de geometria dinamica: un estudio de casos. M. BERGER / A semiotic
view of mathematical activity with a computer algebra system. F. CORDERO, C. CEN,
L. SUAREZ / Los funcionamientos y formas de las graficas en los libros de texto: una
practica institucional en el bachillerato. J. A. FERNANDES, P. FERREIRA, R. ROA
/ Aquisi¢@o das operagdes combinatérias por alunos pré-universitarios através de uma
interven¢do de ensino.

R. CANTORAL / ;{Qué es la Matematica Educativa? F. J. BOIGUES, S. LLINARES,
V. D. ESTRUCH / Desarrollo de un esquema de la integral definida en estudiantes de
ingenierias relacionadas con las ciencias de la naturaleza. Un analisis a través de la logica
Fuzzy. C. CRESPO, R. M. FARFAN, J. LEZAMA / Argumentaciones y demostraciones:
Una vision de la influencia de los escenarios socioculturales. M. D. POCHULU /
Significados atribuidos a la resolucion de problemas con software de geometria dindmica
durante un desarrollo profesional docente. H. da S. ZAGO, C. R. FLORES / Uma proposta
para relacionar arte e educagdo matematica.
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RELIME ESPECIAL (TOMO I), 2010

F. CORDERO, C. IMAZ, S. URSINI/ Matematica Educativa en México. Aspectos sociales
y cognitivos. G. BUENDIA / Articulando el saber matematico a través de practicas
sociales. El caso de lo periodico. A. CAMACHO, B. SANCHEZ / Anélisis sociocultural
de la nocion de variabilidad. M. FERRARI, R. M. FARFAN / Una socioepistemologia de
lo logaritmico. G. MONTIEL / Hacia el redisefio del discurso: formacion docente en linea
centrada en la resignificacion de la matematica escolar. R. PULIDO / La ensefianza de
los diferenciales en las escuelas de ingenieria desde un enfoque socioepistemoldgico.
E.RESENDIZ/El discurso enla clase de matematicas y los acuerdos sociales. Lanocion de
variacion. C. ACUNA / Las funciones figurales y epistémicas de los dibujos. J. A. LANDA
/ Acercamiento a funciones con dos variables. V. LARIOS, N. GONZALEZ / Aspectos
que influyen en la construccion de la demostracion en ambientes de Geometria Dindmica.
A.LOPEZ / Interpretacion de estudiantes de bachillerato sobre la identidad de la variable
en expresiones algebraicas. T. MENDOZA, D. BLOCK / El porcentaje: lugar de encuentro
de las razones, fracciones y decimales en las matematicas escolares. R. RODRIGUEZ /
Aprendizaje y ensefianza de la modelacion: el caso de las ecuaciones diferenciales.

RELIME ESPECIAL (TOMO 1II), 2010

F. CORDERO, C. IMAZ, S. URSINI / Matematica Educativa en México. Aspectos sociales
y cognitivos. C. DOLORES / El lenguaje variacional en el discurso de la informacion.
A. GALLARDO, E. BASURTO / La negatividad matematica: antesala historica de
los niimeros enteros. G. MARTINEZ / Los estudios sobre los procesos de convencion
matematica: una sintesis metodica sobre la naturaleza de sus resultados. G. MUNOZ /
Hacia un campo de practicas sociales como fundamento para redisefiar el discurso escolar
del célculo integral. J. G. SANCHEZ, S. URSINI / Actitudes hacia las matematicas,
género y tecnologia: estudios con alumnos mexicanos de educacion basica. L. SUAREZ,
F. CORDERO / Modelacion — Graficacion, una categoria para la matematica escolar.
Resultados de un estudio socioepistemoldgico. R. AVILA, S. IBARRA, A. GRIJALVA /
El contexto y el significado de los objetos matematicos. S. MOCHON / La relacion del
comportamiento del profesor con el avance cognitivo de los estudiantes al introducir un
software educativo en el aula. A. OKTAC, M. TRIGUEROS / ;Cémo se aprenden los
conceptos de Algebra Lineal? C. RONDERO / Calculo promedial. El caso de la media
aritmética. E. SANCHEZ / Una jerarquia de razonamiento estadistico sobre la nocién de
prediccion/incertidumbre elaborada con profesores de secundaria. M. VALDEMOROS /
Dificultades experimentadas por el maestro de primaria en la ensefianza de fracciones.

VOLUMEN 14, 2011

R. CANTORAL / La Escuela Latinoamericana de Matematica Educativa. G. GALVEZ,
D. COSMELLI, L. CUBILLOS, P. LEGER, A. MENA, E. TANTER, X. FLORES,
G. LUCI, S. MONTOYA, J. SOTO-ANDRADE / Estrategias cognitivas para el
calculo mental. L. RUIZ-HIGUERAS, F. J. GARCIA / Anélisis de praxeologias
didacticas en la gestion de procesos de modelizacion matematica en la escuela infantil.
J. DIEZ-PALOMAR, J. M. MENENDEZ, M. CIVIL / Learning mathematics with
adult learners: drawing from parents’ perspective. M. C. RICOY, M. J. V. S. COUTO /
As TIC no ensino secundario na matematica em Portugal: a perspectiva dos professores.
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R.CANTORAL /Relime en ERIH. J. L. BELMONTE, M. STIERR A / Modelos intuitivos
del infinito y patrones de evolucién nivelar. E. CANUL, C. DOLORES, G. MARTINEZ-
SIERRA / De la concepcion global a la concepcion local. El caso de la recta tangente en el
marco de la convencién matematica. J. GASCON / Las tres dimensiones fundamentales
de un problema didactico. El caso del dlgebra elemental. V. Y. KATAOKA, A. C. S. de
OLIVEIRA, A. de SOUZA, A. RODRIGUES, M. SILVA / A Educacio Estatistica no
Ensino Fundamental I em Lavras, Minas Gerais, Brasil: avaliagdo e intervengao.

R. CANTORAL / Quince afios y nuevos retos para Relime. A. CONTRERAS,
M. GARCIA /Significados pretendidos y personales en un proceso de estudio con el limite
funcional. M. L. MAGALHAES / O ensino de aritmética na escola nova: Contribui¢des
de dois escritos autobiograficos para a historia da educagdo matematica (Minas Gerais,
Brasil, primeiras décadas do século xx). A. T. de OLIVEIRA, G. de la ROCQUE /
O potencial das atividades centradas em produgdes de alunos na formagao de professores
de matematica. M. POCHULU, V. FONT / Analisis del funcionamiento de una clase de
matematicas no significativa.

VOLUMEN 15, 2012

R. CANTORAL / Nani gigantum humeris insidentes. Relime y el Acceso Abierto.
C. FERNANDEZ, S. LLINARES / Relaciones implicativas entre las estrategias empleadas
en la resolucion de situaciones lineales y no lineales. G. MARTINEZ / Concepciones y
matematica escolar: Unidades de medida de las funciones trigonométricas en el
nivel medio superior. J. J. ORTIZ, C. BATANERO, J. M. CONTRERAS / Conocimiento
de futuros profesores sobre la idea de juego equitativo. M. RIBEIRO, R. MONTEIRO,
J. CARRILLO / Cognigdes e tipo de comunicacdo do professor de matematica.
Exemplificacdo de um modelo de analise num episodio dividido.

R. CANTORAL, D. REYES-GASPERINI / 0.167. J. M. ANDRADE, M. J. SARAIVA
/ Miltiplas representagdes: um contributo para a aprendizagem do conceito de fungao.
A. ASSIS, J. D. GODINO, C. FRADE / As dimensdes normativa € metanormativa
em um contexto de aulas exploratério-investigativas. S. ROA-FUENTES, A. OKTAC
/ Validacion de una descomposicion genética de transformacién lineal: un analisis
refinado por la aplicacion del ciclo de investigacion de APOE. D. VEGA-CASTRO,
M. MOLINA, E. CASTRO / Sentido estructural de estudiantes de Bachillerato en tareas
de simplificacion de fracciones algebraicas que involucran igualdades notables.

R. CANTORAL, V. GARNICA /2012, afno nuevo: Relime — Bolema. A. BARBOSA,
I. VALE, P. PALHARES / Pattern tasks: thinking processes used by 6th grade students.
F. CORDERO, H. SILVA-CROCCI / Matematica educativa, identidad y latinoamérica:
el quehacer y la usanza del conocimiento disciplinar. M. A. LONJEDO, M. P. HUERTA,
M. CARLES FARINA / Conditional probability problems in textbooks an example from
Spain. M. L. OLIVERAS, M. E. GAVARRETE / Modelo de aplicacion de etnomatematicas
en la formacion de profesores para contextos indigenas en Costa Rica. M. STEPHENS,
A. RIBEIRO / Working towards algebra: the importance of relational thinking.
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VOLUMEN 16, 2013

R. CANTORAL / Tendencias: Los métodos de investigacion para profesionalizacion
docente en matematicas. N. CLIMENT, J. ROMERO, J. CARRILLO, M. C. MUNOZ,
L. C. CONTRERAS / ;{Qué conocimientos y concepciones movilizan futuros maestros
analizando un video de aula?. A. ALVARADO, M. T. GONZALEZ / Generacion
interactiva del conocimiento para iniciarse en el manejo de implicaciones logicas.
E. ALONSO /Razones, proporciones y proporcionalidad en una situacion de reparto: una
mirada desde la teoria antropologica de lo didactico. S. SANHUEZA, M. C. PENALVA,
M. FRIZ / Identidades y competencias profesionales de estudiantes para maestro de
educacion infantil relativas a la ensefianza de la geometria.

R. CANTORAL / Relime: DOl 'y OJS. M. ARAVENA, C. CAAMANO / Niveles de
razonamiento geométrico en estudiantes de establecimientos municipalizados de la region
del Maule. Talca, Chile. S. INZUNSA, J. V. IMENEZ / Caracterizacion del razonamiento
estadistico de estudiantes universitarios acerca de las pruebas de hipotesis. M. JARERO,
E. APARICIO, L. SOSA / Pruebas escritas como estrategia de evaluacion de aprendizajes
matematicos. Un estudio de caso a nivel superior. J. RUIZ, P. DAVILA, J. ETXEBERRIA,
J. SARASUA / Los libros de texto de matematicas del bachillerato en el periodo 1970-2005.

R.CANTORAL/Eltalonde Aquiles. L. ALBARRACIN,N. GORGORIO/Problemas de
estimacion de grandes cantidades: Modelizacion e influencia del contexto. A. M. OLLER,
J. M. GAIRIN / La génesis historica de los conceptos de razon y proporcion y su posterior
aritmetizacion. J. PRIOR, G. TORREGROSA / Razonamiento configural y procedimientos
de verificacion en contexto geométrico. L. A. DE SOUZA, A. V. MARAFIOTI GARNICA
/ As matematicas modernas: um ensaio sobre os modos de produgdo de significado ao(s)
movimento(s) no ensino primario brasileiro.

VOLUMEN 17,2014

R. CANTORAL / El quehacer del matematico educativo: el pasaje del sujeto a su entorno.
I. M. ESCUDERO, J. M. GAVILAN, G. SANCHEZ / Una aproximacion a los cambios
en el discurso matemético generados en el proceso de definir. P. LEGER, G. GALVEZ,
M. INOSTROZA, L. CUBILLOS, G. LUCI, E. TANTER, D. COSMELLI, J. SOTO /
ECOCAM, un sistema computacional adaptable al contexto para promover estrategias
de calculo mental: caracteristicas de su disefio y resultados preliminares. G. OBANDO,
C. E. VASCO, L. C. ARBOLEDA / Ensefanza y aprendizaje de la razon, la proporcion y
la proporcionalidad: un estado del arte. S. E. PARADA, F. PLUVINAGE / Reflexiones
de profesores de matematicas sobre aspectos relacionados con su pensamiento didactico.

R. CANTORAL / Matematica Educativa: Relme, Clame'y Relime. / J. JUSTIN, C. L.
OLIVEIRA, L. MORENO / Registros de representacao semiotica e geometria analitica:
uma experiéncia com futuros professores. S. PALMAS, D. BLOCK / Acceso a la
representacion escrita de los nimeros naturales: una secuencia didactica para adultos de
baja o nula escolaridad. H. J. RUIZ, Y. RIASCOS / (4° se puede leer como “cuatro subido a
la tres”?: un estudio sobre las estrategias de construccion de la representacion polinomial.
C.SAENZ, A. LEBRIJA / La formacién continua del profesorado de matematicas: una
practica reflexiva para una enseflanza centrada en el aprendiz.
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R. CANTORAL / No hay revista sin comunidad, ni comunidad sin didlogo. V. ALBANESE,
F. J. PERALES / Pensar matematicamente: una vision etnomatematica de la practica
artesanal soguera. C. FONSECA, J. GASCON, C. OLIVEIRA / Desarrollo de un modelo
epistemoldgico de referencia en torno a la modelizacion funcional. A. MORALES,
F. CORDERO / La graficacion-modelacion y la Serie de Taylor. Una socioepistemologia
del Caélculo. F. VISEU, L. MENEZES / Desenvolvimento do conhecimento didatico de
uma futura professora de matematica do 3.° ciclo: o confronto com a sala de aula na
preparacao e analise de tarefas de modelagdo matematica.

RELIME ESPECIAL (TOMO 1), 2014

A.KUZNIAK, P. R. RICHARD / Espacios de trabajo matematico. Puntos de vista 'y
perspectivas. J. C. RAUSCHER, R. ADJIAGE / Espaces de travail et résolution d’un
probleme de modélisation. B. PARZYSZ / Espaces de travail en simulation d’expérience
aléatoire au lycée : une étude de cas. A. BRACONNE / Quel espace de travail géométrique
pour les ¢leves au Québec et pour les futurs enseignants ? K. NIKOLANTONAKIS,
L. VIVIER / Espaces de travail gé¢ométrique en formation initiale de professeurs du
premier degré en France et en Gréce lors d’une démarche de preuve. S. COUTAT /
Quel espace de travail géométrique pour 1’apprentissage des proprié¢tés au primaire ?
X. XISTOURI, D. PITTA, A. GAGATSIS / Primary school students’ structure and levels
of abilities in transformational geometry. P. MICHAEL, A. GAGATSIS / Ambiguity
in the way of looking at geometrical figures. E. MONTOYA, A. MENA, J. MENA /
Circulaciones y génesis en el espacio de trabajo matematico. I. ELIA, K. EVANGELOU,
K. HADJITTOOULI, M. VAN DEN HEUVEL / A kindergartner’s use of gestures when
solving a geometrical problem in different spaces of constructed representation.

RELIME ESPECIAL (TOMO II), 2014

R. I. BARRERA / Un Espace de Travail Mathématique pour la mise en evidence
des significations géométriques de la multiplication de nombres réels et complexes :
mediation semiotique et parcours des éléves. A. GAGATSIS, E. DELIYIANNI /
Mathematical working space relations with conversions between representations and
problem solving in fraction addition. V. CARRION, F. PLUVINAGE / Registros y
estratos en ETM al servicio del pensamiento funcional. D. TANGUAY, L. GEERAERTS
/ Conjectures, postulats et vérifications expérimentales dans le paradigme du géométre-
physicien : Comment intégrer le travail avec les LGD ? M. TESSIER, P. R. RICHARD,
N. LEDUC, M. GAGNON / Conception et analyse de geogebratutor, un systéme
tutoriel intelligent : genése d’un espace de travail géométrique idoine. M. BLOSSIER,
P. R. RICHARD / Le travail mathématique en interaction avec un logiciel de géométrie
dynamique tridimensionnelle. J. MITHALAL / Initier un processus de preuve
mathématique dans un environnement de géométrie dynamique 3D. I. M. GOMEZ,
J. ESCRIBANO / Geometric Locus activities in a dynamic geometry system. Non-iconic
visualization and instrumental genesis. A. KUZNIAK / Travail mathématique et domaines
mathématiques. S. R. DE COTRET / Espaces de travail / espaces de connaissances :
Peut-on imaginer une navette pour y voyager ? D. ZALDIVAR, C. CEN, E. BRICENO,
M. MENDEZ, F. CORDERO / El espacio de trabajo matematico y la situacion especifica
de la matematica funcional: un ejercicio de didlogo. O. FIGUERAS, P. FLORES,
F. PLUVINAGE / La mediacion docente y los espacios de trabajo matematico.
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VOLUMEN 18, 2015

R.CANTORAL, G. MONTIEL, D. REYES-GASPERINI/ El programa socioepistemologico
de investigacion en Matematica Educativa: el caso de Latinoamérica. J. ARRIETA,
L. DIAZ / Una perspectiva de la modelacion desde la Socioepistemologia.
A. MAZ-MACHADO, L. RICO / Principios didacticos en textos espafioles de Matematicas
en los siglos XVIII y XIX. L. SOLANILLA, A. CELI TAMAYO, G. A. PAREJA /
Memoria sobre la emergencia de las funciones elipticas. V. H. G. DE SOUZA,
R. NOGUEIRA DE LIMA, T. M. M. CAMPOS / A functional graphic approach
to inequations.

P. PENA-RINCON, C. TAMAYO-OSORIO, A. PARRA / Una vision latinoamericana
de la etnomatematica: tensiones y desafios. A. P. AIRES, H. CAMPOS, R. POCAS /
Raciocinio geométrico versus defini¢do de conceitos: a definicdo de quadrado com alunos
de 6.° ano de escolaridade. B. D’AMORE, M. FANDINO, M. IORI, M. MATTEUZZI
/ Analisis de los antecedentes historico-filosoficos de la “Paradoja cognitiva de Duval”.
J. GARCIA-GARCIA, F. M. RODRIGUEZ, C. NAVARRO / Las estrategias utilizadas
por los nifios Tee Savi en la resolucién de problemas aritméticos. V. C. LLANOS,
M. R. OTERO / La incidencia de las funciones didacticas topogénesis, mesogénesis y
cronogénesis en un recorrido de estudio y de investigacion: el caso de las funciones
polinémicas de segundo grado.

P. VALERO, M. ANDRADE-MOLINA, A. MONTECINO / Lo politico en la educacion
matematica: de la educacion matematica critica a la politica cultural de la
educacion matematica. G. A. MARMOLEJO, M. T. GONZALEZ/ Control visual en
la construccidn del area de superficies planas en los textos escolares. Una metodologia
de analisis. A. MENA-LORCA, J. MENA-LORCA, E. MONTOYA-DELGADILLO,
A. MORALES, M. PARRAGUEZ / El obstaculo epistemoldgico del infinito actual:
persistencia, resistencia y categorias de analisis. J. PEIXOTO / Gestos, sinais e esquemas
de aprendizes surdos na multiplicagdo. E. A. SANCHEZ, A. L. GOMEZ-BLANCARTE
/ La negociacion de significado como proceso de aprendizaje: el caso de un programa
de desarrollo profesional en la ensefianza de la estadistica.

VOLUMEN 19, 2016

A.MARQUEZ, 1. ORDORIKA, A. DIAZ-BARRIGA, R. CANTORAL, W. DE VRIES
/ Consorcio Mexicano de Revistas de Investigacion Educativa. P. ARTEAGA,
C. BATANERO, J. M. CONTRERAS, G. CANADAS / Evaluacién de errores en
la construccion de graficos estadisticos elementales por futuros profesores. M. J.
CARVALHO, A. FREITAS / Nivel de conhecimento em probabilidade condicionada
e independéncia: um caso de estudo no ensino secundario portugués. M. POCHULU,
V. FONT, M. RODRIGUEZ / Desarrollo de la competencia en analisis didactico
de formadores de futuros profesores de matematica a través del disefio de tareas.
R. RODRIGUEZ, S. QUIROZ / El papel de la tecnologia en el proceso de modelacion
matematica para la ensefianza de las ecuaciones diferenciales.
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R. CANTORAL / Retos y logros para la comunidad de Matematica Educativa... /
J. B. BUA-ARES, M. T. FERNANDEZ, M. J. SALINAS / Competencia matematica
de los alumnos en el contexto de una modelizacion: aceite y agua. T. GARCIA,
P. GONZALEZ, J. A. GONZALEZ, C. RODRIGUEZ, L. BETTS / On-line assessment
of the process involved in maths problem - solving in fifth and sixth grade students: self -
regulation and achievement. C. DIAS, L. SANTOS / Portefdlio reflexivo de matematica
enquanto instrumento de autorregulagdo das aprendizagens de alunos do ensino
secundario. D. LAGO-PEREIRA, M. DE CARVALHO-BORBA / Seres humanos - com
- internet ou internet - com - seres humanos: uma troca de papéis?

R. CANTORAL /La publicacion cientifica y algunos fendémenos emergentes. M. DEL P.
BELTRAN, G. MONTIEL / La modelacion en el desarrollo del pensamiento funcional
- trigonométrico en estudiantes mexicanas de nivel medio superior. C. STEEGMAN,
A. PEREZ-BONILLA, M. PRAT, A. A. JUAN / Math-Elearning@cat: Factores claves
del uso de las TIC en Educacion Matematica Secundaria. P. GOMEZ, M. C. CANADAS
/ Dificultades de los profesores de matematicas en formacion en el aprendizaje del
analisis fenomenoldgico. M. P. HUERTA, P. I. EDO, R. AMOROS, J. ARNAU / Un
esquema de codificacion para el analisis de las resoluciones de los problemas de
probabilidad condicional.

VOLUMEN 20, 2017

G. MONTIEL / La transicion de Relime al contexto editorial digital. / C. ALMEIDA, L.
CASAS, R. LUENGO / Estudo da estrutura cognitiva dos alunos dos 9.° (14-15 anos de
idade) e 12.° anos (17-18 anos de idade) de escolaridade sobre o conceito de Probabilidade: O
contributo das teorias dos Conceitos Nucleares e dos Conceitos Threshold. A. ANDRADE,
A. LOTERO, E. ANDRADE / La hipétesis de los cuadros de significado en la solucion
de problemas matematicos. J. P. DA PONTE, J. MATA, M. QUARESMA, I. VELEZ /
Formacao de professores dos primeiros anos em articulacdo com o contexto de pratica
de ensino de matematica. S. MARTINEZ, J. M. MUNOZ, A. M. OLLER, T. ORTEGA
/ Analisis de problemas de proporcionalidad compuesta en libros de texto de 2° de ESO.

R. CANTORAL, D. REYES-GASPERINI / Nuevo factor de impacto en WoS.
M. FERRARI, R. M. FARFAN / Multiplicar sumando: una experiencia con estudiantes
de bachillerato. J. GASCO / La resolucion de problemas aritmético - algebraicos y las
estrategias de aprendizaje en matematicas. Un estudio en educacion secundaria obligatoria
(ESO). A.MALLART,J. DEULOFEU/ Estudio de indicadores de creatividad matematica
en la resolucion de problemas. K. PEREZ, J. E. HERNANDEZ / La elaboracién de
preguntas en la enseflanza de la comprension de problemas matematicos.

R.CANTORAL, D. REYES-GASPERINI/ Identidad y visibilidad. El binomio ideal.
Relime en los indices nacionales, regionales y mundiales. F. J. ALMUNA / The role of context
and context familiarity on mathematics problems. D. ARECES, M. CUELIL T. GARCIA,
C. RODRIGUEZ, P. GONZALEZ / Intervencion en dificultades de aprendizaje de las
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matematicas: incidencia de la gravedad de las dificultades. A. BAROJAS, I. GARNICA /
Comprension de nociones del sistema métrico decimal mediada por la LSM en el aula de
sordos [17-21]: estudio de casos. S. ESTRELLA, R. OLFOS, S. MORALES, P. VIDAL /
Argumentaciones de estudiantes de primaria sobre representaciones externas de datos:
componentes logicas, numéricas y geométricas.

VOLUMEN 21, 2018

R. CANTORAL / Educacién comparada en América Latina. El caso de la educacion
alternativa en Oaxaca: Matematicas y practica social. / Y. T. HOFFMANN, D. A. COSTA
/ Historia da educagdo matematica: conservagdo da cultura escolar. R. RAMIREZ,
P. FLORES, I. RAMIREZ / Anélisis de los errores en tareas geométricas de argumentacion
visual por estudiantes con talento matematico. M. RODRIGUEZ, M. PARRAGUEZ,
M. TRIGUEROS / Construccién cognitiva del espacio vectorial R>. A. ZAPATERA /
Como alumnos de educacion primaria resuelven problemas de generalizacion de patrones.
Una trayectoria de aprendizaje.

0. PEREZ / La Matematica Educativa en Camagiiey: incidencia social de un programa de
maestria. H. ALVARADO, L. RETAMAL, S. ESTRELLA, M. GALINDO / Intuiciones
probabilisticas en estudiantes de ingenieria: implicaciones para la ensefianza de la
probabilidad. N. MARTINEZ P. R. GARZON, N. R. RODRIGUEZ / Estrategias de los
nifios en la resolucion de situaciones multiplicativas: reconocimiento y uso de unidades.
V. ROJO, J. VILLARROEL, J. M. MADARIAGA / The affective domain in learning
mathematics according to students’ gender. G. SANCHEZ, M. MORENO, P. PEREZ,
M. L. CALLEJO/ Trayectoria de aprendizaje de la longitud y su medida como instrumento
conceptual usado por futuros maestros de educacion infantil.

M. PARRAGUEZ / Posgrado en didactica de la matematica de la Pontificia Universidad
Catolica de Valparaiso: un multiproceso en bsqueda de la construccion ciudadana.
L.ESPINOZA, A. VERGARA, D. VALENZUELA / Geometria en la practica cotidiana: la
medicion de distancias inaccesibles en una obra del siglo XVI. L. A. RAMOS, L. M. CASAS
/ Concepciones y creencias de los profesores de Honduras sobre ensefianza, aprendizaje
y evaluacion de las matematicas. G. ESPINOZA, D. ZAKARYAN, J. CARRILLO/
El conocimiento especializado del profesor de matematicas en el uso de la analogia en
la enseflanza del concepto de funcion. C. BATANERO, M. M. GEA, P. ARTEAGA,
J.M. CONTRERAS, C. DIAZ / Conocimiento del contenido sobre correlacién y regresion
de futuros profesores.

VOLUMEN 22, 2019

R. CANTORAL, D. REYES-GASPERINI, B. CASTRO, D. W. RiOS / RELIME:
Construccidn, desarrollo y consolidacion ;A donde nos dirigimos? / E. SANTANA,
L. SERRAZINA, C. NUNES / Contribui¢des de um processo formativo para o
desenvolvimento profissional dos professores envolvidos. E. GOMES, J. CERQUEIRA
/ A aprendizagem de regras do sistema matematico escolar na modelagem matematica.
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R. FIORAVANTI, I. M. GRECA, J. A. MENESES / Caminhos do ensino de estatistica
para a area da saude. J. GALLARDO, V. A. QUINTANILLA / El circulo hermenéutico
de la comprensidon en matematicas: una propuesta integradora para la evaluacion en
el aula.

R. CANTORAL, D. REYES-GASPERINI, B. CASTRO PEREZ, D. W. RIOS JARQUIN
/ {Qué sabemos de los lectores de Relime? V. MOLFINO, C. OCHOVIET / Ensefianza de
la matematica para la justicia social en cursos de postgraduacién. D. MATO-VAZQUEZ,
R. CHAO-FERNANDEZ, A. CHAO-FERNANDEZ / Efectos de ensefiar mateméticas a
través de actividades musicales. F. CORDERO, T. DEL VALLE, A. MORALES / Usos
de la optimizacion de ingenieros en formacion: el rol de la ingenieria mecatronica y de la
obra de Lagrange. A. SAORIN VILLA, G. TORREGROSA GIRONES, H. QUESADA
VILELLA / Razonamiento configural y organizacion discursiva en procesos de prueba
en contexto geométrico.

R. CANTORAL / Formas de difusion institucional del conocimiento: un papel para
Relime. P. HERNANDEZ, G. BUENDIA / Significados para la matematica escolar
a partir de su uso en un escenario extraescolar. Un ejemplo con la propiedad periddica.
C.POMPEU, I. M. GOMEZ / Aprendizaje matematico y estrategias de identidad. Un caso
de Educacion de Personas Adultas en Brasil. P. PERRY, L. CAMARGO, C. SAMPER /
Puntos medios en triangulo: un caso de construccion de significado personal y mediacion
semiética. A. F. DIAZ-CARDENAS, A. DIAZ-FURLONG, H. A. DIAZ-FURLONG,
M. R. SANKEY-GARCIA, G. ZAGO-PORTILLO / Multiplication and division of
fractions: Numerical cognition development and assessment procedures.

VOLUMEN 23, 2020

R.CANTORAL /In memoriam: Eugenio Filloy y Frangois Pluvinage. A. VERGARA,
S. ESTRELLA, P. VIDAL-SZABO / Relaciones entre pensamiento proporcional y
pensamiento probabilistico en situaciones de toma de decisiones. P. DAMAS BEITES,
M. L. FRAZAO RODRIGUES BRANCO, M. C. ROSAS PEREIRA PEIXOTO DA
COSTA / Esquemas de demonstragdo para proposi¢des de Algebra Linear com valor
logico verdade. M. P. HUERTA / Hipotesis y conjeturas en el desarrollo del pensamiento
estocastico: retos para su ensefianza y en la formacion de profesores. R. I. BARRERA-
CURIN, L. BERGERON, A. PERREAULT / Analyse des interactions dans une classe ou
les éleves présentent des difficultés langagiéres : 'influence des pratiques d’une enseignante
sur l’activité mathématique des éléves.

R. CANTORAL / La Matematica Educativa en tiempos de crisis, cambio y complejidad.
F. FISCHER FIGUEIREDO, C. L. OLIVEIRA GROENWALD / Design, (re)formulagdo
e resolucdo de problemas com o uso de tecnologias digitais na formacao inicial de
professores de matematica. L. F. GUTIERREZ-FALLAS, A. HENRIQUES / O TPACK
de futuros profesores de matematica numa experiéncia de formagdo. O. ERGENE,
A. SUKRU OZDEMIR / A study on the pre-service elementary mathematics teachers’
knowledge on the convergence and divergence of series in the context of theory and
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application. V. CASTILLO RIQUELME / Ensefianza de la estadistica inferencial
mediante una aplicacion movil.

R.CANTORAL/2020.S. PASCUAL PIZARRO / Una secuencia didactica para la ensefianza de
la transformacion lineal: Unificacion de métodos y problemas, modelizacion y explicitacion
del aprendizaje. A. CASADIEGO CABRALES, K. AVENDANO CASADIEGO,
G. CHAVARRO MEDIA, G. AVENDANO CASADIEGO, L. X. GUEVARA SALAZAR,
A. AVENDANO RODRIGUEZ / Criterios de clasificacion en nifios de preescolar utilizando
bloques logicos. M. LAGUNA, D. BLOCK SEVILLA /Reconstruccion de situaciones
didécticas de matematicas en el aula. Un estudio en preescolar. A. MARTINEZ ZARZUELO,
J. M. RODRIGUEZ MANTILLA, E. ROANES LOZANO, M. J. FERNANDEZ DiAZ
/ Efecto de Scratch en el aprendizaje de conceptos geométricos de futuros docentes
de primaria.
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