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EDITORIAL

TAMBIEN OTRA COMUNICACION DE LA CIENCIA ES POSIBLE

ALSO ANOTHER COMMUNICATION OF SCIENCE IS POSSIBLE

GISELA MONTIEL-ESPINOSA

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados, México

Desde nuestra editorial en el nimero 24(1) (Cantoral, 2021) se vislumbro la
complejidad del panorama de la publicacion cientifica en nuestra disciplina, al
menos en el contexto regional, a proposito del requisito de publicacidn para la
graduacion en los programas de posgrado. Esta exigencia va fortaleciendo el
proceso de naturalizar un sistema que ejerce presion —laboral mas que académica—
para favorecer la contratacion, continuidad o promocion de quienes publican.

Per se la publicacion no tendria que representar una carga extraordinaria
del trabajo académico, por el contrario, es una pieza fundamental del proceso
de investigacion: el de comunicar el quehacer cientifico. Sin embargo, se ha
convertido en ello por la exigencia de hacerlo continuamente y casi de forma
exclusiva en las revistas con el mayor factor de impacto. En su mayoria, los
sistemas de evaluacion han volcado su atencion en el Journal Citation Reports
(JCR) y en el SCImago Journal & Country Rank (SJR) llegando a extremos
tales que, las instituciones y sistemas de evaluacion cientifica de algunos paises
otorgan valor al trabajo cientifico, ya no solo por el indice al que pertenece la
revista donde se publica (Web of Science, Scopus o el correspondiente nacional),
sino por el cuartil, que es un indicador que cuantifica su importancia -en términos
de citas- en relacion con revistas de su area dentro del mismo indice.

Entre los distintos actores —autores, revistas e instituciones— se desarrollaron
estrategias para lograr que cada vez mas investigadores lograran la publicacion en
las revistas de alto impacto y cada vez mas revistas ingresaran a dichos indices.
Muchas estrategias fueron relativas a la direccion académica y formativa, lo
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cual result6 en el fortalecimiento de disciplinas y comunidades; sin embargo,
también emergieron diversos fendémenos que ya se han reportado y caracterizado
en la literatura como conductas no éticas en la investigacion cientifica. Entender
cada una nos puede ayudar a identificar como estamos reaccionando ante la
presion del sistema, en ocasiones y sin darnos cuenta, a nivel personal, colectivo
o disciplinar. Por ejemplo, en su revision de literatura, Reyes-Carrillo y Eudave-
Muiioz (2022) recuperan diversos factores que llevan a este tipo de conductas,
entre ellos: la falta de tiempo por el exceso de trabajo, la presion para la obtencion
de promociones y recompensas, el sistema de evaluacion, la falta de competencia
o el desconocimiento de las politicas institucionales relacionadas con la integridad
de la investigacion.

Si bien estas conductas suelen visibilizarse con mayor frecuencia en la
autoria, no son exclusivas de ella, pues pueden presentarse en cualquier fase
del proceso de publicacion (ver Rozo y Pérez-Acosta, 2019) y por ello resulta
fundamental tener una politica editorial que guie a todos quienes participan de
dicho proceso; mas aln es necesario actualizar constantemente dichas politicas
con base en las discusiones y acuerdos de la comunidad cientifica en general,
disciplinar en particular y editorial.

Hace cinco afios, cuando se rediseio el sitio web de la Relime, hubo una
actualizacion importante en su politica editorial; con ella se esperaba orientar a
la comunidad en relacidon con una serie de criterios relevantes para identificar
si la revista es la indicada para enviar una propuesta de articulo o si ésta cumple
con el enfoque, las normas editoriales y las consideraciones éticas de la revista.
Ahora entendemos que la actualizacion y su sola difusion no son suficientes
porque no se trata de cumplir requisitos sino de promover toda una cultura
académica en torno al quehacer y la comunicacion cientifica.

Los analisis y reportes de conductas no éticas coinciden en que una estrategia
para tener un ecosistema académico sano es modificar el sistema de produccion y
evaluacion cientifica. Movimientos como Slow Science (The Conversation, 2019;
Stengers, 2018) e iniciativas como el Manifiesto de Leiden (Hicks et al, 2015) y
la declaracion DORA (por las siglas de la Declaration On Research Assessment
(DORA, s. f), han organizado e integrado a una buena parte de la comunidad en
esa direccion; sin embargo, la gran mayoria de las instituciones y sistemas de
financiamiento y evaluacion se han mantenido en la direccion de priorizar las
métricas cuantitativas.

Claramente esta estrategia no puede recaer en acciones individuales aisladas
y es necesario acompanarla de préacticas académicas que de forma integral vayan
construyendo un ecosistema que nos permita un sano desarrollo cientifico,

(co) Relime 25 (2), Julio 2022
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tecnolégico y de innovacion basado en conocimiento. Sumarnos a estos
movimientos y cambiar nuestras practicas académicas es una responsabilidad
que debemos asumir como comunidad académica para hacerlo apropiadamente,
es decir, aportando desde las particularidades del quehacer disciplinar y las
dinamicas de la region.

En esta direccion, hemos emprendido el proyecto de actualizacion editorial y
técnica de la Relime. Si bien lo haremos de la mano de un equipo editorial
especializado, también propiciando espacios de discusion y reflexion con la
comunidad académica, es decir, con quienes participamos de las acciones del
Comité Latinoamericano de Matematica Educativa (Clame) para reconocer tales
particularidades. Nuestra expectativa es que este proceso de actualizacion sea
efectivamente continuo y se alimente del proceso editorial mismo, asi como de las
acciones organizadas por nuestra comunidad.

No solo con la publicacion del articulo estamos haciendo un ejercicio de
comunicacion de la ciencia, lo que sucede es que €sta es la mas visible. El proceso
de evaluacién por pares debe poder verse y vivirse como un dialogo y un proceso
de aprendizaje para todas las partes, incluyendo a la editorial, aunque tenga mas
un rol mediador en el proceso. Asi, vamos a incentivar didlogos profundos en
los procesos de evaluacion para fortalecer la calidad de los articulos y, como
consecuencia natural, la de la revista. Aunado a ello, buscaremos formatos de
difusion que resalten las aportaciones cientificas y a sus autores, porque queremos
acercar a lectores y nuevos autores que dialoguen con lo que se va publicando.

Como senala Buendia (2022), la escritura académica es un medio para
comunicar a las futuras generaciones qué hacemos y qué hemos propuesto en
nuestro campo, lo que nos da una responsabilidad aun mayor: la ciencia que
hacemos, a quiénes formamos y el contexto que les dejamos. Por ello buscaremos
que el impacto de los articulos vaya mas alla del nimero de citas, queremos apoyar
al impacto social de la investigacion que lo respalda o al impacto formativo del
proceso que acompafa.

Con ésta, iniciamos una serie de editoriales con las que iremos reflexionando
sobre algunos fenomenos identificados en los procesos editoriales que, como los
analistas de las conductas no éticas sefialan, se deben al desconocimiento de las
politicas relacionadas con la integridad de la investigacion. Nuestro objetivo es ir
(in)formando, sobre todo a las nuevas generaciones, como la comunidad cientifica
y editorial ha acordado actuar en torno a estas conductas y con ello esperamos
fortalecer la comunicacion cientifica antes, durante y después de la publicacion...
porque si, también otra forma de comunicacion de la ciencia es posible.

Relime 25 (2), Julio 2022 [{(cc) RN
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SIGNIFICADOS INTUITIVOS Y FORMALES DE LA INTEGRAL
DEFINIDA EN LA FORMACION DE INGENIEROS

INTUITIVE AND FORMAL MEANINGS OF THE DEFINITE INTEGRAL

IN ENGINEERING EDUCATION

RESUMEN

La integral definida es un concepto central en las aplicaciones
del calculo a las ciencias experimentales e ingenieria por lo que
es un tema de investigacion didactica relevante. En este trabajo
se analizan los diversos significados de la integral definida
aplicando herramientas tedricas del Enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccién matematica, en particular, la
interpretacion del significado en términos de sistemas de
practicas operativas y discursivas relativas a la resolucion
de tipos de problemas y el modelo de niveles de algebrizacion de
la actividad matematica. Se identifican tipos de situaciones-
problemas y configuraciones de practicas, objetos y procesos
que permiten caracterizar y articular los diversos significados
parciales de la integral definida (geométrico-intuitivo, como
limite de sumas de Riemann y funcién acumulativa) asi como de
sus extensiones al caso de integral dobles (como caso particular
de las multiples) y de linea, desde los mas intuitivos a los mas
formales. El analisis permite identificar los grados de
generalidad de los objetos del calculo integral y el papel
del algebra en la caracterizacion de los significados de la
integral definida, que deben considerarse en la planificacion y
gestion de los procesos de ensefianza y aprendizaje del calculo
integral en las carreras de ingenieria.

ABSTRACT

The definite integral is a central concept in the applications
of calculus to experimental sciences and engineering, and
consequently, a relevant didactic research topic. This paper
analyses the different meanings of the definite integral by
applying theoretical tools of the ontosemiotic approach to
mathematical knowledge and instruction, particularly, the
interpretation of meaning in terms of systems of operational
and discursive practices related to the resolution of types of
problems and the algebraization levels model of mathematical
activity. Types of problem-situations and configurations of
practices, objects, and processes are identified that allow us to
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- Integral de Riemann

- Significados intuitivos
y formales
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characterize and articulate the various partial meanings of the
definite integral (geometric-intuitive, as a limit of Riemann sums
and cumulative function) as well as its extensions to the case of
the double integral (as a particular case of the multiple) and the
line, from the most intuitive to the most formal. The analysis
allows us to identify the generality degrees of the objects of
integral calculus and the role of algebra in the characterization
of the meanings of the definite integral, which must be considered
in the planning and management of the processes of teaching
and learning of integral calculus in engineering degrees.

RESUMO

A integral definida ¢ um conceito central nas aplicagdes
de calculo para as ciéncias experimentais ¢ engenharia,
tornando-o um toépico relevante de pesquisa didatica. Este
trabalho analisa os diferentes significados do integral definido
aplicando ferramentas teodricas da abordagem ontosemiotica
ao conhecimento e a instrugdo matematica, em particular
ainterpretacao do significado em termos de sistemas de praticas
operacionais e discursivas relacionadas com a resolucdo de
tipos de problemas e o modelo de niveis de algebrizacdo da
atividade matematica. Sdo identificados tipos de situagdes
problematicas ¢ configuragcdes de praticas, objectos e
processos que nos permitem caracterizar e articular os varios
significados parciais da integral definida (geométrico-intuitiva,
como limite das somas de Riemann ¢ fun¢do cumulativa), bem
como as suas extensdes ao caso da integral dupla (como caso
particular do multiplo) e da linha, desde a mais intuitiva até a
mais formal. A analise permite-nos identificar os graus de
generalidade dos objectos de calculo integral e o papel da
algebra na caracterizacgdo dos significados da integral definida,
que devem ser tidos em conta no planeamento e gestdo
dos processos de ensino e aprendizagem do calculo integral
nos graus de engenharia.

RESUME

L’intégrale définie est un concept central dans les applications
du calcul aux sciences expérimentales et a I'ingénierie, ce qui
en fait un sujet de recherche didactique pertinent. Cet article
analyse les différentes significations de I'intégrale définie en
appliquant les outils théoriques de I’approche ontosémiotique
de la connaissance et de ’enseignement des mathématiques,
en particulier I'interprétation de la signification en termes de
systémes de pratiques opérationnelles et discursives liées a
la résolution de types de problémes et le modele des niveaux
d’algebre de I’activité mathématique. On identifie des types de
situations-problémes et des configurations de pratiques, d’objets
et de processus qui permettent de caractériser et d’articuler
les différentes significations partielles de I'intégrale définie
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(géométrique-intuitive, comme limite des sommes de Riemann
et fonction cumulative) ainsi que ses extensions au cas de
I’intégrale double (comme cas particulier du multiple) et de la
ligne, du plus intuitif au plus formel. L’analyse nous permet
d’identifier les degrés de généralité des objets du calcul
intégral et le role de 1’algebre dans la caractérisation des
significations de I’intégrale définie, ce qui doit étre pris en
compte dans la planification et la gestion des processus
d’enseignement et d’apprentissage du calcul intégral dans
les diplomes d’ingénieur.

1. INTRODUCCION

En los ultimos afios ha aumentado considerablemente el nimero de estudios que
examinan el papel de los cursos de matematicas en la formacion de ingenieros
(Gonzalez-Martin, Gueudet, Barquero y Romo-Vazquez, 2021). Por un lado, existe
un consenso generalizado en la comunidad educativa en relacion a la necesidad
de que los estudiantes para ingenieros piensen matematicamente y usen unas
matematicas so6lidas para describir y analizar diferentes aspectos del mundo real
que buscan modelar (Alper, 2013; Pepin, Biehler y Gueudet, 2021). Por otro, los
resultados de la investigacion ponen de manifiesto las dificultades que encuentran
los estudiantes ante los cursos de matematicas en los programas de ingenieria,
algunas de las cuales derivan de una insatisfactoria preparacion matematica y la
falta de progresion de la educacion secundaria a la universitaria (Rooch, Junker,
Harterich y Hackl, 2016), asi como de la brecha entre el contenido de los cursos
de matematicas y las habilidades matematicas que requiere el ingeniero (Brito-
Vallina, Aleman-Romero, Fraga-Guerra, Para-Garcia y Arias-de Tapia, 2011;
Gonzalez-Martin y Hernandes, 2017).

El papel del calculo en el desempeiio profesional del ingeniero justifica que
la mayoria de los programas de ingenieria lo incluyan como asignatura obligatoria,
buscando proporcionar a los estudiantes herramientas que utilizaran durante el
resto de su formacion (Ellis, Larsen, Voigt y Kristeen, 2021; Gonzalez-Martin,
2021). Asi, desde los planes de estudio de ingenieria se insiste en que el ingeniero
llegue a “asumir una concepcion cientifica del mundo al interpretar los conceptos
del Célculo Diferencial e Integral”, “caracterizar, interpretar, comunicar y aplicar
los conceptos y principales resultados de la disciplina, mediante una correcta
utilizacion del lenguaje matematico en sus formas: analitica, grafica, numérica y
verbal, centrando la atencion en los modelos matematicos” y desarrollar
la capacidad de razonamiento y de las formas del pensamiento matematico, la
comprension de la demostracion de teoremas, la identificacion e interpretacion
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de los conceptos matematicos, la argumentacion logica de propiedades y “la
demostracion de resultados tedricos sencillos, mediante el empleo de los métodos
analiticos, graficos y/o numéricos” (Ministerio de Educaciéon Superior, 2017,
p- 28; 2018, p. 54).

En las revisiones elaboradas por Bressoud, Ghedams, Martinez-Luances y
Torner (2016) y por Gonzalez-Martin (2021) se describe la evolucion y principales
tendencias de la investigacion sobre ensefanza y aprendizaje del célculo, como
son las dificultades de los estudiantes, el disefio de tareas, las practicas de clase, el
uso de la tecnologia, etc. Estos autores resaltan la preocupacion por las relaciones
entre el pensamiento de los estudiantes sobre las nociones fundamentales del
calculo y las expectativas de aprendizaje establecidas en los curriculos.

En este articulo nos centramos en uno de los contenidos clave del calculo
en los programas de formacion de ingenieros (Ministerio de Educacion Superior,
2017; 2018) y también de los que ocasionan mas dificultades de comprension a los
estudiantes, la integral definida. Como objeto matematico, la integral definida
se utiliza frecuentemente en el calculo de ingenieria para resolver problemas
relacionados con cantidades infinitesimales, en las que se requiere, por un lado,
sumas infinitas de cantidades finitas, y por otro lado el desarrollo de los métodos
de cuadratura (Puga y Miranda, 2021). La acumulacion de areas no se considera
explicitamente en las estrategias didacticas que sugieren algunos planes de
estudio, aunque, en cursos posteriores de matematicas o de fisica que pertenecen
a la formacion basica del futuro ingeniero, la idea de funcion primitiva y la
suma de la acumulacion de cantidades son fundamentales para entender ciertos
fenomenos como las leyes del movimiento de particulas, trabajo y energia,
crecimiento poblacional, entre otros (Puga y Miranda, 2021).

Para lograr una buena comprension de la integral definida los estudiantes de
ingenieria deben ser capaces de establecer conexiones entre los multiples
conceptos (sumas de Riemann, limites, derivadas, areas) y propiedades que
forman parte del calculo integral (Serhan, 2015). Sin embargo, la ensefianza de la
integral no suele tener en cuenta la complejidad de estos objetos matematicos
(Contreras, Ordoiiez y Wilhelmi, 2010; Robles, Tellechea y Font, 2014) y
prioriza la aplicacion de técnicas y la manipulacion de formulas, en lugar de
la adquisicion de conceptos que son relevantes para la formacion del ingeniero
(Carvalho y Oliveria, 2018; Viol y Jacques, 2019). A los estudiantes se les ensefan
procedimientos para calcular integrales, con un excesivo énfasis en el calculo de
anti-derivadas, ignorando el potencial del significado de la integral como funcién
de acumulacién para lograr una comprension mas profunda de este concepto
(Bressoud et al., 2016). La conceptualizacion de la integral definida se reduce a la
definicion de la integral de Cauchy o la de Riemann y las integrales se calculan
usando en cierta medida el Teorema Fundamental del Calculo (Mufioz, 2000).
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La aproximacion o el mayor enfoque dado a uno u otro significado de la integral
definida, influye en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las extensiones de
la integral, fundamentales en las carreras técnicas. Resultados de investigaciones
como las de Jones y Dorko (2015) ponen de manifiesto la importancia de
las concepciones de integrales simples para la comprension de tipos avanzados
de integrales, entre ellas las multiples. Para estos autores, la comprension de
las integrales multiples que muestran los estudiantes esta fuertemente arraigada
con la de las integrales simples. Consideran que “la construccion de la comprension
de las integrales multiples a partir de las concepciones de la integral simple no es
una tarea trivial para los estudiantes” (p.167) y recomiendan articular y conectar
las integrales multiples con el significado de la integral como limite de sumas
de Riemann (Jones y Dorko, 2015). Recientemente, en el trabajo de Jones (2020)
se examinan las integrales de linea escalares y vectoriales, proporcionando un
analisis conceptual de ambos tipos de integrales de linea en términos de como
las formas tedricas de pensar sobre las integrales definidas resumidas en la
literatura de investigacion pueden aplicarse a la comprension especifica de las
integrales. Como sugiere este autor, las integrales de linea son diferentes de
sus integrales definidas homologas (simples, dobles y triples) ya que pueden tomar
como integrando funciones escalares o campos vectoriales. Sin embargo, como
las integrales de linea siguen siendo integrales, han de aparecer articuladas en la
trayectoria mas amplia que va desde las integrales definidas simples hasta otros
tipos mas avanzados de integrales como las integrales de superficie o la integral
de Lebesgue (Jones, 2020).

Asi, para planificar y gestionar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
integral definida en las carreras de ingenieria es preciso describir un significado
global que oriente el desarrollo del curriculo y articule significados parciales
implicados (Contreras y Ordonez, 2006). En el marco del Enfoque Ontosemiotico
(EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos (Godino, Batanero y Font,
2007), se han desarrollado diversas investigaciones (Burgos, Bueno, Godino y
Pérez, 2021; Contreras y Ordonez, 2006; Contreras, Ordofiez y Wilhelmi, 2010;
Gordillo y Pino-Fan, 2016; Robles et al., 2014; Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios, y
Breda; 2018, entre otras) que tienen en cuenta la naturaleza y complejidad de los
objetos matematicos que configuran los significados de la integral definida, como
factor explicativo de las dificultades en su ensefianza y aprendizaje.

Contreras et al., (2010), identifican cuatro configuraciones desde el punto de
vista epistémico para la integral definida: geométrica, resultado de un proceso
de cambio, inversa de la derivada y aproximacion al limite. En la configuracion
geométrica la integral definida aparece en la determinacion del area bajo una
curvay el eje de abscisas. Los calculos de longitudes, areas y volimenes asociados
hacen referencia a un contexto geométrico estatico, ausente de movimiento.
Laintegral como inversa de la derivada, se asocia a los trabajos de Newton y Leibnitz,
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con los que el conjunto de funciones integrables es cada vez mas extenso. Por tltimo,
la configuracion epistémica de aproximacion al limite aparece directamente
relacionada con la formalizacion iniciada por Cauchy.

Posteriormente, Robles et al., (2014) describen el disefio de una secuencia
didactica de tareas para la ensefianza del Teorema Fundamental del Célculo que,
asumiendo la complejidad y la articulacion de los objetos matematicos asociados
(variacion, acumulacion, derivada, integral, funcion, limite), promueva mediante
un acercamiento intuitivo y la conjetura, el descubrimiento de dicho teorema, asi
como el papel esencial que desempefia en el estudio del calculo.

Gordillo y Pino-Fan (2016) presentan una propuesta de reconstruccion del
significado holistico de referencia para la antiderivada, mostrando su relacion
con la derivada y la integral. Para ello, los autores describen las configuraciones
epistémicas asociadas a las practicas matematicas desarrolladas para resolver
diferentes situaciones-problemas que contribuyeron al origen historico y
formalizacion de la antiderivada como objeto matematico. Esto los lleva a
identificar y caracterizar cuatro significados parciales para la antiderivada, desde
lo puramente geométrico hasta lo formal (tangentes-cuadraturas, fluxiones-
fluentes, sumatorias-diferencias y funciones elementales) que conforman el
significado holistico. Este modelo de referencia se aplica en el trabajo de Pino-
Fan et al., (2018) para identificar y caracterizar los significados de la antiderivada
que estudiantes de ingenieria, utilizan en sus practicas matematicas. Entre los
resultados, los autores identifican dos de los tipos de significados parciales de la
antiderivada descritos por Gordillo y Pino-Fan (2016): sumatorias — diferencias
y fluxiones — fluentes, segtin las practicas se desarrollen en un entorno intra-
matematico, o en situaciones vinculadas a fendémenos fisicos de variacion o
velocidad, en la actividad matematica de los estudiantes y observan que estos
dieron a la antiderivada el significado de proceso inverso de derivacion desde
un punto de vista mas procedimental que conceptual. Es decir, cuando los
participantes aplicaron las reglas de integracidon para obtener la antiderivada de
una funcion (funcion derivada), muchos de ellos pensaron que iban a obtener la
funcion concreta de la que procedia dicha funcion derivada, sin entender lo que
realmente ocurria con el proceso inverso.

En Burgos et al., (2021) se complementan estos trabajos realizados en el marco
del EOS con la intencion de precisar los conocimientos institucionales requeridos
para comprender los diversos significados del concepto de integral definida. Para
avanzar en la discusion entre lo intuitivo y lo riguroso en la ensefianza del calculo
integral, se confronta el analisis ontosemiotico de la presentacion informal que
hace Starbird (2006) de la integral con el de la construccion formal general del
texto de Stewart (2016). Ademas, se identifican potenciales conflictos semioticos
relacionados particularmente con los procesos de generalizacion que se realizan,
con frecuencia de manera implicita, en la definicion de la integral.
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En este trabajo, continuamos con esta dialéctica entre lo informal y lo formal
profundizando en la naturaleza y complejidad de los objetos matematicos que
configuran los significados de la integral definida que se espera que los estudiantes
comprendan y usen. En el EOS el significado (pragmatico) de un contenido
matematico, como puede ser la integral definida, se entiende en términos de los
sistemas de practicas operativas y discursivas relativas a la resolucion de tipos de
problemas en los que este interviene (Godino et al., 2007). En dichas practicas
se ponen en juego objetos y procesos matematicos que pueden hacerlo con distinto
grado de algebrizacion, esto es, de generalidad, formalizacion y ostension (Godino,
Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014; Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray y Lasa,
2015). Aplicar el modelo de los niveles de algebrizacion desarrollado en el EOS
(Godino et al., 2014; Godino et al., 2015) a las practicas matematicas asociadas a
distintos significados de la integral definida, permite reconocer la progresion de
la actividad matematica desde los niveles aritméticos y protoalgebraicos hasta los
niveles mas elevados de razonamiento algebraico.

Asinuestro objetivo es identificar los niveles de algebrizacion implicados
en las practicas matematicas caracteristicas de los distintos significados de la
integral definida, desde los mas intuitivos a los més formales. Incluimos ademas
las extensiones a las integrales doble y de linea, que son un importante objeto de
estudio en los programas de calculo integral para ingenieria.

Antes de esto, en la seccion 2 describimos las nociones del EOS que usamos
en este trabajo: las de significado pragmatico y configuracion de practicas,
objetos y procesos, asi como el modelo de niveles de algebrizacidn, que permitira
identificar los grados de generalidad de los objetos del calculo integral y el papel
del algebra en la caracterizacion de los significados de la integral definida.
Para ello empleamos la metodologia de analisis ontosemiotico de las practicas
matematicas puestas en juego en la resolucion de problemas vinculados a los
distintos significados de la integral definida: geométrico-intuitivo, como limite de
las sumas de Riemann y como funcidon acumulativa, asi como de extensiones de la
aplicacion de la integral de Riemann al caso de integral dobles (como caso particular
de las multiples) y de linea. El resultado de este analisis, desde el punto de vista de
los niveles de formalizacion involucrados, se muestra en la seccion 3. El articulo
termina con una discusion y conclusiones sobre la contribucion de este estudio.

2. MARCO TEORICO Y METODO

El EOS entiende las matematicas como una actividad de las personas implicadas
en la solucion de cierta clase de situaciones-problemas, e interpreta el significado
institucional y personal de los objetos matematicos en términos de los sistemas
de practicas operativas y discursivas que se ponen en juego en la solucion de
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dichas situaciones. El modelo de los niveles de algebrizacion desarrollado en el
EOS (Godino et al., 2014, Godino et al., 2015) permite modelizar el conocimiento
institucional que se pone en juego en el calculo integral, en tanto describe la
actividad matematica bajo la perspectiva de objetos y procesos caracteristicos del
algebra, admitiendo que un mismo problema se puede abordar de diversas maneras,
implicando grados de razonamiento algebraico diferentes.

2.1. Significado pragmatico y configuracion ontosemiotica

El EOS asume una concepcion de la matematica de tipo antropologico y, en
consecuencia, la nocién de practica matematica ocupa un lugar central. Se
considera practica matematica a “toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a distintos contextos y problemas”
(Godino y Batanero, 1994, p. 334). Dado que un objeto matematico, en su version
institucional se concibe como “emergente del sistema de practicas sociales
asociadas a un campo de problemas” (p. 335), el significado de un objeto queda
determinado por el “sistema de practicas institucionales asociadas al campo de
problemas de las que emerge el objeto en un momento dado” (p. 338).

La matematica, ademas de ser una actividad, es también un sistema
logicamente organizado de objetos. Para el EOS, objeto matemdtico es cualquier
entidad material o inmaterial que interviene en la practica matematica, apoyando y
regulando su realizacion. Esta idea general de objeto es titil cuando se complementa
con una tipologia de objetos matematicos al tener en cuenta sus diferentes roles en
la actividad matematica. Se proponen los siguientes tipos de objetos primarios:

—  Situaciones-problema: aplicaciones intramatematicas o extramatematicas,
entendidas como las tareas que inducen la actividad matematica.

— Lenguajes: términos y expresiones matematicas; notaciones, simbolos,
representaciones graficas en sus diversos registros (gestual, oral, escrito).

—  Conceptos: entidades matematicas que pueden ser introducidas mediante
descripcion o definicion.

—  Proposiciones: propiedades o atributos; enunciados sobre conceptos.

—  Procedimientos. técnicas de calculo, operaciones y algoritmos.

— Argumentos: enunciados requeridos para justificar las proposiciones o
explicar los procedimientos.

Los objetos matematicos que emergen de los sistemas de practicas
matematicas se relacionan entre si. Asi, las situaciones—problemas son la razén
de ser de la actividad matematica; el lenguaje constituye el instrumento de
trabajo matematico y representa las demas entidades; los argumentos fundamentan
los procedimientos y las proposiciones que relacionan los conceptos matematicos
entre si. Estos objetos, considerados como primarios, pueden ser contemplados desde
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diversos puntos de vista duales: ostensivos (materiales, perceptibles) — no ostensivos
(abstractos, inmateriales); extensivos (particulares) — intensivos (generales);
unitarios (objetos considerados globalmente como un todo) — sistémicos (sistemas
formados por componentes estructurados), entre otros (Godino ef al., 2007; Font,
Godino y Gallardo, 2013).

La nocioén de configuracion ontosemiotica (de practicas, objetos y procesos)
responde a la necesidad de analizar minuciosamente las entidades que aparecen
en la actividad matematica, su naturaleza y como se relacionan entre si. Las
configuraciones pueden ser epistemicas (institucionales) —redes de objetos y
procesos que intervienen y emergen de las practicas necesarias desde un punto
de vista experto para resolver un tipo de tareas matematicas— o cognitivas
(personales)—redes de objetos y procesos matematicos que ponen en juego los
estudiantes para resolver un tipo de tareas matematicas— (Godino et al., 2007).

2.2. Niveles de algebrizacion

Desde el EOS se entiende el razonamiento algebraico como el sistema de practicas
operativas y discursivas puestas en juego en la resolucion de tareas en las cuales
intervienen objetos y procesos algebraicos: relaciones binarias y sus propiedades;
operaciones y sus propiedades sobre elementos de conjuntos diversos; funciones;
estructuras y sus propiedades (Godino ef al., 2014). En el caso de las practicas
algebraicaslosprocesosdeparticularizacion—generalizaciontienenunaimportancia
especial, dado el papel de la generalizacion como uno de los rasgos caracteristicos
del razonamiento algebraico (Godino et al., 2014). La generalizacion se entiende
en el EOS en términos de la identificacion de objetos intensivos que intervienen en
las practicas, lo que proporciona un analisis mas profundo de dicho proceso y su
caracterizacion en las practicas consideradas algebraicas. Mediante el proceso
inverso de particularizacion se obtiene un objeto extensivo, esto es, que interviene
en la practica matematica como un ejemplar particular.

En Godino ef al., (2014) se propone un modelo de razonamiento algebraico
parala Educacion Primaria basado en la distincion de tres niveles de algebrizacion.
Los criterios para delimitar los niveles estan basados en los objetos y procesos
matematicos implicados en la actividad matematica: a) generalizacién (de la
que emergen objetos intensivos en relacion dialéctica con los correspondientes
extensivos), b) unitarizacion (reconocimiento explicito de intensivos como
entidades unitarias), ¢) formalizacion y ostension (nombramiento mediante
diferentes sistemas de representacion, en particular, expresiones simbolico—
literales), d) transformacion (intervencion de objetos intensivos en procesos de
calculo analitico y nuevas generalizaciones).

—  Nivel 0. Se opera con objetos intensivos de primer grado de generalidad,
usando lenguajes natural, numérico, iconico, gestual.
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— Nivel 1. Involucra objetos intensivos de segundo grado de generalidad,
propiedades de la estructura algebraica de N y laigualdad como equivalencia.

— Nivel 2. Se usan representaciones simbolico-literales para referir a
objetos intensivos reconocidos ligados a la informacion espacial y
contextual; en tareas funcionales se reconoce la generalidad, pero no se
opera con las variables para obtener formas canonicas de expresion.

— Nivel 3. Los simbolos se emplean de forma analitica. Se realizan
operaciones con indeterminadas o variables y se formulan de manera
simbolica y descontextualizada reglas canonicas de expresion de
funciones y patrones.

Dado que los nimeros naturales son también objetos intensivos (entidades
generales) que emergen de colecciones de objetos perceptibles y de las acciones que
se realizan con ellos, se les atribuye un primer grado de generalidad o intension.
Asi, en el nivel 0 de algebrizacion se opera con objetos intensivos de primer grado
de generalidad, usando los lenguajes natural, numérico, iconico y gestual. La
asignacion de caracter algebraico a una practica supone la intervencion de
intensivos de, al menos, un segundo grado de generalizacion, es decir, clases
de intensivos de grado 1.

En Godino et al. (2015) se extiende el modelo de algebrizacion a la actividad
matematica propia de niveles educativos superiores. El uso y tratamiento de
parametros permite definir niveles superiores de algebrizacion, al estar vinculado
a la presencia de familias de ecuaciones y funciones, y, por tanto, implicar nuevos
niveles de generalidad. El lenguaje empleado en estos niveles es simbolico-literal;
los simbolos se usan de forma analitica, sin referir a informacion contextual.

—  Nivel 4. Primer encuentro con parametros y coeficientes variables que
implica la funcidén paramétrica, esto es, la funcion que asigna a cada
valor del pardmetro una funcion o ecuacion especifica. Se opera con
coeficientes variables, pero no con parametros.

— Nivel 5. Tratamiento de parametros. Se realizan calculos analiticos
(sintéacticos) en los que intervienen uno o mas parametros, junto con
otras variables. Las operaciones con parametros y el establecimiento de
relaciones entre ellos, ponen en juego a los objetos algebraicos del nivel
anterior (familia de ecuaciones, familia de funciones).

— Nivel 6. Introduccion de algunas estructuras algebraicas (como la de
espacio vectorial, o grupo) y el estudio del algebra de funciones.

2.3. Meétodo

En Godino (2002) se desarrolla una técnica para el analisis ontosemidtico que
facilita la caracterizacion de los significados institucionales que sirvan de referencia
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para el disefio del proceso instruccional. En este analisis se comienza con
la seleccion de las situaciones—problemas y distintas maneras de abordar su
resolucion, en las cuales interviene el objeto bajo estudio de manera critica.
En las practicas operativas y discursivas que se deben realizar para resolver
tales problemas intervienen, ademas, otros objetos lingiiisticos, conceptuales,
procedimentales, proposicionales y argumentativos que ponen en juego diferentes
grados de generalidad y formalizacion. Su reconocimiento permite establecer
relaciones jerarquicas entre ellos en funcion de su complejidad e interdependencia.

Optamos por elegir para nuestro andlisis el texto de Stewart (2012a, 2012b)
ampliamente utilizado a nivel internacional en carreras cientifico— técnicas.
Ademas, es el texto recomendado en el Plan de Estudios E propuesto por el
Ministerio de Educacion Superior para diversas carreras de ingenieria (Ministerio
de Educacion Superior, 2017, 2018). La leccion sobre Integrales (Stewart, 2012a)
comienza con una primera seccion en la que se presentan y resuelven problemas
sobre areas y distancias aplicando procesos de calculo de limites de sumas de
Riemann. Esta seccion sirve de contexto y fundamento para introducir
seguidamente la definicion general de integral definida. En la leccion sobre
Integrales multiples (Stewart, 2012b) el autor extiende la idea de integral definida
a integrales dobles y triples de funciones de dos y tres variables. Finalmente
dedica la leccion de Calculo Vectorial a las integrales de linea y de superficie,
que conecta con las integrales simples, dobles y triples por medio de “las versiones
de dimensiones mas altas del teorema fundamental del calculo: el teorema de
Green, el teorema de Stokes y el teorema de la divergencia” (Stewart, 2021b,
p.1055). En todo momento existe un fuerte apoyo de representaciones graficas.

De dichos textos seleccionamos, para los distintos significados de la integral
definida reconocidos en la literatura, problemas caracteristicos y significativos
del calculo integral en las carreras de ingenieria', donde uno de los autores lleva
afos impartiendo su docencia. Ademas de los significados geométrico intuitivo,
limite y funcién acumulativa, consideramos por su importancia en la formacion
de ingenieros, las extensiones de la integral de Riemann doble y de linea. En cada
caso, los problemas se escogieron segiin su representatividad dentro de las tareas
frecuentes en el calculo de ingenieria, y su potencialidad para mostrar la conexion
de la integral definida con otros contextos mas cercanos a la realidad profesional
del ingeniero (por ejemplo, el estudio de la distancia recorrida por un movil, la

' Aunque se sigui6 el programa de ingenieria industrial, los problemas son también caracteristicos

del calculo integral estudiado en otras carreras de ingenieria en la Universidad de Camagiiey,
como la eléctrica, mecanica, civil, informatica o agronomia.
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estimacion de la carga eléctrica o la masa de un alambre) y que permiten una
aproximacion intuitiva de la misma.

Una vez seleccionados los problemas, estos fueron analizados por el equipo
investigador. Las practicas operativas y discursivas que se proponen como solucion
de las situaciones-problema, son practicas expertas (desarrolladas y revisadas por
los investigadores) para poner de manifiesto las diversas configuraciones de
objetos matematicos, asociados a los distintos niveles de algebrizacion.

3. ANALISIS Y RESULTADOS

El concepto de integral se ha generado y evolucionado, a lo largo de la historia
de las matematicas, partiendo de sus aplicaciones a la solucion de problemas,
entre los que destacan los relacionados con la fisica y la geometria (integracion
geométrica). Tras un periodo donde el énfasis estaba en el calculo de primitivas,
la integracion estuvo enmarcada por su fundamentacion con la elaboracion
de definiciones precisas basadas en el paso al limite e independientes de la
geometria y, finalmente llego su generalizacion apoyada en la teoria de la medida,
progresando hacia el elevado grado de abstraccion existente en la actualidad.

El analisis de los significados de la integral definida que mostramos a
continuacion se basa en los niveles de algebrizacion de las practicas matematicas
que se ponen en juego en la solucion de los tipos de problemas que se abordan en
el calculo integral.

3.1. Significado geométrico intuitivo

El punto de vista sobre la integral que se estudia en las carreras universitarias de
ingenieria es el de Riemann, en la que el area ya no es un objeto de naturaleza
geométrica, sino el resultado de un calculo seglin un procedimiento dado. El
estudiante debe asi relacionar el area con el proceso que permite sumar infinitas
cantidades infinitamente pequerias, sin que se le haya atribuido ningtin significado
al concepto de cantidad infinitamente pequefia.

Un razonamiento de tipo intuitivo, basado en la aproximacion del area de
una region plana a partir del area de rectangulos, supone un primer acercamiento
necesario a la integral definida. El significado geométrico-intuitivo de la integral
se pone de manifiesto en las practicas operativas y discursivas que se realizan
para resolver la situacion-problema de la Figura 1:
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Problema 1. Va )
Utilice rectangulos para estimar el .-"'[]‘ i
drea bajo la parabola y = x* desde 0 .
hasta 1 (region S en la imagen). y=ax I_;-'I
/ B
S,
A 8
SI \¥ .J/f\l :
T
0 1 1 3 1 T
4 2 4

Solucion. Para aproximar el area de S, A(S), se considera S dividida en cuatro
regiones, S, S,, S5y S4, de forma que cada una de ellas se puede aproximar por el
area de rectangulos, tomando como base las divisiones del intervalo [0,1] y como
altura los valores de la funcion f(x) = x* en los extremos inferiores de los intervalos
[0,51.['5,'5].['5.>5]y[*5,1]. Asi,unaaproximacion, por defecto, al areade S vendria
dada por
174.02 + 174.(174)2 + 174.(172)2 + 174'(374)2 — 7§2 — 0,21875

Si en lugar de considerar como altura de los rectangulos el valor de la funcidn en

los extremos inferiores consideramos los extremos superiores, obtendriamos una
aproximacion por exceso del area de S:

174.(|74)2 —+ 174.(172)2 + 174'(374)2 + 174.12 — 15?2 = 0’46875

0,21875<A(S)<0,46875.

Figura 1. Significado geométrico intuitivo (Stewart, 2012a, p. 360)

En una solucién como la anterior, intervienen los siguientes objetos:
Conceptos: funcion, region, rectangulo, cantidades de magnitud, area.

Procedimientos: descomposicion de la region, determinacion de areas de
rectangulos, aproximacion de medidas.

Proposiciones:
P1l: el areadelaregion S bajo la curva es la suma de las areas de las subregiones
S, 855, S y S,
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P2: el area de un rectangulo es el producto de la longitud de su base por la
longitud de su altura.

P3: 0,21875<A(5)<0,46875.

Argumentos: Si todos los rectangulos quedan debajo de la grafica de la

funcion obtenemos una aproximacion por defecto y si la curva queda por

debajo de la altura de los rectangulos, la aproximacion sera por exceso.

La actividad matematica desarrollada en la resolucion del problema pone
en juego principalmente objetos aritméticos y geométricos particulares. Sin
embargo, en el enunciado interviene la funcion parabdlica y = x?; el area bajo la
curva es un valor desconocido expresada como A(S), lo que supone un caracter
algebraico incipiente, en tanto la relacion funcional general se reconoce en
un lenguaje simbolico. Dado que no se opera con esta incognita, la actividad
matematica se puede calificar como protoalgebraica de nivel 2.

Este planteamiento intuitivo mostrado en la primera situacion (figura 1)
lleva, por un lado, a la necesidad de contar con dos medidas, una por defecto, de
manera que el aumento de las subdivisiones en el intervalo, es decir, del nimero
de rectangulos empleados en la particion, permitan acotar con un error cada vez
menor el valor del area desconocido.

n=30 Ry=0.3502

n=10 L,=0285 =30 L,=~03169 Al A=50 L,=03234

Figura 2. Estimaciones por exceso y defecto del area bajo la curva incrementando
el nimero de subintervalos (Stewart, 2012a, p.363)

Por otro lado, la exhaucion de la seccion parabolica por medio de rectangulos
sugiere el uso de un poligono de una gran cantidad de lados que cubra el area bajo
la curva que se desea conocer, es decir, podriamos obtener mejores estimaciones al
area al incrementar el nimero n de franjas (figura 2). Esta primera aproximacion,
se acerca a la definicion de integral de una funcioén continua en un intervalo como
el valor al que tienden las sumas de areas de rectangulos bajo la curva cuando las
“particiones son cada vez mas finas”.

COBETEE Relime 25 (2), Julio 2022


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

SIGNIFICADOS INTUITIVOS Y FORMALES DE LA INTEGRAL 149

3.2. La integral definida como limite

Cauchy (1789-1857) define la integral de una funcion f: [a, b]—R continua en
[a, b] como limite de las sumas,

UL P = 0 ) 6, =%, )

Estas sumas estan asociadas a cada particion P={a=x, X, .., X_, X =b}
del intervalo [a, b] cuando ||P|| = sup{|x, - x, ,|: 1<k<n} tiende a 0. Usando la
continuidad (uniforme) de fen [a, b], Cauchy demuestra la existencia de este limite.

Riemann (1826-1866) parte de la misma definicion de Cauchy, pero
considerando la totalidad de todas las funciones integrables (aquellas para las
que existe el limite de las sumas asociadas a particiones) y después establece
condiciones necesarias y suficientes de integrabilidad.

Dada f: [a, b]—R funcion acotada, para toda particion P={a=x,, X,, ..., X, _,

x_ = b} del intervalo [a, b], existen M, = sup f([x, ,, x,]1) y m, = inf f([x, ,, x,]).

Los numeros
n n
k=1 k=1

se llaman, respectivamente, suma inferior 'y suma superior de la funcion f para
la particion P. El conjunto de sumas inferiores I(f, P) para todas las particiones
posibles de [a, b], PeP([a, b]), esta acotado superiormente. De igual manera,
el conjunto de sumas superiores S(f, P) para todas las particiones posibles P
de [a, b], estd acotado inferiormente. Una funcion fes Riemann — integrable en
[a, b] siy solo si, sup {I(f, P): PeP([a, b])} = inf{S(f, P): PeP([q, b])}.

b

Dicho niimero real se designa como J f(x)dx y se llama integral (de Rieman)
a

de fen [a, b]. Evidentemente, toda funcion continua y toda funcion monétona en

un intervalo [a, b] es integrable en el sentido Riemann.

b

Si fes positiva, la integral definida [ f(x)dx puede interpretarse como el
a
areabajo lacurva desde a hasta b. Si f toma valores tanto positivos como negativos
b

entonces | f(x)dx puede interpretarse como area neta (Stewart, 2012a, p. 373).
a
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En estas practicas discursivas que conducen a la definicion general de la
integral de Riemann intervienen objetos y procesos caracteristicos de un nivel 4 de
algebrizacion (Godino ef al., 2015). En efecto, aparecen conceptos y propiedades
propios de lateoria de conjuntos (particion, supremo, infimo; existencia de supremo
y de infimo en un conjunto acotado superior o inferiormente, respectivamente) y
de funciones (dominio, acotacion, signo, monotonia; integrabilidad de una funcion
continua y mondtona). Estos se formalizan y hacen ostensivos mediante un registro
simbolico. La integral se define sobre un intensivo: la clase de funciones acotadas
enunintervalo arbitrario, dado en términos de los parametros a y b, aunque estos no
intervienen en procesos de calculo analitico.

Para facilitar la comprension de esta definicion general es necesario
planificar en la ensefianza un significado mas intuitivo, como el que se pone en
juego en el problema 2. Se trata de ejemplificar las sumas de Riemann y el paso al
limite para determinar el valor al que tiende la suma de areas de rectangulos bajo
la grafica de f(x) = x* en el intervalo [0, 1] (Figura 3).

Problema 2. ;Cudl es el limite de las sumas de las areas de los rectangulos de
aproximacion superiores para la region S? (Figura 2)

Solucion. Sea R, la suma de las areas de n rectangulos que aproximan el area S por
exceso (figura 2). Cada rectangulo tiene un ancho de 1/n, y las alturas son los valores
de la funcion f(x) = x* en los puntos 1/n, 2/n, 3/n, .., n/n; es decir, las alturas son
(1/n)%, (2/n)%, (3/n)?%, ..., (n/n)% De este modo,

2 2 2 2
Ro=t(r) () + () + o +(3) = 0+ 27437+ L +)
n n n n n n n n n n
=L (1 +2°+3"+ . +n)
n
Como la suma de los cuadrados de los n primeros enteros positivos es,

2 — nm+DH(@2n+1)

12+22+32+...+n 5

sustituyendo esta expresion en R,, obtenemos que:

R = 1 . nn+D@2n+1) _ (+1DH(2n+1)
n n’ 6 B 6n’ ’
El limite de R, cuando n— <0 serd finalmente,
R = D@D _ 2 _ 1
n 6n’ T 6 3

Figura 3. Aproximacion a la integral como limite de sumas de las
areas los rectangulos (adaptado de Stewart, 2012a, p.362)
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En las practicas que componen una solucion del problema 2 como la anterior,

intervienen los siguientes objetos:

Conceptos: Magnitud area, funcion parabdlica, particion, sumas de
cuadrados de nimeros naturales, limite de una sucesion.

Lenguajes: Natural y alfanumérico.

Procedimientos: Calculo del limite de una sucesion de niumeros reales.

Proposiciones:

P1: Suma de los cuadrados de los primeros n nimeros naturales.

P2: El limite de las sumas de las areas de los rectangulos de aproximacion

superiores para la region S es 1/3.

Argumentos.: Deductivo, aplicando las propiedades aritméticas que intervienen

en el calculo del limite.

La actividad matematica desarrollada supone un nivel consolidado de
algebrizacion (nivel 3): se generan objetos intensivos representados de manera
simbdlica literal y se opera de manera sintactica en las expresiones conservando
la equivalencia (se aplican reglas de calculo de limites en la variable n).

El areabajo una curvano es unicamente un problema de interés geométrico, sino
que responde a necesidades cientificas o economicas, que también pueden ayudar
para introducir distintos contextos de uso de la integral definida de forma intuitiva.

Problema 3. Estima la distancia recorrida
por un objeto si la grdfica de la velocidad/
tiempo es la dada en la siguiente grdfica.

Solucion. La distancia recorrida por un
mévil en un intervalo de tiempo a velocidad
constante es el producto de la velocidad por
el tiempo. Por tanto, el area de cada cuadrado
en la trama nos da una medida del espacio
que recorreria un movil en cada segundo de
duracion con velocidad constantemente 1
m/s. Podemos estimar la distancia contando
los cuadrados que quedan por debajo de la
grafica, es decir, aproximadamente, 30m.

t(s)

Figura 4. Estimacion de la distancia recorrida por un movil.
(Elaboracion propia. Inspirado en Stewart, 2012a, p. 369)

La solucion al problema planteado en la figura 4, involucra una actividad
puramente aritmética (nivel 0 de algebrizacion), que involucra los objetos:
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Conceptos: Area, velocidad constante, tiempo, distancia recorrida, tiempo.
Lenguajes: Natural y alfanumérico.

Procedimientos. Estimar inferiormente contando cuadrados en la trama bajo
la funcion.

Proposiciones:

P1: La distancia recorrida por un mdvil en un intervalo de tiempo a
velocidad constante es el producto de la velocidad por el tiempo.

P2: El area de cada cuadrado en la trama mide el espacio que recorreria
un movil en cada segundo con velocidad constantel m/s.

Argumentos: Basados en la interpretacion intuitiva de la distancia recorrida en
cada unidad temporal como area de los cuadrados bajo la funcion (producto
de las medidas de las longitudes de los lados: tiempo y velocidad constante).

Permite conectar el calculo de la distancia con el area bajo la curva velocidad
en funcion del tiempo?. La busqueda del calculo exacto de la distancia recorrida
por un objeto en un intervalo determinado de tiempo conocida su velocidad en
funcion del tiempo (figura 5), pone en juego el calculo de limite de sumas de
Riemann, lo que supone un grado mayor de formalizacién.

En las practicas operativas y discursivas que se ponen en juego en la solucion
del problema 4, intervienen los siguientes objetos:

Conceptos: area, distancia, tiempo y velocidad.

Procedimientos: reconocimiento de las sumas de Riemann, paso al limite.

Proposiciones:

P1. La distancia recorrida durante el intervalo [a, b] es aproximadamente

S f(t_)At
i=1

P2. La distancia recorrida es igual al area bajo la grafica de la funcion
velocidad.

Argumentos: Basados en la relacion entre espacio, velocidad y tiempo y las
propiedades de los limites.

Similarmente, el area bajo la curva potencia funcionando en cada instante proporciona la
energia consumida, o el area bajo la grafica de las ganancias en funcion del tiempo representa las
ganancias acumuladas.
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Se requieren de un lenguaje simbolico y de la intervencion de variables (en
la definicion de la funcion velocidad) y parametros (para denotar los extremos del
hipotético intervalo de tiempo), pero no se opera con estos ultimos, por lo que la
actividad matematica desarrollada en la solucion supone un nivel 4 de algebrizacion.

Problema 4. ;Como hallar la distancia
recorrida por un objeto durante cierto
periodo de tiempo, si se conoce su
velocidad en todo momento?

Solucion. v(m/s) AT
Supongamos que un objeto se mueve con /
velocidad v = f(t) y f(t)=0 (de modo que 7
el objeto siempre se mueve en la direccion

positiva). Para un intervalo concreto /
de tiempo, [a, b], tomamos lecturas de

la velocidad en los instantes to(: a), t,
Ey v t.(= b). Si estos instantes estan
equiespaciados, entonces el tiempo entre
lecturas consecutivas es @ b e

Tomando como valor estimado de la velocidad en cada subintervalo, el correspondiente
al extremo inferior, durante el primer intervalo de tiempo, la distancia recorrida
es aproximadamente f(tO)At. De manera andloga, la distancia recorrida durante
el segundo intervalo de tiempo se puede aproximar por f(tl)At y la distancia total
recorrida durante el intervalo [a, b] es aproximadamente

fe)ae + (¢, )A + . + (e, )at = é f(t,_)At.

Cuanto mayor es la frecuencia con que se mide la velocidad (es decir, cuanto mas fina
sea la particion del intervalo de tiempo), mas exactas son las estimaciones, de manera
que la distancia d recorrida en un intervalo de tiempo [a, b] se puede obtener como el
limite de esas expresiones

n

d=3 f(t,_)At = 3 f(e)
i=1 i=1

Asi, la distancia recorrida es igual al area bajo la grafica de la funcion velocidad v=f{(t)

Figura 5. Distancia recorrida como limite de sumas tipo Riemann
(Stewart, 2012a, p. 369)
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3.3. La integral como funcion acumulativa

Este tercer significado proviene de la relacion entre derivada e integral y su
conexion mediante el Teorema Fundamental del Calculo (TFC), que tuvo sus
origenes en los trabajos de Newton y Leibnitz, donde la integral definida,
entendida como funcion acumulativa, basicamente es la suma de un nimero
grande de muchos términos pequenos (Robles et al., 2014).

Para una funcion integrable ]; [a, b] — R podemos definir una nueva funcion
F: [a, b] — R, dada por F(x) = [ f(t)dt, para todo x<[a, b]. El TFC, permite
recuperar la funcion fa partir de gu funcion area, F, relacionando el concepto de
area y el de tangente a una curva. Dicho teorema establece que la funcion F es
continua en [a, b] y que en todo punto c€[a, b] en el que fsea continua, se cumple

que F es derivable con F(c) = f(c). En particular, si fes continua en [a, b] entonces

F es derivable en [q, b] y F(x) = f(x), para todo x€[a, b]. En esta primera parte del
TFC la integral definida pasa a tener un nuevo significado; ahora no es un valor
numérico especifico de una cantidad de magnitud, sino que es una funcion, que
puede participar en nuevas practicas, procesos o transformaciones de manera
sintactica, dando lugar a nuevos objetos intensivos. Dada la generalidad del
razonamiento, que se aplica a cualquier funcidon continua f(x) y el céalculo
analitico con variables y parametros, la actividad matematica implicada en esta
demostracion supone un nivel 5 de algebrizacion.

En la segunda parte del TFC, también conocida como Regla de Barrow,
la integral definida vuelve a tomar el significado de un niumero especifico,
dependiente de los extremos de integracion [a, b]. Cualquier funcion G: [a, b] — R,
continua en [a, b] y derivable en ]a, b[ tal que G(x) = f(x) para todo x<[a, b], se
llama primitiva de f en [a, b]. El TFC, asegura por tanto que la funcion es una
primitiva de f. La Regla de Barrow, establece que para toda funcion integrable
fi [a, b] = Ry cualquier primitiva G de f,

b
J f(ydx = G(b) — G(a).

La aplicacion de la Regla de Barrow y del calculo de derivadas para obtener
el area bajo una funcion (figura 6), involucra una configuracion de objetos
caracteristica de este nuevo significado.
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Problema 5. Determine el drea bajo la pardbola y = x* desde 0 hasta 1.
3

Solucién. La funcion G(x) = XT es una pllrimitiva de f(x) = x?, dado que G(x) = f(),

3 3
para todo x<]0, 1[ Por la Regla de Barrow, fxz dx = G(1)— G(0) = IT — OT = %
0

Figura 6. Aplicacion de la Regla de Barrow en el céalculo de areas
(Stewart, 2012a, p. 392)

En la solucion propuesta en la figura 6, intervienen los siguientes objetos
matematicos:

Conceptos: funcion, derivada, primitiva, integral definida.

Procedimientos: calculo analitico con funciones, primitivas y derivadas.
1
3
.. ., X . .. 2 1
Proposiciones: La funcion G(x) = - es una primitiva de f{x) = x* [x"dx = -

0
Argumentos: basados en el TFC (Regla de Barrow) y en las propiedades del
calculo de derivadas.

La actividad matematica realizada para resolver de este modo (figura 6) el

problema supone un nivel 3 de algebrizacidn, en tanto es caracteristico de este
nivel la aplicacion de la nocion de funcion y de las técnicas de resolucion basadas
1

. . 2 .
en sus propiedades. En efecto, para determinar [ x” dx, es necesario conocer una
3 0
primitiva de f(x) = x?, por ejemplo, G(x) = x—3 Esto requiere un procedimiento de

calculo inverso de derivadas, que precisa de un conocimiento previo de reglas

de célculo de derivacidn, sus propiedades basicas, asi como disponer de un
conjunto basico de primitivas inmediatas. El calculo de la integral por medio de
la evaluacion de esta primitiva se argumenta en base a la segunda parte del TFC
(regla de Barrow).

Starbird (2006, p. 18-21) ofrece una presentacion intuitiva de la integral
definida, mediante la cual llega finalmente a justificar las sumas de Riemann para
el caso de calcular la distancia recorrida por un mévil con una velocidad variable.
El autor comienza considerando el caso en que el coche se mueve a velocidad
constante y después a velocidad constante a trozos. A continuacion, contempla el
caso en que el coche se mueve con velocidad variable (en cada tiempo ¢t a la
velocidad 2t millas por minutos), mostrando que la distancia exacta recorrida
no se puede encontrar con una Unica division del intervalo de tiempo, sino que

Relime 25 (2), Julio 2022 {{{cc) RN



156 S. BUENO, M. BURGOS, J. D. GODINO, O. PEREZ

“se obtiene mirando las infinitas aproximaciones progresivamente mejoradas”.
“Este proceso infinito es la segunda idea fundamental del célculo - la integral. Si
conocemos la velocidad de un coche en cada momento en un intervalo de tiempo,
la integral nos dice la distancia recorrida durante ese intervalo” (p. 20). Finalmente
considera el caso en que el espacio es funcion del tiempo (p(t) = t?) y la velocidad
variable v(t) = 2t. El proceso integral implica dividir el intervalo de tiempo en
pequefios incrementos, ver qué distancia recorreria el coche si hubiera ido a
velocidad constante durante cada intervalo pequefio de tiempo, de manera que
“haciendo subdivisiones cada vez mas pequefias y tomando limites, llegamos al
valor de la integral” (p.21).

3.4. Extensiones de la integral de Riemann

Enestaseccion presentamos dos extensiones de la integral definida de Riemann
fundamentales en la formacion de un ingeniero. La ampliacion de funciones reales de
variable real a funciones reales de variable vectorial origina las integrales
multiples (dobles y triples). Por otro lado, cuando el intervalo de integracion [a, b]
se reemplaza por una curva en el espacio real n-dimensional R" (n=2) la extension
de la nocidn de integral definida origina las integrales de linea de un campo
escalar (o de un campo vectorial) definido y acotado sobre esa curva (camino de
integracion). De forma similar, la consideracion de superficies sobre las que integrar
campos escalares (o vectoriales) da lugar a la integral de superficie.

3.4.1. Laintegral doble como caso particular de las integrales multiples

Un razonamiento de tipo geométrico, similar al desarrollado para aproximar el
area de una region plana a partir del area de rectangulos, supone un primer
acercamiento necesario a la integral doble, a través de la aproximacion del volumen
de un soélido. Asi, para una funcién f de dos variables dada en un rectangulo
£+ [a, b]x[c, d]—R, positiva, la grafica de f determina una superficie en el espacio
z=f{(x,y). Para determinar el volumen del sélido () determinado bajo la grafica de
f, Q ={(x y 2)eR®: asxsb; csy<d; 0<z<f(x, y)} es posible aproximar el volumen
de S mediante sumas de volimenes de prismas, cuyas bases vengan dadas por
subdivisiones del rectangulo [a, b]x[c, d] en subrectangulos y sus alturas estén
determinadas por los valores de la grafica de f en dichos subrectangulos.

Para una funcion f continua de dos variables definida en un rectangulo
f: [a, b]x[c, d]—R, sendas particiones P = {a = x,, X,, ..., X,_;, X, = b} del intervalo
[a, Bl y Q={c=Yy Vi e V1 ¥, = d} del intervalo [c, d], determinan una
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particion del rectangulo [a, b]x[c, d] en subrectangulos, [xl._l, xi]x[ Y1 Y], donde
0<i<n, 0<j<m. Escogiendo puntos (s;, tj)e[xi_l, xi]x[y]._l,yj], se pueden definir las
sumas de Riemann de fpara la particion PxQ de [a, b]¥[c, d],

% fls,t ) lx.—x ||ly—y |
0<i<n, 0<j<m (‘ 1) : i-1) \/ j—1

Cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particiones Py Q
(esto es, sunorma) tiende a 0, las sumas de Riemman, se aproximan tanto como se
quiera a un numero real, que por definicion es la integral de fen el rectangulo
R=[a, b]x[c, d], [ J&x y)d(x, y). De aqui, se observa que si f(x, y)=0 el volumen del
solido Q determinado bajo la grafica de f, viene dado por V(Q) = [ JE YA, ).

De manera similar a como se ha definido la integral doble, se puede
establecer la definicion de integral (de Riemann) para campos escalares de tres
variables, consideradas inicialmente en un ortoedro f: [a, b]x[c, d|x[u, vV]| >R, como
limite de sumas de Riemann asociadas a particiones cuyas normas tienden a 0,
fffRf(x,y, z)d(x, y, z). Las definiciones de la integral doble y triple se pueden
extender de manera natural a dominios acotados en R* y R?, respectivamente, si
bien para el trabajo que realizan los estudiantes de carreras técnicas suele ser
suficiente con considerar rectangulos y ortoedros como dominios de integracion.

Una de las aplicaciones mas frecuentes de la integral doble en el calculo
integral para ingenieros es el calculo de la masa (o de la carga eléctrica) de
laminas con densidad (de carga) variable. Asi, si una ldmina ocupa una region
D del plano y su densidad (unidad de masa por unidad de area) en un punto
(x, ) de D esta dada por una funcion continua p(x, y) en D, podemos considerar
p(x, y) definida en un rectangulo R = [a, b]x[c, d] que contenga a D, de forma
que p(x, y) = 0 en R\D. Para cada particion P = {a = x,, X,, ..., X, ,, X, = b} de [a, D]
yQ={c=Yp, Vi Vm1YVn=d}de[c d], una estimacion para la masa de la lamina
vendria dada por

et G- x

0<i<n, 0<j<m

1)-(y]. - yj_l)

Incrementando el nimero de subrectangulos, se obtiene la masa total m de la
lamina como el valor limite de las aproximaciones, es decir, m = [ L P Y)d(x, ).

De manera similar, si se distribuye una carga eléctrica sobre una region
D y la densidad de carga (en unidades de carga por unidad de area) esta dada
por 6(x, y) en un punto (x, y) en D, entonces la carga total Q esta dada por

Q=J[ ,0(x y)d(x y).
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Laactividad matematica que se pone en juego en una presentacion general de
los conceptos de integral doble y triple supone un grado de abstraccion que puede
ser mayor del que los estudiantes de carreras técnicas puedan lograr. En la figura
7 incluimos el enunciado y solucién de un problema que permite un acercamiento
informalal calculodelacargaeléctrica. Puede serunprimerencuentroconlaintegral
doblequeayudeal estudianteacomprenderquelasaproximacionessontantomejores
cuanto mas pequeiios sean los rectangulos en que se divida la region y conectar
con las sumas de Riemann que estudi6 previamente con las integrales simples.

Problema 6. La carga eléctrica estd
distribuida sobre la region triangular D
limitada por las rectas y =1, x=1yy =
1-x de modo que la densidad de carga en
(x, y) es o(x, y) = xy, medida en coulombs
por metro cuadrado (C/m?). Estime la carga

y&E1-X y=1

[]
]
]
]
]
1]
08 e J' ......
]
1
]
]
]

total en el triangulo. Y

Solucion. La region D se divide como

1
!
i
|
. . . ‘I x=1
aparece en la figura adjunta. Para aproximar L
]
1
i
+
i
1
1

la carga total sobre la region D, con funcion
de densidad o(x, y) = xy, la consideramos o
dividida en la trama de cuadrados, todos
ellos de area, 0.4m? y evaluamos la funcion
de densidad en los puntos dados por los
medios de las particiones,

Q=6(0.1,0.9)-0.4+6(0.3,0.9)-0.4 +5(0.5,0.9)-0.4+6(0.7,0.9)-0.4 + ..... + 5(0.9,0.1)-0.4 = 0.222

e

o
o
=
=
=
&

Figura 7. Estimacion de la carga eléctrica (Adaptado de Stewart, 2012b, p.1004)

Lasolucioénal problema 6 supone un primer acercamiento intuitivo alaintegral
doble, como limite de sumas de Riemann donde la funcién involucrada tiene dos
variables, en este caso la densidad de carga en cada punto de la region. Intervienen
los siguientes objetos matematicos:

Conceptos: funcion, region, area, densidad de carga, carga total

Procedimientos: descomposicion de la region, determinacion de areas de
cuadrados, evaluacion de la funcion densidad de carga, calculos aritméticos,
representacion de rectas en el plano cartesiano.

Proposiciones:

P1: la carga total de D se puede aproximar como la suma de las cargas en
las regiones en las que se divide D.

P2: la carga en cuadrado se aproxima por el producto de la densidad de
carga en el centro del cuadrado por el area del cuadrado
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P3: Q~0.222 C/m>.

Argumentos: Se conviene una division de la region y se acepta aproximar la
carga asumiendo que fuera constante en cada subregion de D.

La actividad matematica desarrollada corresponde a un nivel 3 de
algebrizacion, pues interviene una funcion de dos variables, expresada de manera
simbolica(nodependedeparametros), quedebeserevaluadaendeterminadospuntos
escogidos en la particion del dominio D. Este dominio aparece representado por
medio del registro grafico.

Si un solido ) es tal que los planos 1, paralelos al plano YZ, cortan a () en
secciones, ()(x) cuya area es una funcion continua de x, el volumen del sélido ) se
puede aproximar por sumas de las areas de sus secciones por planos paralelos a
uno dado.

Para la region Q = {(x, y, 2)eR® asxs<b; csy<d, 0<z<f(x, y)}, si P ={a =x,,
X, - X, 4, X, = b} €s una particion del intervalo [a, b], la seccion de comprendida
entre los planos perpendiculares al eje OX por los puntos (x, ,, 0,0) y (x,, 0,0) se
puede aproximar por un cilindro de altura x,—x, , y base ((x,), cuyo volumen es
A(Q(xk))(xk—xkfl). La suma de los volimenes de estos cilindros

k§1A(Q(xk))(xk - xk—l)

es una aproximacion del volumen del s6lido, que coincide con la suma de Riemann
de la funcion f: [a, b]—R, f(x) = A(U(x)), continua en [a, b]. Asi, el volumen de ()
se obtiene como

b b
V() = [ f)dx = [ AQx))dx.

El célculo de volimenes a través de secciones planas es un caso particular del
Teorema de Fubini. Sin embargo, puede ser Util presentarlo antes de introducir
la definicion formal de integral doble, sus técnicas y propiedades fundamentales
(figura 8).

Problema 7. ;Cémo podemos determinar el volumen de un elipsoide?
2 2 2

Solucion. Para un valor X el plaglo Tt cortan al elipsoide() x—z + % + Z—z =1 enla
— 2 2 a c
elipse Q(x): 5 +5=1 - 7,.
b c a
Teniendo en cuenta la formula del area de la elipse,

AQ(x)) = nbc(l - x—z) V)= } A(Q(x))dx = mbc } (1 - x—z)dx = nbc[x - x3z ]“ = 4nabc .

—-a

Figura 8. Célculo del volumen de un elipsoide (elaboracion propia)
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En la determinacion del volumen de un elipsoide genérico incluida en la
figura §, intervienen objetos de una elevada complejidad semiotica: familias de
ecuaciones descritas por medio de parametros (elipsoides y elipses obtenidas como
cortes con los planos). Ademas, se opera con variables y parametros (formula del
area de las elipses obtenidas al seccionar el elipsoide y determinacion del volumen
como integral de las funciones area) por lo que el nivel de algebrizacion en la
solucion descrita es 5.

El teorema de Fubini permite calcular una integral doble haciendo dos
integrales simples. Asi establece que para una funcion f: R—R continua en un
rectangulo R = [a, b]X[c, d],

bd db
I fCoy)dCey) = [ [ fx, y)dydx = [ ] f(x, y)dxdy.

Dicho teorema permitird determinar de forma exacta la carga eléctrica Q
distribuida sobre la region triangular D del problema 6:

Q = Jf ol y)d(x,y) = } } xydydx = }x[ﬂé]yﬂ dx = }%(12 - - x0hdx = }%[12 -1 - x)z]dx = %}(sz - x3)
01-x 0 ly=1-x 0 0 0

En este caso, una vez establecida que la carga total es la integral doble sobre
el recinto D y que, en base a la continuidad de la funcion de carga eléctrica, es
posible determinar ésta como integral iterada, los procedimientos involucrados
requieren determinar los limites de integracion de las integrales, siendo uno de
ellos funcidn de la variable x y el calculo de integrales definidas. Es necesario un
proceso de generalizacion que permita obtener integrales definidas cuyos limites
dependen de una variable, asi la integral definida pasa a ser una nueva funcion.
Esto supone un mayor nivel de algebrizacion (nivel 5) que el desarrollado en la
solucion aproximada incluida en la figura 7.

3.4.2. Integral de linea

Las integrales de linea surgieron a principios del siglo XIX para resolver
problemas relacionados con la energia potencial, el flujo de calor, el cambio
en la entropia, la circulacidn de un fluido y otras cuestiones que involucran el
comportamiento de un campo escalar o vectorial a lo largo de una curva. En
los programas y manuales de estudio del calculo se pretende que los estudiantes
lleguen a comprender la integral de linea en su mayor grado de generalidad,
para lo cual se debe poner en juego un lenguaje altamente algebrizado. Como se
muestra a continuacion la curva sobre la que se integra viene expresada por sus
ecuaciones paramétricas por lo que se identifica un nivel de algebrizacion de la
actividad matematica 5, acorde al modelo de Godino et al. (2015).
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Dada una curva y: [a, b]—>R" con derivada continua y f: A—R un campo
escalar continuo definido en un subconjunto A que contiene a la imagen de v, la

integral de linea de fsobre la curva viene dada por la integral,

b ’
[f=Tra@ly®|ld
Y a

En particular, si n =2y y(t) = (x(t), y(x)) la integral anterior, se expresa como

b
[f =] @ yOnNe®" + y'®d.
Y a

Si la funcion que se integra es la constante igual a 1,

b b
J1=]|yldt =Vx®" + y® dt
Y a a

es la longitud de la curva y: [a, b]—R%.

Problema 8. ;Como podemos estimar la masa de un alambre fino cuya forma es la de
una semicircunferencia de radio 3, cuya densidad lineal ( es igual al cuadrado de su

abscisa?

Solucion.

La forma del alambre

es la semicircunferencia
x*+y*=9 con y=0.

Para estimar su masa,
consideramos una

poligonal que aproxime

a la semicircunferencia y
asumimos que la densidad es
uniforme en cada segmento

de dicha poligonal con valor
el cuadrado de la abscisa del
extremo final del segmento.

La aproximacién a la masa m del alambre es la suma de la masa en cada segmento,

producto de su longitud por su densidad:

m = (~2)>x 245+ (-1)?x 1.16 + 0 x 1.01+ 12 x 1.01 + 22 x 1.16 + 32 x 2.45=38.66 gr

Figura 9. Estimacion de la masa de un alambre (Adaptado de Stewart,

2012b, p.1073, ejercicios 33 y 34)

Relime 25 (2), Julio 2022

(@) sy-Ne |



162 S. BUENO, M. BURGOS, J. D. GODINO, O. PEREZ

En el problema de la figura 9 se plantea una primera aproximacion informal
a la integral de linea basada en una aplicacion frecuente al calculo para ingenieros:
si f{y(t)) es la densidad lineal en el punto y(t) de un alambre cuya forma viene
dada por la curva v, la integral nos da la masa total del alambre.

La integral de linea permite obtener de manera exacta la masa del alambre
descrito en el problema anterior. Escogemos la parametrizacion de la curva que
modeliza el alambre, y(t) = (x(t), y(t)) = (3cos(t), 3sen(t)) definida en [0, T].
Dado que la densidad del alambre viene dada por f(x, y) = x?, la masa del alambre
se obtiene a partir de la integral de linea anterior, la cual se expresa como

=0

m = z FO@®, yOWX®® + y'(© de = z9cosz(t)\/9(sen2(t) + cos’(O)dt = zznusz(t)dc = 27[w]i" = 272gr.

Donde para obtener una primitiva de la funcién cos?(t), se puede emplear la
. 2 1
igualdad cos (t) = — (1 + cos(2t).

La solucion al problema 8 es contiene un acercamiento intuitivo y formal a
la integral de linea, como aproximacion de sumas de Riemann y en funcion de
una integral simple, donde la densidad lineal depende de dos variables, en cada
punto de la curva. Intervienen los siguientes objetos matematicos:

Conceptos: funcion, intervalo, longitud, norma, densidad lineal, masa.

Procedimientos: descomposicion de la curva, determinacion de longitudes
de segmentos, evaluacion de la funcion densidad lineal, calculos aritméticos,
representacion de segmentos de rectas en el plano cartesiano.

Proposiciones:

P1: La aproximacion a la masa m del alambre es la suma de la masa en
cada segmento, producto de su longitud por su densidad.

P2: La masa del alambre se calcula exactamente mediante una integral
de linea.

P3:. m~38.66 gr
P4:. m = 2;“ gr.

Argumentos: Se conviene una division de la curva y se acepta aproximar la
masa asumiendo que fuera constante en cada segmento de la curva.

La actividad matematica desarrollada corresponde a un nivel 5 de
algebrizacion, ya que intervienen una funcion de dos variables, parametrizaciones
deuna curva, y calculos analiticos como la distancia de un segmento y de un vector.
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4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

La preocupacion por la formacion matematica de los futuros ingenieros ha llevado
a diversos investigadores a abordar como se deben tratar las diferentes nociones
matematicas en los contextos de la ingenieria, analizar el tipo de problemas
utilizados para introducir los conceptos, el impacto de los recursos tecnologicos,
los libros de texto de matematicas para ingenieros o la motivacion de los
estudiantes (Pino-Fan et a/.,2018). Sin embargo, “los trabajos de investigacion
internacionales que se centran en el uso de las matematicas en cursos de
ingenieria (y como este uso se relaciona con las practicas “matematicas”) son
todavia escasos, a pesar de la necesidad de estudios que examinen los contenidos
necesarios para las disciplinas que las demandan” (Gonzéalez-Martin et al., 2021
p- 216). Al examinar como se utilizan las matematicas en los cursos de ingenieria,
podemos averiguar formas de hacer que la ensefianza del calculo sea mas relevante
para los estudiantes de ingenieria (Gonzalez-Martin et al., 2021).

Uno de los problemas fundamentales que se encuentran los estudiantes de
carreras de ingenieria tiene que ver con el grado de formalizacion y abstraccion
de los contenidos matematicos que se espera logren conocer y aplicar de manera
pertinente y para los que su formacion previa puede no ser suficiente. En particular,
aquellos relativos al calculo integral. Como afirma Starbird (2006) “los conceptos
fundamentales del calculo pueden entenderse sin los conocimientos técnicos que
tradicionalmente se exigen en los cursos de calculo” (p.1) Una de las bases del
potencial del célculo reside en el hecho de que “muchas cuestiones en muchas
disciplinas son equivalentes cuando se ven en el nivel apropiado de abstraccion”
(Starbird, 2006, p.2). Sin embargo, lograr acercar a los estudiantes de ingenieria a
este nivel de abstraccion no es tarea facil y puede ser conveniente acercarse a las
nociones fundamentales desde un punto de vista mas intuitivo, menos formal, no
solo a la idea de area bajo una curva, o de paso al limite en el caso de la integral
definida, también a la integral doble o integral de linea, empleando incluso, como
hemos visto, situaciones de “otras disciplinas” como indica Starbird, en las que
las técnicas surgen de manera intuitiva y en un contexto cercano al ingeniero.

Para que esa mejora en la ensefanza y aprendizaje del calculo integral sea
efectiva, como sugiere Serhan (2015), es importante que los formadores revisen
como se presenta y se ensefia la integral definida en clase, haciendo hincapié
en las multiples representaciones y como los estudiantes pueden utilizar las
conexiones entre sumas de Riemann, limites, derivadas, area y muchos otros
conceptos para mejorar su comprension estructural de la integral definida como
objeto sistémico y dinamico (Boigues, Llinares y Estruch, 2010; Serhan, 2015).
Es decir, reflexionar sobre la naturaleza y complejidad de los objetos matematicos
que configuran los significados de la integral definida que se espera que los
estudiantes comprendan y apliquen (Contreras y Ordoiiez, 2006; Gordillo y Pino-
Fan, 2016; Robles et al., 2014).
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Por este motivo, en este trabajo se han analizado los diversos significados
de la integral definida propuestos por otros autores (Contreras y Ordoiiez, 2006;
Contreras et al., 2010; Gordillo y Pino-Fan 2016; Robles et al., 2014; Pino-Fan,
Font et al., 2018): geométrico intuitivo, como limite de sumas de Riemann y
como funcién acumulativa, abordando también sus extensiones al caso de
integral dobles (como caso particular de las multiples) y de linea, aplicando el
modelo de razonamiento algebraico propuesto en el EOS (Godino ef al., 2014;
Godino ef al., 2015). Los niveles de algebrizacion han permitido modelizar el
conocimiento institucional que se pone en juego en las practicas operativas
y discursivas implicadas en la resolucion de problemas de calculo integral
relevantes para la formacion de ingenieros, describiendo la actividad matematica
bajo la perspectiva de objetos y procesos caracteristicos del algebra, admitiendo que
un mismo problema se puede abordar de diferentes maneras en un momento dado
con niveles de algebrizacion diferentes.

Esta investigacion se podria continuar en diversas lineas. En primer lugar,
multiples investigaciones sugieren la importancia del significado variacional
en la ensefanza de la integral definida (Jones, 2020; Kouropatov y Dreyfus,
2013) que en ocasiones queda oculto por el tratamiento meramente analitico de
los conceptos del calculo en la ensefianza superior (Contreras et al., 2010) y en
particular en los estudios de ingenieria (Carracelas, Garcia y Oca, 2022). En este
sentido, es conveniente analizar y profundizar en el Teorema Fundamental del
Calculo, articulado alrededor de las nociones de variacion y acumulacion (Robles
et al., 2014). Para lograr una ensefianza “suficientemente representativa de la
complejidad de los objetos matematicos integral y derivada y, mas en general,
de la complejidad del Célculo”, (p. 70), el profesor no debe conformarse con que
el estudiante entienda la conexion entre derivada e integral. Un estudio de los
niveles de razonamiento algebraico implicados en la construccion del Teorema
Fundamental del Calculo podria facilitar el disefio de secuencias de instruccion
que lleven a los estudiantes a asomarse a la idea de variacion acumulada para
después inferir la existencia de una funcion que describe la variacion de dicha
acumulacion y llegar a obtener la integral como funcién acumulativa desde un
razonamiento variacional.

En segundo lugar, analizando las implicaciones que el tipo de anéalisis mostrado
tiene para los profesores de los programas de ingenieria. Es necesario conocer sus
conocimientos sobre los significados de la integral y su competencia para abordar
las tareas prototipicas con diferentes niveles de algebrizacion. Esto puede llevar a
disefiar e implementar acciones formativas con los profesores en carreras técnicas,
paradesarrollar en ellos lacompetencia de analisis ontosemidtico y reconocimiento
de niveles de algebrizacion® que les permita planificar secuencias formativas que

3 Este tipo de acciones formativas se ha implementado con futuros profesores de matematicas,

por ejemplo, ver Burgos y Godino (2022).
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progresen desde las aproximaciones mas intuitivas a las mas formales en la
ensefianza del calculo integral.

En tercer lugar, analizando los niveles de razonamiento algebraico
desarrollado por estudiantes* de ingenieria al resolver los problemas caracteristicos
de los significados de la integral definida contemplados en este trabajo. Esto
permitiria, por un lado, observar cémo se emplea este tipo de herramienta para
analizar el grado de algebrizacion alcanzado por los estudiantes y por otro, tomar
decisiones para el disefio de las acciones formativas con profesores.

El estudio desarrollado en este trabajo permite identificar el grado de
formalizacion y el papel que desempefia el razonamiento algebraico en la
caracterizacion de los diferentes significados de la integral definida. Consideramos
que los ejemplos descritos ayudaran a los profesores de los programas de ingenieria
a analizar el grado de generalidad en la actividad matematica involucrada en
la resolucion de problemas, la planificacion de los procesos de instruccion y
el desarrollo de instrumentos de evaluacion que contemplen la complejidad
intrinseca al calculo integral. De manera especifica, la identificacion de practicas,
objetos y procesos matematicos mostrada les permitira valorar en qué momento
y de qué forma se puede abordar el estudio de los diferentes componentes del
calculo integral segtin los diversos niveles de algebrizacion, teniendo en cuenta
los conocimientos necesarios en cada momento y las competencias matematicas
que deben lograr los estudiantes de ingenieria.
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ANALISIS METACOGNITIVO DE UN AULA DE MATEMATICA
SOBRE MEDIDA DE SUPERFICIES

METACOGNITIVE ANALYSIS OF A MATHEMATICS CLASS ON SURFACE MEASUREMENT

RESUMEN

Este estudio tiene por objetivo analizar las practicas que realiza
un profesor con sus estudiantes para resolver un problema
de medida de superficies en las que intervienen aspectos de
caracter metacognitivo. Se disefio una propuesta didactica,
basada en una metodologia de enseflanza por diagndstico,
en la que el profesor propone una tarea para hacer aflorar
diferentes significados personales acerca de las magnitudes
longitud y superficie, utilizando el tangram de Fletcher. La
instruccion fue llevada a cabo en una clase de 26 estudiantes
de 14 afos que cursaban 2° afio de la Educacion Secundaria
Obligatoria en Espafia. Para el analisis se tomaron, como
referente tedrico, constructos de metacognicion y del Enfoque
Ontosemioético. Entre las conclusiones estd que cognicién y
metacognicion pueden ser mejoradas con una instruccion bien
planeada y responsablemente ejecutada.

ABSTRACT

The objective of this study is to analyze the practices that
a teacher carries out with his students to solve a surface
measurement problem in which aspects of a metacognitive
nature intervene. A didactic proposal was designed, based
on a diagnostic teaching methodology, in which the teacher
proposes a task to bring out different personal meanings
about the length and surface magnitudes, using Fletcher’s
tangram. The instruction was carried out in a class of 26 14-
year-old students who were in the 2nd year of Compulsory
Secondary Education in Spain. For the analysis, constructs of
metacognition and the Ontosemiotic Approach were taken as
theoretical reference. Among the conclusions is that cognition
and metacognition can be improved with well planned and
responsibly executed instruction.

PALABRAS CLAVE:
- Cognicion
- Metacognicion
- Medida de Superficie
- Resolucion de Problema
- Practicas Docentes
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RESUMO

O objetivo deste estudo ¢ analisar as praticas que um professor
realiza com seus alunos para resolver um problema de
medida de superficie em que intervém aspectos de natureza
metacognitiva. Foi elaborada uma proposta didatica, baseada
em uma metodologia de ensino por diagnostico, na qual o
professor propde uma tarefa para trazer a tona diferentes
significados pessoais sobre as grandezas de comprimento e
superficie, utilizando o tangram de Fletcher. A instrugéo foi
realizada em uma turma de 26 alunos de 14 anos do 2° ano
correspondente ao Ensino Fundamental 11, na Espanha. Para
a analise, tomaram-se como referencial tedrico os construtos
da metacognicdo e do Enfoque Ontossemiotico. Entre as
conclusdes estd que a cognicdo e a metacogni¢do podem ser
melhoradas com uma instru¢do bem planejada e executada
com responsabilidade.

RESUME

L’objectif de cette étude est d’analyser les pratiques qu’un
enseignant met en ceuvre avec ses éléves pour résoudre un
probléme de mesure de surface dans lequel interviennent des
aspects de nature métacognitive. Une proposition didactique
a ¢été congue, basée sur une méthodologie d’enseignement
diagnostique, dans laquelle I’enseignant propose une tache
pour faire ressortir différentes significations personnelles
sur les grandeurs de longueur et de surface, en utilisant
le tangram de Fletcher. L’instruction a été réalisée dans
une classe de 26 éleves de 14 ans qui étaient en 2e année
de I’enseignement secondaire obligatoire en Espagne.
Pour I’analyse, les constructions de la métacognition et
I’approche ontosémiotique ont été prises comme référence
théorique. Parmi les conclusions, il y a que la cognition et la
métacognition peuvent étre améliorées avec un enseignement
bien planifié et exécuté de maniére responsable.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Cognicdo

- Metacognicdo

- Medidas de Superficie

- Resolugdo de Problemas
- Praticas de Ensino

MOTS CLES:

- Cognition

- Métacognition

- Mesure de Surface

- Résolution de Problemes
- Pratiques Pédagogiques

A finales del siglo XIX el estudio de la mente y de su funcionamiento se constituyo
como una disciplina empirica, destacandose los experimentos de Wundt en 1879
y de William James en 1890. Sin embargo, afios mas tarde, algunos tedricos (Por
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ejemplo, Watson, 1930 y Skinner, 1970), desde la perspectiva del behaviorismo,
obvian en sus estudios las nociones mentalistas, lo que contribuyo a que éstas
fuesen relegadas a un segundo plano. El desarrollo de una nueva psicologia
mentalista comienza a partir de los afios 50 con los trabajos de Newall y Simon
observando a personas resolviendo problemas para inferir la estructura mental
existente detras de sus estrategias (Schoenfeld, 1992; Ferreira, 2003). A partir
de los afios 80 las teorias del comportamiento humano observan que los agentes
0 procesos internos, por ejemplo, de “conciencia” y “control del pensamiento”,
pasan a desempefiar un papel importante en el comportamiento humano. Del
estudio de tales procesos internos también se ocupa el area conocida como
“metacognicion” que ha contribuido mucho al desarrollo de los mismos.

En los afios 70, el tema empieza a generar interés, en paralelo al declive
de las investigaciones sobre QI, y se comienza a pensar en ensefiar estrategias
metacognitivas a las personas (Ferreira, 2003). En 1980 el término empieza
a ganar espacio en los textos académicos y pronto se relacioné con dominios
especificos (la lectura, comprension, atencion, interaccion social, comunicacion
etc.). De esta manera, aparece la necesidad de definir la metacognicion tedrica y
operacionalmente (Mayor, Suengas y Gonzalez, 2003).

En la revision de la literatura pertinente (Wellman, 1985; Schoenfeld, 1985,
2012; Gongalves, 1996; Gonzalez, 1996; Jiménez y Puente, 2014; Diaz et al. 2017,
Kambita y Hamanenga, 2018 entre otros), observamos que muchos de los estudios
que se preocupan por comprender las relaciones entre los procesos cognitivos y
metacognitivos se apoyan (y aqui nos incluimos) en las ideas de Flavell (1976,
1979, 1981, 1987). La mayoria de las investigaciones suelen delimitar dos
significados diferentes para el término metacognicion (todavia estrechamente
relacionados): 1) la concibe como un “producto o contenido cognitivo” y
2) la asimila a “procesos u operaciones cognitivas”. La metacognicién como
producto o contenido cognitivo también suele ser referida por conocimiento
declarativo, auto-conocimiento o simplemente conocimiento sobre la cognicion;
se refiere al conocimiento que las personas adquieren en relacion con su propio
funcionamiento cognitivo y el de los demas, o conocimiento sobre las “personas”,
las “tareas” y las “estrategias” (Flavell, 1987). La metacognicion en la acepcion
de procesos u operaciones cognitivas suele ser interpretada como mecanismo
autorregulatorio, autorregulacion de la conducta, conocimiento procedimental
o simplemente regulacion. Pero sobre todo esta acepcion se refiere a los procesos
de supervision y regulacién que ejercemos sobre nuestra propia actividad
cognitiva. Un ejemplo de esta ultima acepcion seria favorecer el aprendizaje de
un contenido buscando hacer un esquema de tipo mapa conceptual. También es un
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saber relativo a la cognicion. Resumidamente, la metacognicion suele ser definida
como el conocimiento que uno tiene acerca de los propios procesos y productos
cognitivos y, este conocimiento, es acompafiado de componentes que poseen
la funcion de planear, organizar, supervisar, regular y evaluar el conocimiento
cognitivo (Gusmao, 2009).

También, con base en los estudios de Flavell, se diferencian las estrategias
cognitivas de las metacognitivas: las estrategias son cognitivas cuando son
empleadas para hacer progresar la actividad cognitiva hacia una meta, y
son metacognitivas cuando su funcion es supervisar ese progreso. Las estrategias
metacognitivas “hacen que el sujeto lleve a la conciencia su propio proceso de
aprendizaje, teniendo en cuenta sus propias caracteristicas como aprendiz”
(Jiménez y Puente, 2014). Considerado un conocimiento de nivel superior, la
metacognicion es necesaria para “llegar a ser un aprendiz eficaz” (Jiménez y
Puente, 2014).

La metacognicion aparece como agenda de investigacion en la educacion
matematica en los afios 80 (Desoete y De Craene, 2019) y, actualmente, ocupa
un lugar destacado en la investigacion en esta area cientifica, relacionandose
por ejemplo con la resolucién de problemas (Schoenfeld, 1992, Gonzalez,
1996; Gusmao, 2006; Diaz, et al., 2017), el rendimiento académico (Kambita y
Hamanenga, 2018) y, mas reciente, relaciondndose con factores externos al
estudiante, como los recursos, las metodologias y practicas docentes (Gusmao,
2006; Venancio, 2020; Balderas; Paez y Martinez, 2020). Por un lado, hay mucha
investigacion que busca dar respuestas a como los estudiantes regulan y controlan
sus pensamientos o acciones a la hora de resolver un problema; por otro,
aun son escasas las investigaciones que buscan discutir como los factores
externos, por ejemplo, recursos, estrategias y metodologia utilizadas por el
profesor pueden impactar en el desarrollo de la metacognicion de los estudiantes.
Es en este contexto que este estudio se justifica y se sitia su objetivo: analizar las
practicas que realiza un profesor con sus estudiantes para resolver un problema
de matematicas de medida de superficies, en un contexto de aula, en las que
intervienen aspectos de caracter metacognitivo que las enriquecen.

Segun Schoenfeld (1992), los fracasos de estudiantes resolviendo problemas
matematicos pueden ser explicados, en parte, por algiin mal funcionamiento
en el “control” y en los “sistemas de creencias”, toda vez que los requisitos de
conocimientos que poseen los estudiantes no son aplicados coherentemente, puesto
que no saben como monitorear y evaluar sus decisiones. Las investigaciones
de Schoenfeld (1985, 1992) como las de Gourgey (2001), constatan al igual que
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Flavell, que, aunque los estudiantes tengan recursos para resolver problemas, son
incapaces de aplicarlos con éxito si desconocen sus capacidades para regular sus
pensamientos, mientras que, por el contrario, un buen control puede llevar al
€xito, aunque se tenga pocos recursos cognitivos. Hegedus (1998, p.29), considera
la metacognicion como “un constructo relevante para comprender mejor las
conductas de los estudiantes cuando resuelven problemas”. Gourgey (2001),
observa que estudiantes con pobres habilidades metacognitivas no solamente son
pasivos sino también dependientes de los demas. La metacognicion permite al
estudiante regular su pensamiento y aprendizaje (Martinez, 2017; Baten, Praet y
Desoete, 2017). Para Schraw (2001), el conocimiento y los procesos de monitoreo
pueden aumentarse a través de practicas de instruccidn explicita en clase, de
manera que los estudiantes usan las habilidades adquiridas para incrementar la
eficacia de sus acciones. “El saber planificar, supervisar y evaluar qué técnicas,
cuando, como, por qué y para qué se han de aplicar (estrategias) a unos contenidos
determinados con el objeto de aprender, hace que el aprendiz se vuelva estratégico”
(Jiménez y Puente, 2014, p.12). De modo general, se espera con el desarrollo de
la metacognicion ensefar a los estudiantes a planificar, supervisar y evaluar sus
acciones, favoreciendo el uso espontaneo y autonomo de dicho conocimiento.

Ademas de lo dicho, considerando que en la Didactica de la Matematica,
al igual que en otras disciplinas, muchos de los esfuerzos se dirigen a tratar de
comprender las relaciones entre cognicién y metacognicion, y que los procesos
de instruccion que llevan a cabo estos dos procesos al mismo tiempo contribuyen
a aumentar las habilidades de los estudiantes para resolver problemas, incluso
problemas poco familiares (Schoenfeld, 1992); entendemos que, para interpretar
con mayor detalle la complejidad de los fendmenos asociados a la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas en el contexto de resolucion de problemas vy,
por ende, de la comprension de las matematicas, seria necesario considerar,
explicitamente, aspectos cognitivos y metacognitivos de manera conjunta. Esto
nos ha llevado a buscar marcos tedricos que tratan de explicar los fendmenos
inherentes a la realizacion de una practica. De ahi la decision de utilizar el
Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS).

El EOS es un enfoque que viene desarrollandose desde 1994 por Godino
y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Batanero y
Font, 2006, 2019; Godino et al., 2017; Font, 2005; Gusmao, 2006; Gusmao, Font
y Cajaraville, 2009; Gusmao et al., 2014; Gusmao y Font, 2020; Breda, 2020,
Breda et al.,2021a,2021b, Godino, 2022 entre otros). Propone un analisis de la
nocion de “significado” desde un punto de vista didactico, dirigido, entre otras cosas,
a apoyar los estudios sobre la evaluacion de los conocimientos matematicos.
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Para este analisis, el modelo tedrico desarrollado se basa en los supuestos
pragmaticos del significado de los objetos matematicos desde una triple perspectiva:
institucional, personal y temporal. La disparidad entre significados (sean
personales o institucionales) en el EOS es llamada conflicto semidtico, mientras
que en el lenguaje normal se hablaria de ambigiiedad. Los objetos matematicos
son concebidos como entidades emergentes de sistemas de practicas (operativas,
discursivas y normativas). Se propone como constructo basico para el analisis
“los sistemas de practicas manifestados por un sujeto (o en el seno de una
institucion) ante una clase de situaciones - problemas” (Godino, 2002, p.242). El
EOS ha desarrollado un conjunto de nociones tedricas que permiten el analisis de
procesos de ensenanza y aprendizaje de temas especificos de matematicas (Godino,
2012), nos proporcionan pautas para mirar con detalles las estrategias cognitivas
manifestadas en la resolucion de problemas, como es el caso de la configuracion
epistémica, que nos has inspirado y permitido elaborar un constructo paralelo,
que hemos denominado configuracion metacognitiva para servir de soporte para
analizar e indagar estrategias metacognitivas (explicitas o implicitas) que utilizan
profesores y alumnos en sus practicas. En el cuadro 1, se resumen los elementos
considerados para ambas configuraciones.

Asi, para la realizacion de la practica, como por ejemplo resolver un
problema que le represente un grado de dificultad importante, un resolutor experto
pondra en funcionamiento una configuracion epistémica (desde la perspectiva
institucional) o cognitiva (desde la perspectiva personal), pero para ello tiene que
tomar una serie de decisiones de gestion (metacognitivas) sobre componentes de
la configuracion epistémica a lo largo del proceso de resolucion: coordinacion,
planificacion / organizacidn, supervision / control, regulacion y revision /
evaluacion que pueden ser automaticas o declaradas en funcién del tiempo,
instrumentos disponibles etc. Teniendo en cuenta una supuesta familiaridad con
los elementos de la configuracion epistémica, por parte del resolutor experto, para
una tarea en concreto, podemos, de un modo general, decir que tal familiaridad
también se extiende a los elementos de la configuracion metacognitiva.

' “Los conceptos o propiedades son interpretados aqui como propone Wittgenstein, como

“reglas gramaticales sobre el uso de simbolos y expresiones” para describir las situaciones y
las acciones que realizamos ante dichas situaciones (Baker y Hacker 1985. p.285). Tales reglas
cambian segun la fenomenologia, los juegos de lenguaje, las formas de vida, las instituciones.
Otro uso habitual de “conceptos” es como sistema heterogéneo de objetos (situaciones, invariantes
operatorios, representaciones), que se puede sustituir con ventaja por la nocion de praxeologia”.
(Godino, 2002, p.246)
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Cuabro 1

Elementos de las Configuraciones Epistémica y Metacognitiva

Configuracion Epistémica

Configuracion Metacognitiva

Lenguaje (términos,
expresiones, notaciones,
gréficos): En un texto
viene dado en forma
escrita o grafica, pero
en el trabajo matematico
pueden usarse otros
registros (oral, gestual).
Mediante el lenguaje (el
ordinario y el especifico
matematico) se describen
otros objetos no
lingiiisticos;

Situaciones (problemas
mas 0 menos

abiertos, aplicaciones
extramatematicas o
intramatematicas,
ejercicios...): Son las
tareas que inducen a la
actividad matematica;

Procedimientos:

Son utilizados por el
sujeto ante las tareas
matematicas (operaciones,
algoritmos, técnicas de
calculo, ...);

Conceptos': Dados
mediante definiciones o
descripciones (numero,
punto, recta, funcion...);

Proposiciones
(propiedades, teoremas,
corolarios, lemas, etc.);

Argumentos que se usan
para validar y explicar
las proposiciones (sean
deductivas o de otro tipo).

Gestiones primarias (metacognicion primaria): La
metacognicion primaria en general va asociada a acciones
del resolutor experto manifestadas de forma rapida,

dada la supuesta familiaridad que se le supone con

los conocimientos necesarios para la resolucion de la
situacion (tarea). Los procesos de supervision, regulacion
y evaluacion son relativamente semiautomaticos y las
acciones metacognitivas que se esperan seran, sobre todo,
de comprension y de organizacion / planificacion.

Gestiones secundarias (metacognicion secundaria):
Cuando no se trata de gestiones rapidas o automaticas
debido a la complejidad del problema propuesto, seran
necesarios periodos de espera y de nuevos planteamientos.
Estos nuevos planteamientos implican gestiones
deliberadas de supervision, regulacion y evaluacion mas
reflexivas que las que se dan en la primera. 1) Una accion
supervisiva es aquella en la que el resolutor, implicita o
explicitamente, hace cuestionamientos del tipo “estoy
siguiendo correctamente el plan previsto”. Tal supervision
le conduce (y garantiza) a un mayor rendimiento; 2) En
una accion regulativa se supone cuestionamientos del tipo
“si no consigo los objetivos o no cumplo las condiciones
impuestas, qué puedo corregir o qué nuevo camino puedo
emprender”. Se da cuenta de que se equivocd; 3) En una
accion evaluativa / verificativa se supone cuestionamientos
del tipo “estoy respondiendo correctamente a la tarea”

(La solucion que doy es la que resuelve el problema?”.

Hay indicios de la existencia consciente de un proceso de
evaluacion / verificacion final de las acciones emprendidas.

Gestiones para una metacognicion ideal: Lo que
caracteriza este tercer nivel metacognitivo es el recurso
deliberado de procesos cognitivos de caracteristicas
muy generales (pensamiento metaforico, analégico,
particularizacion, generalizacion, transferencia,
contextualizacion, descontextualizacion, cambio de
representacion, resolucion alternativa, una solucion
original, etc.), los cuales se proponen como nuevas
alternativas (mucho mas conscientes y reflexivas) a
las demandas de supervision, regulacion y evaluacion
anteriores.

Fuente: elaborado a partir de Godino (2002) y Gusmao (2006)
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Aunque hemos puesto los tres niveles de metacognicion separados uno del
otro, hay que pensarlos como un proceso continuo que se desarrolla en espiral.
En muchos casos sera suficiente el nivel primario de metacognicion (cuando por
ejemplo un resolutor experto se enfrenta a un problema que para €l es simple).

Soélo apareceran explicitamente los niveles secundario y terciario descritos
anteriormente cuando el resolutor se enfrente a una situacién problema cuya
complejidad le obligue a ponerla en funcionamiento.

La configuracion metacognitiva institucional (de un resolutor ideal),
sera tomada como referencia para evaluar las configuraciones metacognitivas
personales de los estudiantes. Los niveles de metacognicion necesarios para la
resolucion de un problema dependeran de la complejidad del problema y del nivel
de conocimientos (cognitivos y metacognitivos) del resolutor.

Apoyado en los marcos aqui descriptos analizaremos un proceso de
instruccion realizado por un profesor en el que participan 26 estudiantes de 14
afnos de la Educacion Secundaria Obligatoria en Espafia. El profesor no tenia,
al menos explicitamente, intencién de fomentar el desarrollo de procesos
metacognitivos, aunque la instruccion estuviera bien organizada.

En este contexto, partimos de la premisa de que, incluso sin conocer
explicitamente estrategias o indicadores de metacognicion, los docentes, por
medio de practicas (operativas y discursivas) bien organizadas, que brindan
orientacion y medios necesarios para que sus alumnos tengan mejores resultados
de aprendizaje (faceta cognitiva), logran la emergencia de procesos autonomos y
regulados en sus alumnos y, por lo tanto, logran la emergencia de la metacognicion.

La metodologia del estudio fue de tipo diagnoéstico y el analisis del proceso
de instruccion tenia el proposito identificar y discutir aspectos metacognitivos
que manifestaran los sujetos, sobre todo el profesor, durante el discurso en clase
al resolver una situacion-problema de matematicas.

2. MATERIALES Y METODOS

2.1. Diseno

El fragmento de la practica de aula que usamos para el analisis no fue observado
y grabado directamente por los autores, pero a partir de un video, lo observamos,
lo estudiamos y lo transcribimos para seguidamente analizarlo. El video, que
esta muy bien grabado, describe un proceso de instruccion que fue realizado
por un profesor investigador, doctor del Departamento de Didactica de las
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Ciencias Experimentales y de las Matematicas de la Universidad de Santiago
de Compostela, Espafa, que gentilmente colabord, explicitando los objetivos
e intenciones educativas. La trascripcion del video fue acompafiada y validada
por este profesor que ademas recordaba con detalle la implementacion realizada.
Ademas, el texto final de analisis de esta aula fue aprobado por este profesor.

Asi, fue disefiada una propuesta didactica, basada en una metodologia de
enseflanza por diagnostico, en la que el profesor propone una tarea determinada
y, sobre ella, formula preguntas a las que los alumnos aportan sus respuestas,
que se discuten, argumentan y, en su caso, consensuan. En este proceso
interactivo, se demandaban acuerdos o desacuerdos argumentados con respecto a
cualquier tesis que formulara en particular un determinado alumno. En el analisis
de esta practica, nos detendremos, en particular, en identificar y discutir aspectos
metacognitivos, que pueden estar presentes sobre todo en el discurso (y actitudes)
del profesor. Consideramos, ademas, que la mutua interrelacion entre profesor-
alumno condiciona los discursos y las actitudes de ambos en tanto que sujetos
participantes (emisor y receptor) del discurso en clase.

Conviene aclarar que la metodologia empleada (por diagnostico) fue
considerada en este trabajo como una opcion metodoldgica para promover la
reflexion y la actividad matematica de los estudiantes, descubrir sus posibles
lagunas y dificultades y esperar hipotéticamente que surjan evidencias
suficientes para analizar los conocimientos cognitivos que se ponen en juego,
mediante una practica organizada. Vale aclarar que fue un proceso de instruccion
considerado por el profesor (y por la institucion) como formal y, en este momento,
el profesor no tenia la intencion (al menos conscientemente) de desarrollar
capacidades metacognitivas en sus alumnos(as). Por eso, formulamos la premisa,
anunciada anteriormente, de que, incluso sin conocer explicitamente los procesos
metacognitivos los docentes pueden lograr la emergencia de los mismos.

2.2. Ambiente y participantes

El proceso de instruccion fue llevado a cabo en una clase de 26 estudiantes
de 14 afios que cursaban 2° afio de la Educacion Secundaria Obligatoria en
una institucion publica en la ciudad de Santiago de Compostela, Espafia. La
instruccion fue desarrollada por un profesor universitario con el consentimiento
de la institucion y del profesor de matematicas de la clase y dur6 aproximadamente
1 hora y 20 minutos. Fueran hechas grabacion en video y audio. Se trata de una
clase experimental, desarrollada en el contexto de las practicas escolares de
alumnos de Magisterio en el Colegio de Practicas anexo a la Universidad. Por
tanto, el profesor que dirige la experiencia no es el profesor de matematicas
habitual ni, por tanto, el responsable de la clase.
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2.3. Recogida y andlisis de dados

El objetivo central de la practica del profesor era hacer aflorar diferentes
significados personales acerca de las relaciones entre las magnitudes longitud y
superficie, utilizando como recurso didactico el tangram de Fletcher.

El tangram de Fletcher es una especie de puzle compuesto por 7 piezas: 4
triangulos, 2 cuadrados de tamaiios diferentes y un paralelogramo. La cantidad
de figuras que se pueden formar con este tangram es menor a las que se pueden
formar con el tangram tradicional.

Con anterioridad los estudiantes habian recibido instruccidon sobre
propiedades basicas relacionadas con féormulas de areas de tridngulos y
cuadrilateros y, en particular, habian estudiado el teorema de Pitagoras.

Asi que, se realizo, al principio, una practica con el tangram para observar
las piezas, manipularlas y establecer las equivalencias entre ellas. Los alumnos
disponian cada uno de un juego de tangram y habian realizado distintas
construcciones para observar dichas equivalencias. Tenian varias copias en
cartulina del triangulo pequefio (pieza base del tangram) y podian manipular
libremente las piezas. Por ejemplo:

Figura 1. Piezas del tangram de Fletcher

Se realiz6 juntamente con ellos una construccion que incluye todas las
piezas del tangram, observando distintas formas de realizarla, bajo simetrias o
giros de las piezas. Transcurridos unos 25 minutos del aula (del video), se les
planteo el siguiente problema, que actiia como motor de la situacion didactica:

Cdlculo del area del triangulo sombreado

(unidades de longitud)

e —
a
|

Figura 2. Cuadrado y triangulo sombreado

ORI Relime 25 (2), Julio 2022


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

ANALISIS METACOGNITIVO DE UN AULA DE MATEMATICA 179

Si el lado del cuadrado de la figura mide 2 unidades de longitud. ;Cudnto
vale el area del triangulo sombreado?

A continuacion, presentamos las acciones operativas y discursivas de los
sujetos ante la situacion-problema planteada.

3. DESCRIPCION Y ANALISIS DE LOS DATOS

3.1. Las prdcticas operativas y discursivas entre profesor y alumnos

Segmento 1
(SGI): Posicionamiento de los estudiantes acerca del valor del area del tridngulo:

1. PROFESOR
(P): El lado del cuadrado de la figura mide 2 unidades de longitud. A mi

me gustaria saber cuanto vale el area del triangulo sombreado. ;Tenéis
alguna opinion asi, a ojo, de lo que puede valer?

2. ALUMNO 1

(Al): Unas 5 unidades cuadradas.

A2: Yo pienso que 3.

4, A3: Yo creo que 6.
[Pausa. Algunos alumnos manipulan el juego del tangram que tienen a
su disposicion]

5. P: A ver, a ver jcuantos se apuntan a cada una de las 3 respuestas?
[A mano alzada, 8 estudiantes se adhieren a la respuesta “3”. Los demas
no se manifiestan. Algunos siguen manipulando las piezas del tangram
y otros dialogan entre si]

w

Trayectoria argumentativa

Tesis 1: “unas 5 unidades cuadradas”. Al, Episodio 2 (EP2)

Tesis 2: “3 unidades cuadradas”. A2, EP3

Tesis 3: “6 unidades cuadradas”. A3, EP4.

Argumentos: No hay, salvo las adhesiones a cada tesis: ninguna a las
tesis 1 y 3, ocho a la tesis 2.

Se constata, pues, que existen muchas dudas en relacion con la validez de sus
respuestas, debido a la escasa reflexion metacognitiva inicial en que las han basado.

SG2: Primera regulacion de la tarea por parte del profesor, solicitando
justificacion para las tesis anteriores.

6. P: A ver. (refiriéndose a A2), jcomo has obtenido tu respuesta?

Relime 25 (2), Julio 2022 [[{(cc)


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

180

9.

10.
11.
12.
13.
14.

A2:

P:

P:
A2:
P:
A2:
A4:
P.
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Si el lado a [del triangulo] vale mas de una unidad [lo que se evidencia
en la figura] y los dos catetos son iguales, entonces he sumado y creo
que aproximadamente da 3: “1+1+el resto”.

¢;Cuantos estan de acuerdo con este razonamiento?

[Levantan la mano 6 alumnos, mostrando su acuerdo con A2]

¢Por qué dices “catetos”?

Son los lados mas pequerios.

JTodos los triangulos tienen catetos?

Si.

[corrigiendo a A2]: No. Solo los triangulos rectangulos.

¢De acuerdo todos?

15. VARIOS ALUMNOS,

16.
17.
18.

19.

[al unisono]
(VA):
P:
A2:
P:

A2:

Si.

¢De acuerdo A2?

S7... [dubitativo].

Volvamos al problema. ;Crees que el “resto” de la longitud del lado
pequerio (a) es la mitad de 1?

Si, aproximadamente.

Argumento apoyando la tesis 2: “he sumado los catetos y creo que
aproximadamente da 3: 1+1+resto”. A2, EP7., y seis alumnos que se
adhieren a este argumento.

Tesis 4: “Los dos catetos son iguales”, A2, EP7.

Tesis 5: “Todos los tridangulos tienen catetos”. A2, EP12.

Argumentos que invalidan la tesis 5: “No. Solo los triangulos
rectangulos”. A4, EP13, y varios alumnos que apoyan este argumento. A2
parece aceptar este argumento, pero sin mucho convencimiento (EP 17).
Tesis 6: “Aproximadamente el ‘resto’ de la longitud del cateto es 47,
A2, EPIO.

A2 ha interpretado que la interpelacion tiene que ver con la determinacion

del valor de a y, metacognitivamente, decide que la estrategia adecuada para
responder al problema es sumar las longitudes de los dos catetos, dando un
valor aproximado aceptable, inicialmente, para dicha suma. El profesor intenta
averiguar el significado personal, el conocimiento cognitivo, de A2 sobre la nocion
de “cateto” al que ha hecho referencia, confirmando que el significado de “cateto”
para A2, esta relacionado con “lado mas corto” de un triangulo cualquiera.
El profesor detecta que un numero significativo de estudiantes o no han entendido
cual es el objetivo de la tarea (calcular el area del triangulo), o muestran conflictos
semiodticos (Godino, 2002), relacionados con la confusién perimetro/area. Por
ello, retoma la pregunta original.
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22.
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24,

25.
26.

27.
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VA:
A6:
AT
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Segunda regulacion y evidencia de la aparicion de una estrategia.

. Bien. Yo habia preguntado por el darea del triangulo sombreado, no por
la suma de los catetos.
El area vale 2 unidades cuadradas.
Vale 1 unidad cuadrada.
Vale 1 y “un poquito”.
[la mayoria de los estudiantes siguen indecisos].
. A ver, jquién se adhiere a cada respuesta?
[Hay mayoria, ahora, que se adhieren a la respuesta “2 unidades
cuadradas”]
1 A7 ;por qué dices que vale 1y “un poquito”?
: [dibujando la siguiente figural:
1

—_—

Figura 3. Dibujo del alumno A7

Hay un cuadrado de 1 unidad cuadrada que se puede construir dentro del
triangulo, pero sobra algo. Lo que sobra no equivale a las partes del triangulo que
quedan fuera del cuadrado.

A6

: Yo he pensado lo mismo, pero si que equivale... [y por tanto el area vale 1]

Tesis 7: “el area vale 2 unidades cuadradas”. VA, EP21.

Argumentos: No hay argumentos, sino adhesiones de la mayoria a la
tesis 7.

Tesis 8: “el area vale 1 unidad cuadrada”. A6, EP22.

Argumentos a favor de la tesis 8: “se puede construir un cuadrado unidad
cuya area equivale a la del triangulo, [con ayuda de representacion
grafica)”. A6, EP27.

Tesis 9: “el area vale 1 ‘y un poquito’”, A7, EP23.

Argumento a favor de la tesis 9, que rebate la tesis 8: “lo que sobra
[parte del cuadrado que sobresale al tridngulo], no equivale a las partes
del triangulo, que quedan fuera del cuadrado”, A7, EP26.

A6 y A7 discuten entre ellas, pero no llegan a un acuerdo. Cada una
mantiene su postura. La estrategia de descomposicion/recomposicion, elegida
por estas dos alumnas no habia sido, a priori, contemplada por el profesor (segiin
su propia confesion) como una de las posibilidades para resolver la tarea. Se trata
de una decision metacognitiva incipiente en este nivel educativo, pero con un
nivel de eficacia no despreciable. Al no disponer de medios “in situ” para recortar
y componer trozos del triangulo, la estimacion es diferente en A6 y A7 pero, en
todo caso, les permite aproximarse de forma efectiva a la solucion del problema.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

30.

40.

41.

42.

SG4:

A3:
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Supervision de todo el proceso anterior y nueva regulacion de la
tarea, con la propuesta de una nueva estrategia que provoca conflictos
semioticos en algunos estudiantes.

: La mayoria afirma, sin embargo, que el drea es de 2 unidades

cuadradas. ;Quién se mantiene en esta postura? A ver, A3, tu que
has sido uno de los que han afirmado esto jcomo lo justificas?

Porque este triangulo equivale a dos triangulos pequenios del tangram.
Si cada uno de ellos es la unidad de darea, entonces este triangulo tiene 2
unidades. [Se vale de una composicion realizada al principio de clase IVT]:

t t —

Figura 4. Piezas del tangram de Fletcher

. JAlguien sabe una manera de conocer el area de un triangulo sabiendo

cuales son su base y su altura?

: Base por altura. (bxh)

: ¢Es base por altura?

: [Autocorrigiéndose]: Es base por altura partido por 2.

: [Escribiendo la férmula (hx%)/2 en una transparencia] ;La mitad de la

base por la altura?
[Varios alumnos se ponen, en ese momento a hacer calculos].

. La base mide 1,3.... (1,3x1,3)/2=1,3.

. [escribiendo esa “igualdad” en la pizarra): ;Estdis de acuerdo?
. Si.

. No. Eso seria si fuese (1,3+1,3)/2=1,3

: ;Cudal de las dos expresiones es correcta?

[Toda la clase parece adherirse a la expresion (1,3+1,3)/2=1,3, salvo A4
que parece dudar].

: A4, ;lo tienes claro?
: [Haciendo célculos]. Si, es correcta la segunda. (1,3x1,3)/2=1,69/

2=0,845 v’
El drea vale 0,845 v*

: [Escribiendo esta expresion en la transparencial. ;Quiénes defienden

que el drea del triangulo vale 0,845 u??
[Se produce el silencio, mientras algunos alumnos siguen haciendo
calculos]

Argumentos a favor de la tesis 7: “Porque este triangulo equivale a dos
triangulos pequefios del tangram” A3, EP29.

Tesis 9: “el area del triangulo es base por altura. (bx h)”. VA, EP31.
Tesis 10: (que sustituye a la 9): “Es base por altura partido por 2”. VA,
EP33.

No hay argumentos para justificar (o rebatir) las tesis 9 y 10.

Tesis 11: “La base mide 1,3.... (1,3x1,3)/2=1,3". A4, EP35.
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Varios alumnos se adhieren a esta tesis.

Argumentos que invalidan la tesis 11: “No. Eso seria si fuese (1,3+1,3)/
2=1,3". A7, A8, EP38.

Toda la clase, incluso A4 que contra-ejemplifica, se adhiere a este
ultimo argumento.

A3y los compafieros que opinan como ¢l no tienen en cuenta un dato
del problema (el valor del lado del cuadrado). Evidencian dificultades con el
significado de “unidad de medida”. Puesto que habian trabajado previamente con
el triAngulo base del tangram como unidad de medida de superficie (no
convencional), lo extrapolan a la actual tarea y obvian que al lado del cuadrado
(cantidad de longitud), se le ha asignado un valor numérico que indica cuantas
unidades de longitud contiene -2-. Ademas, se trabaja simultaneamente con
longitudes y superficies, mientras que, al principio, se hacia solo con superficies.
Han aplicado una “analogia directa”, sin considerar que hay una transformacion
de la misma debida al uso de diferentes magnitudes (longitud y superficie).
Sin embargo, de haber considerado que la longitud del cateto del tridngulo base del
tangram fuese la unidad de longitud, entonces podrian haber llegado a la conclusion
de que el cateto del triangulo sombreado (equivalente a la hipotenusa del
triangulo base) mide V2, lo que les podria haber permitido deducir que el area de
este triangulo seria (V2x2)/2=1 u? (solucién correcta).

El profesor, a la vista de que ningun estudiante hace referencia a la formula
usual del area de un triangulo, a pesar de discutir valores para a, (“vale mas
que una unidad” o 1,5 (A2)) y, por tanto, no intentar buscar una férmula para
determinar el area, reconduce la situacion introduciendo esta estrategia, en la que
se evidencian dudas con la féormula del area de un tridngulo que se salvan
al compartirse los conocimientos. Sin embargo, esta regulacion tiene mas que
ver con la memorizacion de una féormula que con su comprension efectiva.
También emerge, en varios estudiantes, el obstaculo (bxb)/2=b por analogia con
(b+b)/2=b. En el caso de A4, contra-ejemplifica para reconocer su error. La nueva
pregunta del profesor (EP 42) produce un bloqueo.

SG5: Nueva regulacion del proceso con la propuesta de otra nueva estrategia
para deshacer una situacion de bloqueo.
43, P: ;Veis alguna otra forma de calcular el area del triangulo?
[No hay nuevas respuestas; los estudiantes siguen haciendo calculos.
Luegodeunintervalodeaproximadamente 1 minuto el profesor preguntal:
44. P: El cuadrado de la figura (original), ja cuantos triangulos (como el
sombreado) equivale?
[No hay respuesta. El profesor anima a que manipulen las piezas del
tangram, pero no surgen nuevas estrategias. Entonces el profesor
compone la siguiente figura 5]:
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Figura 5. Piezas del tangram formadas por el profesor

45. TODOS LOS ALUMNGOS: ;4 cuatro!

46. P: A ver. Los que decian que el drea del triangulo valia 2, ;cudl es el area
del cuadrado?

47. VA: Vale 8 v’ [4x2].

48. P: jAlguna otra opinion?

49. MAYORIA DE ALUMNOS: Es 4!.

50. P: (refiriéndose a A9 -uno de los que afirman que vale 4-) JEn que te basas
para decir que vale 4 u*?

S1. A9: Por que el area del cuadrado es lado x lado y el lado del cuadrado mide
2, entonces su drea es 4 v’

52. P: Entonces ;jcuanto mide el area del triangulo sombreado?

53. A9: Mide I v°.

Tesis 12: “el cuadrado equivale a 4 triangulos”. EP45.

Argumentos a favor: por la simple visualizacion de la figura.

Tesis 13: “el area del cuadrado vale 8 u? [4x2]”. VA, EP47.
Argumentos que invalidan la tesis 13: “iEs 4!”, “por que el area del
cuadrado es lado x lado y el lado del cuadrado mide 2, entonces su drea
es4u?”. VA, A9, EP49 y 51.

Tesis 14: “el area del triangulo sombreado mide 1 u?”. A9, EP53.

Se constata que los alumnos no han derivado estrategias eficientes de
pavimentacion de superficies, a partir de su trabajo previo, manipulando las piezas
del tangram (en este caso, la mas rapida y eficaz). Esta estrategia no ha surgido,
en este caso, de las acciones de los estudiantes y ha tenido que ser introducida
por el profesor. Probablemente, si se hubiera dado mas tiempo, podria haber
aparecido, pero las estrategias que eligieron siguieron otro rumbo.

SGo6: Supervision de las distintas acciones emergentes de las diversas
estrategias puestas en juego.

54. P: Entonces, ;/por qué antes A4 habia deducido que el area valia 0,845 u*?
55. VA: Porque el lado del triangulo mide mas de 1,3.

56. P: ;Mucho mas?

57. A2: 1,5. [haciendo calculos] (1,5x1,5)/2=2,25/2=1,125. Sobra.

58. P: Asi que con 1,3 falta y con 1,5 sobra...

59. VA: 1,4
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60.

61.
62.
63.

64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

71.

A2:

VA:
. Bien, entonces b=hy (bxh)/2 jcudnto vale?
VA:
: Entonces, si la mitad de bxh vale 1, ;jcudnto vale b y cuanto vale h?
Ab6:
: Muy bien A6. ;Sabeis decirme dos numeros cuyo producto sea 2?
VA:
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1,3 y medio (tiene dificultades para expresar 1,35)

[El profesor va escribiendo en la transparencia todas las opciones que
dan los alumnos y confecciona una lista con ellos].

1,3 > 0,845

1,5 > 1,125

1,4 > 098

. ¢Entre qué valores estarda comprendida la longitud del cateto?
VA:
: Con esta forma de proceder, podriamos, por tanteo, aproximarnos poco

Entre 1,4y 1,5.

a poco al valor de esta longitud, pero quiero que inventemos alguna
estrategia nueva que nos permita calcularlo con mas exactitud. Como los
catetos del triangulo son iguales, entonces la basey la altura ;Como son?
Iguales.

El darea del triangulo, 1 v°.

bxhvale 2.

b=1,h=2;b=2, h=1.
El profesor construye una tabla con estos valores.

. ¢Alguna otra posibilidad?

[Se produce un silencio prolongado]

Argumento que apoya la tesis 14: “el area vale mas de 0,845 u® porque el
lado del triangulo mide mas de 1,3”. VA, EP55.

Se realizan tanteos para aproximar el valor de un cateto.

Tesis 15: “la longitud del cateto estd comprendida entre 1,4y 1,5”. VA,
EP62.

Tesis 16: “la base y la altura del tridngulo son iguales”. VA, EP64.

Tesis 17: “si bxh vale 2 entonces b=1, h=2 0 b=2, h=1". VA, EP70.

En el segmento anterior se constata que los estudiantes han descubierto

una estrategia para ir acotando los posibles valores de la longitud del cateto,
expresada en nimeros decimales, que les permitiria aproximar cada vez méas
el valor de a. En lugar de proseguir con esta estrategia, el profesor les anima a
buscar otra, mas eficaz, usando conocimientos de otras técnicas.

Los estudiantes de este nivel todavia presentan resistencias para pensar en mas

tipos de nimeros que los enteros, a pesar de que acababan de hacerlo en episodios
anteriores. La costumbre institucional escolar adquirida de asignar valores enteros a
las variables, en una formula, se revela como aqui como un obstaculo.

72.

SG7-

Nueva regulacion que permite la emergencia de un nuevo problema:
resolver h?=2, y supervision de las acciones de los estudiantes
enfrentados a dicho problema.

Estos valores jse adecuan a nuestro caso?
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73.
74.

75.
76.
71.
78.
79.

80.
81.
82.

83.
84.

85.

86.

87.
88.

89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.

A6:

A2:
VA:
AS:

A2:

A2:

VA:

AG:

AS:
A6:
A10:
A2:
A10:

VA:
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No, porque b=h

Muy bien, jentonces, que otros valores podemos considerar?

De nuevo silencio.

Como b=h, podemos poner, en lugar de bxh, bxb

2b.

No, no... bxb=b’.

1,42. [haciendo calculos] (1,42x 1,42)/2=1,008

jQué cerca andamos!. Pero quiero que todavia nos acerquemos mds.
Pensad en estas igualdade: bxb=2, o sea b>=2. Si b’=2 jcudnto debe
valer b?

1

¢;Cual es el cuadrado de 1?

No...no...[reconoce su error|

Rumores en clase. Intercambio de ideas basadas en resultados de calculos.
No hay ningun numero cuyo cuadrado sea 2.

(No? A ver. Fijaros en el triangulo:

b
Figura 6. Triangulo dibujado por el profesor

(Conocéis como medir la longitud de la hipotenusa a, conociendo la
longitud de los catetos?
[Silencio prolongado].

¢No os suena el teorema de Pitagoras?

[silencio]

Bien, os lo recuerdo. b*+b’=a’ (en nuestro caso a=2) Volvamos a donde
estabamos /jcreéis posible encontrar un numero cuyo cuadrado sea 2?
Raiz cuadrada de 2.

JPodéis decirme, en el dibujo, a quien representa exactamente ese
numero?

\2=1,42

No hay

Es un numero muy largo

Tiene 7 cifras decimales

iTiene mas!

¢;Cuantas mas?

Tiene infinitas.
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96. A6: 2 no existe.

97. P: ;Como que no existe? ;Y la longitud de este lado (sefialando a uno de los
catetos del triangulo) cudnto vale?

98. A5 2

99. P: Entonces ;existe o no existe \2?

[Silencio prolongado, con el que finaliza la clase].

Tesis 18: “bxb=2b". A2, EP76.

Argumentos que invalidan la tesis 18: “No, no... bxb=b?". VA, EP77.
Argumentos sobre el valor del cateto: “1,42. (haciendo calculos)
(1,42x1,42)/2=1,008”. AS, EP7S.

Tesis 19: “No hay ningtin nimero cuyo cuadrado sea 2”. VA, EP83.
Argumentos que invalidan la tesis 19: “Raiz cuadrada de 2”. A6, EP87.
(consecuencia de los argumentos del profesor). EP86.

Argumentos que niegan la existencia de la raiz cuadrada de 2: EP90y 96.
Argumentos que revelan concepciones acerca de la raiz cuadrada de 2:
EP91-3 y 95.

De nuevo aparece en A2 un error algebraico tipico: “bxb=2b", que
rapidamente es corregido por otros compafieros. En este momento llamamos
la atencion sobre el papel que desempefan los compaifieros en el proceso
metacognitivo, ora examinando ora regulando interactivamente las actividades
de los demas.

El profesor va marcando, poco a poco y en todo el proceso instruccional, su
papel de conducir a los alumnos a reflexionar sobre las acciones que realizan.

La tesis 19, asi como los episodios 90 y 96, ponen de manifiesto el obstaculo
epistemologico (Brousseau, 1998) de la existencia de irracionales. Los estudiantes,
al no encontrar valores enteros ni decimales que cumplan la condicion b2=2,
niegan su existencia.

Los estudiantes admiten que no recuerdan un teorema (Pitagoras) que habia
sido estudiado en clase recientemente. Ello refleja que no han dotado de significado
adicho resultado, incluso en contexto similar al estudiado, pero formulado en
otros términos “longitud de la hipotenusa, en funciéon de la longitud de los
catetos”. No entienden la expresion. Se produce, otro conflicto semidtico, una
discrepancia entre expresion y contenido (Godino, 2002).

El silencio con que finaliza la clase revela que los estudiantes no parecen
haber percibido el sentido de la pregunta de la existencia de raiz cuadrada de 2 como
una longitud concreta. Aun no pueden relacionar (en este caso) un irracional con una
cantidad de longitud.
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3.2. LAS ESTRATEGIAS METACOGNITIVAS EN LA PRACTICA DOCENTE DEL PROFESOR

3.2.1. Decisiones del Profesor

A pesar de que el profesor declara no haber incluido en sus objetivos, de forma
explicita, el desarrollo de conocimientos metacognitivos en sus alumno(a)s,
lleva a cabo determinadas acciones, brindando apoyo y orientaciones encaminadas
a lograr el objetivo de la tarea (conseguir que los estudiantes pongan en practica
estrategias adecuadas para la resolucion del problema), proporcionando
condiciones dptimas para emergencia de procesos y estratégias metacognitivas en
sus alumnos conforme han mencionado diferentes estudios (Schraw y Gutierrez,
2015; Diaz et al. 2017; Balderas et al., 2020). Asi, las acciones del profesor activan
decisiones de gestion (planificacion, supervision / control, regulacion, revision /
evaluacion) que deben ser consideradas como acciones “a priori”, cuando disefia
la tarea; “en acto”, cuando se trata del momento de la realizacion de la practica en
clase con sus alumnos; y “a posteriori”, cuando se trata de evaluar su propia
practica (auto-evaluacidn) y la practica de sus alumno(a)s. Se trata de gestiones
en las que se ponen en juego sus conocimientos metacognitivos y podrian ser
descriptos de la siguiente forma:

CuADRO 2
Configuracion metacognitiva del profesor

Gestiones primarias / preliminares (metacognicion a priori)

1) El profesor planifico una tarea abierta que promueve la reflexion y abre la
posibilidad de utilizar diversas estrategias de solucion.

2) Tuvo conciencia previa de posibles dificultades y conflictos por parte de los alumnos
al enfrentar la tarea, derivados de la existencia de una tipologia de errores y obstaculos en
el trabajo con medidas de longitud y superficie.

3) Hizo una auto-evaluacion previa de la tarea. Al planificar la tarea y prever las
posibles estrategias y dificultades que los alumnos puedan tener con ella, el profesor
estara haciendo una auto-evaluacion de la misma.

Gestiones secundarias durante la instruccion (metacognicion en acto)

Parece haber supervisado, regulado y evaluado constantemente sus acciones en funcion
del didlogo consigo mismo y con los alumnos durante el proceso de instruccion.

Gestiones ideales/finales (metacognicion a posteriori)

Una vez finalizado el proceso de instruccion, el profesor declar6 haber evaluado las
estrategias, dificultades, errores y obstaculos surgidos durante la ejecucion de la tarea,
reflexionando, a su vez, sobre las posibles implicaciones de sus propias acciones sobre
este proceso de instruccion.
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Gestiones Preliminares

El profesor se ha fijado como meta que los estudiantes reflexionen sobre sus
conocimientos previos para resolver una determinada tarea, valiéndose de un
material didactico (como el tangram) que posibilite la emergencia de estrategias
alternativas de solucidn. El profesor es consciente de que los conocimientos
previos que supone, a priori, adquiridos por los estudiantes, pueden no corresponderse
con los que en realidad poseen. Por ello, uno de los objetivos previstos en la
planificacion de la tarea fue tratar de hacer visible esta discrepancia hipotética y
prever posibles conflictos semioticos, errores y obstaculos. En consecuencia,
disena y planifica esta practica con varios objetivos:

a) Planificar una tarea abierta

El profesor se ha decidido por una tarea de tipo abierta y, en este sentido,
puede hacer surgir en los estudiantes la aparicion de distintas estrategias tanto
cognitivas como metacognitivas. La pregunta inicial como obtener un valor
estimativo del area del triangulo a partir del dato del problema tiene por objeto
provocar la reflexion en los estudiantes.

b) Conciencia previa de posibles dificultades y conflictos:

El profesor es consciente de los conflictos y obstaculos que existen en relacion
con la confusion perimetro/area, evidenciada en multiples investigaciones. Para
poder evidenciar este posible conflicto, introduce un distractor: la longitud del
cateto del triangulo rectangulo isdsceles: a, cuya determinacion permitiria calcular
directamente el area del triangulo. Este distractor puede, a su vez, ser fuente de
emergencia de estrategias alternativas para resolver la tarea. Por otra parte,
la “colocacion” del triangulo dentro del cuadrado intenta que el problema no
resulte demasiado sencillo, como en el caso de que la figura de partida fuese:

I—ZI

Figura 7. Cuadrado y pieza de triangulo sombreado
(que con seguridad se relacionaria directamente con la cuarta parte del area del
cuadrado)
c) Auto-evaluacion previa:

El profesor considera, a priori, que una posible estrategia de los alumnos
puede consistir en manipular el triangulo dentro del cuadrado, hasta obtener una
figura como la altima (para ello disponen del tangram), lo que les conduciria a
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una respuesta rapida y eficiente. De ser ésta la estrategia elegida, se evidenciaria
un aprendizaje de determinacion de superficies mediante pavimentado, por
repeticion de una unidad de medida. Al mismo tiempo, permitiria reconocer que la
hipotenusa del tridngulo rectangulo tiene la misma medida que el lado del cuadrado.

Otra estrategia posible estaria basada en intentar calcular el valor de a, para,
a continuacion, aplicar la conocida féormula del area del triangulo, que ya han
manejado en multiples ocasiones en etapas académicas anteriores. En este caso,
dicho calculo podria conducir a aplicar el teorema de Pitagoras, para obtener el
valor de a. Estas dos estrategias formarian parte del constructo “configuracion
epistémica” elaborado en el Enfoque Ontosemiotico.

Otros tipos de estrategias que podrian surgir durante la realizacion de
la practica, no fueron previstas “a priori”, ya que el profesor considerd que seria
el propio desarrollo de la discusion en clase el que las pondria en evidencia.

Gestiones durante la instruccion

Decisiones sobre el desarrollo de la tarea (supervision, regulacion y evaluacion)

A nivel de supervision y, de modo general, de control de las estrategias que
puedan surgir de los alumnos, el profesor decide focalizar sus acciones en moderar
el debate que pueda acontecer en el desarrollo de la tarea, realizando preguntas,
aclarando terminologiay fomentando nuevas discusiones, intentando que afloren el
mayor nimero de estrategias posibles, tanto si evidencian progresos en la solucion
de la tarea, como si —y sobre todo- plasman conflictos y dificultades cognitivas.

A nivel de regulacion, el profesor pretende fomentar la reflexion en sus
alumno(a)s, demandando justificaciones de sus estrategias y acciones; sugiere alguna
nueva estrategia (en caso de producirse bloqueo generalizado en la consecucion
de la meta propuesta) para que sea tenida en cuenta y discutida en clase, con el
fin de deshacer dicho bloqueo y esta atento a la aparicion de nuevos problemas,
relacionados con la tarea propuesta, para garantizar la regulacion (y supervision)
de las nuevas estrategias y acciones que emprendan los estudiantes para resolver
estos problemas paralelos.

A nivel de evaluacion, el profesor, de forma simultanea, evalua las
estrategias empleadas por sus alumno(a)s analizando su pertinencia o detectando
los conflictos, errores y obstdculos que impiden o dificultan alcanzar el
objetivo de resolver correctamente la tarea, valorando las distintas opciones, las
tesis y argumentos presentes en el discurso de los estudiantes, que le permitan
controlar los aprendizajes logrados y detectar las carencias cognitivas (y
metacognitivas), para proceder en consecuencia.

Estos tres aspectos le permiten, al profesor, determinar la configuracion
cognitiva desarrollada por el grupo - clase.
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Gestiones de Reflexion

Para valorar la consecucion de los objetivos propuestos, el profesor reflexiona
sobre sus propias acciones durante el proceso de instruccion a la hora de intervenir
en el desarrollo de la tarea: formula preguntas, sugiere nuevas estrategias, provoca
la discusion de nuevos problemas derivados de las propias respuestas y estrategias
usadas por los estudiantes etc.

La trayectoria argumentativa derivada de las précticas realizadas en clase,
que hemos desarrollado anteriormente, permite ejemplificar las diferentes fases
de la configuracion metacognitiva del profesor que acabamos de exponer.

En todo este contexto, percibimos que al utilizar fundamentalmente
las herramientas teorico-metodoldgicas del campo de la metacognicion para
comprender las practicas de profesores y estudiantes en el contexto de nuestras
tareas, hemos constatado que, de forma aislada, los constructos de la metacognicion
no permitian explicar las dificultades y conflictos puestos de manifiesto por
los estudiantes en la realizacion de una practica para resolver problemas. Tal
reflexion nos enfrenta con la problematica de la evaluacion de este conocimiento
y de problematizar lo que seria de orden cognitivo o metacognitivo.

4. CONCLUSIONES DERIVADAS DEL PROCESO DE INSTRUCCION

El desarrollo de la clase ha mostrado que:

a) El profesor no ha tenido la intencidn, al menos explicita, de desarrollar
conocimientos metacognitivos en sus alumno(a)s. Sin embargo, los
comentarios que podemos hacer de esa practica abarcan un sentido
general, toda vez que apreciamos que una clase o una practica bien
planeada y bien intencionada para desarrollar el conocimiento cognitivo
de los estudiantes (teniendo en cuenta las competencias deseables y
asequibles para un nivel de estudios concreto, asi como la competencia
que debe tener el profesor en el uso de recursos didacticos basados en
la investigacion didactico-matematica y el dominio del contenido de las
matematicas que se estan manipulando), hace que, paralelamente, se
desarrollen competencias metacognitivas. Podemos reafirmar asi las
interacciones entre cognicidon y metacognicion, aunque posiblemente
con grados de desarrollo distintos (Gusmao, 2006; Gusmao, 2014).

b) Podemos observar que el profesor, al animar a los estudiantes a
manipular las piezas del tangram, a fin de que descubran algunas
estrategias alternativas, sugiriéndoles que intenten averiguar a cuantos
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triangulos equivale el cuadrado superpuesto, esta estimulando la
reflexion metacognitiva de los estudiantes. Pero, en algunos momentos,
la iniciativa fracasa, y se produce un bloqueo, por lo que es el propio
profesor el que indica expresamente dicha estrategia. Su puesta en
practica, sin embargo, parece no ser interpretada adecuadamente por
varios estudiantes, que siguen defendiendo una postura previa: el area
del tridangulo es de 2 unidades cuadradas (basada en una concepcion
restrictiva del concepto de unidad de medida: 1 triangulo “grande” =2
triangulos “pequefios”) que extrapolan ahora, ante la evidencia de que el
cuadrado equivale a 4 triangulos, afirmando que el area del cuadrado es
de 8 unidades (no teniendo en cuenta que su lado mide 2). Otra parte de
la clase, basandose mas en criterios algoritmicos que en cuestiones de
significado, pasan a deducir que el area del cuadrado es de 4 unidades,
por lo que el area del tridngulo es de 1 unidad.

La constatacion, por parte del profesor, de que la solucion correcta no esta
consensuada, al existir sobre el papel varias posibles respuestas, hace
que la supervision de los diferentes procesos puestos en juego (formula
del area con valores aproximados, equivalencia entre 4 triangulos y el
cuadrado, tridngulo “grande” = 2 tridngulos “pequefios, composicion /
recomposicion de A6 y A7), motiva la intervencion del profesor para
que los estudiantes reflexionen sobre la relacion entre las dos primeras
estrategias mencionadas, surgiendo asi una nueva estrategia relacionada
con la busqueda de valores aproximados mas precisos para la longitud
de la base (y de la altura). En este punto, cabe destacar que la estrategia
tiene cierto éxito, obteniéndose valores aproximados de V2 aceptables
como 1,42.

La reflexion que hacen los estudiantes sobre los propios conocimientos
que deben poner en practica para elaborar un plan para resolver la tarea
es, en general, deficiente, si bien debemos resaltar el caso de las alumnas
A6y A7, elaborando una estrategia para dar respuesta al problema, que
podemos considerar original, en la medida en que no habia sido objeto
de discusion previa. El estudiante A3 ha elaborado un discurso que pone
de manifiesto sus significados personales de las nociones de cateto,
suma de longitudes de catetos y drea de un tridngulo, que permiten
detectar conflictos y errores relacionados con la confusion perimetro /
area. Este estudiante y otros compafieros también evidencian conflictos
derivados de un significado personal de la nocion de “unidad de
medida”, todavia poco elaborado. Las decisiones iniciales que toman no
son reflejo de un discurso justificado, sino que hay que interpretarlas
como una emision de juicios poco reflexivos acerca de la cuestion que
se les plantea. No obstante, podemos observar que a pesar de tener
un dominio primario (incipiente) de la metacognicion, éste no fue
suficiente para garantizar el éxito de los estudiantes (el caso especifico
de A3) en la tarea. El error de A3 no se debe a carencias metacognitivas
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(aunque elementales) que posee, puesto que supo transferir o usar la
estrategia basada en la “analogia” con la tarea anterior (en donde se
mostraba la equivalencia entre triangulos “grande” y “pequefio”),
pero el hecho de que aplique la analogia en este nuevo contexto no
garantiz6 un aprendizaje contextualizado y, por tanto, no le permite
resolver el problema. Asi que el error de A3 se debe basicamente a su
configuracion cognitiva (dificultades con el significado de “unidad de
medida”, cuando se manipulan cantidades de longitud y superficie).
Este caso, en particular, nos sugiere justificar que la metacognicion, por
si sola, no permite explicar la realizacion de una practica y, por tanto
consideramos que se verifica la afirmacion de Gusmao (2006) de que e/
hecho de que uno tenga adquirido y controle aspectos del conocimiento
metacognitivo suficiente para afrontar una nueva tarea, no siempre
es garantia de éxito, y puede que no consiga resolverla, debido a
carencias de conocimientos cognitivos (p. 294).

e) También queremos remarcar el papel que desempeiia la interaccion con
los compaiieros en el desarrollo o incremento de aspectos metacognitivos,
bien a través de sus argumentaciones con estilos de razonamiento
(aprendizaje) variados, bien haciendo correcciones puntuales a los demas
e incluso a través de preguntas dirigidas al profesor.

f)  Se evidencian dificultades para usar, en este contexto, la formula usual
del area de un tridngulo, conocidas su base y su altura, como una
estrategia posible que tiene que ser sugerida por el profesor. La puesta en
practica de la misma, hace surgir en la clase un interesante debate,
alrededor de los Valores estimados para la longitud de la base y
la altura, manifestandose conflictos derivados del uso inapropiado
de la analogia (debido a obstaculos en la configuracion cognitiva que
poseen), para realizar calculos aritméticos con fracciones. El uso de la
formula permite obtener un valor aproximado para el area del tridngulo,
que no concuerda con decisiones previas tomadas sobre este valor,
lo que produce una situacion de cierto desconcierto y bloqueo entre los
estudiantes, ante la falta de acuerdo sobre lo que debe medir su superficie.

g) Resulta notoria la dificultad para usar el teorema de Pitagoras en un
contexto en principio nada extrafio, ya que se ve con claridad que se trata
de un tridangulo rectangulo. La ausencia de referentes cognitivos y/o
metacognitivos para establecer conexiones entre contextos proximos se
observa aqui con nitidez. Por otra parte, hay que incidir en la dificultad
de interpretar los numeros irracionales como medidas en este nivel
educativo, las dificultades que crea la nocion de infinito (Cornu, 1991) y las
dudas consecuentes para reconocer la existencia de nlimeros irracionales.

Este proceso de instruccion nos ha mostrado que aspectos metacognitivos

fueron activados y, a pesar de una instruccion responsable que los estimula,
dichos aspectos fueron limitados. Pensamos que éstos podrian haber sido
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mejorados (incluso comprometiendo el avance del contenido) si el profesor fuera
consciente de los mismos prestandoles una mayor atencion. Asi, consideramos,
en conformidad con Balderas, Pdez y Martinez (2020), la necesidad de estudios
centrados en la practica del profesor y de los estudiantes en la clase de matematicas,
que documenten de qué manera y en qué situaciones se puede promover y mejorar
el aprendizaje metacognitivo en los estudiantes. Todo esto nos hace pensar que
urge un trabajo mas transparente y explicito de estos procesos; de modo
que resaltamos la necesidad de investigar el aula y de concienciar al profesorado.
En ese sentido se podrian fomentar investigaciones futuras.

La metacognicién atin viene ocupando poco espacio en los sistemas
educativos. La importancia de trabajar la metacognicion abiertamente en clase
fue resaltada por muchos investigadores (por ejemplo, Fernandes, 1988; Gusmao,
2006) y aunque la bibliografia que concierne a los procesos de aprendlzaje de las
matematicas privilegia la metacognicion (Cabral, 1998, entre otros), nos parece
que las cosas estan en el plano de la investigacion, de las propuestas, de las ideas,
pero no en el plano de la practica. El aula atin parece distanciarse de lo que se
afirma o sugiere en la teoria. Necesitamos, todavia, una mayor apertura y atencion
para los procesos metacognitivos en el aprendizaje de las matematicas.

Finalmente hacemos la siguiente reflexion, considerando que la premisa
de este estudio fue en parte confirmada: una instrucciéon bien planeada,
intencionadamente cognitiva y responsablemente ejecutada consigue activar
aspectos metacognitivos, aunque de forma limitada. El profesor, dispuesto a
reconocer la relevancia educativa de las habilidades metacognitivas /no
deberia remodelar la planificacion y ejecucion de la instruccidn, en aras de
una decidida activacion y desarrollo de dichas habilidades?
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THIRD SPACE: MODEL OF MATHEMATICAL TASKS WITH
CULTURAL RESPONSIBILITY FROM THE INDIGENOUS CONTEXTS

RESUMEN

La ensefianza de las matematicas en contextos indigenas suele PALABRAS CLAVE:
desconocer el conocimiento matematico y los estilos de
ensefianzadelas comunidades, posicionando el dominio escolar
occidental. Las consecuencias de esto ameritan formular una i
propuesta que se levante desde los pueblos indigenas, por - Tercer Espacio
lo que esta investigacion construye un modelo de tareas - Modelo
matematicas con responsabilidad cultural (TMRC) desde el

contexto mapuche en tres territorios indigenas de Chile y sus

respectivas escuelas. El trabajo con cada establecimiento y su

contexto familiar, se realiza bajo los ciclos de investigacion

y el proceso de investigacion de accion participativa, desde

donde se configura un modelo de TMRC con artefactos

matematicos, objetivos, actividades y gestion de clase como

estructuras fundantes de un tercer espacio integrado de forma

dialégica paralela entre la cultura local y la escolar.

- Tarea Matematica
- Responsabilidad Cultural

ABSTRACT

The mathematics teaching in indigenous contexts often ignores KEY WORDS:
the mathematical knowledge and teaching styles of the

communities, positioning the western school domain. The - Mathematical Tasks
consequences of this, merit formulating a proposal that is - Cultural Responsibility
raised from indigenous peoples, so this research buildsamodel - Third Space

of mathematical tasks with cultural responsibility (MTCR) - Model
from the Mapuche context in three indigenous territories

of Chile and their respective schools. The work with each
establishment and its family context is carried out under the

research cycles and the participatory action research process,

from which a modelo MTCR is configured with mathematical

artifacts, objectives, activities and class management as a

founding structures of a third space integrated in a parallel

dialogical way between local and school culture.

! Esta investigacion se ha desarrollado dentro del proyecto niimero 21130915 o
subvencionado por CONICY T-PFCHA/Doctorado Nacional; y dentro del proyecto oo
nimero 15110006 subvencionado por CONICY T/FONDAP. P )

Huencho, A., Chandia, E., Rojas, F. y Williamson, G. (2022). Tercer espacio: Modelo de tareas matematicas con
@ ® @ responsabilidad cultural desde el contexto indigena. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica
NC Educativa 25(2), 197-222. https://doi.org/10.12802/relime.22.2523. Recepcion: Junio 8, 2020/ Aceptacion: Marzo 9,2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

198 A. HUENCHO, E. CHANDIA, F. ROJAS, G. WILLIAMSON

RESUMO

O ensino das matematicas em contextos indigenas desconhece, PALAVRAS CHAVE:
em geral, o conhecimento matematico e os estilos de ensino
das comunidade.s, posicionando o dominio escolar ocidental. ~ _ Responsabilidade Cultural
As consequéncias de esta questdo levam a formular uma 7,0 Espaco

proposta que se levante dos povos indigenas, porissoesta 3.4

pesquisa construiu-o o modelo de tarefas matematicas com

responsabilidade cultural (TMRC) no e do contexto mapuche

em trés territorios indigenas do Chile e as suas respectivas

escolas. O trabalho com cada estabelecimento e o seu contexto

familiar, realiza-se sob os ciclos de pesquisa e o processo

de pesquisa acdo participativa, a partir da qual se configura

um modelo de TMRC com artefatos matematicos, objetivos,

atividades e gestao de aula como estruturas fundantes de um

terceiro espago integrado de forma dialdgica paralela entre a

cultura local e a escolar.

- Tarefa Matematica

RESUME

Dans les communautés Mapuche du Chili, I’enseignement MOTS CLES:
des mathematiques suit le traitement habituel indiqué par les
programme d’enseignement du pays, donc les connaissances — _ Responsabilité Culturelle
mathématiques et les styles d’enseignement propres a laculture 7. 505 Espace
mapuche, ils sont normalement ignorés. Les conséquences que 5,0 757,

cela entraine, méritent une reformulation de I’enseignement,

tenant compte des aspects ethniques. Cette recherche présente

un modele de taches mathématiques, qui prend en compte

la culture propre des communautés mapuches (TMRC).

L’expérimentation a été réalisée dans des écoles primaires,

de trois territoires mapuches. Ont été utilisés le cadre “des

cycles de recherche” et du “processus de recherche d’action

participative”, pour construire un modele de TMRC avec des

artefacts mathématiques, objectifs, activités et gestion de

classe, comme structures fondatrices d’un troisieme espace,

intégrant ainsi la culture locale et la culture scolaire.

- Tdache Mathématique

1. INTRODUCCION

En los Gltimos 40 afios la investigacion de las matematicas situadas ha evidenciado
al menos tres focos en el &mbito educativo: a) construccion de curriculum
flexibles a las demandas de una ciudadania criticar, b) promocion de cambios
didacticos en la forma de ensenar las matematicas escolares centrada en lo local,
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y ¢) dificultades para establecer metodologias de modelamiento matematico que
incluya la resolucion de problemas desde una perspectiva intercultural (Bernardi
y Caldeira, 2012; Greer, 2013). Esto evidencia que, si bien existe la intencion
de fortalecer las matematicas situadas, la interculturalidad desafia a las
propuestas metodologicas. Al respecto, Greer (2013) y Pais (2011) concuerdan
que las intervenciones en el aula intercultural suelen acabar perdiendo el objetivo
situado, al valorar unicamente las matematicas occidentales. Lo cual ha generado en
las comunidades indigenas un rechazo absoluto a las nuevas propuestas, al
considerarlas verdaderas “encomiendas” para invadir, conquistar y servirse
del conocimiento cultural (Semali, Hristova y Owiny, 2015).

Este continuo intento de abordar la ensefianza de las matematicas de
forma situada en el aula intercultural ha dejado en evidencia diferentes barreras,
tales como: a) politicas centradas solo en la promocion y rescate de la lengua
indigena en el aula, sin la formacion necesaria para los docentes y educadores
tradicionales (Pefia-Cortés, Huilifiir-Curio, Pincheira-Ulbrich, Quintriqueo,
Quilaqueo, Gutiérrez y Morales, 2018). Lo cual se traduce en carencia de
metodologias y estrategias didacticas para integrar el conocimiento y cultura
de los pueblos indigenas y el occidental; b) predominio de un curriculo occidental
y monocultural (Mansilla Llancavi, Mieres y Montanares, 2016); c) falta de
reconocimiento y participacion de la comunidad y familia (Williamson, 2008),
d) menoscabo de la integracion de relatos orales y el conocimiento territorial;
e) recursos didacticos o pedagogicos que subordinan los contenidos de los pueblos
al curriculo occidental (Pefia-Cortés et al., 2018). Sin embargo, estas dificultades
se convierten en oportunidades para los modelos de educacion intercultural
de integracion paralela, los cuales comprenden el aula como un fenémeno de
interaccion entre dos espacios que se intersecan en un tercero (Aikenhead, 1997;
Bhabha, 1994; Mpofu, Otulaja y Mushayikwa, 2014).

En este esfuerzo por comprender el fendémeno del aula intercultural, y
aunque puede ser limitado por las posiciones y disposiciones de los autores y la
complejidad del fenomeno (Wences, 2021), el modelo del tercer espacio afirma que
las culturas que interactiian en el aula presentan elementos comunes (Bhabha,
1994). Aunque algunos mas criticos, plantean que la interseccion no es mas que
la interpretacion de una misma realidad, pero desde diferentes culturas y marcos
conceptuales (Aikenhead, 1997; Walsh, 2015). En este sentido, se reconoce
la complejidad del sistema de conocimiento indigena como la comprension local
exclusiva de una cultura que se ha adquirido a través de la acumulacion de experiencias
y percepciones intimas con el entorno. Este se ha perpetuado a través de
practicas desarrolladas por cada pueblo al interactuar con su medio natural, y
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desempaquetado en un conglomerado de subsistemas de conocimiento que va desde
las ciencias, tecnologia, religion, lenguaje, filosofia, matematica, politica a sistemas
duales como el socioecondémico (Ogunniyi, 2007).

Esta comprension converge con las orientaciones sobre la exigencia de un
dialogo descolonizador no jerarquizado y dominante, que reconoce la necesidad de
una simetria de las culturas en el aula intercultural (Wences, 2021), y que va
mas alla de las politicas interculturales estandarizadas al servicio de las
imposiciones neoliberales (Zuchel y Henriquez, 2020). Asi, el modelo resultante
comprende las limitaciones, alcances y la movilidad de la cultura para expresar las
tecnologias dispuestas en las practicas de los pueblos indigenas como el mapuche
(Walsh, 2018), pero visualiza en ésta una forma de contribuir al desarrollo de las
culturas indigenas dentro de las aulas de clases.

En educacion matematica, uno de los modelos que sigue una orientacion del
tercer espacio es la Enseflanza de las Matematicas Culturalmente Responsable
definida por Bonner (2014), quien la describe como aquella que provee acceso a
ideas matematicas, mediante el conocimiento de la cultura y su identidad en
cada comunidad. Esto implica, que las competencias profesionales del docente
incorporen el conocer metodologias de aproximacion a la comunidad y a su
cultura, y metodologias didacticas para crear un tercer espacio justo dentro de sus
procesos de ensefianza escolar (Mpofu et al., 2014).

Chile, reconocido como laboratorio neoliberal, ha establecido una serie de
politicas educativas para la integracion cultural en el aula (Zuchel y Henriquez,
2020). Sin embargo, éstas carecen de orientaciones que capaciten y entreguen
herramientas al sistema escolar para construir una escuela intercultural. Lo
cual ha invisibilizado la discriminacion y reproduciendo de nociones hegemonicas
de la cultura occidental, imposibilitando la condicion de igualdad necesaria para
sustentar un proyecto intercultural (Stefoni, Stang y Riedemann, 2016).

En esta misma linea, las propuestas en Educacion Matematica han
presentando movilizacion unicamente desde las traducciones al mapudungun del
conocimiento matematico curricular escolar, sin cuestionar su pertenencia a la
cultura del pueblo tanto local como temporal de la praxis de éstos (Huencho,
Chandia, Rojas y Williamson, 2021). En la actualidad, la Educaciéon Matematica
de Chile carece de una politica de formacion inicial y continua de docentes y
educadores tradicionales al alcance de un tercer espacio.

Asi, esta investigacion aborda la necesidad de generar un tercer espacio,
tomando en cuenta el conocimiento y cultura del pueblo mapuche, especificamente
el situado en la region rural de la Araucania. Por tanto, el propdsito es generar una
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propuesta de comprension dispuesto en un modelo de integracion cultural basado
en la Ensefianza de las Matematicas Culturalmente Responsable, que permita crear
condiciones para fortalecer las capacidades de los docentes que estan en
contextos de interculturalidad con foco el disefo de tareas matematicas. Con esto,
la propuesta resultante no trata de homogeneizar las culturas que se encuentran
en el aula intercultural, ni establecer una relacion funcional, si no que reconoce
la desigualdad existente y redistribuye el conocimiento en funcién de un Tercer
Espacio justo para la comunidad escolar (Zuckel y Henriquez, 2020).

De esta forma, en el marco conceptual de este reporte de investigacion se
presentan los topicos referidos a la Ensefianza Culturalmente Responsable, para
luego adentrarse en la Educacion Matematica bajo esta premisa. En la metodologia,
se describe las comunidades donde se llevo a cabo el estudio, las técnicas de
recoleccion y analisis de los datos. En los resultados, se describen las dimensiones
de analisis: Definicion de una tarea matematica con responsabilidad cultural,
Implementacion de la tarea y Pertinencia situada. Por tlltimo, se encuentra el apartado
de discusiones y conclusiones, donde se establece un modelo en consecuencia de
la comprensién de los resultados del estudio.

2. MARCO CONCEPTUAL

Una perspectiva cultural de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas parte
con reconocer que la clase de matematica estd inserta en un cuerpo educativo y
contexto educacional que forma las oportunidades de aprender de los estudiantes.
Esta comprension ha llevado a explicar, representar y comprender el proceso
observado en diferentes niveles educativos y culturales en las tltimas tres
décadas (Blomeke, Gustafsson y Shavelson, 2015; Brousseau, 2007; Shulman,
1987). Asi, cada una de estas formas ha establecido aproximaciones de como se
desarrolla la ensenanza y el aprendizaje en situaciones especificas para propositos
establecidos, es decir, han caracterizado un modelo explicativo de este (Borromeo
y Lesh, 2013). Por tanto, cualquier forma de comprension, como modelo, requiere
de un marco conceptual para lograr establecer interpretaciones y representaciones
del fenomeno observado. Marco que actia como filtro para seleccionar, organizar,
transformar o inferir patrones y regularidades bajo la superficie de lo que se
quiere modelar (Lesh y Lehrer, 2003). De este modo, la perspectiva cultural
e intercultural es modelable desde diferentes puntos de vista de los investigadores.
Entre las diferentes aproximaciones, destacan aquellas que establecen un modelo
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desde perspectivas teoricas (Blomeke ef al., 2015; Depaepe y Konig, 2018)
y aquellas que lo establecen relacionando aspectos tedricos con empiricos
de investigacion (Shulman, 1987). Ejemplo de este ultimo son los modelos de
ensefianza culturalmente responsable (ECR).

2.1. Ensenianza Culturalmente Responsable

Operacionalizar la Ensenanza Culturalmente Responsable (ECR) implica el
desarrollo de un perfil efectivo de ensefianza, que se contrapone al aula tradicional,
donde es el profesor quién define lo que es central, apropiado y aceptable (Bishop,
Berryman, Cavanagh y Teddy, 2009). La ECR va mas alla de determinar qué y
como se debe ensefiar, ésta reconoce el rol que cumple la interaccion social en el
desarrollo cognitivo del estudiante (Boon y Lewthwaite, 2015).

El modelo de ensefianza bajo el enfoque ECR se constituye como un
espacio donde los estudiantes y el conocimiento de su cultura es provocado ¢
incorporado a la clase, aceptado y oficializado como objetivo de ensefianza,
enmarcando procesos de gestion con sentido. De tal manera, el capital cultural
de los estudiantes es el que proporciona la base del aprendizaje, el que se expande
a nuevos campos de conocimiento a través de interacciones estructuradas con
personas significativas del entorno (Bishop et al., 2009). La ECR se considera
como un constructo multidimensional que toma en cuenta el contenido curricular,
estrategias instruccionales, evaluacion del logro y el clima de clase de un aula
diversa culturalmente (Gay, 2010), considerando como base la idea de que
la ensefanza y el aprendizaje son influenciados por la cultura del profesor, de la
clase, de los estudiantes, de la escuela, y de la comunidad donde estan insertas
(Parker, Bartell y Novak, 2017). De este modo, Gay (2002) describe algunas
practicas observables en la ECR: Consciencia cultural critica, donde el profesor
es consciente de la cultura y del efecto que esta tiene en su conducta como
profesional de la educacion; clima de clase, donde se remueven los estereotipos y
se crean condiciones de equilibrio y reconocimiento; comunidades de aprendizaje,
donde se desarrolla un sentido de interdependencia, ademas de sentimientos de
comunidad en la cual los estudiantes comprenden que sus vidas y destinos
son cercanos, adquiriendo una obligacion moral y politica de responsabilidad de
ayudar a sus pares a aprender; curriculo Multicultural e instruccion culturalmente
congruente, donde se apela a que el aprendizaje de los estudiantes mejora
cuando el contenido es familiar, tiene alto interés para ellos, es desafiante,
esta directamente relacionado a su conocimiento prioritario y esta presentado en
la forma de su modelo de aprendizaje de la cultura. De forma particular, la ECR
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se puede observar en cada uno de los actores del aula escolar, asi como en el
ambiente de aprendizaje.

2.2. Ensenianza de las Matematicas Culturalmente Responsable

El reconocimiento de la ECR permitié a los investigadores Nasir, Hand y
Taylor (2008) afirmar que el conocimiento matematico esta inherentemente
relacionado a las practicas culturales, identificando tres niveles de vinculacion:
(@) el conocimiento de las matematicas como actividad cultural (las estructuras
y el discurso de las matematicas cotidianas frente a las matematicas escolares),
(b) el aprendizaje de las matematicas como una empresa cultural (las estructuras
y el discurso del aula frente al hogar y la comunidad local de los estudiantes),
y (c) el sistema de educacién matematica como sistema cultural (acceso y
posicionamiento en el campo de las matematicas).

A partir de esto, Bonner (2014) define la Ensefianza Matematica
Culturalmente Responsable (EMCR) como aquella que provee acceso a las
ideas matematicas mediante la cultura y su identidad. El autor plantea que entre
las practicas precursoras de EMCR se encuentran el establecer relaciones entre el
profesor, los estudiantes, la comunidad y la familia, para obtener conocimiento de
su cultura y asi incorporar en las practicas del aula el conocimiento de la cultura
de forma pedagdgica. Para adquirir este tipo de conocimiento, los profesores
deberian constantemente conversar con los estudiantes sobre sus modos de vida,
lenguaje, valores, creencias y conocimiento adquirido para luego integrarlo al
conocimiento clasico y asi evidenciarlos en sus practicas.

De esta forma, propone 5 dimensiones para el modelo EMCR: a)
comunicacion, donde los profesores reconocen que ellos deben ser capaces
de comunicarse con los estudiantes, para dar acceso a las matematicas, b) reflexion
y revision cultural, donde el profesor continuamente evaltia sus practicas y revisa
la conexion que tiene con la cultura de los estudiantes y la comunidad donde
estéd inserta la escuela, c) pedagogia y disciplina, donde el profesor evoca los
elementos de su competencia profesional, d) empoderamiento del estudiante,
donde el profesor provee de oportunidades para que el estudiante consolide su
conocimiento e identidad cultural en la clase, y e) establecimiento de espacios
para el desarrollo y mantencion de la identidad racial y cultural.

Asi, ydado que el disefio de la tarea matematica a implementar es la que concreta
el proposito de la ensefianza (Chandia, Huencho, Rivas y Ortiz, 2018), la EMCR se
alcanzaria al disefiar y ejecutar tareas matematicas con responsabilidad cultural.
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3. METODOLOGIA

Para el desarrollo de esta investigacion se contempld una metodologia cualitativa
bajo el marco de los Ciclos de Investigacion y Desarrollo (CID) (Goodchild, 2014)
y el proceso de Investigacion Accion Participativa (IAP) (Susman, 1983), en
comunidades indigenas territorialmente circunscritas a tres escuelas primarias
reconocidas por el estado chileno, lo cual se fundamenta en el hecho de que
los métodos permiten hacer interactuar a las comunidades indigenas, la comunidad
escolar e investigadores. En este sentido, el investigador actiia como pivote
de situaciones y mediador para un proceso de integracion paralela, asi como
recolectores de los elementos que deberia tener el Tercer Espacio.

Participantes

En cada una de las tres escuelas participa su director, los profesores que realizan
clases de matematicas, los educadores tradicionales, todos los estudiantes y sus
respectivas familias, quienes firmaron el consentimiento de participacion, se
describen en la Tabla I.

TABLA I
Participantes por comunidad y escuela

Escuela Comunidad Director Docentes Edu.c qdores Estudiantes Familias
tradicionales
Lladquihue
Botronhue Norte, 1 1 1 7 7
Labranza
Lladquihue
San José Sur, 1 2 1 14 14
Labranza
Peuman
Vega Larga Mapu, 1 2 1 24 24
Lautaro

Fuente: elaboracion propia

La disposicion geografica de las comunidades donde se encuentran las
escuelas da variabilidad (Pefia-Cortés et al., 2018) a los posibles elementos del
Tercer Espacio (ver Figura 1).
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Figura 1. Ubicacion geografica de las comunidades

Procedimiento

Con el objeto de identificar los elementos del Tercer Espacio, se hizo necesario
hacer interactuar a representantes de la cultura escolar, directivos y docentes,
y de la cultura mapuche, estudiantes, familia de los estudiantes y educadores
tradicionales. Para facilitar la interaccion, participa un investigador quién favorece
el dialogo y el establecimiento de acuerdos. En cada sesion el investigador incita el
dialogo entre las partes con preguntas orientadoras. Cada pregunta sitiia y hace
reflexionar sobre algun aspecto de la cultura local, o bien, en aspectos de la cultura
escolar para el disefio y ejecucion de tareas. Producido el didlogo, se trata de
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determinar los elementos del Tercer Espacio mediante la regulacion cultural
de accion participativa, elemento ajustado de los procesos de IAP. Con esta
estructura se ejecuta un total de 54 sesiones de entre 2 y 4 horas distribuidas en
tres etapas considerando los CID como se visualiza en la Figura 2.

o ™
Etapa 3
——
Etapa 2 The nutre
P // developmental \
research cycle
Reflexion Teoria
’ . ~ /’*\ .~ Global ™
Ciclo de \ desarrallo investigacion > Cicl? de“
desarrollo Investigacion
\_(_/ )
o ™ Teoria /L
Practica Local
\ﬁ\—/
. J J

Figura 2. Adaptacion de The developmental research cycle (Goodchild, 2014, p. 208)

La primera etapa constituye un primer ciclo de un CID y tiene como
objetivo acercarse al proceso de matematizacion compartido a partir del
significado construido por las comunidades mapuche y por las escuelas,
donde teorias locales (conocimiento construido por las comunidades)
y globales (marco teérico del investigador y la cultura establecida por
la escuela) se complementan para definir necesidades y demandas al
proceso educativo de las matematicas, y asi construir una propuesta
didactica que los solvente.

La segunda etapa corresponde a un ciclo de desarrollo del CID, donde
la teoria se transforma por medio de la reflexion sobre los objetos
de aprendizaje y el analisis epistemoldgico de las matematicas locales y
escolares, y se generan planes de accidon a implementar. Entonces, de
forma colaborativa, se implementa con los estudiantes una unidad
didactica en colaboracion con sus familias. Posteriormente, se realiza
una revision y reflexion critica del proceso para contrastar y fortalecer
el modelo con un nuevo ciclo de desarrollo, lo que implica enfrentar la
primera hipotesis del modelo tedrico con el desarrollo de ésta y asi
construir una mejorada, es decir, un modelo con sustento prdctico.

La tercera etapa corresponde a un nuevo ciclo de investigacion del
CID con el objeto de valorar el modelo elaborado desde los ciclos de
investigacion y desarrollo anteriores. El objetivo de esta etapa es evaluar
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como los productos obtenidos en la etapa de investigacion y desarrollo
se consideran un aporte al contexto educativo y social. Esta tercera etapa
da sentido al criterio de validez cientifico para investigaciones
cualitativas desarrolladas en entornos de comunidades especificas, donde
la comunidad debe configurarse como arbitro de calidad del proyecto.

Recoleccion y andlisis de datos

Desde el planteamiento de las preguntas orientadoras hasta el establecimiento de
acuerdos, se reflejan las etapas de visualizacion, reflexion y accion de la IAP. Asi,
en cada sesion y de forma colaborativa se determinan a) los focos a visibilizar en el
contexto propuesto, preguntas que guian cada sesion, necesidades entre los sujetos
y la interaccion y negociacion de demandas; b) se generan reflexiones por medio
de la interaccion dialdgica que permite saturacion de ideas; y c) se establecen
acciones, como acuerdos o desacuerdos resultantes del didlogo establecido. Esto
permite recolectar los datos y analizarlos en las mismas sesiones entre todos los
miembros representantes de ambas culturas.

4. RESULTADOS

4.1. Definicion de una Tarea Matemdatica con Responsabilidad Cultural (TMRC)

Para definir una TMRC pertinente a las necesidades del territorio se establece una
primera Etapa de Investigacion del Ciclo de Goodchild (2014), con el objeto de
construir un prototipo que las aborde. Asi, se desarrollan dos grupos de acciones
denominadas “Organizando una TMRC” y “Co-construccion de la TMRC:
Prototipo y modelacion”.

4.1.1. Organizando una TMRC

Las cuatro sesiones de Organizacion desarrolladas en cada una de las tres
comunidades establecen un conjunto de necesidades que responden al &mbito
local y global en el area académica de la educacion matematica. El primer
conjunto de necesidades hace referencia al nulo impacto que el aprendizaje de las
matematicas evidencia en el cotidiano de las actividades locales. Se explicita la
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distancia entre lo que se aprende en la escuela y las relaciones logicas, tangibles
y cotidianas que se realizan habitualmente en la comunidad, lo que se sustenta
desde las apreciaciones dadas por los adultos de la comunidad:

“Le digo que me corte un pedazo de madera que mida lo mismo que este
coligue (madera) y ¢l utiliza una huincha, mide el coligue y luego con
la huincha pone la medida en el palo y en todo eso le queda més largo o
mas corto (...), no pueden resolver situaciones del dia, se les debe dar la
instruccion completa de lo que uno quiere que haga y como quiere que
lo haga y como nunca estan con nosotros, viendo lo que hacemos, no saben
como hacer.” (CM22?)

Otra necesidad es la contribucion de la asignatura lengua indigena®, con
foco en la lengua y cultura territorial, a las otras asignaturas de curriculo, incluida
la educacion matematica.

“No tenemos orientaciones para enseflar nuestra matematica (desde lo
curricular). A lo mas unas paginas donde se tratan los nimeros en mapudungun
(lengua mapuche) para aprender de memoria, es mas vocabulario que otra cosa.
(...) somos una isla, no conectamos ni tributamos a otra asignatura” (ET3)

En el mismo sentido, los docentes no visualizan el efecto de los recursos,
metodologias y estrategias tradicionales de la ensenanza de las matematicas en el
aprendizaje de los estudiantes. Advierten que los esfuerzos desplegados no han
movilizado el aprendizaje ni el gusto por la asignatura.

“Nosotros tenemos recursos manipulativos para los estudiantes, usamos
bloques, (...), autitos de diferentes colores (...) les decimos, si José tienen
4 autitos azules y Valeria tiene 3 autitos verdes, ;cuantos autitos mas tiene
José?, y no hay caso, ellos suman todo, la palabra mas (de la pregunta)
los confunde, le hacemos la pregunta tal como viene en el libro, donde
se muestran dibujados los autitos, cambiamos a bloques de color, autitos
de juguete y nada..., no sabemos qué mas hacer (...). luego viene SIMCE* y
salimos mal.” (PM1)

Dada la sistematizacion del proceso etnografico previo al disefio de una
TMRC, y su sociabilizacion en la comunidad escolar, se observa que el pueblo
mapuche posee conocimiento matematico implicito en sus actividades cotidianas

2 Nomenclatura: Comunidad Mapuche (CMn®), Educador Tradicional (ETn®), Profesor de Matematica

(PMn°), Estudiante (En®), Apoderado Mapuche (AMn®) e Investigadora (INV).
3 Lengua indigena: asignatura implementada en los colegios chilenos con sobre un 20% de matricula
indigena asociadas a las lenguas Aymara, Quechua, Mapudungun y Rapa Nui, desde el afios 2010
a la fecha.

4 Prueba estandarizada nivel nacional. SIMCE: Sistema de Medicion de la Calidad de la Educacién.
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y metodologias de ensefianza, las cuales podrian ser tratadas como actividades
escolares. También acuerdan que este tipo de practicas contribuiria al logro de
los aprendizajes matematicos escolares junto con fortalecer el conocimiento local
y la identidad del educando.

“El piiron (nudo en lana) para registrar la edad de las personas (...) la luz y
las estrellas nos determinan etapas del afio y del tiempo dentro del dia(...). El
mapuche debe propiciar el rakizuam (desarrollo del conocimiento, resolver
un problema) en el aprendiz, no sélo que copie y repita, sino que pueda
apropiarse del concepto y su proceso y lo ponga a prueba y generar algo
propio, nuevo, (pausa en silencio) asi lo hacia la familia antes.” (CM50)

Finalmente, las escuelas estan dispuestas a generar estrategias educativas en
matematicas con RC siempre que se cumplan ciertas condiciones, como el acceso a
informacion clave en la materia; recursos y medios para su ensefianza; apoyo
desde la familia frente a las producciones escolares que fortalezcan y mantengan
la pertinencia dentro de la logica cultural situada; y gestionar un ambiente de
aprendizaje reciproco.

4.1.2. Co-construccion de la TMRC: Prototipo y modelacion

En siete sesiones de trabajo en cada establecimiento, se elabor6 un prototipo de
unidad didactica en Matematicas con Responsabilidad Cultural, que contempla una
tarea matematica y su forma de ensefianza. Desde las sesiones emerge la riqueza de
la enseflanza por proyectos desarrollados de forma colaborativa, donde la
diversidad de habilidades dadas por los roles de cada integrante permite
enriquecer las estrategias y alcanzar la meta establecida, tal como lo plantea un
Educador Tradicional:

“El mapuche, antes, hacia todo en comunidad, el territorio era importante,
nada se hacia de forma individual y cada participante era reconocido por su
conocimiento o habilidad en la tarea o por ser un apoyo, cualquier cosa era
importante y se reconocia por igual...” (ET1).

De esta manera, los ET y profesores de matematicas decidieron escoger
una actividad cultural situada desarrollada con un artefacto matematico propio.
Para esto, lo primero fue identificar las matematicas que involucran conexiones
con el conocimiento de la comunidad local, determinando artefactos matemdaticos
culturales (AMC) que se impregnan de procesos matematicos con sentido en la
vida cotidiana. Luego, se establece un proposito para favorecer las oportunidades
de alcanzar la comprension y el desarrollo de esta matematica con apoyo del
conocimiento curricular a través del AMC.
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“El piiron es pura matematica, es nuestra forma de escribir los nimeros, por
lo que puede ser mas facil conectarlo con la lengua mapuche y la asignatura
de matematica. Es una forma que ya no se suele ver entre nuestra gente y
necesitamos darle uso para el hoy, que sea importante hoy.” (ET1)

Asi, el proyecto educativo se planed en base a caracterizar el entorno
escolar por medio de un sistema de registro numérico a través del piiron, donde el
conocimiento matematico presente en el AMC se establece como una variable
mediadora entre el conocimiento cultural y el conocimiento curricular.

Con el objetivo de ensefianza planteado y el artefacto matematico cultural
explicito en ¢él, se determinan actividades, preguntas orientadoras, tiempo, lugar
y forma en que el proceso de ensefianza se desplegara en concordancia con las
demandas que el AMC requiera para su desarrollo. El marco que determina la
tarea tiene relacion con generar oportunidades de alcanzar el rakizuam pero
considerando los elementos curriculares, evidenciando una interaccion dialogica
entre comunidad y escuela.

ET2: el territorio ya lo dijo, la gente dijo que la forma es el rakizuam.

PM2: si, y me parece bien, pero jcomo lo hacemos?

ET2: deben participar todos los nifos (1ro a 6to basico) en algo comun, que tenga
sentido para ellos. Yo me acuerdo que antes si habia que construir una ruka, todo
el territorio se reunia a construirla, todos apoyaban, no se construia nada de forma
individual. (...) obvio que las cosas se complican y se deben resolver situaciones y
eso se resuelve con mas de una cabeza pensando.

(pausa de silencio)

ET2: entonces, todos los estudiantes de 1ro a 6to basico deberian trabajar bajo un mismo
objetivo y sus productos debieran servir para un producto mayor, uno como colegio.

PM2: me parece bien (sonriendo), pero como generamos que creen, que creen (repite
para enfatizar) nuevo conocimiento desde el piiron.

INV: ;Qué registros son los que reconocemos en el piiron? y ;Cuales parecen no tener
solucién a simple vista?

ET2: sabemos numeros chicos, yo no recuerdo nada que supere el 10

PM2: pero si el nudo es para registrar los nimeros del mapuche y podemos decir
nimeros mas grandes que 10 éstos se pueden registrar con nudos también ;0 no?

ET2: yo creo que si, porque si se usaba para contar animales y antes el mapuche tenia
muchos animales, asi que se debiera poder, pero no sé cémo.

De la interaccion, se establece la metodologia, la estrategia y las actividades
de ensenanza. La metodologia se basara en proyectos. El inicio del proyecto se
gestiona desde el educador tradicional quien ubica el artefacto dentro del pueblo
respondiendo a quién, para qué y cémo lo usa/usaba, desde la manipulacion
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del artefacto y el relato de historias. El desarrollo del proyecto se articula desde
el profesor de matematicas que establece demandas con objeto de replicar y
reconstruir un elemento matematico dentro del margen operacional del artefacto.
El cierre del proyecto se articula en colaboracion entre el profesor y el educador
tradicional con objeto de provocar la comunicacién y argumentacion matematica
del estudiante en torno a los productos alcanzados y su uso en la comunidad local.

“Dado que el foco es que ellos construyan algo que nosotros no les hemos
dicho como es o coémo puede ser, necesitamos pensar en las posibles
soluciones que consideraremos correctas dentro de la 16gica mapuche (...) por
varias razones, entre ellas que la familia sera un validador de las estrategias
que el estudiante establezca (...) necesitamos saber si la proyeccion
matematica que estamos pensando es adecuada para los parametros de uso,
(...) es vital el apoyo de nuestro educador tradicional.” (PM3)

Establecidas las condiciones del proyecto, se generan estrategias de interaccion
entre el docente, los estudiantes y sus familias, de manera que promueva la
negociacion de significados, el aprovechamiento del error y el pensar desde
la lengua. La interaccion se gestiona desde un set de interrogantes que simplifican
o amplifican la demanda con el fin de poner a prueba la argumentacion ldgica
matematica detrds del producto establecido y orquestar la generalizacion
de procesos.

Aunque la interaccion permitié definir de forma proyectiva toda la clase,
los docentes presentaron dudas de su propia gestion, “Tenemos todo lo necesario
para desarrollar nuestras clases, tanto en el rol del educador tradicional, como el
mio (profesor de matematica), pero no sé como actuar en la clase...” (PM1).
Ante esto, la investigadora realiza una modelacion de la totalidad de los procesos
establecidos en la etapa de co-construccion, permitiendo conocer la trayectoria
de produccion de las respuesta que se esperan alcanzar; regular el nivel de desafio
cognitivo de las demandas establecidas y de las que emergen producto de las
contingencias del proceso; enriquecer conceptos matematicos de la comunidad
local usando el purén como medio; confirmar el alcance de los objetivos educativos
planteados; evaluar el alcance del artefacto matematico cultural y su efecto en
el aprendizaje.

4.2. Implementacion de una TMRC

Una segunda Etapa denominada Desarrollo dentro del Ciclo de Goodchild (2014),
pone en practica el prototipo de TMRC disefnado. Asi, se crean dos grupos de
acciones denominadas “Aplicacion y valoracion de una TMRC” y “Artefacto y
modelo de la TMRC”.
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4.2.1. Aplicacion y valoracion de una TMRC

El proceso practico de la etapa de desarrollo se realiza en cuatro sesiones de
aplicacion en aula y cuatro sesiones de valoracion desde el contexto familiar en
el hogar. Este proceso mostré un amplio entusiasmo e interés por el artefacto
matematicosituadoenunapracticacotidianaantiguade gran valorhistéricoysocial.

La clave de los productos alcanzados por los estudiantes se sustenta en la
observacion y escucha de relatos que posicionan al artefacto en un punto clave y
mediatico dentro del pueblo. La recreacion y analisis de la situacion, posicionan al
AMC en demandas matematicas complejas que impregna al grupo de estudiantes
en un ambiente que desafia y motiva su actuar.

Asi, el desarrollo del conocimiento matematico se orquesta desde la
oportunidad de construir conocimiento dentro de una logica estructural con
sentido local, reconociendo los limites y alcances de las matematicas con el
artefacto. De esta manera, la construccion se desenvuelve en un ambiente de
monitoreo constante, debido a la diversidad de caminos y productos que los
estudiantes pueden escoger para resolver el desafio planteado. Por ejemplo, luego
de solicitar el registro de la edad de una persona mayor en su hogar, se produce la
siguiente interaccion:

ET2: Amulen, ;me ensefias lo que has registrado?
E6: (accion de entregar una lana con nudos)
ET2: Dame informacién que me permita leer t registro
E6: tiene piiron (nudo) grandes y simples, los grandes valen 10 y los simples 1
ET2: muy bien, entonces aca tenemos mari (10), epu mari (20), kiila mari (30), (...)
pura mari kirie (91), pura mari epu (92), pura mari kiila (93), (tocando cada nudo
mientras realizaba el conteo) ;es correcto?
E6: Si.
ET2: laedad de quién es
E6: de mi abuelo José
ET2: ah, muy bien. ;porqué tiene estos nudos aqui? (refiriéndose a nudos simple entre
los nudos grueso)
E6: Me falto lana y alli me quedaba un espacio vacio.
ET2: Entiendo, muy bien hecho.
PM2: Amulen, ;influye en algo que los nudos se mezclen, gruesos con simple en la lana?
E6: no, no influye.

El docente se anticipa a dos trayectos posibles: extraviar el objetivo de
la demanda, o responder dentro de un proceso carente de logica matematica.
Para el docente, la primera situacion comprende advertir y tratar, reinterpretando
la demanda original; en cambio, en la segunda situacién comprende entender
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hasta qué punto la toma de decisiones es coherente y planteando desafios que los
ayude a re-pensar la decision tomada.

Por ultimo, se gestionaron espacios de vinculacion con el conocimiento
familiar, recreandoles los productos generados, solicitandoles otras técnicas para
una misma demanda, u otras demandas donde el artefacto tiene sentido. Los
resultados muestran complicaciones por desconocimiento y desuso del artefacto,
lo que llevo a las familias a reconocer entre ellas a las mas conocedoras, para
establecer vinculos, comunicarse y enriquecer el conocimiento local. Los abuelos
tuvieronun mayor acercamiento a lapractica, validando lainformacion que sustenta
el artefacto y nutriendo a los estudiantes con nuevas historias familiares-locales
asociadas. Por ejemplo, el padre de uno de los estudiantes indico lo siguiente:

“Mi abuelita era partera y yo sé¢ que ella usaba una lana con nudos y con eso
ella guiaba el tema del embarazo, la fecha de nacimiento, y permitia preparar
la fecha de parto.” (AMS)

4.2.2. Artefacto y modelo de la TMRC

Los Educadores Tradicionales coinciden en la satisfacciéon de promover un
conocimiento que aporte a actividades de otras asignaturas, lo que otorga valor a
su conocimiento y desempefio en el contexto escolar: “cuando iba a pensar que
me iban a pedir apoyo para las matematicas, me siento importante, se valora nuestro
conocimiento” (ET2). Por su parte, el profesor de matematicas reflexiona sobre
el impacto del artefacto y las demandas planificadas para su desarrollo, el
razonamiento matematico de los estudiantes, los procedimientos ldgicos, la
argumentacion sobre la heuristica, y las contingencias consideradas para resolver
las diferentes problematicas: “todo lo que pueden construir a partir de nudos
y las formas en que argumentan sus productos los obliga siempre a moverse
de su estatus de confort, debido a las tareas que les damos (...) solo apoyamos
su proceso” (PM1). Concluyen con la idea que esta forma de hacer matematica
moviliza al estudiante a esferas donde pone a prueba su conocimiento y su labor
se centra en apoyar la continuidad del objetivo de trabajo planeado.

En cuanto a la percepcion de las familias, en un inicio se cuestionaba el
tratamiento de artefactos mapuche para ensenar matematicas, aludiendo a que en
clases se deben ensefiar las matematicas winca (no mapuche) “porqué les
estan ensefiando eso, yo quiero que aprenda la matematica que el winca
aprende” (AM12). Sin embargo, luego de la aplicacion del disefio vinculado a
los hogares de los estudiantes, su percepcion se torno positiva para los objetivos
educativos planteados.

Relime 25 (2), Julio 2022 {{{c<) RSN


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

214 A. HUENCHO, E. CHANDIA, F. ROJAS, G. WILLIAMSON

El equipo de trabajo acuerda que la TMRC propuesta, es una fuente
innegable de aprendizaje matematico que potencia los resultados favorables en
pruebas estandarizadas nacionales, dado el fortalecimiento del razonamiento
matematico desplegado. Sin embargo, advierten la necesidad de focalizar la
TM dentro del formato lineal y parcelado del conocimiento dispuesto en el
curriculo escolar.

4.3. Pertinencia situada de la TMRC

Continuando con el ciclo, se despliega una nueva etapa de Investigacion que se
sustenta en las acciones generadas en el ciclo de desarrollo. Esta denominada Etapa
3 propone organizar un proceso coherente de exposicion de la metodologia de
co-construccion, el método de ensefianza y los productos creados por los estudiantes
dadala TMRC, para posibilitar el intercambio de opiniones, sugerencias y aportes de
la comunidad local.

4.3.1. Analisis de pertinencia situada de una TMRC

Para desarrollar el intercambio de sugerencias desde la comunidad local, se planea
el ilustrar secciones vivenciadas en el aula, expuestas por la comunidad escolar,
en un ambiente natural para el pueblo mapuche como es la ruka (casa mapuche).

Iniciado el encuentro y en relacion del AMC, la comunidad expresé gran
interés en la representacion utilizada para pequefias cantidades “jasi lo usaba
mi mama! (...) hasta para enseflarme a tejer a telar, me dejaba nudos para saber
cuantas hebras de cada color me faltaban” (CM40), frente a la exposicion de
lanas donde cada nudo representaba una unidad; para grandes cantidades,
en cambio, surgieron dudas sobre el registro, siendo los estudiantes quienes
debieron transmitir la forma de decodificar un numero dentro de la unidad de mil.
Los miembros de la comunidad se prestaron atentos, escuchando y replicando la
manipulacion del artefacto, expresando el desuso del artefacto dada la capacidad
de registrar nimeros en simbolos arabicos. Expresan que comprenden la logica del
cddigo presentado, su coherencia lingiiistica con la lengua mapuche, la proyeccion
que posee dentro del sistema numérico del pueblo y el sentido de lo que expresa,
“nosotros ya no lo usamos, (...) los nudos estan ordenados de la misma
forma en que los decimos en mapudungun, (...) sirve para nimeros mas grandes
aun” (CM2).

Las interacciones orales argumentativas sobre el AMC y el error en el
constructo de nuevos contextos de uso, exige una labor docente centrada en guiar,
movilizar las formas de razonar y promover multiples respuestas acertadas.
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Los docentes explicitan la capacidad de elaborar argumentos sustentados en
razonamiento logico matematico: “los nifilos pueden argumentar, hablar de
producciones matematicas, de razonamiento logico, y lograron amplificar y
generalizar en funcion de las tareas planeadas” (M2). Lo anterior, es evaluado
dentro de las normas que posibilitan al estudiante vivenciar el rakizuam del
pueblo. Asi, la familia mapuche valora el dialogo entre el conocimiento
conceptual y procedimental local con el escolar: “esto es lo que queremos,
no s6lo lo mapuche, queremos que aprendan la matematica del mapuche y del
winca (persona no mapuche). Que se potencien.” (AMS).

Se valora la metodologia de trabajo desarrollada desde lo local, su
conocimiento ancestral y las formas en que se transmite para enriquecer la
enseflanza académica. El educador tradicional y su labor dentro del proyecto,
genera tranquilidad y cercania dentro de la comunidad local, lo cual fortalece su
posicion al interior de lacomunidad escolar. Destaca el compartiry opinar sobre los
productos que se generan utilizando el conocimiento local al interior de la escuela,

“Esto es bueno, lo que hicieron en clase es bueno, que ahora nos muestren
lo realizado nos ayuda a fortalecer lo que ya casi hemos olvidado. Es
importante que nuestros niflos, nos ayuden a no olvidar.” (CM7)

“Esto de contarles a todos mi historia, la que antes le conté sobre los nudos y
coémo me ensefiaron a mi, me llena de orgullo, me siento reconocido.” (CM10)

Finalmente, se concuerda que la forma de sustentar cada decision del proyecto
basado en las historias de vida de la comunidad mapuche de hoy y ayer, le otorga
valor a su conocimiento y fortalece la identidad de los participantes de la sesion.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las implicancias de los resultados que emergen del disefio, aplicacion y valoracion
de una TMRC, fueron estableciendo una serie de hitos, secuencias y conexiones
que determinan el modelo que define y sustenta una TMRC como el principal
componente del Tercer Espacio. Al interactuar comunidades locales y escolares,
se encuentran sus culturas en un proceso de Investigacion Accién Participativa,
logrando con ello una integracion paralela no dominante (Mpofu et al., 2014).
Luego, y para avanzar en la construccion, los ciclos de investigacion y desarrollo,
permiten la reflexion y la practica en el disefio y ejecucion de las TMRC
(Goodchild, 2014). Esta metodologia de dialogo, moviliza el conocimiento
matematico hacia un producto de trascendencia temporal y social que construye
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una vision multicultural de su misma realidad, enriqueciendo ambas culturas y
creando elementos de interseccion (Bhabha, 1994; Wences, 2021).

Como parte de la interseccion, el modelo centra su interés en el actuar del
docente en su interaccion constante con el contexto sociocultural que lo rodea,
lo cual se evidencia en la fase de Organizacion y Co-construccion de la TMRC.
Aqui, las necesidades / demandas del contexto y la generacion de propuestas
de actividades matematicas situadas, permiten movilizar el conocimiento local
hacia demandas locales y globales. Ademas, la participacion de la comunidad
local indigena facilita la caracterizacion del modelo de aula, dada la recreacion
tradicional e historica de las formas de ensefnanza del conocimiento en sus familias
(Pefia-Cortés et al., 2018). Ahora bien, pese a la valoracion dada por la comunidad
en el reconocimiento de su cultura, éstas validan la imposicion historica de un
curriculo monocultural, que les otorga una proyeccion social y econdémica, por lo
que reconocen la influencia positiva que tiene en las trayectorias de vida de sus
hijos e hijas (Mansilla et al., 2016).

En este sentido, el disefio y la ejecucion de la TMRC cumple un rol formador
de los actores de ambas culturas, dada la interaccion de las mismas en cada una de
las instancias de trabajo, respondiendo a una de las principales dificultades
que enfrenta el aula multicultural (Pefia-Cortés et al., 2018; Semali ef al.,
2015). Asi mismo, tales instancias permiten crear un curriculo que comprende
un conocimiento desde una perspectiva multicultural (Williamson, 2008),
impidiendo el dominio de alguna mediante la co-construccion de los objetivos
matematicos culturales y el disefio de las TMRC.

De esta manera, se establece un modelo (Ver Figura 3) que inicia con el
reconocimiento de Précticas Socioculturales (PS) con matematicas intrinsecas
en ellas, aqui es fundamental comprender la 16gica de la praxis con un sentido
matematico, dado que guiara las demandas conceptuales o procedimentales
de un objeto denominado “Artefacto Matematico Cultural (AMC)” de aspecto
tangible y/o conceptual, donde se involucran las matematicas desde las visiones
académicas escolares y socioculturales (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini,
2015). Asi, la necesidad de acudir a los insumos matematicos propios del
curriculo escolar dependera del conocimiento local que posea quien disefia las
tareas matematicas. Esto plantea un desafio, ya que en cuanto mayor sea la
distancia respecto del conocimiento cultural local que tenga quién disefia, mas
requerird del apoyo de un asesor cultural, de metodologias para el acceso a
este conocimiento, y/o la creacion de comunidades que se integran por
actores representantes de ambas culturas y el establecimiento de didlogos
en base a propdsitos pertinentes y comunes (Zuchel y Henriquez, 2020).

ORI Relime 25 (2), Julio 2022


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

TERCER ESPACIO: MODELO DE TAREAS MATEMATICAS CON RESPONSABILIDAD CULTURAL 217

Esto permite comprender la 16gica matematica de la PS y el AMC emergente,
como primer elemento del Tercer Espacio, columna central del modelo.

Disefio de Tareas Matematicas con

Responsabildad Cultural
Elementos del Tercer Espacio

Matematica Cultural 14

" Disposicidn de la practica
sociocultural

Matemadtica escolar

Dispasicién instruccional ]

ion de la Actividad
(GACMC)

" Actividades como objeto de
ensefianza

Conocimiento didactico de la
matemaitica

jetivu de Aprendiz Conocimiento matematico
(OApMC) curricular

‘ Conecimiento practico

‘ Légica matematica de la PS

Artefacto
(AMC)

Insumao escolar ]
‘ Practica sociocultural (PS)

Comunidad local Comunidad escolar

Figura 3. Modelo de Disefo de Tarecas Matematicas con Responsabilidad Cultural

El ciclo contintia relacionando el AMC con las matematicas escolares, para
posicionarla dentro de niveles educativos, ejes tematicos, contenidos especificos
y/o objetivos de ensefianza acordes a su estructura conceptual y procedimental.
Esto facilita su desarrollo y proyeccion a nivel de aula. Llegado a este punto, se debe
considerar el riesgo de visualizar el AMC solamente para el beneficio del curriculo
escolar, por lo que es fundamental acudir al conocimiento practico que condiciona
la accion de él, para asi establecer un objetivo conceptual y/o procedimental
pertinente a las 16gicas matematicas propias, territoriales y temporales. Aqui nace
el segundo componente del Tercer Espacio, el Objetivo de Aprendizaje Matematico
Cultural (OApMC), compuesto por un contenido y una accion que responde a
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los requerimientos escolares y locales integrando los objetivos de aprendizajes
propios del curriculo dentro de una forma de proceder y razonar local.

Al disenar un OApMC pueden ocurrir dos eventos diferentes, que la accion
de la PS coincida con la solicitud curricular, o que se diferencien. En el primer
caso se fortalece el conocimiento local y escolar. El segundo caso responde a una
necesidad local, su conexion curricular se centra en habilidades matematicas y/o
en contenido desde formas logicas locales, lo que permite tratar el conocimiento
curricular nutriendo de significado lo conceptual y re-valorando lo local y por
ende, enriqueciendo el contenido de manera multicultural (Aikenhead, 1997;
Wences, 2021; Zuchel y Henriquez, 2020). En ambos casos se tratan las logicas
de razonamiento matematico locales, se actualizan los métodos de ensefianza y
los contenidos matematicos especificos escolares, tal como se desarrollo con la
construccion de un codigo de representacion numérica a través de nudos, piiron,
y su conexion con el sistema numérico mapuche.

Con el OApMC y el AMC explicito en ¢él, se procede a configurar un posible
set de actividades para los estudiantes que propicien el logro del objetivo
planteado. Para ello se acude a las disposiciones inherentes a la Didactica de las
Matematicas y a cada una de las dimensiones que determinan la construccion
de una actividad. Como teorias de aprendizaje, demandas cognitivas, procesos
instruccionales y gestion, modelos de interaccion, recursos didacticos, etc., que
proporcionan un marco de opciones de instruccion que condicionan los tipos
de actividad y el conocimiento como Objeto de Ensefianza local (Huencho,
Rojas y Webb, 2017). De lo anterior, se definen las Actividades Matematicas
Culturales (AcMC), como aquellas centradas en la ensefianza de la practica
sociocultural enfocada en el AMC, desde donde se configura un set de demandas
que movilizan los diversos conceptos y propiedades inherentes al artefacto,
determinando asi, el tercer elemento del Tercer Espacio.

Definida la AcMC se procede a determinar cdmo se gestionara el proceso
de ensefianza. Se consideran las Disposiciones Instruccionales propias de
los docentes y los contratos didacticos del aula escolar (Brousseau, 2007),
proponiendo un margen de elementos a los que se accede. Ademas, se requiere de
las Disposicion de la practica de la ensefianza sociocultural para definir cual es la
gestion de la AcMC y asi responder a las logicas del AMC, la practica sociocultural
y la comunidad escolar. Esto determina el Gltimo componente del Tercer Espacio
para el modelo de disefio de TMRC, la Gestion de la Actividad Matematica
Cultural (GAcMC). Esta determina la organizacion general del tiempo, espacio,
lugar y estrategias de interaccion entre el docente, los estudiantes y sus familias,
para promover la negociacion de significados, el aprovechamiento del error y la
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promocion del pensamiento a través de la lengua indigena. La GAcMC modifica
la disposicion instruccional habitual del docente y de su clase, actualizando las
formas de ensefianza tradicionales dentro de la clase. Los contratos didacticos
tendran presencia con un foco integrador, validado por un asesor cultural, la
familia y su interaccion con la AcMC.

Estos cuatro elementos constituyen el Tercer Espacio para el disefio de
TMRC, construidos por el didlogo de representantes de cada cultura en un proceso
sistematico de interaccion con el objeto de determinarlos en una integracion
paralela, no dominante. De esta manera, se responde a las principales dificultades
que han presentado quienes han tratado de abordar el aula intercultural, mostrando
una alternativa viable para la ensefianza de las matematicas, y porque no decir,
para otras disciplinas, siendo ineludible comprender las multiples visiones de un
mismo conocimiento por pueblos con trayectorias disimiles.

Finalmente queremos declarar que tal como todos los esfuerzos de
comprension de la interculturalidad, este modelo estd fuertemente anclado al
acceso a las comunidades indigenas, y a su disposicion para interactuar con la
comunidad escolar, ademas de tener como base conceptual la aproximacion
no paralela del Tercer Espacio bajo el concepto de Responsabilidad Cultural
en Educacion Matematica, lo cual puede restringir y posiblemente dejar de
considerar variables, que en funcién de otros marcos o comunidades pueden ser
viables o factibles de analizar e incorporar al modelo.
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O ESTUDO DE AULA NO DESENVOLVIMENTO DO CONHECIMENTO
SOBRE O ENSINO DA MATEMATICA DE PROFESSORES DO 1.° CICLO!

LESSON STUDY IN THE DEVELOPMENT OF KNOWLEDGE
ABOUT TEACHING MATHEMATICS BY PRIMARY SCHOOL TEACHERS

RESUMEN

El objetivo de este articulo es entender el aprendizaje realizado PALABRAS CLAVE:
por cinco maestros que participan en un estudio de clase
que se centrd en la multiplicacion de aprendizajes por parte
de estudiantes de 2° aflo con respecto al conocimiento del
estudiante y sus procesos de aprendizaje y el conocimiento

- Estudio de clase
- Conocimiento diddctico
- Aprendizaje profesional

de la practica lectiva. Es una investigacion cualitativa e - 4prendizaje de la
interpretativa. La recopilacion de datos fue realizada por la multiplicacién
observacion de los participantes a través de la preparacion de - Matematicas

un diario a bordo, grabacion de audio y video de las sesiones
y la realizacion de una entrevista colectiva semiestructurada.
Los resultados confirman el potencial del estudio de clase al
contribuir a los profesores para profundizar conocimientos
sobre el pensamiento y las estrategias y las dificultades del
estudiante en el aprendizaje de los conceptos. Comenzaron
a valorar la preparacion detallada de su accion debido a los
conocimientos previos sobre los estudiantes, asi como el
aprendizaje exploratorio.

ABSTRACT

The aim of this article is to understand the learning of five KEY WORDS:
primary teachers participating in a class study that focused on
learning multiplication by 2" year students with regard to the
student’s knowledge and learning processes and knowledge of
teaching practice. It is a qualitative and interpretative
investigation. Data collection was undertook by participant - Learning of multiplication
observation through the preparation of a research journal, - Mathematics

audio and video recording of the sessions and conducting a

semi-structured collective interview. The results confirm the

potential of the LS by contributing to teachers to deepen their

knowledge about the student’s thinking and their strategies and

difficulties in learning concepts. They also valued the detailed

preparation of their action taking into account the previous

knowledge of the students, as well as about exploratory learning.

- Lesson study
- Didactic knowledge
- Professional learning

Em Portugal, o 1.° ciclo do ensino bésico corresponde aos quatro primeiros anos oo
de escolaridade, sendo frequentado por alunos entre os 6-10 anos de idade. e ©
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RESUMO

O objetivo deste artigo ¢ compreender as aprendizagens PALAVRAS CHAVE:
realizadas por cinco professores do 1.° ciclo o ensino basico
participantes num estudo de aula que teve foco naaprendizagem
da multiplicagdo por alunos do 2.° ano no que respeita ao

- Estudo de aula
- Conhecimento didatico

conhecimento do aluno e dos seus processos de aprendizagem - Aprendizagens profissionais
¢ ao conhecimento da prética letiva. E uma investigagdo - Aprendizagem da
qualitativa e interpretativa. A recolha de dados fez-se por multiplicag¢do

observagdo participante através da elaboragdo de um didriode - Matematica

bordo, gravagdo audio e video das sessdes e realizacao
de uma entrevista semiestruturada coletiva. Os resultados
confirmam o potencial do estudo de aula ao contribuir para
que os professores aprofundassem o conhecimento sobre o
pensamento do aluno e suas estratégias e dificuldades na
aprendizagem de conceitos. Passaram a valorizar a preparacio
detalhada da sua agdo em fungio do conhecimento prévio sobre
os alunos, assim como a aprendizagem exploratoria.

RESUME

Le but de cet article est de comprendre ’apprentissage effectué MOTS CLES:
par cinq enseignants de primaire participant a une étude de
classe axée sur 'apprentissage de la multiplication des par
les éléves ence qui concerne la connaissance de 1’éléve et
de leurs processus d’apprentissage et la connaissance de la

- Etude de clase
- Connaissance didactique
- Profissional apprentissage

pratique d’enseignement. Ils’agit d’une enquéte qualitative - Apprentissage de la
et interprétative. La collecte de données a été effectuée par multiplication
observation participant par I’écriture d’un journal de bord, - Mathématiques

I’enregistrement audio et vidéo des séances et la realization
d’une entrevue collective semi-structurée. Les resultants
confirment le potentiel de I’étude de classe en contribuant
aux enseignants a développer des connaissances sur la pensée,
les stratégies et les difficultés de 1’¢léve dans I'apprentissage
des concepts. Il sont commencé a apprécier la préparation
détaillée de leur action en raison de connaissances antérieures
sur les éléves, ainsi que sur I’apprentissage exploratoire.

1. INTRODUCAO

Nos tltimos anos, por todo o mundo, o estudo de aula (EA) vem sendo assumido
como processo de desenvolvimento profissional de professores que constitui
“.uma alternativa clara aos processos tradicionais de reflexdo e melhoria da
pratica educativa e (...) de reconstrucao dos saberes e praticas docentes” (Soto
Goémez & Pérez Gomez, 2015, p.16). O EA centra-se na pratica letiva de um grupo
de professores e tem como foco principal a melhoria da aprendizagem dos alunos
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numa disciplina escolar. Trabalhando em conjunto, os professores identificam
dificuldades dos alunos, definem objetivos em fung@o do que ¢ esperado no curriculo,
formulam estratégias de ensino baseadas na sua experiéncia e no conhecimento
cientifico, elaboram ou adaptam tarefas e materiais e planificam detalhadamente
uma aula que ¢ lecionada por um professor. Esta aula é observada pelos restantes
professores sendo posteriormente objeto de reflexdo aprofundada (Lewis et al.,
2019; Murata, 2011; Ponte et al., 2016). Contrariamente a outros processos formativos,
o trabalho ndo é centrado no desempenho e atuacdo do professor, mas antes nas
aprendizagens e estratégias dos alunos (Ponte et al., 2016). O EA “dé aos professores a
oportunidade para contextualizar representacdes das suas atividades na aula,
ao mesmo tempo que também torna explicito o seu conhecimento implicito e as
suas praticas através de conversas colaborativas” (Ni Shuilleabhain & Clivaz,
2017, p.102). Representa uma oportunidade para os professores aprofundarem o
conhecimento sobre o aluno e os seus processos de aprendizagem, construindo e
ressignificando o seu saber-fazer em contexto colaborativo.

O EA, enquanto processo formativo que permite aos professores problematizar
e investigar a sua pratica letiva, os contetdos que ensinam, os conhecimentos
didaticos e a aprendizagem do aluno, possibilita que estes reflitam sobre a pratica,
recorram a teoria e regressem a pratica num movimento ciclico e articulado
(Bezerra, 2017), promovendo o seu desenvolvimento profissional em diversos
dominios (Quaresma & Ponte, 2017). Importa, por isso, aprofundar o conhecimento
sobre as potencialidades do EA na aprendizagem profissional de professores que
lecionam os primeiros anos de escolaridade tendo em conta que a sua disseminagao
e apropriagdo € relativamente recente no contexto portugués, sendo ainda
reduzida a investigacao disponivel. Assim, o objetivo deste artigo ¢ compreender
que aprendizagens no que respeita ao conhecimento do aluno e dos seus
processos de aprendizagem e ao conhecimento da pratica letiva desenvolveram
os professores envolvidos num EA em torno da aprendizagem da multiplicagdo
por alunos do 2.° ano.

2. QUADRO TEORICO E INVESTIGAGAO EMPIRICA RELATIVA AO ESTUDO

2.1. Conhecimento didatico

Séo varios os autores que tém vindo a debrugar-se sobre a natureza e complexidade
do conhecimento que o professor necessita para lecionar e conduzir a aprendizagem
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os seus alunos. Shulman (1987) da particular atengdo aos tipos de conhecimento
profissional necessarios ao exercicio da funcdo docente. No seu entender,
os professores ndo sd necessitam de saber como ensinar, mas também o que ensinar
e o respetivo porqué. Analisou o que sabem os professores sobre os conteudos
a ensinar, onde e quando os adquiriram, como e por que transformam esse
conhecimento em situacdes de aprendizagem na sala de aula, apresentando um
conceito, o “conhecimento pedagogico do conteudo”, situado na intersegao
do conhecimento do conteudo e da pedagogia. Trata-se, na sua perspetiva, de
um conhecimento distinto do conhecimento do contetido que diz respeito a
transformacao desse conteudo pelo proprio professor tornando-o compreensivel e
ensinavel para os alunos. E um conhecimento construido, enriquecido e melhorado
sempre que o professor ensina um conteudo.

Ball, Thames e Phelps (2008), tendo por base estudos empiricos, procuraram
aprofundar o modelo de Shulman para o ensino da Matematica. A sua proposta
sobre os conhecimentos necessarios para ensinar Matematica encontra-se
dividida em dois grandes dominios: Conhecimento do Contetido (CK), relativo ao
conteudo matematico a ensinar, e Conhecimento Pedagogico do Contetido (PCK)
que contempla o modo como esse contetido pode ser ensinado, o curriculo, os
alunos e as proprias relagdes entre estes e o conteudo matematico. Cada um
destes dominios subdivide-se em diversos subdominios. Para estes autores, o
PCK, encontra-se dividido em Conhecimento do Contetido ¢ dos Alunos (KCS),
Conhecimento do Contetudo e do Curriculo (KCC) e Conhecimento do Contetido
e do Ensino (KCT). No primeiro estdo inseridos o conhecimento e as capacidades
que o professor deve possuir para saber lidar com o saber dos alunos e o saber da
Matematica. Inclui a ideia de que o professor deve ser capaz de antecipar as
dificuldades dos alunos e delinear estratégias para as ultrapassar. O segundo
refere-se ao conhecimento do professor sobre os contetidos especificos
do curriculo. Por sua vez, o KCT combina o saber matematico e o saber sobre o
ensino. Nele os professores sequenciam os contetidos especificos a ensinar com
o intuito de levar o aluno a uma aprendizagem progressiva. Finalmente, Ballet al.
(2008) chamam a atengdo que os dominios e subdominios dialogam entre si de
modo articulado com a pratica.

Ponte e Oliveira (2002) indicam que o conhecimento profissional do
professor € um conhecimento orientado para as situacdes da pratica, que se
desdobra nas vertentes do conhecimento na agéo relativo a pratica letiva e ndo
letiva, a profissao ¢ ao desenvolvimento profissional. Inspirando-se igualmente
em Shulman (1986, 1987), os autores caracterizam o conhecimento didatico
que integram na tradi¢ao europeia dos estudos em didatica. Este conhecimento ¢é
aquele que, para além do conhecimento matematico, intervém diretamente na
pratica letiva e identificam diversas vertentes. Uma que interessa particularmente
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para o nosso estudo diz respeito ao conhecimento do aluno e do seu processo de
aprendizagem e inclui o conhecimento do aluno enquanto pessoa, os seus interesses,
gostos, valores, referéncias culturais, dificuldades € 0 modo como aprende. Outra,
igualmente relevante para este trabalho, ¢ o conhecimento da pratica letiva, que
¢ considerada a vertente fundamental do conhecimento didatico e inclui tudo
o que diz respeito a planificagdo, concecdo das tarefas e conducdo da aula,
nomeadamente a organizagao do trabalho dos alunos, a cultura de aprendizagem,
a regulacdo da comunicacdo, a avaliacdo das aprendizagens e do ensino pelo
proprio professor (Ponte, 2012; Ponte & Oliveira, 2002). Tendo presente a
centralidade das vertentes do conhecimento do aluno e do seu processo de
aprendizagem e da pratica letiva tanto no modelo destes autores como no de Ball
et al. (2008), sdo estas as consideradas no presente estudo.

2.2. Aprendizagens dos professores de 1.° ciclo em estudos de aula

O interesse pelos EA como processo de desenvolvimento profissional tem
sido acompanhado pela realizagdo de investigagdo sobre os seus efeitos nos
participantes, sejam estes professores, ou futuros professores. Alguma desta
investigacdo tem incidido em professores em servigo a lecionar nos primeiros anos
de escolaridade. Por exemplo, Puchner e Taylor (2006) apresentam os casos de dois
grupos de professores. O primeiro mostra como um grupo de professores descobre
através do EA que o seu planeamento e o seu trabalho podem ter um forte impacto
no envolvimento dos alunos na sala de aula, o que os surpreendeu fortemente. O
segundo caso incide sobre o esforco de um professor para passar do isolamento
para a colaboracao, ilustrando a tensdo entre autonomia e colaboragao que muitas
vezes ocorre durante essa mudanca. Num outro estudo, Sack e Vasquez (2011)
consideraram trés areas de aprendizagem dos professores, o seu conhecimento, o
seu envolvimento e comunidade, e os recursos para a aprendizagem dos alunos.
Os autores concluem que, para que os professores possam tirar pleno partido das
oportunidades proporcionadas pelo EA, devem ter interesse e disposi¢do para
investigar. Pelo seu lado, Murata et al. (2012) investigaram como os professores
participantes em um EA deram sentido a aprendizagem dos alunos e ao seu
ensino relacionado com o uso de representacdes na subtragdo de nimeros com
varios digitos. O trabalho realizado mostrou que o discurso dos professores
passou de superficial para uma consideragdo mais profunda da aprendizagem
dos alunos. Os professores passaram a fazer conexdes entre o conhecimento
artesanal do ensino e o conhecimento académico. Finalmente, Widjaja et al.
(2017) examinaram as experiéncias de aprendizagem profissional de professores
dando especial atengao as interconexdes entre suas experiéncias e suas crengas
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e praticas. Os resultados mostram o desenvolvimento de praticas colaborativas
para a investigagdo ¢ planeamento do professor, maior atencdo ao pensamento
matematico dos alunos, uso de discussdes coletivas com base na antecipagdo das
resolugdes dos alunos e questionamentos focados.

2.3. A multiplica¢do de numeros inteiros

O desenvolvimento do sentido de nimero tem ganho relevancia na literatura
e nos documentos de natureza curricular, nomeadamente sobre o ensino e
a aprendizagem da Matematica para os primeiros anos de escolaridade (ME, 2018;
Mendes, 2012; NCTM, 2007; Rocha & Menino, 2009) por se reconhecer que os
alunos necessitam de compreender, ter conhecimento e destreza com numeros e
com as operagoes, e conseguir aplicar esse conhecimento e destreza em situagoes
de calculo (McIntosh et al., 1992). Neste contexto, o papel do professor na promogao de
uma cultura de inquiri¢@o na sala de aula favoravel ao desenvolvimento do
sentido de nimero, na sele¢do das tarefas e na organizacdo das atividades ¢é
crucial e influencia 0 modo como os alunos se apropriam, desenvolvem e aplicam
estratégias de calculo na resolugdo de problemas (Mendes, 2012).

Para Treffers e Buys (2001) e Brocardo et al. (2005), a semelhanca de outras
operagdes, a aprendizagem da multiplicagdo deve assentar na compreensao de
conceitos e de propriedades, ao longo de um periodo de tempo, e desenvolve-se
por niveis de aprendizagem até chegar a formaliza¢do. No primeiro nivel,
calculo por contagem, o aluno recorre a contagem através de adigdes sucessivas.
No segundo nivel, calculo estruturado, recorre a ideia de “quantas vezes” e
estabelece relagdao entre uma mesma quantidade que se repete um certo nimero
de vezes, recorrendo a diferentes modelos para a concretizagdo dos seus calculos,
nomeadamente o linear e o retangular. Por fim, no terceiro nivel, o célculo
formal corresponde ao céalculo de produtos entre dois numeros recorrendo a
diferentes relacdes entre a multiplicagdo e outras operacoes, as propriedades
da multiplicacdo e a produtos conhecidos. Contudo, esta progressao nao ¢ linear,
nem os alunos percorrem estes niveis em simultdneo significando que “face a
uma mesma tarefa, estes podem utilizar diferentes estratégias que traduzem
diferentes niveis de aprendizagem da multiplicacdo” (Rocha & Menino, 2009,
p. 111). A planificagao e exploragao de uma sequéncia de tarefas com o proposito de
promover a progressao da aprendizagem de niveis mais baixos de estruturagao das
operagdes para niveis mais elevados assumem especial relevo ao contribuir para o
desenvolvimento da compreensao dos conceitos e o estabelecimento de conexdes
matematicas relativas a multiplicacdo (Brocardo et al., 2005; Mendes, 2012). Para
Ponte e Serrazina (2000) deve partir-se de tarefas que desenvolvam o sentido
aditivo da multiplicagdo em que os alunos possam recorrer a adicdo sucessiva
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de parcelas iguais procurando que os alunos progridam para a compreensao do
sentido combinatdrio da multiplicagao.

Brocardo et al. (2008) afirmam ainda que “deve ser dada liberdade aos
alunos para inventarem as suas proprias estratégias e procedimentos e discutida a
sua eficiéncia e nivel de generalidade” (p.15). O professor, ao dar oportunidade
aos alunos para explicitarem as suas estratégias cria condi¢cdes para que, nas
tarefas seguintes, estes sejam “capazes de recorrer aos modelos discutidos [nos
momentos de discussdo coletiva] para representar o seu proprio modo de pensar”
(Mendes et al., 2013, p.141) ao mesmo tempo que auxilia os alunos a progredir
para niveis superiores e a desenvolver a sua capacidade para usar um pensamento
flexivel e criativo (Rocha & Menino, 2009).

O papel do professor na selecdo e formulagao de tarefas que promovam
o envolvimento dos alunos na sua resolugao assumindo um “papel ativo na
construcdo do conhecimento matematico” (Ponte et al., 2017, p.72) assume grande
relevancia, especialmente quando se procura seguir uma abordagem exploratoria
no ensino da Matematica (Ponte, 2005). Contrariamente as tarefas fechadas e com
grau de desafio reduzido onde, maioritariamente, o aluno é chamado a consolidar
conhecimentos, nas tarefas de exploragdo abertas e com maior grau de desafio
(Ponte, 2005) os alunos “tém de comecar por construir os seus proprios métodos
para resolver as questdes propostas, usando os seus conhecimentos prévios”
(Ponte et al., 2017, p.72).

Para Ponte (2005) “o que os alunos aprendem resulta de dois fatores
principais: a atividade que realizam e a reflexao que sobre ela efetuam” (p.1)
sendo necessario que o professor proponha tarefas adequadas as caracteristicas
dos seus alunos, valorizando os momentos de reflexdo e de discussao coletiva. Na
estratégia de ensino-aprendizagem exploratéria os momentos de discussdo sdo
“momentos por exceléncia para a sistematizagao de conceitos, a formalizagdo e o
estabelecimento de conexdes matematicas” (Ponte, 2005, p.16) constituindo uma
oportunidade para os alunos “construirem e aprofundarem a sua compreensao
de conceitos, procedimentos, representagdes e ideias matematicas” (Ponte et al.,
2017, p.73) quando sdo chamados a argumentar ¢ a justificar o seu pensamento
para os colegas e professor. E essa abordagem que procuramos seguir neste EA.

3. METODOLOGIA DA INVESTIGACAO

Esta investigacdo, de natureza qualitativa e interpretativa (Bogdan & Biklen,
1994), resulta da realizacdo de um EA num Agrupamento de Escolas situado na
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zona Oeste de Lisboa. A experiéncia decorreu entre outubro de 2019 e fevereiro
de 2020 e envolveu cinco professores do 1.° ciclo: Gorete, com duplo papel de
participante e investigadora, Luisa, Ana, Sofia e Luis (pseudonimos). Trés dos
professores lecionavam o 2.° ano de escolaridade e os outros dois eram professores
de apoio educativo. As sessdes foram dinamizadas por Gorete, com o apoio do
segundo autor. Quatro dos cinco professores participantes pertencem ao quadro
de escola e tém mais de vinte anos de experiéncia. Apenas Ana tem menos de
vinte anos de servigo e nao pertence ao quadro. A participagdo dos professores
no EA decorreu de vontade propria em querer participar na experiéncia apos a
proposta langada por Gorete na reunido de Departamento do 1.° ciclo. O EA teve
onze sessodes (Sn) cuja periodicidade foi, maioritariamente, quinzenal, com a
duragdo aproximada entre 1:30h e 2:30h por sessdo, de que mais a frente daremos
conta. A Tabela I sintetiza o trabalho desenvolvido nas diferentes sessdes.

A recolha de dados foi feita por observagao participante com a elaboragao
de um diario de bordo (DB), gravagao audio das sessoes (GA), gravagdo video da
aula de investigagdo (GV) e de uma entrevista semiestruturada coletiva (EC).
Todas as gravagdes foram transcritas integralmente. Atendendo ao objetivo deste
artigo foi feita uma andlise indutiva seguindo os procedimentos sustentados por
Amado (2013) e Bardin (2002) de modo a identificar elementos particularmente
significativos que pudessem ser reveladores das aprendizagens que os professores
envolvidos desenvolveram em duas vertentes do conhecimento didatico: (i)
conhecimento do aluno e dos seus processos de aprendizagem, considerando os
seguintes aspetos: tarefas e identificacdo de conhecimentos prévios; estratégias e
dificuldades dos alunos; material a utilizar pelos alunos; capacidade de comunicacao
dos alunos; concecdo da estrutura da aula de investigagao, e (ii) conhecimento da
pratica letiva (Ponte, 2012; Ponte & Oliveira, 2002).

4. O ESTUDO DE AULA: APRENDIZAGENS DOS PROFESSORES

Nesta seccao, e apds a sintese do trabalho desenvolvido nas sessdes, apresentamos
evidéncias das aprendizagens dos professores participantes do EA no que respeita
ao conhecimento do aluno e dos seus processos de aprendizagem e, de seguida, ao
conhecimento da pratica letiva. Por fim, apresentamos um balanco da experiéncia
realizado pelos participantes no EA.
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TABELA [
Sessdes do EA
Sessoes Descricdo

Apresentacdo do conceito de EA e objetivos;

| Selegdo do topico a trabalhar (que veio a ser a multiplicagdo de nimeros
inteiros);
Calendarizacdo geral das sessdes a desenvolver.
Reconhecimento do topico nos diferentes documentos curriculares — Metas |
aprendizagens Essenciais | Planificagdes | manual do aluno - nomeadamente
0 que se esperava que os alunos soubessem relativamente ao contetido
selecionado;

2e3 . . . ~ - .
Pesquisa, leitura e discussdo de textos académicos sobre a aprendizagem da
multiplica¢do no 1.° ciclo e a natureza das tarefas;
Construgao e planificagdo de uma proposta de 2 tarefas diagnosticas para
introduzir o conceito da multiplicagao.
Partilha e analise dos dados recolhidos na tarefa diagnostica;
Resolugdo de tarefas, discussdo e antecipagdo de eventuais dificuldades dos
alunos e defini¢ao de estratégias de superagao;
4.5¢6 Planificacao e construgdo de uma sequéncia didatica com 5 tarefas até a aula de
’ investigacao;

Analise e reflexao sobre os dados recolhidos sobre o desempenho dos alunos
em cada uma das tarefas aplicadas (tarefas 3 a 6) e (re)definig@o da tarefa
combinatoéria da aula de investigagao.
Resolugdo, pelos professores, da tarefa combinatdria da aula de investigagao e
antecipacdo de dificuldades;

7 o - . f e
Defini¢ao de estratégias para lidar com as possiveis dificuldades dos alunos;
Preparac@o da aula de investigagdo e do trabalho de observagao.

8 Aula de investigacdo lecionada por Sofia
Reflexao pos-aula partindo da recolha das notas de campo efetuada pelos
observadores, incidindo sobre: a tarefa (contetido e aspeto grafico); gestao da
aula (segmentos ¢ duragdo; apresentagdo da tarefa; condugdo da discussdo...);

9 desempenho dos alunos (aprendizagens, dificuldades, interagdes, capacidade de
argumentagdo, pensamento seguido,...);
Aperfeigoamento da aula para ser lecionada nas outras duas turmas.

10 Reflex@o sobre os dados recolhidos em cada uma das turmas onde foram
lecionadas as aulas com a a tarefa combinatoria.

11 Entrevista semiestruturada coletiva.
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4.1. Conhecimento do aluno e dos seus processos de aprendizagem

Da andlise realizada emergiram elementos reveladores de aprendizagens sobre
o conhecimento do aluno e dos seus processos de aprendizagem, por parte dos
professores envolvidos no EA. Os momentos em que pensaram sobre as condi¢oes de
aprendizagem na posi¢do de alunos contribuiram para os sensibilizar para a
importancia de antecipar cenarios e analisar aspetos sobre a organizagao do
trabalho, a criacdo de um clima de aprendizagem e a regulagao da comunicagdo
como condic¢des que influem no processo de aprendizagem dos alunos (Ponte &
Oliveira, 2002; Mendes, 2012).

4.1.1. Conhecimento sobre a capacidade de comunicagdo dos alunos

A partilha e reflexdo sobre o desempenho dos alunos nas tarefas que antecederam
a aula de investigacdo, de que mais a frente daremos conta, foram um forte
contributo para tornar os participantes mais atentos, ndo s6 aos processos de
raciocinio e dificuldades dos alunos, mas também a sua linguagem, levando-os
a atribuir maior importancia as expressoes usadas nos enunciados. Inicialmente,
determinadas expressdes que lhes pareciam ser de uso comum, acabaram por se
constituir barreiras que condicionavam o entendimento do enunciado pelo facto
de nio fazerem parte do reportério vocabular da totalidade dos alunos. A medida
que as tarefas iam sendo aplicadas, os resultados iam sendo objeto de anélise e de
reflexdo contribuindo para que os participantes fossem antecipando dificuldades,
delineando estratégias e (re)organizando a construgdo das tarefas seguintes. Essa
discussao contribuiu para o aprofundamento do conhecimento sobre o aluno
e do seu modo de pensar. O didlogo seguinte mostra a consciencializagdo da
necessidade de haver uma maior preocupacao na escrita dos enunciados:

Gorete: Quando apliquei a tarefa do dobro, e ¢ daquelas coisas que ndo pensamos
no momento, foi ndo prever a dificuldade dos alunos em perceber
o significado da expressdo «dose referida». Alterei no enunciado para o
«dobro dos ingredientes da receita» porque esta mais perto da linguagem
deles. Destaquei a bold a palavra «dobro» porque passou despercebida
na leitura e isso levou a que alguns alunos ndo percebessem que tinham
de duplicar o numero de ingredientes para poder fazer o bolo.

Luis: Eutambém dei com uma assim parecida... Mas noutra tarefa. Foi na
tarefa das linhas e das colunas. Eles diziam que a figura tinha 5 linhas
quando na verdade tinha 4. E eu pensei... “Espera 14! Eles sdo 14 alunos
e quase metade esta a enganar-se nisto! Eu devo estar a ver isto mal”.
Perguntei a um aluno “Explica-me 14 o que é que vocés estdo a contar?”
[e este disse] “O professor entdo tu ndo estas a dizer quantas linhas?
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Sabemos que as linhas sdo assim quando fazemos o jogo do SUDOKU,
e a coluna assim...”

Sofia: Ah! Eles contavam mesmo a linha, o risco...

Luis: Sim. Eram 7 alunos da turma a fazer este tipo de raciocinio. Para eles
o tamanho das linhas e da coluna ndo era o tamanho do quadrado, era
s6 o risco. (GA, S3)

Nas primeiras sessdes que antecederam a aula de investigacdo, e durante
a aplicacdo da sequéncia didatica, por parte dos participantes, ¢ evidente a
consciencializagdo da dificuldade que os alunos manifestavam na comunicagdo
verbal e escrita das estratégias quando Sofia referiu: “Eu apliquei a tarefa 3 e foi
muito facil. O dificil foi eles explicarem o porqué. Eles conseguem (...) as vezes
chegar ao resultado, mas tém muitas dificuldades em explicar as estratégias e
verbalizar o pensamento” (GA, S4). Luis acrescentou: “Pois, o porqué. Mas eu
também noto muito isso” (GA, S4). A consciencializa¢ao das dificuldades dos
alunos em expressar o seu pensamento refor¢cou a preocupacao dos participantes
para que fossem usadas tarefas que apelassem ao desenvolvimento da capacidade
de comunicar, argumentar e justificar as estratégias encontradas, ao mesmo tempo
que os docentes iam introduzindo novas situagdes na sua pratica letiva, tornando-os
mais atentos ao processo de pensamento dos seus alunos, especialmente quando
traziam para debate e reflexdo os resultados do desempenho da turma. Esta forte
relagdo estabelecida entre a partilha de experiéncias e a sua pratica de ensino,
também evidenciada por outros autores (Ponte et al., 2017; Ni Shuilleabhain &
Clivaz, 2017), e o apoio do grupo que Sofia e Luis foram sentindo deu-lhes maior
seguranca para querer experimentar tarefas de cariz mais exploratdrio na sua
pratica letiva.

4.1.2. Conhecimento sobre as estratégias e dificuldades dos alunos

A medida que as sessdes decorriam alguns dos participantes, como Sofia, foram
admitindo que “ndo ¢ assim tao 6bvio como nds pensdvamos que seria para eles”
(GA, S4) referindo-se as dificuldades manifestadas por alguns alunos na
realizacdo das tarefas propostas. Exemplo dessa consciencializa¢do ocorreu
na partilha das observagdes sobre o desempenho dos alunos na tarefa, apds a
aula de investigacdo, quando Sofia se mostrou surpreendida pelo desempenho
inesperado de alguns dos seus alunos:

Luisa: Ele dizia assim: “A calga castanha ja a vestiu com a camisola amarela ja
nao a pode vestir com mais nada...”

Sofia: Mas quem ¢ que disse isso? O Diogo ou o Joao?

Luisa: O Jodo.
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Sofia: Pois, eu ndo estava a prever ¢ que o Joao tivesse essa limitagdo no
raciocinio. A sério, eu tinha outras expectativas daqueles dois grupos
que estiveste a observar...

Luisa: Olha este grupo, o que escreveu (grupo do Xavier e do Vicktor): «Ha
6 maneiras de vestir». Este percebeu o que era a combinacao. E tanto
percebeu como reparem s6 na organizacgao... Os miudos que perceberam
a combinacdo distinguem-se logo no modo como dispuseram as pegas.
Olha a organizagao dele: Calca azul, calca castanha, calca azul, calca
castanha...

Sofia: Este, eu ndo estava a espera! Eu ndo pensei que o desempenho do
Xavier fosse assim tdo bom e apresentasse uma boa organizacao,
nem a Veronica até porque ela esteve uma semana em casa. Eu até me
surpreendi. (GA, S9)

Luisa mostrou igualmente a sua surpresa porque “ndo estava a espera
que houvesse miudos que conseguissem chegar a multiplicagdo assim logo no
primeiro problema. Néo foi necessario que introduzisses, ela apareceu” (GA,
S9). Note-se que em todas as sessdes que antecederam a aula de investigacao,
a posicdo de Luisa era a de que os alunos dificilmente iriam conseguir chegar a
multiplicacdo no primeiro problema.

O depoimento de Luis, apos a replicacao da tarefa na sala de aula com os
seus alunos, também deixou evidente a surpresa que teve quando afirmou ter
sido “...frustrante porque estava a espera que algum dos meus alunos fosse logo a
multiplicacdo no primeiro problema. Eu queria mais resultados e nao tive. Mas no
segundo problema ja diversificaram as estratégias e chegaram 1a” (DB, S10).

Os participantes consideraram que o uso do material concretizador
distribuido foi importante para que os alunos tivessem conseguido compreender,
através da manipulagdo, as combinagdes possiveis. A discussdo coletiva, ¢
a semelhanga do referido por outros autores (Ponte, 2005; Ponte et al., 2017),
foi crucial para consolidar aprendizagens e potenciar a discussdo de diferentes
estratégias. Para Luisa, se ndo tivesse havido a discussdo com a apresentacao
de diversas possibilidades de resolugao “nao teria havido essa diversidade de
estratégias apresentadas na segunda parte da tarefa e ndo tinham chegado tantos
alunos ao uso da multiplicacdo, como chegaram” (GA, S9).

A reflexdo sobre o desempenho dos alunos, quer durante a fase de
preparagdo da aula de investigagdo, quer nesta aula, mostrou aos professores
tanto a existéncia de dificuldades inesperadas por parte de alguns alunos, como
a capacidade de outros de formularem estratégias e usarem ideias matematicas
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importantes. Estas constata¢des constituiram um importante enriquecimento do
conhecimento sobre os alunos, pelos participantes.

Em sintese, e no que diz respeito a vertente do conhecimento do aluno e
dos seus processos de aprendizagem, as evidéncias sugerem que os participantes
ampliaram o conhecimento sobre os seus alunos encontrando-se mais despertos
para a construgdo dos enunciados das tarefas e a escolha das expressoes, para
a necessidade de criar oportunidades e planificar atividades que apelem ao
desenvolvimento da comunicagao e a capacidade de explicitagdo e argumentagao
do pensamento dos alunos, como momentos potencialmente ricos.

4.2. Conhecimento da pratica letiva: planifica¢do e tarefas

A escolha do topico teve como ponto de partida uma leitura global dos contetidos
previstos para o més de janeiro. Entre a divisao e a multiplicagdo, os participantes
optaram pela multiplicacdo por considerarem ser essa a operacao em que
os alunos manifestam maiores dificuldades. Selecionado o topico, as sessoes
seguintes foram dedicadas a leitura e aprofundamento do tema em diversos
documentos (Tabela I). Estas leituras preparatorias iniciais nem sempre foram
bem acolhidas por alguns dos participantes, especialmente pela falta de habito de
leitura de textos académicos, tendo sido necessario que Gorete e Luisa partilhassem
as suas notas no inicio de cada sessdo chamando a atengdo para aspetos
particularmente importantes, como por exemplo, a existéncia de uma sequéncia
para a aprendizagem da multiplicacdo. Esta pesquisa e debate de ideias
foi essencial para a consciencializagdo da importancia da planificagdo da
sequenciagdo didatica, da concecdo da tarefa e da aula de investigagao.

4.2.1. Selecdo de tarefas e identifica¢do de conhecimentos prévios

Seguindo a perspetiva de alguns autores (Brocardo et al., 2005; Mendes, 2012;
Rocha & Menino, 2009) no que se refere a planificacdo das aprendizagens,
e para chegar a tarefa com o sentido combinatério da multiplicagdo da aula
de investigagdo, o grupo concordou em distribuir e explorar os diferentes
conceitos com o proposito de promover a aprendizagem de niveis mais baixos
de estruturacdo das operacdes (sentido aditivo) para niveis mais elevados,
mobilizando e desenvolvendo conhecimentos a respeito do processo de ensino.
Ao viver a experiéncia no papel de aluno, quando resolviam as tarefas e relatavam
as dificuldades que teriam os seus alunos na sua resolugdo, permitiu que fossem
criadas condigdes para elaborar e preparar uma sequéncia de tarefas. Para
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introdugao do calculo por contagens através de adigdes sucessivas construiram-se
duas tarefas: “pacotes de leite” e “cartas do Lidl”. Na primeira eram distribuidos
dois pacotes de leite por aluno e solicitado que fosse calculada a quantidade
de pacotes distribuidos apresentando os calculos no quadro. A partir das
representagdes surgidas (adi¢ao repetida) e do didlogo e reflexdo dai resultante
seria introduzida a simbologia x (vezes) e tudo o que ela representa. A segunda
tarefa continha situagdes problematicas onde os alunos eram chamados a calcular
o nimero total de cromos sabendo o nimero de cromos em cada saqueta, podendo
socorrer-se da multiplicagdo, ou da adi¢ao repetida.

A medida que o grupo ia discutindo e antecipando qual a melhor estratégia
de introduzir a tabuada do 2 tendo em conta o conhecimento dos alunos e dos seus
processos de aprendizagem, Luisa sugeriu a possibilidade de se poder recorrer a
uma tarefa exploratdria. A partir de um exemplo onde era solicitado aos alunos
para descobrir o nimero de sapatos existentes em 10 sacos, sabendo que cada
saco tinha um par de sapatos, adaptaram-se algumas das questdes de modo a levar
os alunos a descobrir regularidades, e a partir destas, construir a tabuada do 2. A
discussdo seguinte mostra o caminho tomado para a escolha da tarefa:

Luisa: Esta aqui ¢ uma tarefa de descoberta [referindo-se a tarefa dos sacos]
porque reparem ¢ uma tarefa onde questiona que regularidades podem
encontrar...

Ana: Sim, para descobrirem que a regularidade é de 2 em 2...
Gorete: Entdo como ¢é que fica? Introduzimos a tabuada com uma tarefa aberta
ou fechada?

Luisa: Eu acho que era bom eles comegarem a fazer tarefas que os fizessem
pensar e comunicar.

Sofia: A tarefa exploratéria em vez do exercicio porque no fundo nds queremos
que eles cheguem a tabuada...ndo queremos apresentar-lha logo! (GA, S3)

Definida a tarefa, a sua estrutura, o modo ¢ o momento de aplicagdo
seguiu-se a planifica¢do do conceito seguinte atendendo a pertinéncia para
o desenvolvimento da aprendizagem progressiva. Perante a opcdo de trabalhar
a tabuada do 4 e de introduzir a no¢ao do dobro, decidiu-se introduzir a nogao
do dobro e s6 depois a tabuada do 4 pelo facto de os participantes considerarem
haver “...maior relacdo” (Luisa, GA, S3), sendo que “a tabuada do 4 pode vir
espontaneamente a seguir [ao dobro]. Podiamos utilizar a receita de um bolo para
dar o dobro” (Sofia, GA, S3).

Tendo como preocupacdo a progressdo das aprendizagens construiu-se um
guido com a sequéncia das tarefas a aplicar e os conceitos a explorar com os
alunos nas aulas que antecederam a aula de investigacdo (Tabela II).
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TABELA II
Distribuicdo das tarefas exploratorias

Tarefa Conceitos visados

Tarefa 3 Multiplicacdo na estrutura retangular e propriedade
“Linhas e colunas” comutativa da multiplicacgao.

Tarefa 4 A partir do calculo de pares de sapatos, e da descoberta
“tabuada do 2” de regularidades no preenchimento de uma tabela,

introduzir a tabuada do 2.

Tarefa 5 Nocao de dobro a partir da resolu¢do de um problema que
“bolo do iogurte” envolvia a receita de um bolo.

Tarefa 6 Construir a tabuada do 4 a partir da tabuadado 2 ¢
“tabuada do 4” do conceito de dobro. Trabalhar as regularidades dos

produtos da tabuada do 4 para introduzir o conceito
do quadruplo.

Tarefa 7 Multiplicagdo no sentido combinatdrio.

“tarefa combinatoria”

A operacionalizagio da aplicagdo das tarefas de modo sequencial, e em datas
predefinidas, permitia igualmente que, em diversas reunides, fossem trazidos
os produtos das tarefas para que os participantes pudessem, em fun¢do da analise
dos resultados e das estratégias usadas pelos alunos nas diferentes turmas,
(re)orientar a construcdo da tarefa relativa a multiplicagdo combinatoria para a
aula de investigacdo, assim como conhecer e aprofundar o conhecimento sobre
o pensamento dos alunos para melhor antecipar e delinear estratégias de superagdo
de dificuldades.

4.2.2. Concegdo da estrutura da aula de investigagdo

Na S7, que antecedeu a aula de investigacdo, a primeira parte foi destinada a
resolucdo da tarefa pelos participantes, a antecipacao de dificuldades dos alunos e
a definicdo de estratégias para as ultrapassar. Foram partilhadas e discutidas
sugestdes de melhoria ao nivel da apresentagdo grafica dando-se especial atengio
a redacdo dos enunciados, tendo Sofia sugerido que “devemos ter em atencdo a
linguagem que vamos usar no problema para eles [alunos] perceberem que t€m
que fazer combinagdes com as pegas e, por isso, seria melhor escrever «conjuntos
diferentes»” (GA, S7).
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Na segunda parte da sessao procedeu-se a planificacdo da estrutura da
aula de investigagdo e do trabalho de observacdo. Foram definidos os segmentos
da aula e atribuidos os respetivos tempos a cada um, totalizando 75 minutos,
como mostra a Tabela III.

TABELA 111
Segmentos previstos para a aula e duragdo aproximada

Segmentos Tempo

1. Apresentagdo da tarefa 5 minutos
2. Trabalho auténomo 25 minutos
3. Discussio 20 minutos
3. Trabalho auténomo 15 minutos
4. Discuss@o e sintese final 10 minutos

Convencionou-se o modo de apresentacao da tarefa, a condug@o da aula e as
indicagdes e alertas que a professora deveria dar aos alunos, em cada momento,
registando-se as decisdes num guido. Fez-se a atribuicdo de papéis (quem fazia
o qué), foi planificada a disposi¢do dos alunos na sala de aula, os materiais
necessarios para cada par, o modo de atuar dos diferentes intervenientes em cada
momento e atribuiram-se os alunos aos observadores, tendo cada um deles ficado
responsavel pela observagao de 2 pares de alunos. Todas estas decisdes foram
aprendizagens importantes para os participantes por considerarem que no seu dia
a dia nao fazem um estudo e previsdo tdo minucioso da planificacdo, aplicagdo
e conducdo das atividades letivas com objetivos curriculares tdo definidos e a
pensar no conhecimento que cada aluno possui. Era evidente a surpresa de Luis e
de Sofia quando dizem nao fazer “ideia de que era necessario ser tao rigoroso na
preparagdo de tudo o que vai acontecer, desde a atribuicdo de tempos até a0 nosso
modo de atuar e de conduzir a aula” (Luis, GA, S7).

Por fim, passou-se aos procedimentos da recolha de dados de observacgao
definindo-se o que se iria observar, como ¢ onde poderia ser registado, elaborando-
se um guido com as sugestoes dadas. Esse episodio da sessdo foi particularmente
rico nas intervengoes tendo os participantes dado sugestdes pormenorizadas
de registos para os quais teriam que estar atentos durante a observacao, o que
evidencia uma crescente tomada de consciéncia do conhecimento do aluno
e da cultura de aprendizagem. O ambiente foi sempre muito participado com a
exposicdo e esclarecimento de duvidas sobre todos os procedimentos a ter em
todos os segmentos da aula de investigacdo demonstrando, por vezes, alguma
ansiedade e nervosismo, especialmente por parte de Sofia, porque seria ela a
conduzir a aula.
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Tarefas. A leitura e discussdo, nas primeiras sessoes (Tabela I), de textos
sobre a natureza das tarefas (Ponte, 2005; Ponte et al., 2017) incidindo sobre a
diferenca entre tarefas exploratorias e exercicios, a importancia da identificagdo
de fases da aula numa aula exploratoria, da planificagao detalhada do modo de
conduzir a aula e a discussdo coletiva revelou-se essencial para clarificar o
tipo de tarefa a elaborar para a aula de investigagdo uma vez que, como referiu
Luisa, pretendia-se “...conhecer melhor os processos de raciocinio dos alunos e
as estratégias usadas para resolver a tarefa em vez de os observar a resolver um
simples exercicio que ndo nos da conhecimento novo”(GA, S2).

Material a utilizar pelos alunos. Por verificarem que nenhuma das tarefas
entretanto identificadas se adequava ao objetivo pretendido, os participantes
optaram por construir uma tarefa exploratoria. Luisa sugeriu “que fosse dado
material concretizador aos mitidos porque (...) eles precisam muito de experimentar
e de visualizar” (GA, S3). Atendendo a idade e ano de escolaridade pensou-se que
o mais adequado seria fazer combinag¢des de pecas de roupa (camisolas e calgas).
Escolhido o tema, teve lugar a discussio de ideias e sugestdes que foram levando a
tomada de decisdes sobre a concegdo da tarefa em funcdo do objetivo pretendido
—conhecer os processos de raciocinio e as estratégias dos alunos para resolverem
situagdes problematicas utilizando o sentido combinatoério da multiplicacao.

Os participantes comecaram por decidir que o primeiro problema da
tarefa deveria ser acompanhado com material manipulavel recortado de modo
a que os alunos pudessem usar para experimentar as suas opgdes “porque
0 que nos interessa ¢ observar as estratégias utilizadas pelos alunos na tarefa,
ndo ¢ o recorte” (Luisa, GA, S4). Na perspetiva de Luisa, Ana e Sofia, o facto
de os alunos poderem manusear e experimentar o material ajudaria aqueles
que tivessem maiores dificuldades a visualizar como é que poderiam conjugar
as varias possibilidades.

Seguidamente, discutiu-se o nimero de pegas a distribuir pelos alunos. O
clima de empatia no seio do grupo contribuiu progressivamente para o aumento da
confianca e para a consciencializa¢do da importancia de pensar aprofundadamente
nos processos de aprendizagem dos alunos, pelo que foram equacionados
varios cenarios. Os participantes comecaram por pensar em distribuir pegas de
roupa na quantidade mencionada no enunciado (2 cal¢as e 3 camisolas). Ana
interveio sugerindo: “Imagina que das esse nimero de pegas recortadas.
Provavelmente muitos dos alunos vao deixar uma camisola de fora porque podem
ficar limitados nas possibilidades de poder combinar as calgas com as camisolas”
(GA, S5). Luisa concordou e acrescentou que “...se deveria dar a mais para os
obrigar a pensar mais um pouco” (GA, S5).
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Foi entdo discutida a possibilidade de ser distribuido o nimero de pecas
de roupa de acordo com as combinagdes possiveis (6 calgcas e 6 camisolas).
Contudo, no entender de Luis, “essa possibilidade poderia induzir a resposta e
o raciocinio de alguns alunos influenciando o modo como poderiam resolver a
tarefa” (GA, S5) uma vez que os alunos ficariam com uma indicacdo sobre o
nimero de combinagdes corretas, ndo sendo, por isso, a op¢ao mais adequada.
Por fim, equacionou-se dar mais pecgas do que a quantidade necessaria (7 calgas
e 7 camisolas). Entendeu-se que era a situagdo que menos limitava o pensamento
dos alunos no que se referia as possiveis combinagdes a fazer. Além disso, os
participantes foram de opinido que essa opcdo permitiria conhecer melhor
o processo de pensamento dos alunos, uma vez que os impelia a ter um raciocinio
mais elaborado para perceber que tinham pecas de roupa a mais para as
possibilidades corretas.

Os participantes decidiram que s6 no primeiro problema os alunos teriam
figuras com as pecas de roupa para os ajudar a organizar o seu pensamento.
No entanto, estavam conscientes de que estariam a limitar a estratégia usada
pelos alunos sendo expectavel que a grande maioria, sendo todos, recorresse
a representacoes ativas para resolver o problema. O desafio estaria mais no
namero de combinagdes que cada par iria conseguir descobrir.

Na segunda parte da tarefa ndo seria distribuido material e esperava-se que
os alunos aplicassem os conhecimentos adquiridos. Para isso, era necessario,
no final do primeiro problema, haver lugar para a discussao coletiva das
representagdes ¢ do numero de possiveis combinagdes encontradas por cada um
dos pares, mas também de outras que seriam apresentadas pela professora (sob a
forma de tabela, esquema em arvore ou expressdo numérica), no caso de nenhum
grupo as apresentar. S6 depois da discussdo, os alunos poderiam resolver o
segundo problema. O objetivo era poder observar se algum dos pares iria recorrer
a expressao «4x3=12» como estratégia de resolucao imediata ou, se pelo contrario,
apos a discussado coletiva, os alunos continuavam a recorrer a representagao
ativa usada inicialmente, ndo se observando evolucao nas estratégias usadas para
resolver o problema.

Estrutura e enunciado da tarefa. Decidido o nimero de pecas a entregar
por grupo, as cores das pecas de roupa a usar no enunciado e o facto de serem
os alunos a pintar as pegas, colocava-se outra questao relativa a extensao da
tarefa, uma vez que “se os alunos vao pintar as pecas temos de limitar o nimero
de problemas porque ¢ necessario dar-lhes tempo para pintar, combinar, colar e
responder” (Gorete, GA, S6). Atendendo ao facto de a tarefa ser planeada para um
periodo ndo superior a 75 minutos, considerou-se que o enunciado ndo deveria ter
mais do que duas situagdes problematicas. Contudo, Ana questionou como seria
possivel estender a tarefa a partir de um s6 problema:
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Ana:
Gorete:
Ana:

Gorete:

Luisa:
Ana:

Mas é que tu s6 apresentas um enunciado. E s6 uma tarefa!!!!

Mas podes ter varias perguntas....

Mas € que... Como ¢ que tu partindo deste problema fazes mais do que
uma pergunta? Isso ¢ o que eu quero saber?!

Podes, a partir do problema da roupa, estender a tarefa aumentando
o numero de pecas. Podes acrescentar outra pergunta do género:
E se o Paulo tivesse 3 calgas e 4 camisolas, quantas combinag¢des
poderia fazer?

Exatamente! Ou: ele recebeu mais uma camisola e outro par de calgas...
Pois... Ja percebi! (GA, S6)

Ainda no processo de concecdo do enunciado da tarefa, houve lugar
ao questionamento sobre os fatores que deveriam surgir na segunda situagao
problematica, se seriam diferentes, ou iguais. O didlogo seguinte ilustra o0 modo
como se chegou a decisdo de serem diferentes:

Luisa:

Sofia:
Luisa:

Ana:
Sofia:

Se ficarem os 2 fatores iguais ¢ mais dificil para eles perceberem qual é
o nimero das calgas e qual o das camisolas. Mas podiamos por 4 vezes
0 3 em que o 3 corresponde as calgas ¢ 0 4 as camisolas.(...) Porque pode
acontecer o seguinte [um aluno diz] ‘Professora, eu aqui tenho 3x4’ (...)
E outros dizerem assim: ‘Mas eu fiz pelas camisolas e foi 4x3...

Sim, ¢ perfeitamente aceitavel...

E se for 3x3 ja ¢ dificil para eles justificarem e ndo chegamos a perceber
se eles perceberam ou ndo a qual das pegas corresponde cada um dos
fatores porque os fatores sdo iguais.

Concordo.

Devemos evitar isso, ndo é? (GA, S6)

Todas as decisdes sobre a estrutura da aula de investigacao, do enunciado
da tarefa e o material a disponibilizar aos alunos, representaram avangos
significativos no percurso de aprendizagem dos participantes ao terem
oportunidade para, colaborativamente, contextualizar representagdes das suas
atividades e refletir sobre elas (Bezerra, 2017; Ponte et al., 2016; Soto Gémez &
Pérez Gomez, 2015).

4.3. Conhecimento da pratica letiva: prepara¢do da condug¢do da aula
de investiga¢do

Da analise de conteido emergem alguns indicadores que evidenciam
aprendizagens no que diz respeito a condugdo e gestdo da aula de investigagdo. Na
S7, que antecedeu esta aula, fez-se a planificagdo pormenorizada sobre o modo
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de conduzir o momento da apresentacdo das estratégias usadas pelos alunos. No
momento da discussdo, e sob orientagcdo da professora, cada par seria chamado a
apresentar a sua estratégia de acordo com o que Sofia foi observando no momento
de trabalho auténomo comegando por chamar os alunos que apresentavam um
raciocinio menos complexo para o mais estruturado (Brocardo et al., 2005;
Mendes, 2012; Rocha & Menino, 2009).

Contudo, Sofia manifestou duvidas sobre como, na pratica, deveria conduzir
a discussao para levar os alunos ao uso da expressdo numérica da multiplicagdo
tendo em conta de que no primeiro problema a tendéncia seria a de usarem
a mesma estratégia de resolucdo (representacgdo ativa) por lhes ser distribuido
material manipulavel:

Depois deles apresentarem as suas estratégias como ¢ que faco para chegar
a multiplicagcdo se nenhum grupo 14 chegar? Como ¢ que se faz a passagem
daqui para a tabuada? (GA, S7)

Luisa sugeriu:

Paraeles perceberem podemos fazer assim: Entdo vamos arrumar primeiro as
calcas azuis e ver as hipdteses que temos. Depois [ir] pelas calgas castanhas e
ver com quantas camisolas podemos combinar. E para isso usar imagens
que ficam no quadro e ir registando as hipodteses. E depois perguntar:
Sera que podemos usar a multiplicagdo? Como ¢ que podemos resolver isto
sem ser a somar?” (Luisa, GA, S7)

As insegurancas manifestadas por Sofia durante a sessdo contrastam, de
certa forma, com a confianc¢a transmitida ao longo das sessdes anteriores no modo
como participou e colaborou na planificacao das diferentes tarefas da sequéncia
didatica e como partilhou as experiéncias do desempenho dos seus alunos
em contexto de sala de aula. Porém, a sequenciacdo das a¢des a desenvolver em
cada momento transmitiu-lhe uma maior tranquilidade, para além de tornar
mais claro a importancia da antecipacdo e planificagdo pormenorizada das
aprendizagens e do ambiente de sala de aula. O envolvimento e aprendizagem,
por parte dos participantes, foram visiveis ao longo da sessdo de preparacao da
aula de investigacao pelas diversas questdes que foram colocando, ndo sé sobre
0s aspetos organizacionais ¢ materiais, mas sobretudo da condug¢ao da aula, tendo
estes momentos de aprendizagem sido referenciados, pelos participantes, como
aspetos marcantes na sua aprendizagem em diversos momentos (DB, S7; DB, S9).

5. BALANCO DA PARTICIPACAO NO ESTUDO DE AULA

Na ultima sessao foi feito um balango da experiéncia do EA. Os participantes
destacam desde logo o ambiente de partilha e de colaboracdo que se foi
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instituindo ao longo das sessdes como fatores essenciais na aprendizagem que
desenvolveram, como exemplifica o excerto seguinte:

Luis: Eu ja desconfiava que isto seria muito enriquecedor. Eu tenho sofrido
de isolamento e esta experiéncia foi uma verdadeira partilha e um
verdadeiro trabalho colaborativo.

Sofia: Faz falta isto, ndo ¢? Eu também sinto um pouco o isolamento ¢ a falta
de partilha...

Luisa: Sabem o que eu acho? Eu ja disse isto a Gorete: Eu estou muito contente
por estar no grupo ¢ vejo-vos empenhados e gosto de vos ver empenhados.
Sinto que isto é que ¢ o verdadeiro trabalho colaborativo...
Ana: E é. (EC, S11)

Na fase da preparacdo, os participantes destacam a importancia da
antecipagao das dificuldades, o pensar sobre o0 modo como os alunos poderao
reagir a tarefa e a delineagdo de estratégias de acordo com os objetivos curriculares
como etapa essencial ao contribuir para o aprofundamento do conhecimento
sobre o aluno e, naturalmente, do conhecimento sobre o ensino. Para Ana, essa
consciencializagdo de anteciparmos “e pensar «eles vao fazer assim, o melhor é
ter ja iston. Quando estamos sozinhos temos apenas uma visao e quando estamos
em grupo uma pensa de uma maneira, outra pensa de outra e isso funciona como
espelho que nos alerta: «espera 14, pois €, e se for assim?”” (DB, S10), sendo esse
processo muito enriquecedor nesta experiéncia. Sofia destaca o facto de poder
“trazer os resultados para poder refletir sobre eles com outras pessoas” (EC, S11)
como fator importante na aprendizagem profissional, a semelhanga dos resultados
de outros estudos (Bezerra, 2017; Ponte et al., 2017; Quaresma & Ponte, 2017).

Quando questionados sobre a fase da realizacdo da aula de investigacao,
Sofia referiu ter sido bom “passar pela experiéncia de dar a aula ainda que
estivesse muito nervosa no inicio, porque me obrigou a desempenhar um papel
mais contido e isso fez com que estivesse desperta para observar o desempenho
dos alunos com outro olhar” (EC, S11). Luisa, a propdsito da aula de investigacao,
e sobre o papel de observadora, referiu que observar e interpretar o pensamento,
dialogos e o raciocinio dos alunos foi algo que lhe deu especial satisfacao e “se
pudesse fazia s6 isso: observar os miudos, como ¢ que eles pensam. Eu ndo queria
outra coisa na vida. No dia-a-dia raramente consigo fazer isso, mas gosto muito
de o fazer...” (EC, S11).

6. CONCLUSAO
A semelhanca do relatado em outros estudos (Bezerra, 2017; Quaresma & Ponte,

2017; Soto Gomez & Pérez Gomez, 2015; Murata et al., 2012; Widjaja et al., 2017)
os resultados confirmam o potencial do EA enquanto processo de desenvolvimento
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profissional trazendo para os participantes novas perspetivas sobre o conhecimento
do aluno e do seu processo de aprendizagem, passando a dar mais atencao a
linguagem e expressoes usadas nos enunciados das tarefas pelo facto de muitas das
vezes serem uma barreira ao seu pleno entendimento pelo aluno (Mendes, 2012).
Os resultados mostram que os participantes manifestam estar mais despertos para
a importancia do ensino-aprendizagem exploratorio no ensino da Matematica
passando a valorizar as tarefas abertas e os momentos de discussdo coletiva.

No que se refere a pratica letiva reconhecem-se igualmente aprendizagens
significativas. Os participantes aprofundaram conhecimentos sobre 0 modo como
os conceitos podem ser trabalhados na aprendizagem da multiplicagdo para que os
alunos se apropriem, e compreendam, a estrutura multiplicativa. Valorizaram
aspetos como o diagnostico, a planificagdo dos conceitos prévios e a possibilidade
de trazer os resultados do desempenho dos alunos para analise, discussao e reflexao
coletiva como fatores que contribuiram para um maior conhecimento sobre as
dificuldades dos alunos, e do seu processo de aprendizagem.

Emergem ainda aprendizagens significativas referentes a escolha e concegao
de tarefas abertas, a planificacao da estrutura da aula de investigacao e a criacao de
condigdes propiciadoras de uma cultura de sala de aula favoravel a aprendizagens
mais participadas dos alunos. Manifestam estar mais conscientes da importancia
da preparacao antecipada dos momentos de discussio coletiva para a comunicagao
de estratégias e institucionalizacdo de conhecimentos pela influéncia que estes
tém na compreensao e apropriacao dos conceitos pelos alunos.

Quanto a dindmica do processo formativo, o ambiente contribuiu para o
comprometimento do grupo favorecendo o trabalho colaborativo, a partilha e
reflexdo, e a vontade e seguranga para querer experimentar novas praticas.
O presente EA traz ainda mais-valias pelo facto de ter sido essencialmente
dinamizado de modo interno ao Agrupamento, ¢ ter sido dada uma grande atengao
ao trabalho preparatério da construgdo de um percurso de aprendizagem
dos alunos para chegar a aula de investigagdo, situagdes pouco presentes em outras
investigacdes. O modo como este EA foi realizado, descrito na metodologia e
nos resultados, da pistas para a realizagdo de EA semelhantes noutros contextos.

Este estudo aprofunda os resultados de estudos anteriores (como Bezerra,
2017; Sack & Vazquez, 2011; Ni Shuilleabhain & Clivaz, 2017; Widjajaet al.,
2017), sobre o desenvolvimento do conhecimento didatico do professor e a sua
mobilizagdo na pratica letiva. Incidindo num topico especifico, a aprendizagem
da multiplicacdo, este estudo evidencia as potencialidades do EA na promogao
e desenvolvimento do conhecimento didatico dos professores ao contribuir
para que estes ampliem o conhecimento sobre o aluno e os seus processos de
aprendizagem, bem como no que se refere ao conhecimento da propria pratica.
Saber em que medida estas aprendizagens se tornam visiveis na pratica letiva de
forma continuada, sera matéria para futuras investigacdes.
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La Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdatica Educativa (Relime)
es una revista cientifica indizada que busca diseminar nuevo conocimiento
y resultados de investigacion en Matematica Educativa, es decir, relativos a
los procesos de ensefianza y de aprendizaje particulares del conocimiento
matemdatico, en escenarios y contextos diversos. Publica cuatrimestralmente
articulos inéditos y arbitrados, con resultados originales de investigacion
cientifica en espafiol, portugués, inglés y francés. Esta dirigida a investigadores,
docentes de Matematicas y Ciencias, estudiantes de licenciatura y posgrado y
tomadores de decisiones relacionados con el campo disciplinar.

La Relime es la publicacion oficial de investigacion del Comité
Latinoamericano de Matematica Educativa A. C. (Clame), asociacion cientifica
y académica sin fines de lucro. Actualmente, la Relime se edita y piblica desde
la Ciudad de México, México.

Los objetivos de la Relime son:

—  Ser un foro abierto a las diversas escuelas del pensamiento (paradigmas,
teorias, metodologias, métodos, enfoques) en nuestra disciplina, la
Matematica Educativa; sin definir perspectivas tnicas y con un profundo
respeto a las tradiciones educativas y los contextos de los diversos
sistemas educativos de nuestra region.

— Dar a conocer resultados de investigacion original en Matematica
Educativa que se realizan en América Latina y el Caribe, y en el resto
del mundo.

— Fomentar una cultura de divulgacion e investigacion entre los distintos
grupos de investigacion en nuestra region.

— Propiciar el debate y la reflexion profunda sobre problemas de
investigacion que fortalezca la disciplina en nuestra area geografica.

— Fortalecer la calidad de la investigacion en Matematica Educativa y la
vinculacion entre comunidades nacionales e internacionales.

Las contribuciones enviadas a la Relime deben ser manuscritos originales
(nuevo conocimiento) e inéditos (no haber sido publicados en ningtn otro medio,
ni estar en proceso de evaluacion en otra revista), pertinentes y relevantes para la
Matematica Educativa.

En cada nimero, la Relime publica una editorial y cuatro articulos con una
politica de acceso abierto via diamante. Los articulos pueden ser:

— Articulos de investigacion empirica: son aquellos cuyos resultados
provienen de estudios clinicos o in situ.
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— Articulos de investigacion documental: son aquellos cuyos resultados
provienen de estudios sobre el curriculum, libros de texto, historia de la
educacion, entre otros.

—  Ensayos teoricos y filosoficos: Texto producto del estudio y la reflexion
académica de un topico de interés para la comunidad cientifica en
Matematica Educativa.

—  Revisiones bibliogrdficas: Estados del arte, delimitados, sobre topicos
especializados en nuestro campo disciplinar. La revision debe contribuir
en el entendimiento profundo del topico y proporcionar un anélisis
académico y critico sobre las aportaciones de la investigacion, asi como
trazar una prospectiva original para su estudio.

Se reciben manuscritos dentro de los periodos: I de enero al 30 de junio, y
1 de septiembre al 31 de octubre. Estos deben presentarse en version electronica,
via correo electronico a editorial@relime.org; deben ser de una extension maxima
de 9,000 palabras en su primer envio, sin excepciones, incluyendo cuadros,
graficas, referencias y anexos; tener una redaccion clara, buena ortografia y una
estructura coherente al tipo de articulo enviado.

Para mas informacién sobre el formato de las contribuciones y las
normas editoriales de la Relime, favor de visitar la pagina oficial de la revista
https://relime.org
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