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EDITORIAL

LA TRANSICION DE RELIME AL CONTEXTO EDITORIAL DIGITAL

TRANSITION OF RELIME TO DIGITAL PUBLISHING CONTEXT

GISELA MONTIEL ESPINOSA

Departamento de Matematica Educativa - Cinvestav, IPN — México

Relime ha mantenido un sitio web donde ha dado acceso a todos sus articulos
publicados, buscando difundir y posicionar la investigacion de nuestra comunidad.
Sin embargo, la estrategia que utilizamos ha dejado de ser la ideal en el contexto
digital actual, pues el mundo editorial en él evoluciond mas rapido de lo que
muchos pudimos prever.

El mundo editorial académico, en particular el de la produccion cientifica,
es uno de los que mas transformaciones esta viviendo; lo sentimos sobre todo
aquellas iniciativas que nacimos bajo la racionalidad de la publicacion impresa.
Si bien la transicion se puede percibir s6lo como una adaptacion técnica, ésta
demanda de entender y formar parte de una cultura digital; y los cambios en
la cultura, resultan ser tareas complejas que deben llevar a cabo los colectivos,
en su beneficio y en el de cada uno miembros.

Un excelente ejemplo de este cambio gira en torno al acceso abierto. El
formato PDF (por su nombre en inglés: Portable Document Format) de nuestros
articulos impresos alojados en nuestro sitio web, se considera acceso al archivo;
pero no representa acceso abierto a la aportacion cientifica difundida en €l.

Hay dos aspectos fundamentales para hablar de acceso abierto: el nivel
de acceso al contenido y los grados de libertad que tiene el lector para usarlo y
compartirlo, manteniendo los derechos establecidos en las politicas editoriales de
la publicacion. Estos cambios sobre lo que se entiende por abierto, nos obligan a
redefinirlo constantemente a propoésito de las posibilidades que nos brinda Internet
para comunicarnos a través de diversos dispositivos digitales.

Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa (2017) 20 (1): 5-7.
BY NC DOI: 10.12802/relime.17.2010



6 GISELA MONTIEL ESPINOSA

Durante los pasados 19 afios, nuestra comunidad académica, principalmente
iberoamericana, se ha mantenido al tanto de las aportaciones publicadas en la
Relime, ya sea por el ejemplar que reciben en la Reunion Latinoamericana de
Matematica Educativa o en la Escuela de Invierno en Matematica Educativa
(en México), o porque consultan nuestro sitio web con regularidad. En los ultimos
afios la visibilidad de la revista increment6 gracias a su posicion en los indices
cientificos de mayor impacto internacional, incrementando con ello el interés de
la comunidad por leerla y publicar en ella.

Actuar en sintonia con la cultura digital actual, en este caso manifestada a
través del acceso abierto, permitira que, aunado a lo anterior, las aportaciones
cientificas de nuestros articulos sean accesibles a todo aquel, en el mundo, que
necesite un resultado de investigacion concreto, conozca o no a la revista, o a los
indices de evaluacion cientifica donde se encuentre.

Para lograr este tipo de acceso, nuestros articulos deben también estar
escritos en el lenguaje de las maquinas, pues ellas realizan los procesos de
buisqueda mediante los cuales un articulo se vuelve accesible a quien lo necesita.
En esta ampliacion de lenguaje, debemos reconocer las iniciativas emprendidas
por Redalyc y Scielo, para apoyar a las revistas cientificas en la marcacion de
sus articulos, bajo estandares cientificos internacionales. Esta tarea ejemplifica
bien la naturaleza multidisciplinar de este quehacer: se deben conocer los
estandares y codigos para la marcacion, y entender qué es lo que se esta marcando.
No basta entonces, solo con vivir en la Red, debemos comunicarnos, convivir e
interactuar con ella.

Igual de relevantes que el acceso a los resultados de investigacion, son los
grados de libertad que el lector tiene al usarlos y compartirlos. Los rangos de
licencias Creative Commons son, quiza, el mejor referente que tenemos en el
mundo editorial académico para valorar estos grados de libertad, con base en los
cuales se determina si una publicacion es mds o menos abierta. En ese sentido,
elegiruna licencia va mas alla de seleccionar una opcion e insertar un logo en el sitio
web o en el articulo; se trata de tomar postura respecto a qué aporta la revista a
la generacion de nuevo conocimiento cientifico y en qué medida lo quiere hacer,
a partir de lo publicado.

Ha sido tal el impacto de esta redefinicion del concepto abierto en la
cultura digital, que hoy se discute y se emprenden iniciativas sobre Ciencia
Abierta (Open Science) y Datos Abiertos (Open Data), que permitan a las
comunidades participar de la investigacion cientifica en una cultura de todos
y para todos; abriendo el acceso a los datos para estudiarlos desde distintas
tradiciones, perspectivas y metodologias. Esta dindmica de hacer ciencia produce,

ORI Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017



LA TRANSICION DE RELIME AL CONTEXTO EDITORIAL DIGITAL 7

naturalmente, Conocimiento Abierto (Open Knowledge); que todo parece indicar,
sera el nivel de acceso abierto al que debemos aspirar.

En este sentido, para la Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa resulta de suma importancia llevar a cabo la transicion
al contexto editorial digital, que, sumada a las tareas e iniciativas regulares de
difusién y produccion, contintien fortaleciendo la generacion de conocimiento
cientifico en Matematica Educativa desde y para nuestra region. En el
proceso necesitaremos de la comunidad, ya sea con su participacion activa,
con sus opiniones o recomendaciones, y en ocasiones con su paciencia, porque
los procesos de transicion no son inmediatos, pero son en beneficio de todos y
de cada uno de nosotros.

Este 2017 es un afio de transicion para la Relime, con la que pretendemos
integrar cambios de forma dindmica, quiza para que de ahora en adelante estos sean
progresivos y con ello vivamos con naturalidad la era digital.

Gisela Montiel Espinosa
Valparaiso, Chile. Marzo, 2017

Nota: Agradezco a mi estudiante, Sergio Rubio-Pizzorno, la lectura y los comentarios a esta editorial.
Valoro enormemente su acompafiamiento en este periodo en el que he buscado encontrar la ruta
optima para la integracion de nuestro quehacer académico al mundo digital en general. Conocer
y entender la perspectiva de las nuevas generaciones ayuda sobremanera a reconocer los cambios
que vienen.

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [{(c<) AN
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CEsARIO ALMEIDA, Luis Casas GARcia, RicARDO LUENGO GONZALEZ

ESTUDO DA ESTRUTURA COGNITIVA DOS ALUNOS
DOS 9.° (14-15 ANOS DE IDADE) E 12.° ANOS (17-18 ANOS DE IDADE)
DE ESCOLARIDADE SOBRE O CONCEITO DE PROBABILIDADE:
O CONTRIBUTO DAS TEORIAS DOS CONCEITOS NUCLEARES
E DOS CONCEITOS THRESHOLD

STUDY OF THE COGNITIVE STRUCTURE OF PORTUGUESE STUDENTS IN YEARS 9 (14-15
YEAR-OLDS) AND 12 (17-18 YEAR-OLDS) CONCERNING THE NOTION OF PROBABILITY:
A CONTRIBUTION OF THEORIES OF NUCLEAR CONCEPTS AND THRESHOLD CONCEPTS

RESUMEN

Con base en las Teorias de los Conceptos Nucleares y de
los Conceptos Threshold, se pretende, con este articulo,
presentar los resultados obtenidos sobre la estructura cognitiva,
referida a la nocion de Probabilidad, de alumnos de 9° (14-15
afios de edad) y 12°(17-18 anos de edad) curso de escolaridad, en
Portugal. Tras ser impartida la enseflanza sobre este tema,
en primer lugar fueron encuestados 344 alumnos y en un segundo
momento 325. Los datos recogidos, de las Redes Asociativas
Pathfinder (PFNET), permitieron identificar los conceptos que
asumen un mayor relieve, su correspondiente organizacion y la
relacion entre las Teorias de los Conceptos Nucleares y de
los Conceptos Threshold. Los resultados muestran que ambas
teorias constituyen una destacada herramienta didactica para la
organizacion de la practica docente y un referente pedagogico
importante en el proceso de enseflanza y aprendizaje de
la Probabilidad.

ABSTRACT

Based on the Theories of Nuclear Concepts and Threshold
Concepts, this paper aims at presenting the results of the
cognitive structure of Portuguese students in years 9 (14-15
year-olds) and 12 (17-18 year-olds), concerning the notion of
Probability. After having been taught the subject, 344 students
were inquired in a first moment, and 325 in a second one. The
Pathfinder Associative Networks (PFNETSs) thus obtained led to
identify the most relevant concepts in the students’ conceptual
framework, their respective organization and the possible
relationship between the Theories of Nuclear Concepts and
Threshold Concepts. The results show that both theories are
useful tools to organize the teaching practice and a valuable and
effective pedagogical framework, which should be taken into
account in the teaching and learning processes of Probability.

PALABRAS CLAVE:

- Probabilidad

- Teoria de los Conceptos
Nucleares

- Conceptos Threshold

- Representacion del
Conocimiento

- Redes Asociativas Pathfinder

KEY WORDS:

- Probability

- Theory of Nuclear Concepts

- Threshold Concepts

- Knowledge Representation

- Pathfinder Associative
Networks

099
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10 CESARIO ALMEIDA, LUIS CASAS G., RICARDO LUENGO G.

RESUMO

Com base na Teoria dos Conceitos Nucleares e dos Conceitos
Threshold, pretende-se, neste artigo, apresentar os resultados
obtidos sobre a estrutura cognitiva dos alunos dos 9.° (14-15
anos de idade) e 12.° (17-18 anos de idade) anos de escolaridade
portugueses, em torno da no¢do de Probabilidade. Apds a
lecionagdo desta tematica, e utilizando uma amostra de 344
alunos, num 1.° Momento, € de 325, num 2.° Momento, os dados
recolhidos, através das Redes Associativas Pathfinder (PFNET),
permitiram-nos identificar os conceitos mais significativos,
as relagdes mais relevantes e estabelecer conexdes entre as
Teorias dos Conceitos Nucleares e dos Conceitos Threshold.
Os resultados mostram que ambas as Teorias constituem uma
outra ferramenta didatica para organizar a pratica pedagogica e
um referencial pedagogico rico e fecundo, que deve ser levado
em consideracdo no processo de Ensino e Aprendizagem
da Probabilidade.

RESUME

Basé sur les théories de Concepts Nucléaires et Threshold
Concepts, cet article vise a présenter les résultats obtenues sur la
structure cognitive des ¢léves portugaises dans les années 9 (14-
15 ans) et 12 (17-18 ans), concernant a la notion de probabilité.
Apres ’enseignement du sujet, 344 éléves ont été interrogés dans
en premier temps, et 325 dans un second temps. Les Pathfinder
Associatifs Réseaux (PFNET) ainsi obtenus ont permis
d’identifier des concepts les plus remarquables dans le cadre
conceptuel des ¢éleves et leur respective organisation, aussi
bien que la relation possible entre les théories de Concepts
Nucléaires et Threshold Concepts. Les résultats montrent
que les deux théories sont des outils utiles pour organiser la
pratique de I’enseignement et un cadre pédagogique précieux
et efficace, qui devrait étre pris en compte dans les processus
d’enseignement et d’apprentissage des probabilités.

1. INTRODUCAO

PALAVRAS CHAVE:

- Probabilidade

- Teoria dos Conceitos
Nucleares

- Conceitos Threshold

- Representagdo do
Conhecimento

- Redes Associativas Pathfinder

MOTS CLES:

- Probabilités

- Théorie des Concepts
Nucléaires

- Threshold Concepts

- Représentation des
Connaissances

- Pathfinder Associatifs
Réseaux

A procura e a compreensao organizativa dos conceitos associados a um
dado contetdo sempre desempenharam um papel relevante na Didatica da
Matematica e, nas ultimas décadas, tém-se assumido como uma matéria de
pesquisa importante entre investigadores educacionais. Apesar dos significativos
avangos registados nos ultimos tempos, a forma como a mente humana funciona
e se organiza constitui, ainda, um enigma. Todavia, um dado amplamente aceite

(co) Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017



ESTUDO DA ESTRUTURA COGNITIVA DOS ALUNOS DOS 9.° E 12.° ANOS 11

¢ o de que a informagdo ¢ armazenada na memoria de um individuo ajustando-se
a uma certa disposicdo das ideias, ou, no contexto da aprendizagem de certos
temas especificos da Matematica, a uma organiza¢do cognitiva de conceitos,
nogoes e exemplos.

Em diferentes paises, as novas propostas curriculares tém assumido a
inclusdo e o reconhecimento da importancia do tema matematico Probabilidade
desde os primeiros anos de escolaridade.

Esta tematica constitui um topico matematico extremamente interessante,
pratico e peculiar, sustentado pela diferente abordagem epistemoldgica que
a sua aprendizagem pressupde. Como refere Azcarate (1996) ele pressupde a
quebra de alguma primazia dada a légica do sim/ndo, verdade/falso, do modelo
deterministico, introduzindo nos estudantes uma forma diferente de pensar,
ao admitir a existéncia, para além destas duas ultimas possibilidades, de todo um
intervalo no qual prevalece a incerteza e o acaso.

Para a sua abordagem didatico-pedagogica, Batanero (2005, p. 250-251)
enumera os elementos do significado de Probabilidade considerados relevantes - o
campo de problemas no qual emerge o objeto matematico, os elementos linguisticos,
os procedimentos e algoritmos, as defini¢oes e propriedades dos objetos
e as suas relagdes com outros objetos matematicos e os argumentos e
demonstragoes das propriedades. Em paralelo Gal (2005) reflete sobre o que
deve ser entendido por literacia probabilistica e alega que esta designagao sugere,
para além de crengas, atitudes, hadbitos mentais e uma perspetiva critica, um
conjunto amplo de conhecimentos factuais e certas aptiddes formais e informais.
Nesta logica sugere cinco aspetos importantes que se devem ter em consideragdo
no seu ensino - as grandes ideias, descobrir probabilidades, a linguagem, o
contexto e as questoes criticas (Gal, 2005, p.46).

Com este trabalho, e apds a selecao dos termos/conceitos/exemplo,
verificamos que ao longo do processo de aprendizagem da nog¢ao de Probabilidade,
existem conceitos que pela sua relevancia, ao estabelecerem multiplas relagdes,
podem ser classificados como Conceitos Nucleares. Ainda podemos comprovar
que os alunos, ao longo da sua escolarizagdo, mantém um numero reduzido de
conceitos como Nucleares nas suas representagoes da estrutura cognitiva sobre a
Probabilidade, assim como a manutencdo de algumas relagcdes que estabelecem
com outros termos e que se conservam e preservam no tempo, nao se verificando
um aumento da complexidade destas representagdes. Finalmente, constatamos a
tendéncia para que os Conceitos Nucleares sejam também os conceitos mais faceis
de entender para os alunos e por esta razao, tendencialmente, ndo podem ser
considerados potenciais Conceitos Threshold. No entanto provou-se a existéncia
de uma relacdo significativa forte e positiva com que sdo referidos os potenciais
Conceitos Threshold e os nos extremidade das PFNET.
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2. MARCO TEORICO

2.1. O conceito de probabilidade e a sua didatica

O objeto matematico deste estudo — Probabilidade - constitui, presentemente, um
conteudo ¢ uma componente essencial nos percursos formativos dos jovens e a
sua relevancia é reconhecida nas respetivas diretivas curriculares, assim como
nos resultados das investigagdes didaticas.

O termo Probabilidade ¢ utilizado frequentemente, ¢ de um modo mais ou
menos intuitivo, nas mais variadas situagdes do dia-a-dia, as quais apresentam
“uma caracteristica comum, que é o facto de ndo se conseguir prever com
exactiddo e de antemdo, qual o resultado da situa¢do de incerteza! (Graga
Martins e Ponte, 2010)

No decorrer do desenvolvimento formal da nogao de Probabilidade, foram-
lhe sendo outorgados diferentes significados, justificados pela necessidade
da resolucdo de situagdes praticas em diferentes periodos da historia e do
progresso de outros campos da Matemadtica, nos quais a Probabilidade encontrou
os elementos imprescindiveis a um formalismo axiomatico necessario para a
construcdo de um modelo matematico.

Historicamente, a visdo mais cldssica, ou Laplaciana, dominou durante um
largo periodo de tempo o ensino da Teoria da Probabilidade. Posteriormente,
com a implementagdo da Matematica Moderna, veio-se introduzir uma concegao
mais formal e axiomdtica desta area da Matematica. Todavia, com o crescente
interesse e consciencializacdo da aplicabilidade deste conceito a inumeras
e diferentes areas do saber, assistiu-se a uma inclusido da nogao de Probabilidade
como o limite da frequéncia relativa de um acontecimento numa sucessao
de experiéncias. Porém, existem experiéncias aleatdrias que, pelas suas
especificidades, nunca mais, ou dificilmente, se repetirdo. Nestas situacoes ¢é
conveniente interpretar a Probabilidade como manifestagdo do grau de convic¢do
que cada individuo atribui a ocorréncia dos acontecimentos, com base na
experiéncia e informacao anteriores.

Os diferentes conceitos de Probabilidade referidos, evidenciam a natureza
complexa deste conceito Matematico e Batanero, Henry e Parzysz (2005)
sugerem que a abordagem pedagogica desta nogdo nao se pode limitar a uma
unica perspetiva, de tal modo que os alunos para alcangar um nivel adequado de
compreensdo da Probabilidade ¢ necessario que sejam capazes de relacionar as
abordagens classica, frequencista, subjetiva e axiomatica.

A investigag@o didatica nas ultimas duas décadas em torno da Teoria da
Probabilidade foi bastante extensa e rica. Ao nivel do curriculo as pesquisas
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apontam que, apesar de se verificar explicitamente o cumprimento, nestes textos,
de algumas das recomendagdes apontadas pela didatica da Probabilidade, ainda
subsistem evidéncias que apontam para a necessidade de uma revisdo, nos
programas, das tematicas da Estatistica e das Probabilidades (Batanero, 2004,
2005; Gal, 2005; Caldeira, 2009; Millan, 2013).

A relevancia dos recursos materiais no processo de Ensino-Aprendizagem
da Probabilidade tem também merecido a aten¢do da comunidade cientifica. A
investigacdo realizada tem demonstrado que a utilizagdo de programas informaticos
especificos tem facilitado a aquisi¢ao de diferentes conceitos probabilisticos e
um melhor desempenho dos estudantes, em complementaridade com a evidéncia
da proficuidade do trabalho colaborativo para melhorar os seus conhecimentos
(Azcarate e Serrado, 2006; Mercado, 2013; Alexander e Bueno, 2013).

A importancia do papel do professor no contexto educativo/probabilistico
também tem sido objeto de estudo. Assim, as concecdes ¢ as visdes dos professores
sobre Probabilidade tém-se demonstrado diversificadas, insuficientes e por vezes
erréneas, pelo que urge organizar cursos dentro de um quadro conceptual, como
parte de programas oficiais de formacao de professores (Azcarate, 1996; Batanero,
Diaz Godino e Roa, 2004; Pratt, 2005; Batanero, 2009; Batanero, Ruiz e Arteaga,
2009; Mannan, 2012; Anasagasti e Berciano, 2013; Diaz Godino, 2013).

Os estudos sobre a aprendizagem da Probabilidade por parte dos alunos tém-
se também multiplicado. As concegdes, os significados, as metodologias, as
diferentes representagdes, 0s conceitos e a sua organizagao, as dificuldades de
aprendizagem, os procedimentos ¢ a linguagem, tém sido objeto de pesquisa com
alunos. As conclusdes apontam para a existéncia de conflitos e para a dificuldade
que esta tematica induz nos estudantes (Batanero e Diaz, 2007; Lopes, 2011,
2013; Almeida, Casas e Luengo, 2013).

2.2. As teorias dos Conceitos Nucleares e dos Conceitos Threshold

A compreensao ¢ um processo mental através do qual atribuimos um significado
aos dados que recebemos, os quais podem ser imagens, palavras, conceitos,
relagdes, estruturas ou, inclusive, notas emocionais. Neste contexto, entendemos
o termo “‘conceito” como uma representacdo mental, abstrata e geral de um objeto,
uma nog¢ao abstrata, uma ideia geral e/ou a compreensao que um individuo tem
de uma palavra/conteudo. Quando se trata da compreensao de um conceito,
referimo-nos a aquisicao de diferentes atributos que o constituem, de modo que,
por exemplo, o conceito de “homem” caracteriza-se por atributos como “animal”,
“racional”, “humano”, entre outros. Como Tall e Vinner (1981) mostraram, a
estrutura completa associada a um conceito inclui tanto a sua defini¢do, como as
imagens mentais que evocam as propriedades e processos que lhe s@o inerentes.
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Assim, quando um conceito ¢ invocado por um sujeito, produz-se na sua mente
uma variedade de imagens pessoais associadas ao referido conceito, apesar de,
habitualmente, neste processo transmitir-se o conceito através de um simbolo,
ou um nome, o que ajuda a sua manipula¢do mental ¢ permite comunica-lo. E
preciso reconhecer que a simples defini¢cdo verbal de um conceito apresenta a
limitag@o de referir-se somente a uma parte desse conceito. No entanto, quando se
transmite um conceito ¢ necessario utilizar um conjunto de palavras, com o
intuito de especifica-lo e, por esta razdo, neste trabalho trataremos, como uma
primeira aproximacdo, a compreensdo de conceitos mediante o estudo das
palavras associadas a eles.

A Teoria dos Conceitos Nucleares (TCN), desenvolvida por Casas e Luengo,
afirma que a medida que os alunos progridem na escolaridade, o conhecimento
sobre determinada tematica ¢ estruturado de uma forma cada vez mais simples e
em torno de um conjunto limitado de conceitos relevantes - Conceitos Nucleares
(CN) - que, no entanto, ndo sdo necessariamente 0s mais gerais nem
os mais abstratos (Casas, 2002; Casas e Luengo, 2003, 2004 ¢ 2005).

Os principais elementos distintivos da TCN sdo a “Organizagdo geografica
do conhecimento” ¢ as nogdes de “Conceito Nuclear” e de “Caminho de Custo
Minimo” (Casas, 2002; Antunes, 2010; Carvalho, 2011; Luengo, Casas, Mendoza ¢
Arias, 2011; Verissimo, 2013; Luengo, 2013; Almeida, 2014). Esta teoria emprega,
como suporte metodoldgico, as Redes Associativas Pathfinder (PFNET)
(Schvaneveldt, Dearholt ¢ Durso, 1985,1988), baseada na Teoria dos Grafos.

Com aplicagdes em areas tao diversificadas como a Matematica, a
Contabilidade, a Informatica, a Engenharia Telematica, a Avaliacdo das
Aprendizagens, a Analise do conhecimento, a Fisica, entre outros, (Kudikyala
e Vaughn, 2005; Arias, 2008; Clariana, Engelmann e Yu, 2013; Sarwar, 2012;
Almeida, 2011; Carvalho, 2011; Grofschedl e Harms, 2013), as PENET tém
como virtude o modo como os resultados finais sdo apresentados. Estes
surgem na forma de uma representagdo organizada no plano — as redes —
que permitem, com relativa comodidade, identificar os conceitos mais/menos
importantes, ou valorizados, para além da apresentacdo de um conjunto de
indices (coeréncia, similaridade e de complexidade) e outros indicadores
quantitativos, que suportam analises comparativas, ¢ mais refinadas, entre
redes (Casas e Luengo, 2005; Antunes, 2010; Carvalho, 2011; Almeida, 2011;
Almeida, et al., 2013; Verissimo, 2013; Almeida, 2014).

Neste contexto, assume muita importancia a nog¢ao de estrutura cognitiva.
Adotaremos aquela apresentada por Casas (2002, p.73), na qual refere que “Por
tal se entiende el patron de relaciones entre los conceptos en la memoria. Mas
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exactamente definido, seria el constructo hipotético que se refiere en la organizacion
de las relaciones entre conceptos en la memoria semantica o a largo plazo”.

A estrutura cognitiva ndo ¢ rigida mas, bem pelo contrario, evolui
individualmente com a aquisi¢do de novos atributos subjetivos e objetivos e
uma estrutura cognitiva mais coerente e melhor estabelecida corresponde ao
que entendemos ser uma melhor compreensdo de um conceito.

Entre as técnicas utilizadas para conhecer a estrutura cognitiva dos sujeitos
podemos assinalar a ordenagdo de cartdes, o escalonamento multidimensional, a
analise de conglomerados ou, ainda, as Redes Associativas Pathfinder (PFNET),
todas elas baseadas na atribuicdo de valores de proximidade entre termos.
Amplamente utilizadas na psicologia cognitiva, estas técnicas servem para que
o sujeito faca explicitamente a conexao entre conceitos e se fundamentem no
constructo da memoria a largo prazo, segundo o qual se assume que as ideias
mais relacionadas na memoria a largo prazo t€ém maior proximidade semantica
(Jonassen, Beissner e Yacci, 1993).

Convém destacar que estas técnicas podem-se complementar-se com outras,
entre as quais se incluem a associagdo de palavras, os protocolos de pensamento em
voz alta, as entrevistas, os mapas conceptuais, a avaliacdo de tarefas concretas
realizadas pelos sujeitos ou o uso de questionarios. Como veremos, no presente
trabalho recorre-se a comparar os dados obtidos mediante um questionario no
qual se identificam os conceitos de mais facil e dificil compreensao para os alunos
segundo o proposto por Meyer ¢ Land, e que descrevemos de seguida.

Meyer e Land (2003) desenvolveram e introduziram a nog¢ao de Conceito
Threshold (CT), os quais constituem nog¢des, ou ideias, que inicialmente para
os estudantes sao complicadas e problematicas, mas que, no entanto, quando
compreendidas, transformadas e integradas podem constituir um dos fundamentos
essenciais a aprendizagem, pois funcionam como “portais”, ou “janelas”, para o
conhecimento (Meyer e Land, 2003, 2005; Davies, 2003). Os mesmos autores
referem que esta tipologia de Conceitos Threshold verifica, provavelmente,
as seguintes caracteristicas: Transformadora — no sentido em que, uma vez
compreendidos, o seu efeito potencial na aprendizagem dos alunos, provoca
uma mudanga significativa da percecao de um assunto ou, pelo menos, de parte
dele; Irreversibilidade — ¢ improvavel a mudanca de perspetiva provocada pela
compreensdao de um Conceito Threshold, e caso ela seja esquecida € a custa de
um consideravel esfor¢o; Integradora — o conceito expde as possiveis conexdes
com outros temas, as quais, numa fase inicial, se mantinham indetetaveis e
incompreensiveis; Limitadora — embora ndo necessariamente sempre, estes
conceitos podem definir as fronteiras de um assunto ou area de conhecimento,
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e; Problematicos — esta caracteristica entendida na dimensdo da compreensdo do
conceito, a qual pode assumir diferentes formas, como definido em Perkins (1999).

Apesar de ndo conhecermos estudos da aplicacdo especifica de ambas as
teorias a tematica das Probabilidades, todavia é reconhecida a relevancia da
identificagdo dos diferentes elementos imprescindiveis para a construgdo gradual
do conhecimento dos estudantes (Batanero, 2005; Gal, 2005).

Em sintese, adotando como marco teorico a Teoria dos Conceitos Nucleares,
¢ as Redes Associativas Pathfinder, obtivemos a representacdo da estrutura
cognitiva e identificamos os Conceitos Nucleares, nds polares (NP) e extremidade
(NE), dos alunos em relagdo a no¢ao de Probabilidade e a partir destes elementos,
e outros, reconhecemos potenciais Conceitos 7hreshold, com vista & compreensao
do modo como um grupo de estudantes dos 9.° e do 12.° anos organizam as suas
ideias em torno da Probabilidade. Assim, com este estudo pretendemos contribuir
ao que era proposto por Ausubel (1978) “Averigiiese lo que el alumno sabe
y actliese en consecuencia”.

3. ASPETOS METODOLOGICOS DA INVESTIGACAO

O objetivo geral desta investigagdo consistiu na “Compreensdo da organizagdo
conceptual dos alunos dos 9.° (14-15 anos de idade) e 12.° (17-18 anos de idade)
anos de escolaridade sobre a no¢cdo de Probabilidade, com base no marco
teorico da Teoria dos Conceitos Nucleares e dos Conceitos Threshold.”

Para a consecucdo desta finalidade, utilizou-se uma metodologia por
questiondrio para recolher os dados, apesar de esta apresentar caracteristicas
diferentes das habituais, ja que se substituiu, em alguns momentos, o questionario
em suporte papel por um instrumento informatico — Goluca - que nos permitiu
formular as questdes, recolher os dados e apresentar alguns resultados, ja que
outros foram tratados com software especifico de analise de dados (SPSS 20
e Excel 2007).

O programa informatico Goluca, desenvolvido por Casas, Luengo e Godinho
(Godinho, 2007; Casas, Godinho e Luengo, 2011), sistematiza, no mesmo software
trés procedimentos essenciais da técnica das redes PFNET: 1) Permite estabelecer
relacdo entre os termos (A); 2) Representa a estrutura cognitiva (B) , e; 3) Permite
a analise da representagdo da estrutura (C).
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Utilizando el ratdn indica la proximidad entre los seguintes dos conceptos:
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Figura 1. (A) Estabelecimento da relacdo entre os termos, (B)
Representacao das redes PEFNET e (C) Analise das PFNET

Para identificar os potenciais Conceitos Threshold, utilizamos um
questionario em papel, adaptado de Holloway, Alpay e Bull (2009), com o
objetivo complementar de estabelecer relagdes entre estes e as diferentes
tipologias dos conceitos das redes PFNET (n6 extremidade, n6 polar e Conceito
Nuclear). Este instrumento de recolha de dados, para além do género e do ano de
escolaridade, questionava os alunos sobre o conceito/ideia/exemplo que acharam
ser o mais e o menos dificil de compreender no momento da aprendizagem do
conceito de Probabilidade. Para além desta informacdo, e através de uma escala
de Likert, o questionario incluia um conjunto de asser¢des para analisar as
varias dimensoes caracterizadoras dos Conceitos Threshold — transformadora,
irreversibilidade, integradora e limitadora (Meyer e Land, 2003)
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Optou-se por um desenho de investigagdo descritivo com caracteristicas
transversais, facto sustentado pela inquiri¢ao de diferentes grupos de estudantes
condicionada por um corte no tempo.

Nesta logica, o desenho da presente investigagdo obrigou ao delineamento
de trés fases sequenciais e funcionalmente dependentes:

1. FASE — Definicao dos termos, conceitos, no¢des e exemplos a serem
utilizados na elaboracao das Redes Associativas Pathfinder. A selecao
destes elementos constituiu uma etapa fundamental do nosso estudo.
Para tal inquiriram-se vinte e dois professores, analisaram-se seis
manuais escolares do 9.° ano de escolaridade e o programa de Matematica
dos Ensinos Basico e Secundario e levou-se em consideragao artigos que
clarificam os elementos do significado (Batanero, 2005) e da literacia
(Gal, 2005) probabilistica, no sentido de corroborar da relevancia dos
termos identificados.

2.* FASE — Inquiri¢do, num 1.° momento, dos estudantes do 9.° (14-15
anos de idade) e do 12.° ano (17-18 anos de idade) de escolaridade. As
respostas dadas pelos alunos foram efetuadas em computador e, por
esta razdo, as mesmas ocorreram em salas de aula de informatica,
utilizando o programa Goluca, nos meses de janeiro e fevereiro de 2013.
Optou-se por estas datas, ja que este tema foi lecionado no 1.° periodo
do ano letivo de 2012/13 (setembro a novembro de 2012), tanto no 9.°
ano como no 12.° ano.

3. FASE - Inquiri¢do, num segundo momento, dos estudantes do 9.°
e do 12.° ano de escolaridade e passagem do questionario, em papel,
para a detegdo dos potenciais Conceitos Threshold. Esta fase teve
como objetivo a analise da sedimentagdo das estruturas cognitivas
dos discentes, obtidas na fase anterior € ocorreu nos meses de
maio e junho de 2013. Também, nesta fase, preocupar-nos-emos,
com a possivel detecdo, através de um questionario em papel, dos
potenciais Threshold.

Os termos selecionados, num total de onze, e sustentados nas respostas dos
22 professores inquiridos, nos 6 manuais escolares, nos programas de Matematica
dos 9. e 12.° anos de escolaridade e nos elementos do significado (Batanero, 2005)
e da literacia da Probabilidade (Gal, 2005), foram, atendendo a sua maior ou
menor generalidade, os seguintes:
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PROBABILIDADE

Figura 2. Hierarquia dos conceitos/termos/nogoes/exemplos associados
a Probabilidade

Definidos os termos/conceitos/exemplos a utilizar para a construgdo
das redes PFNET, decidiu-se por efetuar a recolha de dados, com os mesmos
estudantes, em dois momentos distintos — 1.° Momento e 2.° Momento (Figura 3).

Ensino/Aprendizazemdo
conceito de Probabilidade, Realizacdo dos exames
tanto no 9.2 como no 12.2 1.2 momento de 2.2 momento de de Matematicado9.2e
anos recolhadedados recolhz de dados 12.anos
__ Zetembrode 2012a laneirode 2012 2 Maio de 2013 2 Junho de 2013 ;
Novembro de 2012 Fevereiro de 2013

Junhode 2013 tempo

Figura 3. Organizagdo, em termos temporais, do 1.° e 2.° Momentos de
recolha de dados nos 9.° e 12.° anos

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [[(co) AN



20 CESARIO ALMEIDA, LUIS CASAS G., RICARDO LUENGO G.

O 1.° Momento de recolha de dados foi planificado para ser executado
apos a lecionagdo da tematica das Probabilidades e no qual pretendia-se
obter as primeiras representagdes da estrutura cognitiva dos estudantes, dadas
através das redes associativas Pathfinder, sobre este conceito.

O 2.° Momento de obtencdo de informagdo teve como objetivos averiguar
da consolidagdo e evolugdo das representagdes da estrutura cognitiva em torno da
Probabilidade, analisar a sedimentacdo deste conhecimento e a estabilidade
temporal das concecdes cognitivas dos estudantes.

A distribuicdo dos alunos auscultados, nos dois momentos de recolha de
dados, foi, de acordo com o Ano de Escolaridade e com o Género, a que consta
na Tabela 1.

TABELA I
Distribui¢do dos alunos da amostra, nos 1.° ¢ 2.° momentos, de acordo com
Ano de Escolaridade e com o Género

1.° MOMENTO 2. MOMENTO

Género/Ano  9.°ANO 12.°ANO Total 9.° ANO 12.° ANO Total

Masculino 116 43 159 105 46 151
Feminino 134 51 185 121 53 174
Total 250 94 344 226 99 325

A construgdo das Redes Associativas Pathfinder baseia-se na determinacao
de um conjunto de caracteristicas/relacdes comuns e s2o compostas por nos
que estabelecem entre si distintas relacdes, expressas através de arestas, que
descrevem a maior ou menor proximidade entre os conceitos. Para estabelecer as
relagdes entre os termos, procedeu-se a inquiri¢do dos estudantes para quantificar
as relacdes entre os termos, previamente definidos. Aos diferentes sujeitos foi
solicitado para que, na sua opinido, indicassem a maior (menor) proximidade
entre os pares de conceitos que, sucessivamente, vao aparecendo no layout
do Goluca, num total de C3="%"="1=55_Quanto maior (menor) for o peso
atribuido, maior (menor) seré a proximidade entre os conceitos/termos.

Através deste procedimento é gerada uma matriz (Tabela 11) que reflete
numericamente a relagdo estabelecida entre os termos considerados e que constitui
a base quantitativa para a representacdo da estrutura cognitiva do aluno.
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TABELA 1I
Matriz de proximidade de um aluno do 9.° ano sobre o conceito de Probabilidade,
obtida com o software Goluca

TCC EA CPCF Pro

Quo LMD Acon VN LL Aca

Técnicas de

contagem de casos

(TCC)

Experiéncia

Aleatoria (EA) 0,216

Casos Possiveis e

casos favoradveis 0,506 0,848

(CPCF)

Probabilidade

(Fro) 0,558 0,913 0,923

Quociente (Quo) 0,535 0,126 0,535 0,535

Langamento de

moedas / dados 0,545 0,565 0,952 0,935 0,148

(LMD)

Acontecimento 0,181 0,906 0,939 0,881 0,252 0,510

(Acon)

Valor numérico 537 (548 0497 0.116 0835 0.500 0,177

(VN)

Lei (ou regra) de

Laplace (LL) 0,194 0,929 0,526 0,558 0,506 0,187 0,197 0,168
Acaso (Aca) 0,926 0,568 0,868 0490 0,168 0935 0,542 0,126 0,116
Leidos Grandes 514 (179 165 0,506 0,503 0,184 0,148 0487 0,145 0226

Numeros (LGN)

Com os dados obtidos nesta matriz, o Goluca calcula uma matriz de
correlagdes na qual se definem os pesos das ligagdes entre os varios conceitos.
Uma vez que todos os conceitos estio relacionados com maior, ou menor grau na
matriz de dados, existe uma rede geométrica correspondente em que todos eles
estdo ligados entre si. Todavia, e em virtude do elevado numero de ligacdes que
apresenta, esta rede ¢ demasiado complexa e, face a este facto, perde alguma
utilidade interpretativa. A ideia fundamental subjacente as Redes Associativas
Pathfinder é descartar os caminhos mais supérfluos e reter os caminhos mais
significativos da rede. O procedimento basico para encontrar qual o caminho /
ligagdo que se incorpora nas varias fases do processo iterativo, ¢ que este so €
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considerado se nao existe um caminho indireto, através de outros nds, cuja soma
de pesos seja menor que o caminho direto referido (Casas, 2002; Casas e Luengo,
2005). Usando um algoritmo devido a Kamada e Kawai (1989), o programa
gera uma rede no plano que exibe apenas as ligagdes entre conceitos e que
correspondem aos caminhos de peso minimo, de tal modo que apenas as relagdes
mais fortes e relevantes sdo representadas.

Estas representacdes permitem destacar qual, ou quais, sdo, dentro da
estrutura cognitiva do estudante, os conceitos importantes e que relagdes
estabelecem, facultando uma visdo detalhada da organizagdo conceptual, com
uma interferéncia minima por parte do investigador. A partir desta matriz é
construida a respetiva rede Associativa Pathfinder (Figura 4).

[Lei {ou regra) de Laplacd

Valor numérico

i
BExperiéncia Aleatoria
—

|Lei dos Grandes Nameros

[Langamento de moedas/dadod

[Técnicas de contagem de casos|

[Casos Possiveis e Casos favoraveis|

Acontecimentd

Figura 4. A rede PFNET (o0,10) de um aluno do 9.° ano de escolaridade

As redes PENET assim obtidas oferecem amplas indicagdes visuais
(Conceitos Nucleares, nos extremidade, nés polares, relagdes entre conceitos,
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grupos de conceitos homogéneos, distancias,...) que, para além disso, foi
complementada com indicadores quantitativos como a Coeréncia, Similaridade
entre redes, indice de Complexidade da rede, indice de Centralidade da
rede, entre outros, e, ainda, a informagao dada pelas proprias matrizes numeéricas.

Interpretaremos “Conceito Nuclear”, como o conceito que apresenta
trés ou mais ligagdes, sendo que o nimero destas ligagdes constitui o grau do
n6 nuclear e pelo facto de apresentar muitas ligagdes assume relevancia na
representagdo da estrutura cognitiva na aprendizagem de um determinado
conteudo. Interpretaremos “no extremidade” como o conceito que, na rede
Associativa Pathfinder, apresenta uma so ligagdo e, em consequéncia, ainda ndo
esta devidamente incorporado na estrutura cognitiva dos alunos. Definiremos,
ainda, “no polar” como aquele que apresenta exatamente duas ligacdes (Casas,
2002; Casas e Luengo, 2003, 2004, 2005).

A Coeréncia de uma rede (Schvaneveldt et al., 1988) permite avaliar o
conhecimento do tema tratado e apresenta um valor que varia no intervalo [-1,1]
(Casas e Luengo, 2004; Antunes, 2010; Verissimo, 2013).

O Indice de Similaridade de duas redes ¢ calculado a partir da anélise das
ligacoes totais existentes nas duas redes e das ligagdes comuns as redes e varia
no intervalo [0,1] (Casas, 2002).

O Indice de Complexidade da Rede (ICR), elaborado por Casas (2002),
¢ um indicador numérico que permite avaliar quantitativamente a complexidade
das distintas redes PFNET e fornece, também, um valor que varia entre 0 e 1
e. Quanto maior ¢ o seu valor, maior ¢ a complexidade da rede. Este indice depende
do produto de trés fatores: Densidade da rede (D), Fator dos nés nucleares (N)
e Fator do grau dos nos nucleares (FN).

A Centralidade de grau de uma rede constitui uma medida para mensurar
a tipologia da estrutura cognitiva e também varia entre 0 e 1 (Clariana, Draper e
Land, 2011; Clariana et al. 2013).

4. ANALISE DOS RESULTADOS

A Tabela 111 sistematiza os resultados alcancados e relativos aos diferentes
indicadores quantitativos das redes PFNET, nos 1.° e 2.° momentos de recolha
de dados.
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TABELA 111

CESARIO ALMEIDA, LUIS CASAS G., RICARDO LUENGO G.

Sistematizacdo dos resultados dos indicadores quantitativos, relativos ao Género
e Ano de Escolaridade, em ambos os momentos de recolha de dados

1.° Momento de recolha de Dados

2.° Momento de recolha de dados

Ind.lca.dor Género Ano de Género Ano de
quantitativo da (rapazes v escolaridade (rapazes vs escolaridade
rede PENET rapari as) (9% ano vs rapari as) (92 ano vs

pang 12.° ano) parg 12.° ano)

Numero de nos Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
extremidade iguais diferentes iguais iguais
Numero de nos Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
polares iguais diferentes iguais iguais
Numero de nds Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
nucleares iguais iguais iguais iguais
Densidade da Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
Rede iguais iguais iguais iguais
Fator dos nos Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
nucleares iguais iguais iguais iguais
Grau dos nos Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
nucleares iguais iguais iguais iguais
Fator do .. . .. ..

, Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
grau dos nés iguais iguais iguais iguais
nucleares & & & &

.. Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
Coeréncia .. . .. .
iguais diferentes iguais diferentes
Indice de .. . . ..
. Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente  Estatisticamente
complexidade iguais iguais iguais iguais
da rede & & & &

Relativamente as varias medidas quantitativas, no 1.° € no 2.° momento de
recolha de dados, a variavel género ndo foi discriminatoria, isto ¢ os diferentes
indicadores apresentaram valores estatisticamente iguais. Em relagdo ao
ano de escolaridade somente a variavel Coeréncia da rede mantém valores
estatisticamente diferentes, em ambos os momentos de recolha de dados, com
valores mais altos no ano terminal do Ensino Secundaério.

As Redes Médias PFNET para os dois anos de escolaridade e nos dois

momentos apresentam-se nas Figuras seguintes:
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Lei (ou regra) deLaplace

[Cancamento de moedas/dadod
[TEcnicas de contagem de casos|

Acontecimentd

Experiéncia Aleatbria

Lei dos Grandes Numeros

[Casos Possiveis e Casos favoraveis| Rede Média 9.° ano M1
ICR =2,716
Centralidade de rede = 0,513

Similaridade=0,538

b
|Casos Possiveis e Casos favoraves

Rede Média 9.° ano M2
ICR =0,91
Centralidade de rede =0,511

[Langamento de moedas/dados
[Técnicas decontagem de casos|

A

|Lei dos Grandes Nimerog

|

Valor numerica

Figura 5. As Redes Médias do 9.°
ano nos dois momentos
de recolha de dados Quocients
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Lei(ou regra)delLaplacy

|Lei dos Grandes Nimerog

'Valor numérico

T = [Acaso]
[Probabilidadg—{Lancamento de moedas/dadod—|EXREMENcia Aleatoria

Acontecimenty

[T&cnicas de contagem de casos|

[Casos Possiveis e Casos favoraves|

Rede Média 12.° ano M1
ICR =1,06
Centralidade de rede =0,637

—— Similaridade=0,667

[Lei {ou regra) de Laplacd

Rede Média 12.° ano M2
\ |Lei dos Grandes Nomerog ICR =2.72

Centralidade de rede =0,389

Acontecimentd

Lancamento d-;moedasfdado F— —
| & xperiencia Aleatona

Valor numérico

[Casos Possiveis e Casos favoraveis

Figura 6. As Redes Médias do 12.°
Quacienty] ano nos dois momentos de
[Técnicas decontagem de casos| recolha de dados
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Em relacdo a tipologia dos conceitos a Tabela IV mostra os conceitos

presentes nestas Redes Médias.

TABELA IV

Tipologia dos conceitos nas redes médias nos dois momentos de recolha de dados
e para os dois anos de escolaridade

9.%ano M1

9.%ano M2

12.°ano M1

12.°ano M2

Acaso No extremidade N6 extremidade  No extremidade  NO extremidade
Acontecimento N6 extremidade  NO extremidade  NO extremidade N6 extremidade
Casos Rosgwms No extremidade No polar No polar Conceito

e favoraveis Nuclear
Experiéncia , . . , .
Aleatoria No extremidade N6 polar N6 polar N6 polar
Langamento de Conceito , . . .

dados / moedas Nuclear N6 extremidade N6 polar N6 polar

Lei (ou regra)
de Laplace

N6 extremidade

N6 extremidade

N6 extremidade

N6 extremidade

Lei dos Grandes

. No polar No polar No extremidade  No extremidade
Numeros
. Conceito Conceito Conceito Conceito
Probabilidad
robabriidade Nuclear Nuclear Nuclear Nuclear
Quociente N6 extremidade  No extremidade ~ No extremidade ~ No extremidade

Técnicas de
contagem de
casos

No extremidade

No extremidade

No extremidade

No extremidade

Valor Numérico

N6 polar

NOo polar

N6 extremidade

N6 extremidade

Parece-nos evidente que o ano de escolaridade mais constante ao
nivel da tipologia dos termos/ideias/exemplos ¢ o 12.° ano, ja que dos onze
conceitos considerados somente um altera a tipologia do 1.° para o 2.° momento
(“Casos possiveis e caso favoraveis”), o que € demonstrativo de uma maior
consolidagdo da estrutura cognitiva dos estudantes.

Em relacao aos estudantes mais jovens, oito dos conceitos conservam a sua

B

tipologia e trés variam na sua tipologia (“Experiéncia aleatoria”, “Casos possiveis
e favoraveis” e “Langamento de moedas/dados”).
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Uma leitura mais transversal, e comparando a tipologia dos conceitos desde
o 1.° momento de recolha de dados no 9.° ano, para o 2.° momento de recolha
de dados no 12.° ano de escolaridade constatamos que:

— Os conceitos “Acaso”, “Acontecimento”, “Lei (ou regra) de Laplace”,
“Quociente” e “Técnicas de contagem de casos”, mantém-se nestes anos
escolares como nod extremidade, ou seja, ndo se encontram devidamente
consolidados na estrutura cognitiva;

— A nogao de “Probabilidade” ¢ o inico conceito que se mantém, nestes
anos e momentos, como Conceito Nuclear, isto ¢, assume relevancia na
estrutura cognitiva;

— O conceito “Experiéncia aleatoéria”, que inicialmente ¢ um noé
extremidade, passa a n6 polar;

— Tanto o conceito “Valor numérico” como a “Lei dos Grandes Numeros”
diminuem de importancia cognitiva ao passar de n6 polar a nd
extremidade;

— Aimportancia do exemplo “Langamento de dados/moedas” ¢ diminuida,
em virtude de passar de Conceito Nuclear (9.° ano, 1.° momento) para
nd extremidade (12.° ano, 2.° momento).

— Por oposic¢do, o estatuto cognitivo dos “Casos possiveis e dos casos
favoraveis” amplia-se, ao passar de n6 extremidade, no 9.° ano (1.°
momento), a Conceito Nuclear, no 12.° ano (2.° momento).

Globalmente estes resultados permitiram-nos constatar que existem
conceitos que se mantém no tempo pouco consolidados na estrutura cognitiva dos
estudantes, os quais referem-se a especificidade desta teméatica Matematica
(“Acaso” e “Acontecimento”) e a questdes ligada aos procedimentos e algoritmos
probabilisticos (“Lei (ou regra) de Laplace”, “Técnicas de contagem de casos”
e “Quociente”). Houve um aumento, do 9.° para o 12.° ano, da importancia
cognitiva dos “Casos possiveis e dos casos favoraveis” aspeto que nos parece
associado a utilizagdo/dificuldade do Célculo Combinatorio para determinar
estas quantidades.

A Comparagao do Indice de Complexidade das redes do 9.° ano (1.° momento)
com o do 12.° ano (2.° momento) apresenta, no teste de Mann - Whitney, o valor do
Sig.=0,780 (>0,05) que ¢ indicador de que em termos da complexidade das redes
nao ha diferencas estatisticamente significativas entre 0 9.° ano (1.° momento) e o
12.° ano (2.° Momento).

Como referimos anteriormente, na 3.* Fase da investigagdo, utilizou-
se um questionario, em papel, constituido por quatro grupos de questdes.
As questdes I e II pretendem caracterizar os inquiridos em relacdo ao Ano
de Escolaridade (9.° ano/12.° ano) e ao Género (Masculino/Feminino). Com
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a questao III pretendeu-se saber, de entre os conceitos utilizados nas redes
PFNET, qual tinha sido, na opinido dos estudantes, o termos menos complicado/
facil e o mais complicado/dificil de entender.

Em relag@o ao conceito mais complicado/dificil de entender, obtivemos:

TABELA V
Conceito mais complicado/mais dificil de entender referido pelos estudantes

C ” 9.%ano 9.%ano  9.°ano  12.°ano 12.°ano  12.°ano Total
oncettos Masculino Feminino  Total  Masculino Feminino Total ot

Acaso 2 5 7 4 4 8 15

Acontecimento 2 4 6 0 0 0 6

Casos possiveis e

L. 1 7 8 2 2 4 12
casos favoraveis
Experiéncia 1 3 4 3 2 5 9
aleatoria
Lang¢amento de
moedas/dados 0 2 2 0 0 0 2
Lei (ou regra) de 37 1 69 | ) 3 7
Laplace
Lei dos Grandes 35 25 60 13 20 33 93
Numeros
Probabilidade 3 0 3 2 3 5 8
Quociente 11 26 37 2 2 4 41
Técnicas de
contagem de 8 7 15 15 15 30 45
casos
Valor numérico 6 9 15 3 4 7 22
Total 106 120 226 45 54 99 325

O conceito mais complicado/dificil de entender no 9.° ano de Escolaridade
foi a “Lei (ou regra) de Laplace” (69) e a “Lei dos Grandes Numeros” (60),
verificando-se também este ultimo conceito (33) juntamente com as “Técnicas de
contagem de casos” (30) como os mais complicados de entender pelos estudantes
do 12.° ano. O menos referido como complicado/dificil foi o “Langamento de
moedas/dados”, em ambos os anos de escolaridade.

Daqui resultou que o conceito que parece perpetuar-se no tempo (tanto no
9.° como no 12.° ano) como o mais dificil de entender no 9.° € no 12.° ano, ¢ a
“Lei dos Grandes Numeros”, que surge neste contexto como problematico/dificil
e, consequentemente de acordo com Meyer e Land (2003), um candidato a
Conceito Threshold.
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A1V, e ultima questao deste questionario, pretendia, em relagdo ao conceito
referido por cada estudante como o mais complicado/dificil de entender, saber
a opinido destes sobre diferentes aspetos desse conceito (num total de 13 itens).
Para tal foi utilizada uma escala na qual num dos extremos encontra-se o
“l-totalmente em desacordo” e no outro extremo “S-totalmente de acordo”.

TABELA VI
Meédias e desvios padrdes dos itens do questionario

N=325
Média P4V
padrao
Itl — Euacho que o conceito ¢ facil de explicar a um outro colega. 2,47 1,041

1 O entendimento do conceito transformou/mudou a minha maneira de 564 1134
pensar sobre outros assuntos. ’ ’

It3 — Eu consigo ver aplicagdes do conceito a outras areas e disciplinas. 2,90 1,264

O conceito ¢ algo que eu agora consigo ver como central e
4 - . . 2,89 1,129
fundamental, mas que foi complicado de entender.

5 — Eu ter entendido o conceito implicou ter uma melhor visdo sobre as )87 1.139
relagdes entre diferentes matérias, que antes nao tinha. ’ ?

It6 — Euja entendi realmente o conceito. 2,87 1,375

O Compreend.er 0 conceito foi como um “clique” e agora vejo o que 2.60 1,199
realmente significa.

Muitas coisas organizaram-se e reuniram-se para entender o

It8 — . 2,82 1,070
conceito.

It9 - Agora que entendi o conceito, acho que seria dificil esquecé-lo. 2,78 1,318

1t10 — Entender o conceito fez-me sentir mais como um matematico. 2,49 1,193

Foi facil ver como o conceito se ajusta e complementa a outros
It - J P 3,08 1,161
temas e assuntos.

Assim que entendi o conceito, outros temas matematicos ja
estudados comegaram a fazer mais sentido.

It12 2,84 1,110

Naio vou ter que manter atualizado o meu conhecimento sobre
o conceito.

It13 2,56 1,252

Com excecdo do It11- “Foi facil ver como o conceito se ajusta e complementa
a outros temas e assuntos”, todos os restantes itens apresentam médias de respostas
abaixo de “3 — Nem em desacordo nem em acordo” e com uma variabilidade,
nas respostas, semelhante. Daqui resulta que os alunos se situam globalmente, e
em média, numa perspetiva de discordancia relativamente as varias afirmagoes
que os itens expressam.
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Paralelamente, e para mensurar a relagdo existente entre as frequéncias com
que surgem como potenciais CT e as diferentes tipologias dos conceitos nas redes
PFNET (NE, NP e CN), calculamos o coeficiente de correlagdo de Spearman.
Os coeficientes foram determinados com as variaveis: frequéncia como CT
e frequéncia como NE (no 9.°, no 12.° ano e em relagao ao total de alunos),
frequéncia como CT e frequéncia como NP (no 9.°, no 12.° ano e em relacao
ao total de alunos) e ainda, frequéncia como CT e frequéncia como CN (no 9.°,
no 12.° ano e em relacdo ao total de alunos). Os valores destes coeficientes foram:

TABELA VII
Cocficientes de correlagdo de Spearman (p) entre os potenciais Conceitos Threshold
(CT) e as diferentes tipologias dos conceitos nas PFNET (NE, NP ¢ CN)

p(CT, e NE,)=0,743**  p(CT,eNE_)=0389  p(CT, eNE,_ )=0,636*

Total

p(CT, e NP,) =- 0,251 p(CT_ eNP )=-0216  p(CT_ eNP_ )=-0273

total Total )_

p(CT, e CN,)=-0,797**  p(CT,,eCN )=-0537  p(CT, eCN, )=-0,682*

total

*A correlagdo ¢ significativa no nivel 0,05 (2 extremidades).
**A correlacdo ¢ significativa no nivel 0,01 (2 extremidades).

A leitura destes valores permitiu-nos retirar algumas conclusoes. A primeira
foi a existéncia de uma correlacao positiva e significativa da frequéncia com que
sdo referidos os potenciais Conceitos Threshold ¢ os nos extremidade, tanto no
9.2 ano (0,743) como para o total de alunos (0,636), sendo que quanto mais alunos
referiram um CT mais alunos também o referiram como n6 extremidade. No 12.°
ano esta correlag@o apesar de positiva foi baixa e ndo significativa.

Em segundo, valores de correlacdes baixas negativas da frequéncia com que
sdo referidos os Conceitos Threshold e os nos polares tanto no 9.° ano (-0,251)
como no 12.° (-0,216) como no total (-0,273), no entanto todos estes valores ndo
foram significativos.

O ultimo aspeto prende-se com o facto de haver correlagdes negativas e
significativas da frequéncia com que foram referidos os potenciais Conceitos
Threshold e os Conceitos Nucleares tanto no 9.° ano (-0,797) como para a
totalidade dos alunos (-0,682), sendo que quanto mais alunos referem um
CT menos alunos referem-no como Conceito Nuclear. No 12.° (-0,537) e apesar
do coeficiente indicar uma correlagdo moderada negativa, esta nao foi, no
entanto, significativa.
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5. CONCLUSOES

No decorrer no nosso trabalho empirico, e nos dois momentos de recolha de
dados, foram obtidas um total de 669 (1.° momento — 344 e 2.° momento — 325)
representacdes das estruturas cognitivas de estudantes, dadas através das Redes
Associativas Pathfinder, em torno do conceito de Probabilidade.

A partir das redes Médias PFNET dos dois momentos de recolha de dados,
podemos observar que no grupo de estudantes mais jovens, emerge um Conceito
Nuclear “Probabilidade”, em torno do qual orbitam os termos “Acontecimento”,
“Lancamento de moedas/dados”, “Experiéncia aleatoria”, “Lei dos Grandes
Numeros” e os “Casos possiveis e favoraveis”, todos estes associados a
linguagem especifica desta tematica matematica. O exemplo “Langamento
de dados/moedas” perde importancia, ao passar de Conceito Nuclear, no 1.°
momento, a nd extremidade, no 2.° momento de recolha de dados. Constata-se
a existéncia de uma “cauda” formada pela “Lei dos Grandes Numeros”, “Valor
numérico” e “Quociente” e, diametralmente opostos como nos extremidade nesta
disposicdo, “Acaso” e “Quociente”, constituindo estes ultimos conceitos os
menos consolidados na estrutura cognitiva dos alunos em torno da Probabilidade.
E curioso no 9.° ano a fraca ligagdo existente entre a Probabilidade e a sua vertente
mensuravel dada pelos termos “Quociente” e “Valor Numérico™.

Também os termos “Acaso” e “Quociente” surgem, nas redes médias
PFNET dos estudantes do 12.° ano de escolaridade e nos dois momentos de
recolha de dados, muito afastados. Sao redes muito centradas no Conceito Nuclear
“Probabilidade”, apesar de, no 2.° momento de recolha de dados, o termo
“Casos possiveis e favordveis” aumentar a sua relevancia nestas representacoes
das estruturas cognitivas, e por esta razdo passar a Conceito Nuclear, aspeto
que, na nossa opinido, se prende com reconhecimento da importancia que
os alunos atribuem a utilizacdo do Calculo Combinatoério para determinar
estas quantidades. Ainda para este nivel de ensino € recorrente a existéncia de
uma “cauda”, agora formada pelas nog¢des de “Lancamento de moedas/dados”,
“Experiéncia aleatoria” e “Acaso”, aspeto que nos parece natural ja que temos
um exemplo de uma experiéncia aleatdria e que, por esta razao, esta envolvida em
incerteza. A imprevisibilidade associada a este tema matematico, expressa
através do termo “Acaso” e da “Experiéncia aleatdéria”, ndo surgem muito
proximos de “Probabilidade”.

Apesar do incremento do grau de dificuldade dos contetudos probabilisticos
do 9.° ano para o 12.° ano, ndo ha diferencas estatisticamente significativas no
Indice de Complexidade das redes, nos dois anos de escolaridade e nos dois
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momentos, o que ¢ numericamente demonstrativo da inexisténcia de um aumento
de complexidade das PFNET. Este facto evidencia que no ano escolar em que os
alunos aprofundam a tematica das probabilidades a respetiva estrutura cognitiva
ndo se torna mais complexa, privilegiando relagoes ja existentes/consolidadas
em anos escolares anteriores.

O conceito mais complicado/dificil de entender simultaneamente no 9.°
ano como no 12.° ano de escolaridade foi a “Lei dos Grandes Ntmeros”. Daqui
resulta que € este conceito que parece perpetuar-se no tempo como o mais dificil
de entender em ambos os anos de escolaridade. Pelo facto de ser uma nogao
problematica e dificil de entender, constitui um candidato a ser um potencial
Conceito Threshold. Todavia o questionario utilizado nao evidenciou que esta
nocdo verificava também as outras caracteristicas associadas a este tipo de
conceito — Transformadora, Integradora, Irreversivel e Limitadora.

A existéncia de uma correlagdo positiva e significativa da frequéncia com
que sdo referidos os potenciais Conceitos Threshold e os nds extremidade, tanto no
9.2 ano, como para o total de alunos, sendo que quanto mais alunos referem um CT
mais alunos também o referem como n6 extremidade. No 12.° ano esta correlacao,
apesar de positiva, € baixa. Parece-nos que pelo facto de os nés extremidade ainda
ndo estarem devidamente consolidados na estrutura cognitiva dos estudantes nao
invalida que, pela importéancia de alguns deles (“Lei dos Grandes Numeros”),
se invista mais fecundamente no seu processo de Ensino/Aprendizagem.

Neste trabalho conseguimos detetar como potencial Conceito Threshold a
“Lei dos Grandes Numeros” e, ainda, mostrar a relacdo existente entre os nos
extremidade das PFNET e os conceitos mais dificeis/complicados de entender
(potenciais Conceitos Threshold). Consideramos que para os estudantes
alcancarem um nivel adequado de compreensdo sobre a Probabilidade,
estes devem ser capazes de estabelecerem conexdes que relacionem os seus
diferentes significados. Nesta logica opinamos a “Lei dos Grandes Numeros”
pela sua proficuidade em estabelecer pontes entre as diferentes concegdes de
Probabilidade (Laplaciana, Frequencista e Subjetiva), deve ser uma nog¢ao mais
abordada e com mais profundidade no 9.° ano de escolaridade e refor¢ado o seu
ensino e aprendizagem no ano terminal do ensino secundario (12.° ano).

Apesar de ndo conhecermos estudos da aplicacdo especifica destas Teorias a
tematica das Probabilidades, todavia, alguns destas conclusdes estdo patentes
em investigagOes aplicadas a outros assuntos matematicos. Podemos encontrar em
Casas (2002) e Antunes (2011), a constatagdo da existéncia de um nimero
reduzido de Conceitos Nucleares presentes na estrutura cognitiva e sobre os quais
os alunos centram o seu conhecimento. Nas pesquisas destes mesmos autores,
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verificou-se também um nao aumento do Indice de Complexidade das PFNET,
a existéncia de ligagdes que se mantém no tempo e a constatacao da relevancia da
metodologia das redes PFNET no processo de Ensino e Aprendizagem.

Por outro lado a identificagdo do potencial Conceito Threshold “Lei
dos Grandes Numeros” vem mostrar a importancia que este conceito assume
enquanto um dos modos de descobrir probabilidades (Gal, 2005) através
de procedimentos e algoritmos (Batanero, 2005), assume enquanto elemento de
“(...) hacer inferencias que conecten los enfoques subjetivo, cldsico y frecuencial”
(Sanchez e Valdez, 2013, p.39).

Ao possibilitar a identificagdo dos conceitos mais significativos e as
relagdes mais relevantes da estrutura cognitiva dos alunos, estamos convictos que
as Teorias dos Conceitos Nucleares e dos Conceitos Threshold constituem uma
outra ferramenta didatica para organizar a pratica pedagdgica ¢ um referencial
pedagogico rico e fecundo, que deve ser levado em consideragao no processo de
Ensino e Aprendizagem da Probabilidade. Trabalhos como os de Verissimo
(2013) ou Verissimo, Godinho, Luengo e Casas (2014), que permitiram desenhar
unidades didaticas baseadas nos resultados da investigagdo, constituem exemplos
das aplicacdes em desenvolvimento e de sugestdes futuras com base nesta
linha de pesquisa.
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LA HIPOTESIS DE LOS CUADROS DE SIGNIFICADO EN LA
SOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS

THE FRAMES OF MEANING HYPOTHESIS: CHILDREN’S
MATHEMATICAL PROBLEM-SOLVING ABILITIES

RESUMEN

El presente texto tiene la intencién de describir un fenémeno
observado cuando nifios y nifias de 6 y 7 afios, quienes alin no
habian recibido instruccion formal de la division, intentaron dar
solucién a un problema de reparticion por medio de dibujos. El
fendmeno llamado “cuadros de significado” intenta explicar por
qué algunos nifios tuvieron €xito en la solucion de problemas y
otros no. Por medio de un estudio de casos ilustramos
empiricamente esta hipdtesis, la cual se presenta como
una herramienta tedrica y metodologica poderosa para la
conceptualizacion de la solucion de problemas aritméticos
y la comprension que subyace al pensamiento matematico de
los nifios de esta edad. No obstante, es necesario seguir
expandiendo nuestro analisis y la aplicacion de este marco de
referencia. Esto conllevaria a reconsiderar practicas educativas y
evaluativas convencionales. En este articulo intentamos sefialar
un camino por el cual podrian realizarse estos cambios.

ABSTRACT

This paper intends to describe a phenomenon observed when
children aged 6 and 7 years old, who had not yet received
formal instruction about division, tried to solve a problem of
distribution by means of drawings. The phenomenon called
“frames of meaning” attempts to explain why some children
were successful in solving problems and others were not. We
illustrate this hypothesis empirically through a case study. This
hypothesis is a powerful theoretical and methodological tool
for understanding the underlying mathematical thinking and
arithmetic problem-solving abilities of children this age.
However, it is necessary to continue to expand our analysis
and the application of this framework. This would lead to
reconsider conventional educational and evaluative practices.
In this article we try to point the way by which these changes
could be made.
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- Cuadros de significado

- Resolucion de problemas
- Pensamiento matematico
- Educacion primaria
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RESUMO

Este artigo pretende descrever um fenémeno observado quando
as criancas com idade entre 6 e 7 anos, que ainda ndo tinha
recebido a divis@o de instru¢do formal, tentou resolver um
problema de distribui¢do por meio de desenhos. O fendmeno
chamado de “quadros de sentido” tentativas de explicar por
que algumas criangas foram bem sucedidos na resolugdo de
problemas e outros ndo. Através de um estudo de caso ilustram
essa hipotese empiricamente, que se apresenta como uma
poderosa ferramenta tedrica e metodoldgica para a conceituagdo
do problema de aritmética resolver e entender o pensamento
matematico subjacente de criangas desta idade. No entanto, ¢
necessario continuar a expandir a nossa analise e da aplicagdo
deste quadro. Isso levaria a repensar as praticas educativas
convencionais e avaliativas. Neste artigo vamos tentar apontar
o caminho pelo qual essas mudangas poderiam ser feitas.

RESUME

Cet article se propose de décrire un phénomeéne observé lorsque
les enfants agés de 6 et 7 ans, qui n’avait pas encore regu la
division de I’enseignement formel, a tenté de résoudre un
probléme de répartition au moyen de dessins. Le phénoméne
appelé «cadres de sens» tente d’expliquer pourquoi certains
enfants ont réussi a résoudre les problémes et d’autres pas.
Grace a une étude de cas illustrent cette hypothése de manicre
empirique, qui est présenté comme un outil théorique et
méthodologique puissant pour la conceptualisation de
résoudre et de comprendre la pensée mathématique sous-
jacente des enfants de cet dge probléme d’arithmétique.
Cependant, il est nécessaire de continuer a développer
notre analyse et [’application de ce cadre. Cela conduirait a
reconsidérer les pratiques éducatives classiques et d’évaluation.
Dans cet article nous essayons de montrer la voie par laquelle
ces changements pourraient étre apportés.

PALAVRAS CHAVE:

- Quadpros de significado
- Resolugdo de problemas
- Pensamento matemadatico
- Ensino fundamental

MOTS CLES:

- Cadpres de sens

- La résolution de problemes
- La pensée mathématique

- L’enseignement élémentaire

1. La HipoTESIS DE LOS CUADROS DE SIGNIFICADO EN LA
SoLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS

El presente texto tiene la intencion de describir un fenémeno observado cuando
nifios y nifias de primaria intentaron dar solucién a problemas complejos de
operaciones aritméticas por medio de dibujos. Los participantes aiin no habian
recibido instruccion formal acerca de los algoritmos simbolicos adecuados para
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resolver este tipo de problemas. El fendémeno que aqui nos concierne, al cual
hemos llamado cuadros de significado, intenta explicar por qué algunos nifios
tuvieron éxito en la solucion de problemas y otros no. También intenta comprender
por qué las soluciones que plantearon estos niflos parecen poner en juego muchos
elementos de recursos cognitivos que forman escenarios de sentido. Aqui
ilustramos la hipotesis de los cuadros de significado estudiando detenidamente
varios casos de soluciones a un problema matematico de enunciado verbal en el
contexto de reparticion discreta, llamado el caso de los nifios y las canicas de
colores. Este problema hizo parte de una prueba de competencia matematica que
fue presentado a nifios y nifias de 6 y 7 afios de varios colegios publicos en la
ciudad de Medellin, Colombia.

En este articulo presentamos una breve introduccion a nuestra
conceptualizacion acerca de la hipdtesis de los cuadros de significado,
la manera como los cuadros de significado se manifiestan en la resolucion de
problemas matematicos, y, finalmente, un estudio de casos en el cual ilustramos
empiricamente esta hipotesis en el contexto de problemas de reparticion.

2. RESOLUCION DE PROBLEMAS

Esta investigacion pretende aportar a la literatura en el campo de la resolucion de
problemas en el dominio de las matematicas. No obstante, el presente aporte no
se incluye en la corriente dedicada a estudiar la resolucion de problemas como una
dicotomia entre experto y novato (cf. Chi, Feltovich, y Glaser, 1981; Gobbo y Chi,
1986; Hmelo-Silvery Pfeffer, 2004; Nehm y Ridgway, 2011). Estas investigaciones
que contrastan el desempefio del novato con la del experto han mostrado que
los expertos son capaces de, por ejemplo, distinguir los componentes relevantes del
problema de aquellos detalles contextuales superficiales, identificar la estructura
formal del problema, y de generalizar a otros problemas de estructura similar
(Nehm y Ridgway, 2011).

No obstante, en varias ocasiones se ha sefialado que es injusto identificar
experticia con éxito para solucionar problemas (Bodner y Domin, 2000; Camacho
y Good, 1989; Domin y Bodner, 2012; Silver, Mitchell, y Gist, 1995). En efecto,
equiparar experticia con solucion exitosa de problemas esconde un aspecto
problematico. Cuando el objetivo es instruir a un sujeto hacia la experticia, lo que
antes eran problemas se convierten en ejercicios rutinarios. Por lo tanto, bajo esa
mirada no se estudia la resolucion de problemas en el sentido estricto del término.
En cambio, la presente investigacion se circunscribe dentro de la linea que estudia
las diferencias entre aquellas personas que solucionan exitosamente el problema y
aquellas que son infructuosas en su intento por resolverlo (Camacho y Good,
1989; Silver et al., 1995).
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Nuestra linea de investigacion se acerca a los estudios de ecologia conceptual
realizados en ensefianza de la ciencia y su critica hacia la idea de cambio conceptual
(diSessa, 1993, 2002) para una introduccion en espaifiol a esta discusion ver por ej.
Bello (2004) o Flores (2004). En este sentido, en lugar de presuponer la transicion
desde un concepto ingenuo hacia un concepto cientifico, se asume que en este
transito es necesaria la reorganizacion de una gran cantidad de entidades mentales
o recursos cognitivos. Estos recursos pueden estar débilmente organizados o, por
el contrario, formar sistemas complejos y coherentes de conocimiento (diSessa,
1993; Smith, diSessa, y Roschelle, 1994). Por ejemplo, en vez de asumir que los
nifos tienen ideas erradas acerca de algin concepto como el de cardinalidad en
matematicas o fuerza en ciencia fisica, se entiende que hay una estructuracion a
partir de elementos cognitivos primitivos. Estos elementos, a diferencia de las
estructuras generales propuestas por Piaget (e.g., Piaget y Inhelder, 2007), son
diversos, de fino tamafio, y dependientes del contexto de su uso (diSessa, 2002).

Aunque nuestra investigacion se ha encaminado a entender el aprendizaje
de nifos de edad escolar basica en varias areas de conocimiento, tales como en
matematicas, ciencia y tecnologia (Lotero Botero, Andrade Londofio, y Andrade
Lotero, 2011, 2012), en el presente articulo mostramos nuestros resultados
de investigacion en el area del aprendizaje de las matematicas.

3. EL CONTEXTO DE LOS PROBLEMAS MATEMATICOS

Los problemas matematicos de enunciado textual escrito son habituales en
evaluaciones formativas del aprendizaje a pequeiia escala (Kulm, 1990; Romberg,
Zarinnia, y Collis, 1990), en evaluaciones sumativas de escala nacional, tales
como las pruebas Saber (Castillo Ballén, Triana, Duarte-Agudelo, Pérez-Abril, y
Lemus-Espinosa, 2007), e internacional como las pruebas Pisa y TIMSS (Adams,
2005; Mullis, Martin, Gonzalez, y Chrostowski, 2004), asi como también en
actividades de instruccion (Mulligan, 1992; Verschaffel, Greer, y de Corte, 2000;
Xin, Wiles, y Lin, 2008).

No obstante, en nuestra mirada a la educacion basica hemos encontrado
que los nifios frecuentemente confunden la operatividad simbdlica con el sentido de
solucion matematica durante la solucion de problemas. Anteriores investigaciones
acerca de la solucion de problemas matematicos de enunciado escrito han puesto
de presente la dificultad de los nifios para usar procedimientos algoritmicos
convencionales y aplicarlos a la solucion de un problema (Koedinger y Nathan,
2004; Mulligan, 1992). Por ejemplo, Kroedinger y Nathan (2004) hallaron que la
mayoria de los nifos les resulta dificil solucionar un problema presentado como
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una ecuacion, y en cambio recurren a procedimientos ad hoc para dar solucion a
problemas de enunciado escrito. Algunos de estos procedimientos ad hoc son, por
ejemplo, comenzar desde el final y devolverse, asi como la estrategia de ensayo
y error. Menos de la mitad de los nifios intentan emplear los algoritmos ensefiados
por los profesores, y una porcion menor aun tiene éxito al aplicarlos.

Otras investigaciones han mostrado que los nifios tienen dificultad para
construir respuestas con sentido, es decir, saber que la representacion del resultado
se refiere a algo en la realidad (Bodner y Domin, 2000; Domin y Bodner, 2012;
Verschaffel, De Corte, y Lasure, 1994). Por ejemplo, Bodner y Domin (2000)
encontraron que muchos estudiantes universitarios, al intentar resolver problemas
de quimica, llegaron a respuestas sin sentido. Muchos estudiantes escribieron
formulas quimicas cuyos términos, letras y nimeros “no pueden ser correctamente
llamados simbolos porque no representan o simbolizan nada que tenga realidad
fisica” (Bodner y Domin, 2000, p. 27). Por su parte, Verschaffel et al. (1994)
han mostrado que muchos estudiantes no consideran que las matematicas
escolares tienen relacién con el mundo real, y pocos de ellos presentan
respuestas basadas en consideraciones realistas.

Otros estudios han mostrado que cuando los nifios construyen sus propias
representaciones, inventadas en situaciones practicas que presentan problemas con
sentido para ellos, se les facilita entender por qué deben usar ciertos
procedimientos para resolver los problemas matematicos involucrados en
estas situaciones (Carolan, Prain, y Waldrip, 2008; Greeno y Hall, 1997; Roth y
Bowen, 1994). Por ejemplo, Greeno y Hall (1997) argumentan que, si los nifios
necesitan construir tablas y graficas para un reporte de un proyecto, ellos aprenderan
si estas representaciones son efectivas para comunicar sus resultados o no. “Pero si
los estudiantes simplemente completan la tarea de construir representaciones en
formas previamente especificadas, ellos no tendran la oportunidad de aprender las
ventajas y desventajas de ciertos tipos de formas de representacion...” (Greeno y
Hall, 1997, p. 1-2).

Ademas, en nuestra propia investigacion encontramos que no es unicamente
un problema de comprension del enunciado escrito. Por supuesto, es cierto
que aquellos nifios que no entienden el enunciado no pueden resolver el problema,
pero no todo aquel que comprende el enunciado es capaz de plantear una solucion
con sentido (Lotero Botero et al., 2011).

En efecto, entonces, los problemas matematicos de enunciado verbal son usados
comunmente en evaluaciones del aprendizaje, pero los resultados muestran que
una gran poblacion de estudiantes tiene serias dificultades para resolverlos. A
continuacion, expondremos nuestra hipdtesis de por qué ciertos estudiantes
pueden solucionar correctamente un problema y cuales son las caracteristicas de
los recursos cognitivos que ponen en juego.
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4. HipOTESIS DE LOS CUADROS DE SIGNIFICADO

La hipotesis de los cuadros de significado implica que cuando un sujeto resuelve
un problema, éste pone en juego una gran cantidad de recursos cognitivos y
epistémicos que generan un alto orden local en su sistema cognoscitivo general.
Para usar una metafora visual, un cuadro de significado es una estructura que
se construye entre la comprension semantica de un problema y la solucion
visible y material que se le da al problema. Esta estructura esta compuesta por
recursos cognitivos en forma de pequenas unidades que pertenecen a tres clases:
(a) abstracciones fenomenoldgicas simples que derivan en esquemas
anticipatorios (diSessa, 1993; Von Glasersfeld, 1997), (b) conocimientos de
sistemas representacionales (diSessa y Sherin, 2000; Greeno y Hall, 1997), y (¢)
expectativas epistémicas acerca de cual deberia ser la solucion bajo determinadas
condiciones particulares (Conlin, Gupta, y Hammer, 2010; Scherr y Hammer,
2009). Ademas, debido a que el producto del cuadro de significado es una
estructura visible y material, este significado se expresa como un recurso
semiodtico (Goodwin, 2003; Kaltenbacher, 2007) que inicia en quien genera el
cuadro y es completado por quien lo interpreta.

Asi como los p-prims (diSessa, 1993), el cuadro de significado no implica
la utilizacion de un sistema de conocimiento previamente archivado mentalmente
que se activa al momento que el sujeto reconoce la correspondencia entre la
estructura de este modelo abstracto con la estructura de una situacion particular,
al estilo de los expertos (Chi et al., 1981). En cambio, se entiende el cuadro de
significado como el acto de construccion de solucién dentro de una estructura
local de conocimiento (a partir inicialmente de esquemas anticipatorios). El
desarrollo de una estructura local se refiere a un desarrollo situado, en pequefios
pedazos, multidimensional e inestable (diSessa, 1993, 2002; Lesh y Lehrer,
2003). Un esquema anticipatorio se refiere a los patrones de comportamiento
que son generados por la expectativa de vivencias pasadas y la prediccion acerca
de como se actiia en circunstancias similares (Von Glasersfeld, 1997). En el
caso del aprendizaje, un esquema anticipatorio existe cuando no se ejecutan las
actividades que llevarian a una solucion, sino que se anticipan sin tener que ser
implementadas (Hackenberg, 2010).

En efecto, asi como las actividades constructivas propuestas por Lesh y
colaboradores (Lesh y Doerr, 2000; Lesh y Lehrer, 2003), la construccion de
un cuadro de significado implica algo mas que dar una breve respuesta a la
pregunta y, en cambio, involucra el desarrollo explicito de una explicacion. En
este sentido, el sujeto construye un sistema conceptual expresado en un sistema
representacional que es Util y cumple con un proposito de sentido para el sujeto
(Lesh y Carmona, 2003).
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La idea de que existe un cuadro hace referencia a que el sujeto percibe
esta organizacion local con un sentido de completitud. Es decir, cuando el
sujeto construye una respuesta al problema, €l o ella subjetivamente percibe que
esta completa, coherente e integrada, sobre todo cuando la persona considera
que ha dado con la respuesta correcta.

Ahora bien, el significado es construido subjetivamente, pero es visible y
externalizado como una comunicacion de sentido. Por ello, el significado de cada
cuadro es completado también por la interpretacion de la persona que lo recibe
o evalua y de la practica social en la que se enmarca. Por ejemplo, la solucion
de un problema es considerada como solucion debido a que hay un parametro de
solucion final. Aquel quien determina la solucién final interpreta la solucion
presentada por el primer sujeto y puede determinar su completitud, coherencia y
congruencia. No obstante, esta tercera persona no usa criterios arbitrarios, sino que
se basa en la organizacion de las practicas prevalentes de su grupo sociocultural
(Brown, Collins, y Duguid, 1989; Lave y Wenger, 1991) y en la racionalidad de la
disciplina de conocimiento en la que se circunscribe (Habermas, 1984).

Asi pues, el cuadro de significado es construido por una persona, como un
proceso cognitivo que aparece como un significado privado. El conocimiento
matematico es, no obstante, una composicion dialéctica entre un modo de
conocimiento instrumental y otro comunicativo. El significado privado
se relaciona con el esquema o invariante proveniente de la experiencia
instrumental. A su vez, la representacion de la solucion se halla en la interseccion
entre la intersubjetividad de quien crea el cuadro y de quien observa e interpreta el
significado. La representacion de la solucion hace que el significado sea publico, y
este significado publico puede interpretarse como completo o incompleto, coherente
o incoherente.

Estos cuadros de significado son considerados completos cuando articulan
los invariantes o esquemas apropiados a situaciones particulares (Nunes y
Bryant, 2005). Pero no siempre expresan el sentido por medio de signos y reglas
convencionales, sino que pueden hacer uso de otros recursos semidticos para
integrar la articulacion de todas las partes (Hull y Nelson, 2005; Kaltenbacher,
2007; Yafiez y Chavez, 2009). Por ejemplo, en el caso que en el presente articulo
ilustramos, los nifios resolvieron un problema matematico de reparticion por
medio de dibujos sin apelar necesariamente a procedimientos algoritmicos.

4.1. Cuadros de Significado Matemdtico

Usualmente la escuela no promueve la formacion de cuadros de significado,
es decir, la integracion y articulacion de diversas piezas de habilidades y recursos
cognitivos en la actividad de solucion de problemas. En cambio, la escuela ha
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fomentado la memorizacion de partes incompletas que se hacen pasar por un
todo. O por lo menos, en las expectativas del aprendiz, éste confunde la parte con
el todo, es decir, la proposicion de un algoritmo aislado con el cuadro completo
de significado.

El cuadro de significado matematico se expresa como una manera de
solucionar un problema que requiere no sélo un alto nivel de organizacion, sino
también integrar diversos elementos de pensamiento l6gico, representacional, y
situado — es decir, el desempefo de un sujeto haciendo uso del contexto (Carraher,
Carraher, y Schliemann, 1985; Nunes y Bryant, 2005).

Asumimos que los cuadros de significado que se convierten en el
fundamento de conceptos matematicos provienen originariamente de la
posibilidad de comprender los problemas como actividades de transformacion,
conservacion y organizacion, previstos por ejemplo en la ldgica de significaciones
(Piaget y Garcia, 1997; Piaget y Inhelder, 2007). En este sentido, originariamente
el cuadro de significado matematico se correlaciona con la capacidad del nifio
de poner en juego la secuencia de transformaciones, conservaciones e invariantes
que son fundacionales de la competencia matematica.

Este sentido de secuencialidad incorpora la capacidad de anticipar otras
partes del problema que no pueden ser representadas en un inico momento
(Hackenberg, 2010; Von Glasersfeld, 1997). Un dibujo, un algoritmo, una
grafica, siendo representaciones particulares de una solucidén, implican
otros pasos del procedimiento que pueden quedar implicitos en el cuadro
pero que hacen parte de la capacidad de anticipacion del nifo. Por ejemplo,
como ilustraremos mas adelante, el nifio o nifia puede dibujar grupos iguales
de canicas de varios colores diferentes para resolver un problema de reparticion,
pero la accidn de reparticion es anticipada y por ello queda implicita mas no
representada explicitamente.

4.2. Cuadros de Significado en torno a las Operaciones de Correspondencia

Una parte de nuestras investigaciones se ha centrado en apoyar el aprendizaje
de las operaciones aritméticas basadas en la correspondencia (Lotero Botero
et al., 2011). Esta operacion 16gico-matematica es de gran importancia en el
pensamiento numérico del nifio, y es fundamental para la comprension de muchos
otros conceptos matematicos, tales como la multiplicacion, divisidn, fraccion,
razon, proporcion y funcioén (Hackenberg, 2010; Nunes y Bryant, 2005).

Aqui presentamos el estudio de la solucion de un problema matematico
relacionado con la multiplicacion y division que involucra la comprension de
la operacion de correspondencia. Este problema de enunciado verbal es un problema
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complejo dado que comprende varios pasos para su solucion. Algunos de estos
pasos requieren efectuar la operacion mental de correspondencia uno a muchos.

Nuestra hipoétesis es que los nifios, dado que ellos aun no han recibido
instruccion formal en los algoritmos de multiplicacion y division, inicamente
seran capaces de solucionar este problema si crean un cuadro de significado
completo, basado en el pensar y representar la accion de repartir una coleccion
de objetos. Otros autores han llamado proto-esquemas a la capacidad logico-
matematica que demuestran los nifios previa a la instruccion escolar (Resnick,
Bill, y Lesgold, 1992), e incluso se han propuesto diversas estrategias que los nifios
utilizan cuando no dominan los respectivos algoritmos aritméticos (Mulligan
y Mitchelmore, 1997). Aqui proponemos que la capacidad de crear cuadros de
significado explicaria el por qué algunos nifios son capaces de proponer una solucion
viable al problema y otros no. Aquellos nifios quienes logran construir el cuadro
de significado completo consiguen comprender, resolver y comunicar la respuesta
correcta. Aquellos nifios que no forman un cuadro de significado completo no
logran resolver el problema de manera correcta, pero dependiendo de cuan
completo esté el cuadro la respuesta puede ser rastreada hasta conocer el tipo de
recursos cognitivos que fueron movilizados en el planteamiento de la solucion.

En efecto, un cuadro de significado completo es la manera ideal como
un sujeto puede responder a las preguntas: ;puedo resolver el problema?, ;qué
operacion mental necesito?, jcoOmo expreso la soluciéon?, ;coémo apoyo mi
pensamiento en ésta representacion externa?, ;qué esperan los adultos que
sea mi respuesta? Es evidente que nuestra hipdtesis no implica que estas
preguntas se realicen de manera consciente en la mente del sujeto. No obstante,
la hipotesis si presume que un cuadro de significado se construye dando
respuesta a estas preguntas.

Las preguntas que han guiado la presente investigacion son: ;qué soluciones
dan los nifios a problemas complejos de reparticion a partir de un enunciado
escrito?, ;qué caracteristicas tendrian estas soluciones en tanto construcciones
de cuadros de significado?, ;qué recursos cognitivos y habilidades de pensamiento
se ponen en juego en la construccion de un cuadro de significado? Responder a
estas preguntas contribuira a ampliar nuestro conocimiento tedrico y metodologico
sobre la resolucion de problemas en varios aspectos. En primer lugar, servira para
contribuir a un conocimiento mas detallado, multidimensional y sistematico del
pensamiento, competencia y desempeno de nifios en edad escolar, asi como a
la manera como intentan dar soluciéon a problemas matematicos complejos.
En segundo lugar, investigaciones de esta linea sirven para comprender como
apoyar la ensefianza para desarrollar la capacidad de solucion de problemas, que
tengan en consideracion la realidad compleja y sistematica del conocimiento
de los nifios.
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A continuacion, ilustraremos la hipotesis de los cuadros de significado
presentando varios casos de soluciones que nifios y nifias de 6 y 7 afios de
colegios publicos dieron a un problema matematico con formato de enunciado
textual. Este problema fue llamado e/ caso de los nifios y las canicas de colores
e hizo parte de una prueba mas extensa con varios puntos de competencia
matematica para estudiantes entre transicion y tercero de educacion basica.
Los estudiantes recibieron nueve meses de instruccion basado en el programa
educativo Matematicas a Color (Lotero Botero et al., 2011).

5. METODOLOG{A

5.1. Participantes

Los datos aqui presentados fueron tomados de una investigacion macro que
incluy6 1038 estudiantes de grados Kinder a Tercero, 26 profesores y tres
colegios de estrato socioecondémico bajo de la ciudad de Medellin, Colombia.
Los participantes que respondieron al problema de reparticion de las canicas
que aqui examinamos fueron parte de una muestra aleatoria de 72 nifnos de
un total de 243 nifios en cinco grupos de primero de primaria de los tres
colegios involucrados. Las 72 respuestas fueron revisadas en su totalidad por
varios miembros del equipo de investigacion y fueron clasificadas con respecto a
diferentes niveles de complejidad y completitud de los cuadros de significado
que los nifios construyeron. Con mayor detenimiento se examinan las respuestas
de ocho estudiantes (M = 3, F = 5). Estas respuestas fueron escogidas debido
a que sus caracteristicas son representativas de la tipologia obtenida, como se
explica en la seccion de resultados.

5.2. Materiales e Intervencion

En la investigacion macro mencionada, los estudiantes de grados kinder a 3°
trabajaron con Matematicas a Color la mayor parte del tiempo de sus clases
regulares de matematicas entre marzo y noviembre de 2011. Los estudiantes
recibieron cada uno, de acuerdo a su respectivo grado, tres cuadernos de un
programa de matematicas basicas desarrollado por los autores, denominado
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Matematicas a Color. Ademas de los cuadernos de guias, Matematicas a Color
incluye un conjunto de materiales tangibles (bolitas y plantillas, cubos de
madera, regletas Cuisenaire) con el cual cada nifio/nifia trabaja autbonomamente,
disponiéndolos de acuerdo con las pautas establecidas en esos cuadernos.

Las actividades de aprendizaje del programa fueron disefiadas a partir de
concebir las operaciones aritméticas como representaciones simbolicas
de acciones de transformacion de cantidades (el detalle de este disefio se
presenta en otros articulos, Andrade Londofio, Andrade Lotero, y Lotero Botero,
en elaboracion). La filosofia del programa Matematicas a Color asume que
la educacion matematica en la escuela primaria debe, en primer término, fomentar
el desarrollo del pensamiento matematico de los nifios y s6lo subsidiariamente su
capacidad de calculo. Esto implica que el nifio pueda dar sentido a esa simbologia
matematica en un proceso de construccion de significado guiado por un disefio
pedagogico intencional con ese fin. Es decir, la simbologia matematica es
un punto de llegada en un proceso de aprendizaje, y no un punto de partida.

Los estudiantes trabajan actividades de transformacion de cantidades de
agregar o quitar, o de componer y repartir grupos iguales. Siguiendo las pautas
de las guias y con los objetos tangibles, los estudiantes disponen los objetos y luego
representan dichas disposiciones en dibujos, palabras y, finalmente, simbolos
matematicos. Sin embargo, en el grado de primero de primaria so6lo se trabajo la
representacion simbolica de la suma y la resta, pero no la de multiplicacion y division.

Las actividades con manipulativos no son usados como una ilustracion
o ejemplo de algun principio u operacion matematico. Por el contrario, estas
actividades conducen a los nifios a experimentar por si mismos las transformaciones
posibles bajo una logica empirica, y luego, representarlas con dibujos, palabras y
simbolos. Como cualquier otra accion, la transformacion de cantidades implica
una sucesion de momentos. De lo que se trata aqui es que los nifios experimenten
estas transformaciones, tomando conciencia de los momentos de la secuencia:
cantidad inicial, cantidad que transforma, cantidad final. El nifio organiza objetos
tangibles en una secuencia espacial, en la cual cada posicion corresponde a cada
momento de la secuencia temporal de la transformacion.

El ejemplo de la Figura 1 de una guia de trabajo para el grado primero,
la cual le pide al estudiante en la parte de arriba que debe hallar la cantidad que
resulta luego de quitar tres bolitas a la cantidad inicial de tres bolitas. En la
parte de debajo de la guia se debe hallar la cantidad que resulta luego de agregar
cuatro bolitas a la cantidad inicial de cuatro bolitas.
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Cantidad que hay al La transformacidn: {¢Agrego o quite? Cantidad que resulta

al final.

comienzo Quito

Cantidad que hay al La transformacién: {¢Agrego o quito? Cantidad que resulta

al final.

comienzo Agrego

Figura 1. Las operaciones de suma y resta como actividades de agregar o quitar.

Adicionalmente, los libros de Matematicas a Color contienen problemas de
enunciado verbal, llamados Cuentajuegos, en los que los estudiantes trabajan la
organizacion del significado de la narracion, acomodandolo en la representacion
del significado de la transformacion, a la manera de una sucesion lineal. En la
Figura 2 se ejemplifica un problema para el grado primero que implica organizar
una sucesion en la que se halla directamente el resultado de la transformacion.
Particular énfasis se pone en que el significado de la narracion incluya el sentido
de la sucesion temporal de las acciones sobre las cantidades. Ademas, se le pide al
niflo o nifia que represente la solucion al problema en varias modalidades, con los
manipulativos, con los dibujos de los manipulativos, y con la notacién aritmética
y numeros. En este problema el estudiante debe hallar la cantidad de bolsas que se
han gastado luego de conocer que habia 30 y al final de la tarde quedaron 5.

Al final de la experiencia en el mes de noviembre se pidid a una muestra
aleatoria de 72 de los estudiantes de primer grado participantes, el 30% del total,
completar una prueba de veinte preguntas. La prueba se llevo a cabo en un salon
diferente al salon de clases y los estudiantes contaron con una hora y media
para responder. El cuestionario apuntaba a evaluar el estatus de cada estudiante
con respecto a su logro de los estandares desarrollados para matematicas de primer
grado (MEN, 2003). Un aspecto importante de esta prueba es que incluyeron
preguntas para evaluar la capacidad de solucion de problemas a partir de
un enunciado verbal. Se incluyeron dos tipos de problemas de enunciado, uno
que denominamos simple, que podria ser resuelto mediante una sola operacion
matematica, y otro complejo, involucrando mas de un paso para su solucion.
Ademas, se incluy6 un cuestionario de comprension de lectura del texto de
estos problemas.
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CUENER|UEQDS

Arreglar el jardin
Entra Rogue con su carretilla llena de bolsitas.

“iCompadre, aqui estd el abono! ¢Cudntas bolsitas
necesita? Aqui le traje 30", - dice a voz en cuello.

Joaquin se rasca la cabeza y dice:
"Bueno compadre, atin no sé. Déjemelas todas que
yo le guardo las que sobren."

Al final de la tarde, Joaquin conté 5 bolsitas que sobraron.

Pero no se acordaba cuéntas habia gastado.

uantas bolsitas

Con cajitas Sélo con nimeros

Cantidad Cantidad Cantidad i
Cantidod | 3 [0 sl oo gle obeng

inicial sustraida  que resulta | “37 0 )
XS inicial i
©6600) 56600 | {
060050 Cantided | 1 [ Iﬁlho& c;b{@ A&{%
9000 00000 sustraidd | 4
Q0060 00000 "
decenas | unidades | decenas | unidades | decenas | unidades | Cantidad | "’3"‘ " .
que |24 2] w’y-ab ) E‘
3 O >( 5 resulta I } i qz"'(&%

- Joaquingasté 5 _bolsitas de abono.

Figura 2. El problema de arreglar el jardin

Las veinte preguntas del cuestionario de primer grado se dividieron de la
siguiente manera: 1-3) formar una cantidad X a partir de escoger los numerales
apropiados que sumen tal cantidad — por ejemplo, formar el 12 escogiendo entre el
5,7, 6, 8; 4-6) escribir en numerales la cantidad escrita en palabras — por ejemplo,
siete decenas y cuatro unidades; 7-12) encontrar el resultado de operaciones
de suma o resta modelando cantidades visibles o abstractas — por ejemplo,
el dibujo muestra una bolsa y dos dulces por fuera, dentro de la bolsa hay cuatro
dulces, ;cuantos dulces hay en total?; 13-15) encontrar la diferencia entre
dos cantidades — por ejemplo, Maria tiene cinco afios y Juan tiene nueve, ;cual
es la diferencia de edad entre los dos nifios?; 16) comprension de una grafica de
barras comparando cantidades; 17-19) preguntas de comprension de lectura del
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problema complejo; 20) problema complejo (como se describe mas adelante).
Estos topicos y la estructura conceptual en la que se basan estan fundamentados
en las trayectorias de aprendizaje para conceptos matematicos elaborados por
Cobb y McClain (2002), Sarama y Clements (2004) y Nunes y Bryant (2005).

Las muestras de trabajo presentadas a continuacién corresponden al
problema complejo de la prueba de grado primero. Este problema se ilustra
a continuacion.

5.2.1. El Problema de la Reparticion de Canicas

El problema complejo de la prueba de grado primero contenia el siguiente enunciado:

“Un grupo de amigos se ha reunido a jugar a las canicas. Son 3 nifias y 2 nifios.
Entre todos han comprado una bolsa de canicas. Las canicas son de dos colores:
20 canicas verdes y 5 canicas azules. Los nifios quieren repartir las canicas
por partes iguales. Ademads, quieren que a cada uno le corresponda la misma
cantidad de cada color. ;Coémo repartiran las canicas el grupo de amigos?”

La prueba idealmente se soluciona determinando la reparticion en partes
iguales de dos conjuntos de canicas en correspondencia con un conjunto de nifios.
Un ejemplo de solucion es: repartir las canicas verdes en cinco partes iguales;
repartir las canicas azules en cinco partes iguales; asignar una parte de canicas
verdes y una parte de canicas azules a cada nifio. O, de otra manera, repartir una a
una las canicas verdes a cada nifio hasta que se acaben; luego repartir las canicas
azules una a una a cada nifo hasta que se acaben.

5.2.2. Analisis de Contenido

El tipo de analisis que aqui se plantea asume que el contenido del texto emerge
en el proceso mismo en el que el investigador analiza un texto relativo a un
contexto particular (Bell, 2001; Krippendorff, 2004). La atencion se centra en el
proceso del analisis mismo y no ignora las contribuciones del analista acerca
de qué cuenta como contenido. Entre otras, algunas caracteristicas importantes de
este tipo de analisis asumen que (a) los textos (escritos o multimodales) no
tienen cualidades objetivas independientes de quien los lee; (b) los textos no tienen
un tnico significado; (c) los textos tienen significado relativo a su contexto
en particular; y (d) las inferencias que se realizan deben tener en cuenta el corpus
de datos que conforma el contexto del texto (Krippendorft, 2012).

En el caso del analisis de representaciones visuales el analisis es similar a
las representaciones verbales, pero estas dos difieren en algunas dimensiones. Por
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ejemplo, el discurso verbal se expresa linealmente mientras que el dibujo es una
unidad no lineal (Yafiez y Chavez, 2009). Este hecho crea diferentes posibilidades y
limitaciones a la manera como el sujeto construye y comunica los significados
(Penn, 2000). En todo caso, la calidad del analisis de contenido depende de
que las hipotesis sean precisas y los conceptos estén claramente definidos y
sin ambigiiedades (Bell, 2001). Ademas, es necesario que las respuestas a las
preguntas de investigacion se fundamenten empiricamente tanto en la observacion
directa como en la argumentacion plausible a partir de la observacion del contenido
(Bell, 2001; Krippendorft, 2012). En la presente investigacion las representaciones
visuales que construyeron los nifios fueron analizadas con respecto a
las siguientes preguntas:

—  /qué procesos cognitivos son evidentes en el dibujo?,

— (de qué manera expresan y cOmo se apoyan en la representacion del
problema?, y

— (qué consideran los nifios, dado las caracteristicas evidenciadas en las
dos preguntas anteriores, que debe ser la respuesta correcta?

A continuacién, presentamos los resultados cuantitativos de la prueba
marco y luego analizamos varios ejemplos de como niflos de primero de primaria,
entre los seis y siete afios, dieron individualmente respuesta al problema de
las canicas. Se intentara ilustrar qué son los cuadros de significado y como
¢ésta hipotesis explica cuales son las soluciones exitosas que presentaron los nifios
a este problema.

Desafortunadamente, no poseemos registro en video o un diario de campo
para sefialar qué partes comenzo a dibujar primero el nifio o la nifia, o cudles
fueron sus razones para incluir o dejar de incluir ciertos elementos. Por ello, la
reconstruccion de los cuadros de significado fue triangulada entre los integrantes
del equipo de investigacion. Cada hipdtesis expresada fue argumentada y
sustentada en la evidencia — es decir, en las partes del dibujo que justifican cada
hipotesis — y luego debatida hasta que cualquier diferencia de interpretacion
fuese dirimida. En ocasiones se recurrid a los diarios de clase de los profesores,
asi como a las impresiones registradas por los investigadores a lo largo del
acompanamiento del proyecto.

6. RESULTADOS

Las respuestas a la prueba general (no solo a la pregunta del problema complejo)
fueron evaluadas dandole un valor numérico de / a una respuesta correcta’y 0 a
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una respuesta incorrecta o no respuesta. Estos valores numéricos se tabularon
como se presenta en la Tabla 1 que resume los porcentajes de éxito en comprension
de lectura y resolucion del problema complejo, en este caso el problema de la
reparticion de las canicas, asi como el promedio de éxito en las 20 preguntas de
la prueba.

TABLA 1
Porcentaje de éxito en la prueba de salida del proyecto macro

Comprension Exito Total en la Prueba

de Lectura Problema Problema Complejo (20 Preguntas)
Complejo &
76,8% 47,3% 64,2%

Como se puede apreciar, el 47,3% de los nifios solucionaron correctamente
el problema de reparticion de las canicas no obstante no haber recibido ensefianza
formal en multiplicacion o division. Ademas, llama la atencion que a pesar de que
mas de las tres cuartas partes de los estudiantes comprendieron adecuadamente el
enunciado del problema (76,8%), s6lo menos de la mitad propuso una respuesta
acertada. Es claro que la comprension de lectura, aunque condicion necesaria, no
es suficiente para resolver un problema matematico adecuadamente.

Desde nuestra perspectiva, en lo que media entre la comprension de lectura'y
la solucion adecuada del problema aparece lo que hemos denominado cuadros de
significado, como se discute a continuacion. Es de notar que todos los nombres
de los participantes que aparecen en el texto son seudonimos.

6.1. Un Cuadro de Significado Completo: El Caso de Samuel

En la Figura 3 puede apreciarse la solucion planteada por Samuel, un estudiante
de la profesora Milena. Una primera mirada a esta respuesta evidencia una gran
cantidad de detalles y diferentes modos de expresion. Esta solucion es lo que nosotros
llamariamos un cuadro de significado completo. En el recuadro de solucion
puede apreciarse el dibujo de dos nifios y tres nifas, veinte canicas de color verde
y cinco azules, cinco grupos de canicas correspondiendo a cada nifio, y una
descripcion escrita de esta correspondencia. A continuacion, comentamos parte
por parte este cuadro de significado.
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24 Ahora si, vamos a resolver el problema, o sea, vamos a repartir las canicas de dos
colores.

Espacio para la solucién
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Figura 3. La solucién planteada por Samuel

En el espacio de solucién, en el primer cuarto de arriba para abajo, Samuel
dibujo6 una fila horizontal de veinte canicas verdes y otra de cinco canicas azules.
Todo apunta a que éste fue el comienzo de la solucion del problema. Aqui el nifio
parece situarse tomando representacionalmente el total de las canicas a repartir.
Las equis que aparecen encima de cada canica fueron colocadas posteriormente,
como un apoyo para la solucion. Este elemento serd comentado mas adelante.

En el espacio de solucion, en el tercer cuarto de arriba para abajo, Samuel
dibujo dos nifios y tres nifias. Es posible que este haya sido la segunda parte dibujada.
Hasta aqui, se han dibujado las condiciones cuantitativas iniciales del enunciado.

En un tercer momento, suponemos con base en la evidencia, Samuel
comenzo a repartir los conjuntos de canicas. En el espacio de solucién, en
el cuarto inferior de la hoja, hay cinco grupos de canicas en filas verticales, y
cada grupo contiene cuatro canicas verdes y una azul. Podemos observar que
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esta organizacion responde a una operacion de correspondencia uno a muchos.
Ahora bien, esta operacion mental estuvo apoyada en la manera como se utilizo el
espacio de solucion. Arriba comentamos como las filas horizontales de canicas
tienen unas equis anotadas encima de cada canica. He aqui la ilustracion de
una secuencia de transformacion en donde la solucion esta distribuida entre la
capacidad del nifio de realizar una operacion mental y la organizacion espacial
de la representacion. Suponemos que Samuel utilizo el segundo procedimiento
ilustrado por nosotros en el analisis de la prueba. Esto es, repartio una a una
las canicas verdes a cada nifio hasta que se acabaron; luego repartio las canicas
azules una a una a cada nifio hasta que se acabaron. Para Samuel, la reparticion
implicé que a medida que tachaba secuencialmente de a una canica en las filas
horizontales del primer cuarto del espacio del problema, iba haciendo un circulo
debajo de cada nifio asignandole una canica.

Finalmente, en el centro del espacio de solucion se encuentra una
descripcion verbal de las cantidades que compone cada grupo de partes iguales
que le correspondi6 a cada nifio. Es de destacar que Samuel us6 la expresion
a cada nifio. Esta expresion lleva implicada la operacion de correspondencia vy,
seglin nuestra experiencia ensefiando matematicas a grupos de diversas edades,
no es una expresion que se entienda facilmente. Samuel escribié: “A cada nifio le
toco 4 canicas verdes. A cada nifio le tocd 1 canica azul.”

6.2. Cuadros de Significado Coherentes pero Parciales: Los Casos de Camila
y Estefania

A continuacion, presentamos otros casos que evidencian coémo los cuadros
de significado pueden estar completos para el nifio, pero que para el adulto
que interpreta pueden ser soluciones parciales. En estos casos, el adulto con
su interpretacion incluye y asigna las partes que le hacen falta al cuadro de
significado. Estos cuadros, no obstante, parcialmente completados para el adulto,
estan lo suficientemente completos y explicitos como para que el significado
sea externamente comprensible.

El cuadro de significado construido por Camila es suficientemente coherente
para ser considerado completo, a pesar de que la solucién al problema no se haya
hecho tan explicita como en el caso de Samuel (ver Figura 4). Es posible ver que se
incluyeron las variables cuantitativas del enunciado del problema en este dibujo. Aqui
se encuentran tres nifias y dos niflos, veinte canicas verdes y cinco azules. Ademas,
hay cinco bolsas, una para cada nifio. Dentro de cada bolsa hay cuatro canicas
verdes y una azul.
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24 Ahora si, vamos a resolver of problema, o sea, vamaos & repartic las canicas de dos
colores.

Espacio para |la solucion
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Figura 4. El dibujo realizado por Camila

Esta es nuestra interpretacion del cuadro de significado de Camila: Ella
comenz6 dibujando las nifas y los nifos. Estos dibujos, a diferencia de Samuel,
no presentan al nifio completo, sino so6lo su cabeza. Se utilizé una convencion
cultural, como es la forma del cabello y el peinado, para indicar el género del
sujeto. En este sentido, la representacion de los niflos es mas abstracta que la
que utilizé6 Samuel. Luego, Camila dibujé una bolsa por cada nifio pensando que
la respuesta al problema era encontrar la cantidad de canicas que debian ir en
correspondencia con cada una de estas bolsas. Después, dibujo el total de canicas
verdes y azules. Pero no es un conjunto desorganizado. Por el contrario, las
canicas se encuentran organizadas en filas y columnas, como en una especie
de tabla. Ademas, las cantidades de canicas estan simbolizadas cada una
con un numeral, 20 y 5. Lo que es mas interesante, sin embargo, es observar
las agrupaciones que realizé dentro de las tablas de canicas. Ella dividié las
20 canicas verdes en grupos de cinco. Debido a que son cinco nifios y so6lo
cuatro canicas verdes por cada nifio, deducimos que primero se intent6 utilizar la
primera estrategia de solucion, la cual implica una forma de agrupamiento, pues
inicialmente queria repartir grupos. No obstante, esta estrategia no le funciono
porque las tablas no se organizaron analogamente con el nimero de grupos.
Camila se encontr6 en un callejon sin salida en su primer intento de acomodacion
de tantos grupos con relacion a tantas unidades porque organizo filas de a cuatro
canicas siendo cinco nifios, es decir, la fila de nifios no es del mismo tamafio que
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las filas de canicas. Camila termina remitiéndose a la segunda estrategia también
utilizada por Samuel, repartir de a una canica por cada nifio hasta que se acaben.
El agrupamiento de dos canicas azules puede haber obedecido al mismo intento
fallido. Finalmente, es evidente que su respuesta se encuentra en las bolsas que
dibujo debajo de cada nifio. Hay cuatro canicas verdes y una azul en cada bolsa.
Sin embargo, no incluy6 una respuesta verbal o con niumeros para indicar este
resultado, pero no obstante es evidente que percibid, asi como nosotros también,
que habia llegado a la respuesta correcta.

En resumen, consideramos que Camila construy6 un cuadro de significado
completo. No obstante, este cuadro no esta tan completo como el que realizéo Samuel.
Este segundo tipo de cuadro incluye una sofisticacion representacional importante,
y se hallan diferentes sistemas representacionales. Asi como Samuel, ella también
utilizo la representacion para apoyarse en la resolucion del problema. Utilizo la
organizacidn espacial de las canicas en una tabla para ayudarse a encontrar
la cantidad de canicas que iban en la bolsa de cada nifio. Es decir, primero se
representaron las condiciones iniciales y luego se apoyo en esta representacion
para realizar la accion de reparticion. Ademas, al haber dibujado una bolsa por
cada nifio, organizd la representacion en el sentido de identificar en donde debia
encontrarse la respuesta al problema, es decir, la cantidad de canicas de
cada color en cada bolsa. No obstante, el cuadro no incluy6 una respuesta escrita
o en simbolos numéricos.

De otra parte, el cuadro de significado de Estefania esta completo, pero
parece menos complejo y organizado que el de Camila (ver Figura 5), porque
no organiz6 espacialmente las canicas, ni tampoco dibujo unas bolsas para cada
nifio. Su respuesta esta implicita en la parte superior de cada nifio, en donde
dibujo correctamente la cantidad de canicas verdes y azules que le corresponden
a cada uno. No obstante, existe menos informacion para interpretar el modo
como resolvio el problema. Una explicacion es que las pequefias lineas dibujadas
encima de las canicas verdes son un indicio de que listo en correspondencia cada
canica del grupo de abajo con las canicas que iba dibujando encima de cada nifio.
La manera poco ordenada de estos grupos anuncia que Estefania debié haber
requerido mayor concentracion de su parte para no cometer un error a lo largo del
procedimiento. No obstante, es posible que la organizacion espacial de los dibujos
de los nifios le haya facilitado ir colocando las canicas mientras repartia una a
una. También es posible que haya hecho un conteo para verificar que ya estaba el
total de canicas que se repartia, demostrando un dominio del principio de
conservacion de la cantidad. Finalmente, tampoco incluye nlimeros para expresar
su respuesta.
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24 Ahora si, vamos a resolver el problema, o sea, vamos a repartir las canicas de dos
colores.

Grupos de canicas | Fspacio para la sglucid
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cuatro canicas

verdes y una azul

Canicas verdes

Figura 5. La solucion planteada por Estefania

En estos tres cuadros completos de significado, el de Samuel, Camila y
Estefania, se aprecian las tres cantidades implicadas en la accion de repartir:
la cantidad total a repartir, el nimero de grupos, y la cantidad de cada grupo.
Reconocer estas tres cantidades y otorgarle el significado que le corresponde
en la accion es de vital importancia para el aprendizaje formal de la multiplicacion
(Lotero Botero et al., 2011).

6.3. Cuadros de Significado Incompletos: Los Casos de Karen y Maria

A continuacion, presentamos dos cuadros de significado incompleto, los cuales
ilustran que no todos los nifios lograron concebir el problema como una totalidad.
Ademas, estos dibujos también reflejan que la solucion de un problema incluye
una gran cantidad de partes organizadas en un sistema de representacion. Si
alguna parte clave falla, o si la organizacion de estas partes no es coherente, el
significado del cuadro queda incompleto.

El dibujo realizado por Karen ilustra un cuadro de significado incompleto
(ver Figura 6). A diferencia de los cuadros presentados anteriormente, aqui
el dibujo se muestra mucho mas simple y plano. En la parte superior, dibujo
25 canicas del mismo color. En la parte inferior, dibujo cinco bolsas con cinco
canicas cada una. En realidad, se han dibujado correctamente el total de canicas
y de nifios, pero estos no se encuentran diferenciados; las canicas por colores y
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las bolsas por nifias y nifios. El total de 25 canicas, si uno ignorase el color de las
canicas, se encuentra repartido correctamente de a cinco canicas por cada una de
las cinco bolsas. No obstante, es evidente que esta no es la respuesta correcta
al enunciado del problema, pues el color de las canicas importa en este contexto.
Sin embargo, Karen ha demostrado que tiene el dominio numérico de la
reparticion, y de la asignacion en correspondencia, aunque no utiliza numerales.
Es evidente que siguio la misma logica de reparticion que los ejemplos anteriores,
es decir, primero dibujo las canicas, luego las bolsas, y luego se apoy¢ en el
dibujo para colocar la cantidad de canicas dentro de cada bolsa.

Nosotros, adultos investigadores, completamos el significado del cuadro
interpretando la ausencia de diferenciacion entre los dos colores de canicas. Sin esta
variable, la solucion planteada no responde a las expectativas presentadas en el
enunciado original del problema. No conocemos la razén por la cual Karen no
realizo esta distincion. Podemos especular que no era porque no contase con
lapices de diferente color, dado que las canicas estan en amarillo, las bolsas de
color azul, y las canicas dentro de las bolsas en negro. Tampoco sabemos si
para ella misma este cuadro de significado estaba completo. Lo cierto es que
éste evidencia que la construccion requiere incluir coherentemente una gran
cantidad de elementos, algunos de ellos que aqui hacen falta, pues no evidencio
tener domino sobre lo que mas adelante se formaliza como organizacion de
conjuntos disyuntos.

24 Ahora g, vamos a resclver of problema, o sea, vamos a repartir las canicas de dos
colores.

Fspacio para la solucidn

Figura 6. La solucion planteada por Karen
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Asimismo, el dibujo realizado por Maria es otra muestra de un cuadro
de significado incompleto (ver Figura 7). No es so6lo la ausencia de color
lo que demuestra que el resultado esta incompleto. Segin nuestra interpretacion,
unicamente se dibujan las variables cuantitativas iniciales del enunciado del
problema. Al lado izquierdo dibujo veinte canicas y al lado derecho cinco. En
el centro, hacia la izquierda, dibujé tres nifias y hacia la derecha dos nifios.
No obstante, no fue mas alla en su busqueda de una solucidn. Es evidente que
no intento6 efectuar la reparticion de canicas de cada color para cada nifio.

0. Ahora ¢, vamos a resolver el problema, o s8a, vamos & repartir las canicas de dos
colores.

Espacio para la sobucitn
£a8g &
8% 8% |
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Nota: este dibujono |
. tiens colores

Figura 7. El dibujo realizado por Maria

En estos dos ejemplos se ilustra que no todos los cuadros de significado
pueden ser interpretados completamente. Ademas, cuando los cuadros de
significado estan incompletos puede deberse a distintas razones. En el caso
de Karen, la falencia parece centrarse mas que en la falta de un esquema
anticipatorio, en la no inclusion del color como una variable importante del
problema. En el caso de Maria, tal vez es la falta del esquema anticipatorio de la
correspondencia uno a muchos, pues su comprension de la situacion y la capacidad
para representar las condiciones iniciales del problema si parecen estar presentes.
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6.4. Cuadros de Significado Incoherentes: Los casos de Manuela y José

A continuacidn, presentamos dos dibujos que ilustran cuadros de significado
incoherentes. Los dibujos de Manuela (ver Figura 8) y José (ver Figura 9) muestran
no solo ausencia de completitud sino también dificultades para pensar con sentido de
conservacion légico-matematica. Manuela dibujo en total diez nifios. En su dibujo
es posible distinguir que hay tres nifias y dos nifios, pero hacia la esquina superior
derecha hay otros cinco nifios. La ausencia de mas elementos deja ver que no
intentd nada mas, es decir, no llegd a ninguna solucion, pues ni siquiera las
cantidades iniciales se encuentran representadas. ;Acaso se tratd de una situacion
sin significado para ella?

24 Ahora si, vamos & resolver el problema, o sea, vamos a repartir las canlcas de dos
colores,

Espacic para la solucién

KPR AT
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Nota: este dibujo no
tians colores

Figura 8. El dibujo realizado por Manuela

El caso de José¢ es muy similar, pues dibujo dos conjuntos de canicas, uno a
la izquierda y otro a la derecha. Una inspeccion minuciosa revela que mientras el
conjunto de la derecha puede estar representando el conjunto de canicas azules que
enuncia el problema, por su parte, el conjunto de la izquierda, el mas grande, no
puede estar representando correctamente la cantidad de canicas verdes, debido a que
hay dibujadas veinticinco canicas en lugar de veinte. No nos es posible afirmar
qué significan estos grupos de canicas. Por ejemplo, ;representa el grupo de la
izquierda el total (25 canicas) y el grupo de la derecha la cantidad de nifios y
nifias (5), o la cantidad para cada nifo (5 canicas)? Podemos inferir que en la
representacion no se evidencia un intento explicito de establecer la relacion
de correspondencia.
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24 Ahors s, vamos & resohier @l problema, o ses, vamos & reparti las eanicas de dos.
colpres,

Espacio para la soducidn
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Figura 9. El dibujo realizado por José

En estos dos casos, nos atrevemos a afirmar que estos nifios demuestran no
haber desarrollado atin un sentido de la reparticion en correspondencia. Ademas,
se evidencia una dificultad para producir cuadros de complejidad simbolica y
representacional, debido a que tampoco existen nimeros o frases enmarcando los
elementos del dibujo.

7. DISCUSION

Es evidente que los nifios pueden representar la solucion a un problema matematico
de enunciado verbal de diferentes maneras. En otras palabras, no existe una tinica
manera de representar el problema y dar soluciéon al mismo. Sin embargo, luego
de revisar la evidencia presentada, no consideramos que la explicacion del por
qué ciertos niflos dan respuesta al problema y otros no se deba a que los primeros
se encuentran en una etapa mas avanzada de pensamiento o desarrollo cognitivo
que estos ultimos. Tampoco se debe tinicamente a que los nifios que resolvieron el
problema saben mas operaciones o conceptos matematicos que los otros. En cambio,
la evidencia nos muestra que en la solucion de un problema intervienen varias
competencias y recursos cognitivos de granularidad mas pequefia que una etapa
de pensamiento, y que incluso van mas alld de inicamente el razonamiento
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logico-matematico. Nuestra alternativa tedrica hace referencia a que, entre la
comprension del problema verbal y la solucion correcta, un sujeto debe construir
un cuadro de significado completo.

(Qué es, entonces, el cuadro de significado? Un cuadro de significado
implica que cuando un sujeto resuelve un problema, éste pone en juego una gran
cantidad de recursos cognitivos y epistémicos para generar un alto orden local
en su sistema cognoscitivo. Estos recursos cognitivos estan compuestos por
pequeiias unidades cognitivas fenomenologicas, asi como de otras habilidades
y conocimientos de sistemas representacionales particulares. El significado
es construido subjetivamente, pero es visible y externalizado como una
comunicacion de sentido. Por ello, el significado de cada cuadro es completado
también por la interpretacion de la persona que lo recibe o evalua.

En Ia solucion de Samuel se encuentra un cuadro de significado completo.
En su sistema epistémico general responsable de pensar las operaciones de
correspondencias existe evidentemente un alto orden local. Esto significa
que existe una alta coordinacion, coherencia y congruencia entre todas las
partes que componen el cuadro de significado. En efecto, su respuesta contiene
muchas particulas de pensamiento y representacion organizadas coherentemente.
No es solo la descripcion verbal de la reparticion la que da respuesta correcta
al problema, sino también el dibujo de las filas verticales con las cantidades
correctas de canicas por colores, el dibujo de la cantidad de nifos y nifias, de
las filas horizontales que le sirvieron como apoyo para incluir las variables
cuantitativas iniciales del enunciado del problema y para plantear la operacion
mental de correspondencia uno a uno. Es evidente que Samuel ya posee un claro
sentido de conservacion de la cantidad. También el cuadro esta completo porque
evidencia la capacidad de realizar un modelo del problema como una
coordinacion de un sistema de representaciones graficas, iconicas, verbales y
simbolos numéricos. Es decir, la solucion contiene dibujos con colores y formas
que simbolizan objetos (y personas) de la realidad, palabras que conforman
enunciados y proposiciones que incluyen nimeros para cuantificar estos
objetos. Pero no es un simple sistema de representacion, sino que esta
representacion hizo parte de la solucidon, pues apoyo6 el pensamiento
descargando recursos cognitivos en el tercer paso de la solucion. Finalmente,
a diferencia de otros estudiantes que no han aprendido matematicas con el
método de Matematicas a Color, Samuel, asi como los otros nifios de los
colegios participantes en el programa, decidio resolver el problema mediante
un dibujo.

En efecto, los nifios parecen tener un sentido de qué es lo que se espera de
ellos y qué considera el docente deberia ser la respuesta correcta a un problema
dado. Diferentes enmarcaciones de las condiciones de presentacion de un
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problema llevan a que el nifio conciba diferentes respuestas y active diferentes
recursos cognitivos para un mismo enunciado (Scherr y Hammer, 2009).
Estas diferencias son, por ejemplo, el modo de representacion, la suficiencia de la
respuesta, asi como la expectativa de necesidad de auto-correccion. En la escuela,
a los ninos tradicionalmente se les ensenado a creer que una respuesta matematica
es una respuesta que utiliza un algoritmo y termina en un numero (Verschaffel et
al., 1994).

El problema es que muchas veces se ha diagnosticado que los nifios de
estas edades usan operaciones aritméticas sin sentido, debido a que esperan
que, por ejemplo, todo problema matematico que incluye dos cantidades es
un problema de multiplicacion. Adicionalmente, una gran cantidad de padres de
familia espera que si su hijo es bueno en matematicas es porque ¢l o ella multiplican
o dividen rapidamente dos cantidades. Estas expectativas socioculturales
enmarcan la manera de buscar y presentar la solucion de un problema.
Sin embargo, los problemas complejos en raras ocasiones incluyen soluciones
cuyo resultado se obtenga a partir de la operacion de dos cantidades que se
enuncian en la descripcion del problema.

8. CONCLUSIONES

A lo largo de este articulo hemos ilustrado un fenémeno que hemos llamado
cuadros de significado. Este fenomeno intenta explicar por qué ciertos nifios
tienen €xito para hallar la solucion a un problema y otros no. Para ilustrar nuestra
hipotesis hemos presentado y analizado detenidamente el contenido de ocho
dibujos de niflos y nifias de 6 y 7 afos de varios colegios ptblicos como solucion
a un problema matematico con formato de enunciado textual en el contexto
de reparticion discreta. Este estudio de caso ilustra empiricamente la hipotesis de
que los nifos generan cuadros de significado para solucionar problemas
matematicos. La evidencia sugiere que las soluciones planteadas parecen poner
en juego muchas particulas de recursos cognitivos. Estas particulas pertenecen a
al menos tres tipos: a) abstracciones fenomenoldgicas simples que derivan en
esquemas anticipatorios, ¢) conocimientos de sistemas representacionales, y
c) expectativas epistémicas acerca de la solucion del problema. Ademas,
entendemos que este significado se expresa como un recurso semiotico que
inicia en quien genera el cuadro y es completado por quien lo interpreta.

Debido a que no todos quienes comprenden adecuadamente el enunciado
del problema logran proponer una soluciéon adecuada indica, en nuestra opinion,
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que el problema de la construccion de significado es mucho mas profundo que la
comprension de la semantica del texto del problema. Segiin hemos tratado
de exponer, el nifio es un sujeto activo que construye un cuadro de significado a la
manera de una interfaz entre la comprensiéon semantica del problema y
la comprension del significado de las operaciones matematicas como acciones
de transformacion de cantidades. Esta capacidad para construir cuadros de
significado, creemos nosotros, puede haber sido fomentada por las actividades
de aprendizaje propuestas en Matematicas a Color. El nifio logra interpretar
la clase o clases de acciones de transformacion implicadas, la incognita del
problema y su relacion con las demas cantidades, y proponer una representacion
que incluye dibujos, cantidades y simbolos. Esto seria lo que media entre la
comprension de la semantica del texto y la posibilidad de proponer y expresar
una solucion matematica adecuada.

Sin embargo, las limitaciones de la presente investigacion son varias.
Por un lado, nuestro analisis de contenido proviene de una reconstruccion post
facto. En futuras investigaciones hemos decidido incluir la metodologia de
entrevistas cognitivas (Clement, 2000; diSessa, 2007) a una pequefia muestra
de estudiantes. Por medio de estas entrevistas se pretende conocer, a partir de
las verbalizaciones que exponen los mismos estudiantes, las razones por las
cuales consideran importante incluir ciertos elementos y no otros en sus dibujos.
Por otro lado, nuestro analisis no incluye informacion acerca del desarrollo micro-
genético (Bermejo, 2005; Garcia-Mila, Gilabert, y Rojo, 2011) de estos cuadros de
significado. En futuros articulos examinaremos la evidencia longitudinal acerca
de como un estudiante ensambla poco a poco las piezas necesarias para construir
cuadros de significado completos.

Con todo, para nosotros es evidente que la hipétesis de los cuadros de
significado es una herramienta tedrica y metodologica para la conceptualizacion
de la solucion de problemas aritméticos y la organizacion en correspondencia que
subyace al pensamiento matematico. Por ello, es necesario seguir expandiendo
nuestro analisis y la aplicacion de este marco de referencia a otros campos del
pensamiento matematico, a otras areas disciplinares y, en general, a la solucion
de problemas.
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FORMACAO DE PROFESSORES DOS PRIMEIROS ANOS
EM ARTICULACAO COM O CONTEXTO DE PRATICA
DE ENSINO DE MATEMATICA

ELEMENTARY TEACHERS’ PROFESSIONAL DEVELOPMENT IN
INTERRELATION WITH THE CONTEXT OF MATHEMATICS TEACHING PRACTICE

RESUMEN

Este articulo se centra en un proceso de formacion docente
realizado en una perspectiva curricular de la ensefianza
exploratoria, que valora la orientacion para la practica y la
reflexion colectiva entre los participantes. Su objetivo es analizar
los cambios que los maestros refieren sentir en sus perspectivas
y practicas de enseflanza y la forma en que miran la formacion
llevada a cabo. El marco tedrico tiene como sustento una
concepcion de practica profesional que asume el papel central
de las nociones de tarea y comunicacion y una perspectiva
sobre la construccion de dispositivos formativos enmarcados en
el abordaje exploratorio. Los participantes son 19 maestros de 1°
a 6° ano de ensefianza. La recoleccion de datos es a través de
registros de bitacoras diarias, un cuestionario de respuestas
abiertas y entrevistas. Los resultados muestran que, como
consecuencia del trabajo realizado, los profesores comenzaron a
valorar la ensefianza exploratoria y las discusiones colectivas y
a asumir una alta expectativa sobre las capacidades de los
estudiantes. En cuanto a la formacion destacan la conexion con
su practica y los momentos de intercambio de experiencias.

ABSTRACT

This paper focuses on a professional development process
framed by an exploratory curricular perspective which values an
orientation towards practice and the collective reflection among
the participants. Its goal is to analyze the changes that teachers
refer to have felt in their perspectives about teaching as well
as how they regard the work carried out. The theoretical
framework is based in a conception of professional practice
that assumes the central role of the concepts of task and
communication and a perspective about the design of
professional development frameworks based on the exploratory
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approach. The participants are 19 teachers from grades 1
to 6. The study is based on a researcher’s journal, an open
response questionnaire and interviews. The results show that
the participants came to enhance exploratory learning and
whole class discussions and to assume a high expectation
regarding the students’ abilities. Concerning the work carried
out, the participants highlight the connection with their
practice and the moments of sharing experiences.

RESUMO

Este artigo incide sobre um processo de formagao conduzido
numa perspetiva curricular de ensino exploratorio, que valoriza a
orientacdo para a pratica e a reflexdo coletiva entre os formandos.
O seu objetivo ¢ analisar as mudangas que os professores
referem ter sentido nas suas perspetivas sobre o ensino e o modo
como encaram a formagao realizada. O quadro teoérico tem
por base uma concec¢do da pratica profissional que assume
como nucleares os conceitos de tarefa e comunicagdo e uma
perspetiva da construgdo de dispositivos de formacgao
baseada na abordagem exploratdria. Os participantes sdo 19
professores, do 1.° ao 6.° ano de escolaridade. O estudo
tem por base registos em diario de bordo, um questionario de
resposta aberta e entrevistas. Os resultados mostram que, como
consequéncia do trabalho realizado, os professores passaram a
valorizar o ensino exploratdrio e as discussdes coletivas e
a assumir uma expectativa elevada sobre as capacidades
dos alunos. Relativamente a formagao destacam a ligagdo com
a sua pratica e os momentos de partilha de experiéncias.

RESUME

Cet article met I’accent sur un processus de formation réalisée
dans une perspective d’enseignement exploratoire, que value
une orientation vers la pratique et la réflexion collective parmi
les participants. Notre but est d’analyser les changements
qui les enseignants ont ressenti dans leurs points de vue sur
d’enseignement et la fagon dont ils regardent la formation
effectuée. Le cadre théorique est fondée sur une conception
de la pratique professionnelle que prend comme nucléaires
les concepts de tiche et communication e une perspective de la
construction de dispositifs de formation qui suivent I’approche
exploratoire. Les participants sont 19 enseignants de 1 a 6°™
année de I’école. L’étude est basée sur les enregistrements
d’un journal de bord, un questionnaire a réponse ouverte et
des entrevues. Les résultats montrent que, par suite du travail
effectué, les enseignants valorise 1’enseignement exploratoire et
les discussions collectives et assument une forte expectative
sur les capacités des éleves. En ce qui concerne la formation,
ils soulignent le lien avec leur pratique et des moments de
partage d’expériences.
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1. INTRODUCAO

No quadro das orientagdes curriculares internacionais para o ensino da
Matematica tem vindo a afirmar-se cada vez mais o valor de uma abordagem
exploratdria no ensino da Matematica (Ponte, 2005) na qual o aluno assume
um papel ativo na constru¢do do conhecimento matematico. Esta abordagem
coloca um sério desafio aos professores.

A abordagem exploratéria representa um corte com a tradicdo em que
o professor comega por apresentar um método de resolugdo de um certo tipo
de tarefa, muitas vezes com base em um ou dois exemplos, ¢ depois indica
novas tarefas para os alunos praticarem esse método. Ou seja, neste caso, 0
professor primeiro demonstra o método e depois da tarefas para o aluno praticar.
Em contrapartida, na abordagem exploratodria, o papel do professor ¢ selecionar e
propor tarefas adequadas e promover o envolvimento dos alunos na sua resolugao.
Cabe-lhe acompanhar e apoiar os alunos, mas sem se substituir a estes na
resolugdo das tarefas e, na sequéncia, proporcionar momentos em que os alunos
apresentam as suas resolugdes e em que se sistematizam as aprendizagens.

No caso da abordagem exploratoria, sao os alunos que t€ém de comecar por
construir os seus proprios métodos para resolver as questdes propostas, usando
os seus conhecimentos prévios. Numa etapa seguinte, confrontam-se as diferentes
estratégias seguidas por diversos alunos e procura-se chegar a um método
robusto e eficaz que possa ser assumido por todos os alunos da turma. O
trabalho de cunho exploratorio cria multiplas oportunidades para os alunos
construirem e aprofundarem a sua compreensdo de conceitos, procedimentos,
representacdes e ideias matematicas. Os alunos sdo assim chamados a desempenhar
um papel ativo na interpretagdo das questdes propostas, na representacdo das
informacoes dadas e na concegdo e concretizagdo de estratégias de resolucao
das tarefas. Além disso, devem ser capazes de apresentar e justificar as suas
resolucdes aos colegas e ao professor. Pela imprevisibilidade das situagdes que
o professor enfrenta ao longo deste processo (Rowland & Zazkis, 2013; Schon,
1983), trata-se um papel muito mais complexo e exigente do que aquele que
assume num ensino de cunho mais tradicional baseado na exposicao e pratica.

As perspetivas atuais sobre a formagdo de professores, nomeadamente dos
professores em servico, enfatizam o valor da investigacao pelo proprio professor
(Llinares & Krainer, 2006) e salientam a importancia da mobilizag@o de aspetos
da pratica do professor, tanto quanto possivel em situagdes auténticas (Smith,
2001). O presente estudo debruga-se sobre uma oficina de formacgao! que valoriza

Oficina de formacao € a designagdo corrente em Portugal de uma agdo de formacao com um forte
pendor pratico, que habitualmente envolve a producdo e experimentagdo de materiais didaticos em
sala de aula, e que corresponde a 25 horas de trabalho presencial e 25 horas de trabalho auténomo
por parte dos formandos.
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um olhar investigativo sobre a pratica, que envolveu professores dos 1.° e 2.° ciclos
do ensino basico? sobre o ensino dos temas de numeros ¢ algebra, numa perspetiva
exploratoria. O nosso objetivo € analisar as mudangas que os professores referem
ter sentido nas suas perspetivas sobre o ensino destes temas bem como o modo
como avaliam o trabalho de formagao realizado.

2. PRATICA PROFISSIONAL E PROCESSOS DE FORMAGCAO

A pratica profissional do professor pode ser caraterizada por dois aspetos
fundamentais: as tarefas propostas aos alunos ¢ a comunicagdo que se estabelece
na sala de aula (Ponte, Branco, Quaresma, Velez & Mata-Pereira, 2012). No
que respeita as tarefas, Polya (1945) distingue entre exercicio e problema,
conforme os alunos disponham ou ndo de métodos de resolugdo ja anteriormente
aprendidos para a questdo em causa. Stein e Smith (1998) falam de tarefas de nivel
cognitivo elevado ou reduzido, conforme o tipo de dificuldades que colocam
ao aluno. Por sua vez, Ponte (2005) aponta duas dimensdes fundamentais
nas tarefas, a estrutura e o grau de desafio. Na sua perspetiva, as tarefas com
um grau de desafio mais elevado sdo os problemas (mais estruturados) e as
investigacdes (mais abertas). Além disso, sublinha o interesse educativo
das exploragdes enquanto tarefas relativamente acessiveis € com aspetos abertos,
nas quais os alunos tém que conceber e concretizar estratégias de resolucdo a
partir dos seus conhecimentos prévios.

Pelo seu lado, a comunicac@o que se estabelece na sala de aula pode
assumir um carater sobretudo univoco, que se processa essencialmente num so6
sentido, com uma voz (a do professor) dominando todas as outras, ou um
carater dialdgico, se existe um relativo equilibrio de vozes, tendo os alunos
possibilidade de participar de modo significativo na aula e ter iniciativas de
intervenc¢ao no discurso (Brendefur & Frykholm, 2000). Nos ultimos anos, as
discussdes coletivas tém vindo a ganhar um interesse crescente como momento de
trabalho particularmente produtivo na sala de aula. Relativamente a atuagdo do
professor na preparacao destas discussdes, Stein, Engle, Smith ¢ Hughes (2008)
salientam a importancia de uma boa preparacao, propondo quatro “praticas” para
o efeito: antecipar, monitorizar, selecionar e sequenciar. No que respeita a condug@o
das discussodes propriamente ditas estes autores propdem uma pratica adicional

2 Em Portugal, o 1.° ciclo do ensino basico corresponde aos quatro primeiros anos de escolaridade
e 02.°ciclo aos 5.° e 6.° anos escolares.
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relativa ao estabelecimento de conexdes. Pelo seu lado, na condugao das discussoes
coletivas, Wood (1999) destaca sobretudo a importancia da exploragao de desacordos
entre os alunos, enquanto Sherin (2002) aponta a necessidade do professor manter
o equilibrio entre promover a participagao dos alunos no discurso matematico e
promover a abordagem de assuntos matematicos importantes.

Para promover o desenvolvimento da pratica profissional do professor
¢ necessario proporcionar-lhe oportunidades de formacdo de qualidade. Na
verdade, o problema central da formagao de professores de Matematica ¢
a construcao, colocagdo em pratica e aperfeicoamento de dispositivos de formagao
que proporcionem um efetivo desenvolvimento dos professores envolvidos,
tendo em conta as suas capacidades e interesses e os objetivos formativos definidos
(Goodchild, 2014; Goodchild, Fuglestad, & Jaworski, 2013; Loucks-Horsley,
Hewson, Love, & Stiles, 1998). Como indica Smith (2001), ¢ muito frequente,
a formac¢do dar pouca ou nenhuma atengdo ao conhecimento sobre o modo
como os professores aprendem, para se centrar apenas no modo de transmitir
um conjunto de contetdos. Tanto na formagao inicial como na formagao de
professores ja em servigo, predominam os processos centrados nos conteudos
de formacdo, aquilo que Lesne (1984) considera o modo de trabalho pedagégico de
“tipo transmissivo”. Ao fazer isso, a formagao acaba por reproduzir a logica do
ensino que pretende que o aluno aprenda um certo conteido com base na
“apresentacdo” desse mesmo contetido pelo professor, de modo mais ou menos
atrativo, mas sem tomar em consideracdo a atividade que o aluno pode ser
chamado a desenvolver, para além de prestar atengdo ao que ¢ dito e tomar notas
no seu caderno. Segundo Watson ¢ Mason (2007), um modo de trabalho
pedagogico alternativo, capaz de proporcionar oportunidades de formagdo de
qualidade, podera envolver tarefas como a resolu¢do de problemas matematicos
pelos professores, a construgao de sequéncias de tarefas, o estudo e reflexao sobre
a pratica e o estudo de referenciais teoricos.

As ideias-chave da abordagem exploratéria podem ajudar a construir
dispositivos de formacdo ajustados aos mais diversos contextos. Nesta perspetiva,
a formagao deve proporcionar oportunidades para que os professores trabalhem
com artefactos proprios da pratica de ensino da Matematica — tarefas, materiais
didaticos, representacdes de situacdes da sala de aula em transcri¢des de didlogos
ou em registos video, resolugdes de problemas realizadas por alunos, etc. (Smith,
2001). Deve, igualmente, criar oportunidades para a concecdo de tarefas a
realizar na sala de aula pelos proprios professores e posterior reflexdo sobre
a sua realizacdo na sala de aula, com vista a novas intervengdes, de novo na sala
de aula.
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Na construg@o de dispositivos de formacao ¢ igualmente necessario conhecer
bem os participantes — saber o que os preocupa, o que lhes interessa, e sobretudo
saber até que ponto estdo dispostos a questionar-se € a expor-se perante os outros,
bem como a investir na formagdo para a sua aprendizagem. O levantamento
de necessidades de formagao pode proporcionar informag¢ao muito util, mas
muitas vezes sO nas primeiras sessoes da formagao se consegue perceber qual é
efetivamente a disponibilidade dos formandos para se envolverem nas propostas
de trabalho que lhes sdo apresentadas. Por isso, a criagdo de dispositivos de
formagao e desenvolvimento profissional do professor apropriados para cada
situacdo constitui um campo de trabalho que coloca sempre fortes desafios aos
educadores matematicos.

Como indica Ponte (1999), a constru¢ao de dispositivos de formacao
apropriados implica articular dois movimentos contraditérios — por um lado, os
processos de desenvolvimento profissional do professor que seguem a sua logica
e ritmos proprios e, por outro lado, valorizar os contributos da Didatica que
presidem a definicao dos objetivos e contetidos do processo formativo. Nao se pode
ignorar nem uns nem outros. Para conseguir essa articulagdo ¢ necessario saber
colocar objetivos exequiveis, prescindindo da ideia tdo comum que, com uma
simples a¢do de formacao, € possivel proporcionar uma profunda mudanga nos
participantes. Por outras palavras, ¢ necessario identificar em cada situacdo o que
pode ser o contributo especifico do processo formativo para o desenvolvimento
do professor. Depois, tendo em conta que, tal como os alunos, também os
professores aprendem a partir da sua atividade e da reflexdo sobre a sua atividade
(Christiansen & Walther, 1986), ou seja, através da participagdo nas praticas
educacionais (Crawford & Adler, 1996), ¢ preciso criar oportunidades para
atividade significativa, mobilizando para isso problemas e situagdes da pratica
profissional. Tal como os alunos aprendem Matematica trabalhando em
tarefas matematicas e argumentando com os seus colegas ou refletindo sobre
0s seus raciocinios e os seus resultados, também os professores fazem as suas
aprendizagens profissionais sobretudo a partir da sua atividade e da reflexdo
sobre a sua atividade realizada em contextos tanto quanto possivel proximos
da sua pratica profissional. Deste modo, professores aprendem por processos
basicamente analogos aos dos alunos, estando a diferenga no objeto fundamental da
sua atividade — num caso a Matematica, no outro o ensino-aprendizagem
da Matematica.

Em resumo, a concecdo de uma agdo de formagdo de professores
¢ essencialmente um processo de design (Loucks-Horsley et al., 1998) que deve
ter em conta uma perspetiva tedrica sobre os processos de aprendizagem
profissional dos professores bem como sobre as condi¢des que os influenciam.
Para cada situacdo concreta € preciso construir processos formativos adequados.
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E preciso saber quem sdo os participantes, quais os objetivos definidos para a
formacgao, quais os processos formativos que se irdo privilegiar, que recursos e
materiais se podem mobilizar, que obstaculos ¢ provavel encontrar e como se irdo
ultrapassar. E também fundamental saber que necessidades de formagao sentem os
participantes e que investimento estao dispostos a fazer. Entre todos estes aspetos, a
questdo da relacdo dos processos formativos com os conhecimentos prévios,
as necessidades ¢ a disponibilidade dos participantes sobressai como essencial.
Na verdade, faz uma grande diferenga proporcionar aos professores a
possibilidade de aprenderem através da experimentacao, reflexao e discussao
sobre as suas proprias experiéncias de trabalho com alunos em sala de aula ou
por processos distanciados das suas praticas. No entanto, € preciso ter em atencao
que os processos formativos mais significativos sdo também os que requerem
maior disponibilidade e investimento pessoal por parte do professor.

3. A OFICINA

A oficina de formacgao foi realizada a solicitagdo de um Centro de Formacao de
Professores, situado numa zona rural a cerca de 50 km de Lisboa. A oficina decorreu
de janeiro a maio de 2013 em 8 sessodes de cerca de trés horas (a tltima sessio
teve quatro horas) em horario pés-laboral, com uma frequéncia aproximadamente
quinzenal. Atendendo ao forte pendor pratico que carateriza este tipo de formacao,
a oficina envolveu a produgio, experimentagio e reflexdo coletiva sobre o uso de
tarefas matematicas em sala de aula, bem como momentos de discussao
de orientacdes curriculares, conceitos € processos matematicos, € problematicas de
cunho didatico. De acordo com os normativos oficiais para este tipo de formagao,
ao trabalho realizado presencialmente (25 horas) correspondeu idéntico periodo
para trabalho auténomo por parte dos formandos. Os participantes eram 19
professores, dos quais 16 dos quatro primeiros anos de escolaridade e trés dos 5.°
e 6.° anos, todos com vinculo profissional a escolas do ensino publico e mais de
6 anos de experiéncia profissional. A maioria destes professores tinha participado
anteriormente no Programa de Formagao Continua para Professores do 1.° € 2.°
Ciclo do Ensino Basico (Serrazina, 2013), que decorreu de 2006 a 2011.

Os objetivos e a natureza da formagao foram acordados com o Centro de
Formacao, tendo em conta os interesses e necessidades sentidos pelos professores
que se prendiam com a concretizagdo das orientagdes curriculares em vigor
(Ministério da Educacao, 2007). Deste modo, o objetivo que orientou a formagao
foi dar a conhecer aos professores as potencialidades de uma abordagem
exploratdria ao ensino da Matematica, tendo por base tarefas desafiantes mas
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acessiveis aos alunos e uma comunicagdo dialdgica na sala de aula, em que se
salientam os momentos de discussdo coletiva. Procuravamos, também, que, no
quadro desta abordagem, os professores pudessem valorizar as estratégias dos
alunos na resolugao das tarefas.

Um resumo dos assuntos trabalhados e das atividades realizadas na oficina
encontra-se na Tabela 1. Em cada sessao alternaram-se momentos de apresentagao
de ideias e informacdes relevantes por parte da equipa de formadores, com trabalho
pratico por parte dos professores na sequéncia dessas apresentacdes (em pares ou
trios) e, finalmente, momentos de discussdo coletiva. Nestes momentos era dada
a palavra aos professores para apresentarem as suas resolucdes ou as dos seus
alunos ¢ era encorajado que se interpelassem mutuamente apresentando ideias
concordantes ou discordantes. Nestas discussdes o papel dos formadores era o de
procurar valorizar o trabalho dos professores e, ao mesmo tempo, enquadra-lo nas
perspetivas curriculares e relaciona-lo com resultados de investigagdes sobre a
aprendizagem dos alunos.

TABELA 1
Temas e atividades de formagao

Sessdo Assuntos trabalhados Principais atividades realizadas
1 — Apresentagdo da — Resolugdo de uma tarefa (sequéncia
Oficina e modo crescente) e sua discussao
de trabalho; — Observacao de video e momento
— Orientagdes de discussao.

curriculares atuais; — Proposta de tarefa a realizar com
— Organizagdo da os alunos.

aula a partir

de tarefas.

2 — Documentos — Analise de documentos curriculares
curriculares e portugueses ¢ internacionais sobre 0s
recursos para topicos (Adicao e divisdo de nimeros
o professor. naturais, Sequéncias, Numeros racionais

¢ adi¢@o de nimeros racionais).

— Analise dos documentos de apoio
(brochuras, etc.).

— Discussdo da Tarefa realizada nas aulas
com os seus alunos.
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Sequéncias.

Analise do Programa, das Metas, ¢ da
Brochura da Algebra sobre Sequéncias.
Realizagdo de uma tarefa sobre sequéncias
(Explorag@o com numeros).

Analise do trabalho dos alunos em duas
tarefas de sequéncias.

Proposta de tarefa a realizar com

os alunos.

Numeros naturais
e algoritmos.

Pesquisa de materiais na Internet.
Realizag@o de uma tarefa matematica

— Célculo mental (com discussao de
estratégias [decomposicdo, compensagao,
algoritmo], abordagem da reta vazia,
sentido de nimero).

Analise de resolu¢des de alunos numa
tarefa (Caracol).

Discussao da tarefa realizada nas aulas
com os seus alunos.

Numeros naturais
e algoritmos.

Sentido de Numero e Pensamento
Relacional.

Tarefa matematica (sobre pensamento
relacional — exploragdo matematica,
analise de respostas de alunos,
discussao coletiva).

Analise do significado das operagdes

a partir de exemplos (adi¢do, subtracao,
multiplicacdo, divisao).

Algoritmos nos documentos curriculares.
Analise do Programa ¢ das Metas sobre
Aprendizagem dos Numeros Naturais

e Operacoes.

Proposta de tarefa a realizar com

os alunos.

Numeros racionais.

Anadlise do Programa sobre Aprendizagem
dos Numeros Racionais.

Tarefa matematica (Os combustiveis

— exploragdao matematica).

Analise da pratica profissional (Os
combustiveis, fase de preparagao, trabalho
de grupo, discussao — reflex@o sobre a
organizacdo da aula em 3 fases usando
aulas em video).

Discussao da tarefa realizada nas aulas.

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [[(co) AN



80 J. P. DA PONTE, J. MATA-PEREIRA, M. QUARESMA, 1. VELEZ

7 — Numeros racionais. — Analise de manuais sobre a introdu¢ao dos
algoritmos da adi¢ao e da multiplicacao
(Que preparagdo fazem? Que
oportunidades ddo para a compreensao
dos algoritmos?).

— Apresentagao e discussdo de ideias
fundamentais sobre o Ensino ¢ a
Aprendizagem da Proporcionalidade.

— Tarefa matematica (IMLNA-Quadrados,
1.% € 2.2 partes).

— Analise de resolugdes de alunos
na resolugdo de tarefas sobre
proporcionalidade direta (IMLNA-
Quadrados, 1.* e 2. partes, colares).

— Proposta de tarefa a realizar com
os alunos.

8 — Proporcionalidade; — Discussao da tarefa realizada nas aulas.

— A aula em trés fases (revisao sobre

as aulas em video do 1.° e 2.° ciclo
— Balango final. e discussdo sobre as potencialidades e

problemas na realizagdo deste tipo
de aula).

— Realizacdo e discussao das tarefas
de nimeros do TIMSS.

— Resultados dos alunos portugueses
no TIMSS.

— Balango final da formagao.

No final das sessdes 1, 3, 5 ¢ 7 foram propostas tarefas relacionadas com o
tema nelas trabalhado que os professores adaptaram aos seus alunos e propuseram
nas suas aulas. Nas sessoes 2, 4, 6 ¢ 8, em momentos de discussdo coletiva, os
professores relataram os aspetos que consideraram mais salientes do trabalho que
teve lugar nas suas turmas, interpelando-se uns aos outros e respondendo a
questdes colocadas pelos formadores, nomeadamente sobre as estratégias
seguidas pelos alunos, sobre as dificuldades sentidas pelos alunos na interpretagdo
e realizacdo das tarefas e sobre a conducdo da aula. Em quase todas as sessdes
(sessoes 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8) os professores realizaram exploracdes matematicas,
tendo oportunidade de trabalhar em pares ou trios em tarefas semelhantes as que
poderiam propor aos alunos e de apresentar depois as suas estratégias e solugdes,
durante a discussdo coletiva. Assim, por exemplo, na sessdo 3 os formandos
trabalharam a tarefa “exploracdes com numeros” (figura 1), relacionada com
o topico Sequéncias e regularidades e na sessao 5 trabalharam a tarefa “O caracol”
(figura 2), relacionada com as Representacdes matematicas.
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Procure descobrir relagdes entre os seguintes nimeros:

0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15
16 17 18 19

Faga um registo das conclusdes a que for chegando.

Figura 1. Tarefa “Exploracdes com nimeros”

Um caracol sobe um muro com 10 metros de altura. Em cada dia sobe 2 metros mas de noite
deixa-se escorregar 1 metro. Ao fim de quantos dias chega o caracol ao cimo do muro?

Figura 2. Tarefa “O caracol”

Em quatro sessoes (3, 4, 5, 7) os formandos analisaram respostas dadas
pelos alunos a tarefas matematicas e em trés (1, 6, 8) tiveram oportunidade de
observar em video e discutir a conducdo por parte do professor da atividade na
sala de aula, alternando o trabalho em pares ou trios com a discussao coletiva.
Algumas sessdes (em especial a 2) deram bastante atengdo a discussdo de
documentos curriculares, materiais de apoio ¢ manuais escolares. Houve um
forte paralelismo entre as situagdes de trabalho nas sessdes de formacdo e as
propostas feitas para a pratica profissional: em ambos os casos propunham-se
tarefas para trabalhar, havia momentos de trabalho auténomo e momentos de
discussao coletiva, procurava-se valorizar as estratégias e solucdes dos formandos
/ alunos, prestando atencao aos conceitos e representacdes matematicas e também
a comunicagdo e ao raciocinio.

Neste conjunto de atividades é de destacar: (i) a analise das orientacdes
curriculares atuais no que respeita ao ensino dos nimeros ¢ da algebra no 1.° ¢
2.° ciclo e recursos para o professor; (ii) a organizacdo da aula de Matematica
em trés fases, tendo por base tarefas de natureza exploratoria — introdugao
da tarefa, trabalho autonomo dos alunos, discussdo coletiva de toda a turma;
e (iii) a abordagem dos temas sequéncias, nimeros naturais e algoritmos,
nimeros racionais e proporcionalidade. Nas sessoes 2, 4 ¢ 6, a discussao das
tarefas realizadas pelos professores nas suas aulas foi efetuada na parte final
para poder beneficiar dos contributos conceptuais introduzidos no inicio da
sessdo e por proporcionar uma forma natural de encerrar os trabalhos do dia.
Na sessdo 8, essa discussao foi feita logo no inicio, uma vez que esta sessao
encerrou com um balango da formagao.
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As atividades de formagéo estiveram a cargo de trés formadores® que
alternavam papéis de formador e observador durante as sessdes de formacao.
Apos cada sessdo presencial da oficina, a equipa de formagao reunia-se para
refletir sobre o trabalho realizado pelos professores e reajustar os objetivos e
atividades previstas para a sessdo seguinte.

4. METODOLOGIA DE INVESTIGACAO

Este estudo tem carateristicas de uma investigagao realizada no contexto da
sua propria pratica de formagao, numa abordagem de observacdo participante
(Jorgensen, 1989). Para isso, a equipa identificou a partida um conjunto de questdes
que pretendia ver respondidas, estabeleceu diversos procedimentos de recolha
de dados e empreendeu uma analise e reflexdo final sobre os dados recolhidos.
Trés dos membros da equipa alternaram papéis de formador e observador e o
quarto membro assumiu o papel de observador em todas as sessdes.

Um dos processos de recolha de dados foi a utilizagdo de um diério de bordo
(informagdes provenientes deste instrumento sdo assinaladas por DB) escrito por
um dos membros da equipa e completado com contribui¢des dos restantes.
Também entrevistamos (informagdes assinaladas por E), através de entrevistas
semiestruturadas, trés formandas, selecionadas entre aquelas que tinham tido maior
envolvimento nas sessdes de formagao. Estas entrevistas procuravam saber qual a
perspetiva das professoras sobre as diversas atividades realizadas, nomeadamente
(1) a apresentacdo e discussao de documentos curriculares, (ii) a realizagao
de tarefas matematicas e analise das possiveis dificuldades dos alunos, (iii) a
analise do trabalho de alunos em tarefas matematicas, (iv) a analise e discussao
de situacdes de sala de aula apresentadas em video, e (v) a adaptacdo de tarefas, a
sua realizagdo na sala de aula, reflexdo e partilha de experi€ncias com os colegas ¢
ainda a sua perspetiva sobre a dinamica da formacgao, em especial os momentos
de discussao coletiva bem como a correspondéncia entre o trabalho realizado e as
necessidades de formagao sentidas. Além disso, como parte do processo de avaliacdo
da formagao, todos os professores responderam a um questionario (assinalado por
Q) com cinco questdes de resposta aberta sobre 0 modo como encaravam diversos
aspetos da formagao e as aprendizagens por si realizadas. A analise de dados envolveu

3 Os formadores sdo trés dos autores deste artigo, que alternaram papéis de formador e

de observador. Entre estes, o primeiro autor ¢ professor universitario e investigador sénior.
Os restantes formadores e o quarto elemento da equipa sdo doutorandas em processo de
formagdo como formadoras e investigadoras.
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dois movimentos complementares de interpretagdes diretas e de agregacdo em
categorias (Stake, 1995). Como pontos principais de analise, em primeiro lugar,
procuramos perceber as perspetivas dos formandos quanto aos aspetos de ordem
didatica que receberam especial énfase durante a formag¢ao, nomeadamente
em relacdo (i) a analise de documentos curriculares, (ii) as tarefas exploratoérias,
(ii1) a discussdo coletiva e (iv) as suas expectativas em relagdo aos alunos. Em
segundo lugar, relativamente a formagao, procuramos também saber o modo
como encaram dois aspetos que foram centrais na concec¢do da dinadmica da
formacgao (i) os momentos de partilha de experiéncias entre os professores ¢
(ii) a relagdo entre a atividade realizada na formacgao e a pratica profissional.
Os registos em didrio de bordo proporcionam informacao sobre o desenrolar
das atividades, dando indicagdes sobre os aspetos mais marcantes da oficina
tal como foram sendo percebidos pelos formadores. Por outro lado, os
questionarios e as entrevistas mostram como a formacgao foi percebida pelos
professores participantes.

5. PERSPETIVAS DOS PROFESSORES SOBRE AS ATIVIDADES REALIZADAS

Nesta se¢do analisamos as perspetivas dos professores sobre o trabalho feito na
formagao na andlise de documentos curriculares, na analise das potencialidades
das tarefas exploratdrias e dos momentos de discussao coletiva. Selecionamos
estas questdes por representarem momentos marcantes do trabalho realizado na
formagdo. As informacdes e reflexdes registadas no diario de bordo apresentam
a perspetiva dos formadores e as respostas dos professores ao questiondrio e a
entrevista proporcionam evidéncias sobre a sua propria perspetiva.

5.1. Analise de documentos curriculares

Durante a formagao, especialmente nas sessdes iniciais, por diversas vezes foram
analisados documentos curriculares nacionais e internacionais. A equipa de
formagao considerou que a apresentagdo com algum detalhe destes documentos e o
seu uso pelos professores para identificar as orientagdes relativas aos topicos
abordados era um trabalho importante a realizar. De acordo com o que registimos no
diario de bordo (DB), os professores seguiram tal analise com atengao mas sem
revelar um grande envolvimento. O modo como os professores trabalharam nas
sessoes de formagao leva-nos a pensar que ndo usam estes documentos no seu
dia-a-dia profissional, organizando as suas aulas sobretudo a partir dos manuais ¢
outros materiais que interpretam os documentos curriculares oficiais.
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Nas respostas ao questionario, esta atividade ¢ referida apenas por uma
pequena parte dos formandos. Aqueles que a referem perspetivam-na como um
aspeto positivo:

Nas escolas nem sempre existem momentos para se explorarem
detalhadamente os documentos estruturantes, neste caso em particular o
Programa da Matematica. (Luisa, Q)

Podemos afirmar que se conseguiu obter uma maior consciéncia dos
contetidos de ensino, das metas curriculares e do programa dos diferentes
ciclos. (Filipa, Q)

Nas suas reflexdes, Luisa e Filipa consideram que a analise de documentos
curriculares deveria ser realizada no contexto escolar, € 0 modo como se exprimem
sugere que tal ndo acontece com frequéncia. Assim, ter presente estes documentos
parece ser um aspeto a ter em conta na formagao, para que os professores tomem
conhecimento do seu papel e contetido e, eventualmente, reflitam sobre eles.

5.2. Tarefas exploratorias

Logo no inicio da formagao foi possivel verificar que a proposta de tarefas
exploratorias na sala de aula aos seus alunos nao fazia parte da pratica profissional
da maioria dos professores. Durante a formagao foram varios os momentos em que
os professores trabalharam em tarefas de tal natureza e diversas as situacdes em
que as realizaram na sua sala de aula. Os registos realizados no diario de bordo (DB)
dos formadores mostram que, no decurso da oficina, os formandos valorizaram
a realizagdo de tarefas exploratorias nas suas aulas, com os seus alunos e o seu
relato posterior nas sessdes de formagao. Como eles proprios indicaram, apesar de
muitos deles terem frequentado anteriormente outras agdes de formacgao, nunca
tinham apresentado aos alunos tarefas como as que lhes foram aqui propostas e
muito menos discutido com os colegas as resolugdes dos alunos. Inicialmente,
quando a proposta foi feita, a maioria dos professores sentiu indisfar¢avel
incomodidade e alguns ensaiaram propostas para anular este trabalho. No
entanto, no final da formacdo varios professores identificaram estas tarefas
como potencialmente interessantes para promover a aprendizagem dos alunos.

Catarina ¢ uma das formandas que valorizaram a introdugdo de propostas
de trabalho exploratorio:

[A formagdo] fez-me abrir mais um bocadinho e pensar assim, ndo Catarina,
tens que comecar também... A deixar que os meninos descubram. Mas estar
a dar a matéria diretamente, eles se calhar ndo apreendem tanto aquilo que eu
estou a dizer ou a fazer, eles aprendem muito mais, se forem eles a descobrir.
(Catarina, E)
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Também Paula referiu a influéncia da formacgao na proposta de tarefas de
exploracdo na sala de aula, destacando ainda as potencialidades destas tarefas no
desenvolvimento do pensamento matematico dos alunos:

[A formagdo] também me permitiu promover e pensar em atividades de
exploracdo e de investigagdo que posso realizar em contexto sala de aula, ou
seja [levar os alunos a] “pensar matematicamente”. (Paula, Q)

A professora referiu-se ainda a possiveis situa¢des de sala de aula em que
se podem usar tarefas de exploragdo para que os alunos passem de uma fase mais
concreta para situagdes mais abstratas:

Num grupo de quarto ano ¢ depois de os alunos ja terem passado por
inimeras etapas experimentais ¢ de manipulagdo concreta pretende-se ja
que estes consigam resolver situagcdes um pouco abstratas desenvolvendo
estratégias e explorando-as com os seus pares. (Paula, Q)

Apesar de valorizarem as potencialidades das tarefas de exploracdo na
aprendizagem dos alunos, alguns dos professores refletiram sobre algumas
dificuldades e desafios que estas tarefas podem trazer as suas praticas profissionais,
como ¢ o caso de Catarina:

Este tipo de atividades exploratorias, este tipo de atividades que no6s podemos
fazer com eles, as vezes deixa o professor... Pelo menos eu falo por mim...
Deixamos um bocadinho para tras... O que ¢ pena porque eles aprendem
muito assim... Das que nds fizemos, qualquer uma delas, para trabalhar
bem aquela atividade, explora-la com eles... Trabalha-la com eles... Um dia,
uma hora ndo da, duas horas ndo da... Até pode ser para a semana toda...
(Catarina, E)

A professora salientou que a proposta de tarefas de exploragdo pode implicar
dificuldades na gestdo do tempo, ainda que destaque o potencial destas tarefas
para a aprendizagem dos alunos.

J& Teresa apontou um desafio que se coloca em turmas com caracteristicas
particulares:

No trabalho de natureza exploratéria, em turmas demasiado grandes e com
dificuldades de aprendizagem, o acompanhamento de todos os alunos na fase
de exploragdo é complicado porque ¢ preciso tempo para ajudar todos os
alunos através da reformulacdo de questdes a compreender o problema ¢ a
resolvé-lo. (Teresa, Q)

Na sua reflexao, Teresa destacou o tempo necessario ao acompanhamento
dos alunos como um desafio para o professor, mas evidenciou uma compreensao
da importancia do questionamento no trabalho de natureza exploratoria.
Pelas intervengdes apresentadas, a formagdo parece ter contribuido para uma
compreensao mais aprofundada, por parte dos formandos, do conceito de tarefas de
natureza exploratoria e também das suas potencialidades para a aprendizagem
dos alunos.

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [[(co) AN



86 J. P. DA PONTE, J. MATA-PEREIRA, M. QUARESMA, 1. VELEZ

5.3. Discussao coletiva

Um momento de trabalho muito significativo das sessdes de formacao foram
as discussoes coletivas. Estas discussdes eram realizadas apds a concretizacao das
mais diversas atividades — apos a exploragdo matematica de tarefas, a analise
de trabalho dos alunos, a analise de sitios web, a analise de manuais ou a analise do
trabalho do professor. Com o decorrer do tempo, as discussdes passaram a
ser um modo de trabalho valorizado como forma de construir coletivamente
conhecimento na sequéncia de um trabalho preparatorio adequado (DB).

Nas suas reflexodes, os professores destacaram os momentos de discussao
coletiva em sala de aula como uma das alteragcdes metodologicas as suas praticas
profissionais. Por exemplo, Jorge apontou este momento como um dos mais
importantes das atividades da formagao e da sala de aula:

Era a altura da partilha do trabalho de cada grupo. Este momento, foi uma
experiéncia riquissima pois, transferido para a realidade da sala de aula, ¢ o
momento que permite a reflexdo sobre o que e como foi realizado. Apesar
de conseguirmos verificar, pela observagdo da tarefa, como ¢ que os alunos
chegaram ou ndo aos resultados, ¢ através da comunicagao final que podemos
entender a forma como ¢ percebido ¢ resolvido cada obstaculo da tarefa.

(Jorge, Q)

Ana valorizou as tarefas de exploragao propostas na formagao como um
ponto de partida para a realizagdo de discussdes coletivas, no contexto particular
da sua turma:

A realizacdo e adaptagdo destas tarefas permitiu uma diversificacao de
metodologia ao nivel da minha sala de aula, ja que foi possivel a sua
aplicagdo aos dois niveis de ensino que integram a minha turma (1.° e 2.°
anos), possibilitando a discussao coletiva e a aquisi¢cao de conceitos. (4na, Q)

Num registo idéntico, Paula referiu que os momentos de discussdo coletiva
podem ser motivadores para os alunos quando estes desenvolvem previamente
tarefas de natureza exploratdria:

Deixar os alunos inventarem as suas proprias estratégias e procedimentos €
uma opg¢do pedagogica que pode ser de extrema importancia. E solicitar-lhes
que as partilhem, surpreendentemente enriquecedor! (Paula, Q)

Pelo seu lado, Teresa evidenciou outros aspetos relevantes numa discussao
coletiva, mostrando uma forte apropria¢ao do conceito:

E na discuss@o coletiva que os alunos apresentam as suas ideias e defendem
as suas posicdes, que o professor reformula as questdes de modo a fomentar
o debate e no final faz-se a sintese. (Teresa, Q)
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A professora salientou ainda o papel da formag@o na compreensado de que a
discussdo coletiva pode ser produtiva independente do desempenho dos alunos:

Aprendi nesta formag@o que pode ser aplicado a todos os alunos desde que
o acompanhamento do professor seja mais minucioso em todas as fases.
(Teresa, Q)

A valorizagdo do impacto da discussdo coletiva em alunos com maiores
dificuldades foi ainda destacada por Ana:

Também pude observar que foi muito importante para os alunos comunicar
aos colegas as suas ideias ¢ estratégias, apresentando-as e defendendo-as.
Esta apresentag@o a turma permitiu aos alunos com maiores dificuldades
compreenderem as diferentes estratégias de resolugdo para posterior aplicagdo
em atividades do mesmo género. (Ana, Q)

Na primeira discussao coletiva onde os professores apresentaram as
resolucdes dos seus alunos (sessdo 2), eles referiam apenas erros ¢ dificuldades,
dando uma imagem negativa das capacidades dos alunos. Isto foi contrariado
pelos formadores, que, conhecedores das resolugdes dos alunos através de
digitalizagdes previamente enviadas pelos formandos por correio eletronico,
destacavam aquilo que os alunos conseguiam fazer, ressaltando as suas estratégias
e resolugdes. Com o decorrer do tempo, passou a prevalecer a valorizagao do
trabalho dos alunos e todos os professores procuravam enfatizar nas resolugdes
que apresentavam os aspetos mais originais ¢ mais interessantes (DB). E a verdade
€ que um aspeto particularmente interessante referido pelos professores nas suas
reflexdes relaciona-se com as mudangas que se registaram nas suas expectativas
sobre o que os alunos sdo capazes de realizar em sala de aula:

[A formagdo promoveu] a autoconfianca nas minhas capacidades como
professora, que incluiu sem duvida, a criagdo de expetativas elevadas acerca
do que os alunos podem aprender em Matematica. (Paula, Q)

Também Catarina salientou que a formacgao a leva a olhar de um modo
diferente para o trabalho dos alunos:

Ai o meu aluno ndo conseguiu... Uma metade ndo conseguiu, mas a outra
metade conseguiu e isso também é importante, portanto elevou a nossa...
Pelo menos elevou a minha moral a pensar assim: Catarina, tens que ver
mais pelo lado positivo e menos pelo lado negativo! (Catarina, E)

A professora referiu ainda que as tarefas propostas na formacao
influenciaram a sua visdo sobre o que os alunos sdao ou nao capazes de concretizar
em sala de aula, pois apesar das suas expectativas iniciais, podde verificar que as
tarefas propostas se adequavam aos seus alunos:
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Eu cheguei a levar daqui. . . Propostas para nds fazermos com os meninos,
pensava assim, isto nao vai dar certo... Eles ndo vao achar isto interessante,
¢ foram essas as atividades que, pelo menos uma delas que eu fiquei bastante
até... Feliz e fiquei motivada e foi ai que me deu o tal clique... Que eles
realizaram... Eles fizeram um trabalho em grupo, foi espetacular... E ai vi...
Da mesmo, vale a pena... (Catarina, E)

E de notar que os momentos de discussdo mais interessantes vividos na
formacao tiveram por base a realizacao de tarefas matematicas e a andlise de
resolucdes dos alunos. A discuss@o de documentos curriculares — em especial
as Metas e o Programa de Matematica (Ministério da Educacao, 2007) também
foi valorizada pelos professores, mas ndo proporcionou situacdes de debate e de
participacdo semelhantes aos das atividades anteriores (DB).

Deste modo, a formagao parece ter contribuido para algumas mudangas
no discurso dos professores, no sentido da valorizagdo da natureza exploratéria
do trabalho em sala de aula e das potencialidades das discussdes coletivas e
ainda sobre as suas expetativas relativamente ao desempenho dos alunos.

6. PERSPETIVA DOS PROFESSORES SOBRE A FORMACAO

Nesta sec¢do analisamos as perspetivas dos professores sobre aspetos
estruturantes da formagao, nomeadamente o modo como foi promovida a partilha
de experiéncias entre os participantes e a sua perspetiva sobre a relacdo entre
a formacgao e a pratica de ensino. Tal como na se¢ao anterior, as informacgoes
e reflexdes registadas no didrio de bordo (DB) apresentam a perspetiva dos
formadores e as respostas dos professores ao questionario (Q) e a entrevista
(E) proporcionam evidéncias sobre a sua propria perspetiva.

6.1. Partilha de experiéncias

Um dos aspetos mais destacados pelos formandos foi a possibilidade de
partilharem experiéncias durante toda a formacao. Catarina e Marina salientaram
que a partilha de experiéncias ndo surge naturalmente no dia-a-dia dos professores
e salientaram a formagao como potenciadora destas situagdes:

Esta partilha de todos que houve com os colegas... N6s aprendemos uns com os
outros, porque estarmos fechados na sala de aula, as vezes... Cometemos o
erro constantemente e ndo nos apercebemos que estamos a cometer esse erro. ..
E a minha opinido. (Catarina, E)
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Nesta profissdo cada vez mais absorvente, em que sdo exigidas ao
professor, cada vez mais competéncias e tarefas a realizar, muitas delas
de ordem burocratica, nas escolas os momentos de partilha sao dificeis de
operacionalizar, por isso considero que foram uma mais-valia a partilha
de experiéncias entre os formandos, pois conseguimos sempre aprender
coisas novas. (Marina, Q)

Um dos momentos de partilha mais valorizado foi promovido a cada duas
sessoes de formagdo e consistiu na discusso de situagdes de sala de aula vividas
pelos professores durante a realizagdo de tarefas de exploragdo sobre Numeros e
Algebra (DB). Jorge ¢ um dos participantes que destacou estes momentos:

A analise e reflex@o sobre o trabalho realizado pelos alunos apresentadas
nas sessodes de formacdo foi um momento importantissimo de partilha de
experiéncias. Esta partilha foi tdo mais enriquecedora na medida da
diversidade dos contextos de origem: anos diferentes do mesmo ciclo
e diferentes ciclos (1.° € 2.°). (Jorge, O)

As situacdes de partilha de experiéncias foram também realgadas por Paula,
que enfatizou ainda a relacao desta partilha com a sua propria pratica:

Através da partilha de situagdes praticas dos formandos e da nossa propria
experimentag¢do em sala de aula, conseguimos obter uma visao abrangente,
reflexiva e critica de cada situagdo. (Paula, Q)

Pelo seu lado, Luisa evidenciou que a partilha de experiéncias a surpreendeu,

particularmente pelas alteragdes que os colegas propuseram para as tarefas
apresentadas na formacao:

E a troca de experiéncias, o ouvir, a forma como eles abordavam as tarefas
ou como as completavam mesmo em casa, as arranjavam para os anos... Eu
nunca fiz grandes arranjos as minhas tarefas, foram muito idénticas as que
eram propostas mas vi colegas que faziam grandes... Algumas mudancas e
adaptavam aquilo que eles achavam. (Luisa, E)

Finalmente, para Paula, “hé ainda a salientar a participa¢do, a partilha, a
troca de experiéncias entre os formandos e formadores que, favoreceu o trabalho
cooperativo, trabalho de grupo e trabalho de sala de aula” (Q). Na sua perspetiva,
a importancia da troca de experiéncias na formagao ndo se cingiu aos formandos,
valorizando igualmente a partilha entre formandos e formadores.

Assim, a partilha de experiéncias revela-se uma mais-valia nesta formacao,
onde os professores podem conhecer situacdes algo semelhantes as vivenciadas
nas suas salas de aula, mas que enriquecem o seu conhecimento sobre
as potencialidades dessas situagdes. Salientam particularmente a importancia
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de conhecerem situagdes vivenciadas em anos diferentes do ano que lecionam e
possibilidades de adequagdo das tarefas.

6.2. Relacgdo entre a formacdo e a pratica

Uma quest@o largamente valorizada pelos professores foi a ligag@o estabelecida
entre a formacao e a pratica, ou seja, o paralelismo entre atividades desenvolvidas
na formacdo e atividades equivalentes em sala de aula ou também entre a
formacao e outros aspetos da sua pratica profissional.

Um dos aspetos destacados foi a realizagdo de tarefas tanto por parte dos
formandos como por parte dos seus alunos. Como referiu Luisa “esta oficina
proporcionou que trabalhdssemos com os nossos alunos durante a aplicagdo das
tarefas e que trabalhassemos nos proprios durante as sessdes” (Q). A professora
salientou ainda o envolvimento dos restantes formandos neste processo:

Algumas [tarefas] ndo conhecia de todo, mas ¢ uma mais-valia para nds
fazermos, porque eu reparei... Durante a resolucdo, aquele envolvimento de
toda a gente, todos queriam saber e depois como ¢ que o outro... Esquecemos
um bocadinho... Resolvemos mesmo para nds, ndo era para os alunos...
[os formandos] esqueceram-se ¢ envolveram-se na tarefa ¢ tentaram eles
proprios resolver. (Luisa, E)

Pelo seu lado, Jorge salientou que a resolugdo de tarefas matematicas durante
a formacdo ndo correspondeu linearmente a resolucgdo realizada na sala de aula:

Era realizada a tarefa que seria apresentada em sala de aula por cada um dos
formandos. Este trabalho era feito em grupo, tal como seria com os alunos...
Esta adequac@o ambiental permitia refletir sobre as possiveis dificuldades das
criangas na execu¢do da tarefa e conduzir para uma adaptagio a especificidade
dos alunos. (Jorge, Q)

Além das atividades da formagdo com caracteristicas de natureza
exploratdria que eram passiveis de transpor para a sala de aula, os formandos
destacaram ainda outros aspetos que relacionaram a formacao diretamente com a
sua pratica profissional. Por um lado, a formagao foi encarada como um desafio
a sua pratica profissional:

[A oficina de formagao] tem uma fortissima ligacdo com a pratica docente...
Esta formagdo contribuiu para o meu desenvolvimento profissional na
medida em que influenciou diretamente a minha pratica profissional ao exigir
do meu trabalho didrio um desafio inovador e uma reflex@o sobre a pratica

pedagdgica. (Jorge, O)
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Por outro lado, este desafio foi visto como uma possibilidade de introduzir
novas praticas que contribuam para o sucesso dos alunos:

Esta oficina, no meu ponto de vista, promoveu o debate e a troca de
experiéncias e saberes, o que constituiu um verdadeiro enriquecimento
para mim, com claras implica¢des na vida quotidiana da escola. A troca
de experiéncias entre colegas de diversas escolas e o trabalho colaborativo
sdo sem duvida essenciais para a melhoria da nossa pratica profissional,
¢ através de troca de ideias e materiais entre professores com problemas e
necessidades comuns, que surgem ideias para a introdu¢do de novas
atividades, novos processos € um mesmo objetivo profissional (o sucesso
dos nossos alunos). (Luisa, Q)

Deste modo, os professores reconheceram o valor formativo de se
envolverem ativamente na resolugdo das tarefas matematicas, tal como os seus
alunos. Notaram, também, que esta resolu¢do constituia um ponto de partida
para aprofundarem o seu conhecimento sobre a tarefa de modo a poderem usa-
la na sala de aula, eventualmente com adaptacdes. Alguns deles notaram ainda
que, mais do que tarefas especificas para usar neste ou naquele topico, o que lhe
foi proposto foi um modo de trabalho que em muitos aspetos desafiava as suas
praticas atuais.

7. CONCLUSAO

O desafio langado pela nossa proposta formativa de natureza exploratoria parece
ter influenciado positivamente os professores que frequentaram a oficina
de formacao, levando-os a considerar favoravelmente esta perspetiva e a procurar
poO-la em pratica em algumas das suas aulas, como reportaram nas sessdes de
formagdo. Muito especialmente, os professores valorizaram as tarefas abertas
e os momentos de discussdo coletiva. No que se refere ao formato da formagao,
os participantes valorizaram a partilha de experiéncias e a forte relagao estabelecida
entre a formagdo e a sua pratica de ensino.

O design adotado na formagdo (Loucks-Horsley et al., 1998) permitiu que
os objetivos visados fossem em grande medida atingidos. A énfase na abordagem
exploratdria (Ponte, 2005), tanto no que respeita ao trabalho a realizar na sala
de aula pelos professores como ao trabalho efetuado nas sessdes se formacao,
mostrou propiciar envolvimento e aprendizagem significativa da sua parte. A
propria sintonia entre o estilo de trabalho usado na formacao e o que se sugeria
que pudesse ser feito na sala de aula foi notado e valorizado por muitos dos
professores participantes.
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Naverdade, a forte ligagdo dos momentos formativos com situagdes de pratica
profissional (Smith, 2001), nomeadamente considerando tarefas matematicas,
resolucdes de alunos ¢ momentos de trabalho em sala de aula, revelaram-se
apropriados para os objetivos de formagéo indicados no inicio deste artigo para
o trabalho com este grupo de professores. Especial relevo merecem os momentos
de discussao coletiva (Ponte, 2005; Sherin, 2002; Stein et al., 2008) nas sessoes
de formagdo, que proporcionaram amplo espago de participagao aos formandos,
valorizaram os seus saberes e as suas praticas, e proporcionaram um modelo vivo
de como poderia ser o trabalho da sua sala de aula, tal como referem Lunenberg,
Korthagen e Swennen (2007). Nesta formagdo, as tarefas propostas ¢ o modo de
condug¢ao dacomunicacao (Ponte etal., 2012) revelaram-se elementos estruturantes
fundamentais tanto da pratica profissional como do processo formativo.

Sao numerosos os professores que reportam ter realizado aulas no ambito da
formacao em que as suas praticas se modificaram no que respeita as tarefas que
propdem, a forma como as introduzem e o modo como as discutem no fim com
toda a turma. Além disso, sdo varios os professores que indicam ter passado a
ver com um novo olhar as capacidades dos alunos. Consideramos ser de salientar
a valorizacdo do ensino exploratorio, das discussoes coletivas ¢ das capacidades
dos alunos que os professores destacam como sendo consequéncia do trabalho
realizado na formacao. Saber se na sequéncia deste trabalho os participantes
mudaram ou ndo de modo significativo as suas praticas transcende o ambito
deste estudo. Conjeturamos que a medida em que estas perspetivas irdo informar
as suas praticas futuras dependera muito do trabalho de coordenacdo ao nivel
dos seus agrupamentos* e da politica nacional para o ensino da Matematica, pois
so através da conjugagdo de diferentes niveis de atuagdo — formacgdo, trabalho
nas organizacdes escolares e politica central — se podem conseguir mudangas
profundas e duradoiras para o ensino da Matematica.
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ANALISIS DE PROBLEMAS DE PROPORCIONALIDAD
COMPUESTA EN LIBROS DE TEXTO DE 2° DE ESO

ANALYSIS OF COMPOUND PROPORTION PROBLEMS IN 8TH GRADE TEXTBOOKS

RESUMEN

En este trabajo realizamos un estudio detallado de los
problemas de proporcionalidad compuesta de doce libros de
texto espafioles de segundo curso de Educacién Secundaria
Obligatoria (13-14 afios). En concreto, se realiza un analisis de
contenido textual y a priori, clasificando los problemas
atendiendo a su contexto, su estructura, su posicion y papel dentro
de la Unidad Didactica correspondiente y a la tipologia de
magnitudes utilizadas. Entre otros resultados se concluye que,
aunque la presencia de problemas varia ligeramente en cuanto a
numero entre los distintos textos, el tratamiento es bastante
homogéneo respecto a su contexto, estructura y magnitudes
implicadas: la mayoria de los problemas son de contexto
realista, de valor perdido y con cinco cantidades de magnitud
extensivas. También se detecta poca presencia de problemas
de comparacidén cuantitativa y de situaciones de tipo
inversa-inversa, asi como poca presencia y variedad de
magnitudes intensivas.

ABSTRACT

In this work, we make a detailed study of compound
proportionality problems from twelve 8" grade (age 13-14)
Spanish textbooks. In particular, we perform an a priori,
textual content analysis, classifying the problems according
to their context, their structure and their position and role
in the lesson where they appear. We also focus on the typology
of the magnitudes used by the authors. Among other results, we
conclude that, even if the number of problems varies slightly
between different books, the treatment given to them is quite
homogeneous regarding the context, structure and use of
magnitudes: most of them are realistic missing value problems
in which five quantities of extensive magnitudes appear. We also
detect very few problems involving quantitative comparison or
situations of ‘inverse-inverse’ type together with a very little
use of intensive magnitudes.
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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo pormenorizado
dos problemas de proporcionalidade composta de doze
livros de texto espanhéis de segundo ano de Educagio
Secundaria Obrigatoria (13-14 anos). Mais concretamente, ¢
realizada uma analise de conteudo textual e a priori, classificando
os problemas atendendo ao seu contexto, a sua estrutura, a sua
posicao e papel dentro da Unidade Didatica correspondente ¢
a tipologia de magnitudes utilizadas. Entre outros resultados
¢ concluido que, embora a presenga de problemas varie
ligeiramente quanto ao numero entre os diferentes textos,
o tratamento ¢ bastante homogéneo relativamente ao seu
contexto, estrutura e magnitudes envolvidas: a maioria dos
problemas sdo de contexto realista, de valor perdido e com
cinco quantidades de magnitude extensivas. Também se detecta
pouca presenga de problemas de comparagdo quantitativa e
de situagdes de tipo inversa-inversa, bem como pouca presenga
¢ variedade de magnitudes intensivas.

RESUME

Dans ce travail nous étudions en détail les problemes de
proportionnalité composée de douze livres de texte en
langue espagnole de la deuxi¢me année de I’enseignement
secondaire (13-14 ans). Plus précisément, une analyse de contenu
textuel et a priori est effectuée en classifiant les problemes
en fonction de leur contexte, leur structure, leur position et role
au sein de |'unité et selon les types de grandeurs utilisées. Parmi
des autres résultats, il est conclu que, bien que la présence de
problémes varie légérement en nombre entre les différents
textes, le traitement est assez homogene par rapport a leur
contexte, leur structure et les grandeurs utilisées : la plupart des
problémes sont problémes « du valeur perdu » dans un contexte
réaliste, et impliquent cinq quantités de grandeurs extensives.
Peu de présence de problémes de comparaison quantitatives
et de situations de type inverse-inverse, et peu de présence de
grandeurs intensives sont détectés.

1. INTRODUCCION

PALAVRAS CHAVE:

- Classificagdo de problemas
- Proporcionalidade composta
- Livros de texto

- Escola secundaria

MOTS CLES:

- Classification des problemes
- Proportionnalité composée
- Manuels scolaires, école

- Secondaire

Segun multiples expertos en Educacion Matematica, el llamado “razonamiento
proporcional”, asi como el manejo y la comprension de situaciones relacionadas con
la proporcionalidad, constituye uno de los topicos matematicos mas importantes
en la formacion del alumnado de Secundaria. Tradicionalmente, ha supuesto la
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culminacion de la formacion aritmética de los estudiantes y su cotidianidad,
junto con sus numerosas aplicaciones practicas, justifica que se le dedique
gran atencion. De hecho, esta presente en los curriculos oficiales de Educacion
Primaria y Secundaria de muchos paises. Por ejemplo, el nimero racional como
razon y la proporcionalidad aritmética es uno de los 13 estandares propuestos por
el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989) para los cursos
correspondientes a 6° de Educacion Primaria y 1°y 2° de Secundaria Obligatoria
(de 11 a 14 afos). Esta importancia se refuerza, ademas, si tenemos en
cuenta la antigliedad de las ideas implicadas y su largo devenir histérico (Oller
y Gairin, 2013).

Pese a esta atencion, estudios recientes como el TIMSS de 2011 (Mullis,
Martin, Foy, & Arora, 2012); asi como diversos trabajos de investigacion
(Fernandez y Llinares, 2011; Sanchez, 2013; Valverde & Castro, 2009)
muestran las dificultades que encuentran los estudiantes de distintos niveles
educativos (Educacion Primaria, Educacion Secundaria o Diplomatura de
Maestro) al afrontar situaciones de proporcionalidad. Una de las dificultades
cognitivas mas importantes es la llamada “ilusiéon de proporcionalidad” (Van
Dooren, De Bock, Janssens, & Verschaffel, 2008). En este sentido, cabe destacar
que las dificultades a la hora de aplicar correctamente este tipo de razonamientos,
asi como las técnicas utilizadas a la hora de resolver los problemas se han
mantenido como una constante a traves del tiempo (Gomez, 2006). Incluso la
propia tipologia de los problemas planteados también se ha mantenido a lo largo
del tiempo, variando tan solo los contextos (Gomez, 2006; Oller, 2012).

El principal foco de interés de este trabajo es realizar una revision
bibliografica de textos escolares actuales para analizar problemas planteados sobre
proporcionalidad, concretamente, los relativos a proporcionalidad compuesta
(o proporcionalidad multiple).

Aunque el curriculo oficial espafiol no menciona expresamente la
proporcionalidad compuesta, si aparecen recogidas en ¢l las relaciones
de proporcionalidad directa e inversa entre magnitudes y la aplicacion de
la proporcionalidad en la resolucion de problemas. Ademas, una revision
de libros de texto de distintas épocas (Oller, 2012) muestra que la proporcionalidad
compuesta sigue recibiendo un tratamiento especifico en un buen nimero de
libros de texto. Su inclusion en los temarios también se justifica por su aplicacion
al calculo del interés simple.

Todo lo anterior justifica la necesidad de prestar atencion al tratamiento de
la proporcionalidad compuesta ya que, como comenta Schubring (1987), “la
practica docente no estd tan determinada por los decretos ministeriales como
lo esta por los libros utilizados para la enseflanza” (p. 41) o como afirman
Monterrubio y Ortega (2009, p. 38), “el libro de texto es un recurso habitual
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en el desarrollo del proceso de ensefianza y aprendizaje, hasta el punto de que, en
muchas ocasiones, es el propio manual el que determina el curriculo real”.
En la misma linea, Rodriguez (2006), considera el libro de texto como principal
herramienta de instruccion que llega a utilizarse como curriculo.

Segtin Ortega, Pecharroman y Sosa (2011) “el aprendizaje de los conceptos
matematicos a través de la resolucion de problemas es un procedimiento altamente
valorado y esta practica es fundamental en la consolidacion de los aprendizajes”
(p. 100). En este sentido, los problemas presentes en los libros de texto juegan un
papel principal en la ensefianza ya que su resolucion habitualmente supone una de
las principales tareas que realizan los estudiantes, especialmente en las unidades
didacticas de proporcionalidad aritmética.

Asi, el objetivo principal de este trabajo consiste en analizar los problemas
de proporcionalidad compuesta propuestos en libros de texto espanoles asi como
los tipos de magnitudes que aparecen en dichos problemas. Este analisis se efectia
con el proposito de caracterizar la ensefianza que se imparte, detectando posibles
deficiencias que permitan plantear posibles mejoras en la ensefnanza.

2. MARCO TEORICO

2.1. Clasificacion de problemas de proporcionalidad compuesta

Son muchos los trabajos encaminados a presentar diferentes maneras de
clasificar los problemas matematicos escolares. Para Diaz y Poblete (2001, p. 36)
“establecer categorias en los problemas constituye, a nuestro juicio, la base
conceptual de cualquier procedimiento didactico en el curriculo escolar” Si
bien, como nos advierte Blanco (1993, p. 39), “ninguna clasificacion puede ser
exhaustiva, estableciéndose siempre intersecciones entre los diversos apartados
y apareciendo actividades de dificil catalogacion, y todo esto por la enorme
diversidad de problemas que pueden proponerse de diferentes niveles y
contenidos”. Conejo y Ortega (2013) ejemplifican esta aseveracion al completar
y ampliar anteriores clasificaciones de problemas de Borasi y Schoenfeld,
atendiendo al contexto, formulacion, soluciones y métodos de resolucion de
los problemas, en el primer caso y atendiendo a la definicion de problema y a los
objetivos que persigue la tarea, en el segundo caso.
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Otras posibles clasificaciones surgen al considerar el contexto en el
que se enmarca el enunciado del problema. Esta atencion a los contextos se hace
patente en el disefio de las pruebas PISA donde, ademas de los contenidos a tratar,
se consideran las diferentes situaciones para el planteamiento de los problemas.
En este caso se trata de cuatro diferentes contextos: situacion personal, situacion
educativa o laboral, situacion publica y situacion cientifica.

Diaz y Poblete (2001) realizan una doble clasificacidon, ademas de atender
a la naturaleza de los problemas matematicos, se preocupan por el contexto en el
que se plantea el problema. De esta forma, resumen la diferenciacion de los
problemas segun su naturaleza en rutinarios y no rutinarios. Y al hablar
de los contextos los clasifican en contextos reales, realistas, fantasistas'y
puramente matematicos. Los problemas reales serian aquellos que se producen
efectivamente en la realidad y comprometen al alumno a actuar. Si los problemas
son susceptibles de producirse realmente y, por tanto, son una simulacion de la
realidad se consideran realistas. Por el contrario, los problemas fantasistas son fruto
de la imaginacion y no tiene una base real. Por tlltimo, los problemas puramente
matematicos son aquellos que evocan exclusivamente a objetos matematicos y
sus relaciones.

Si tenemos en cuenta el soporte en el que se presentan los problemas, podemos
considerar otras clasificaciones generales para los problemas matematicos sin
tener en cuenta el contenido tratado. En concreto, si nos centramos en los
problemas que aparecen en manuales escolares puede tener interés, como sefiala
Oller (2012), considerar la posicion de los problemas dentro de las unidades
didacticas de libros de texto respecto al discurso en que se institucionaliza
las técnicas de resolucion. De esta forma, podemos distinguir entre:

— Problemas introductorios, formulados como motivacion al contenido y
que no aparecen resueltos.

— Problemas que aparecen totalmente resueltos y que suelen acompaiar
a las explicaciones teoricas del topico a tratar.

— Problemas que aparecen al final de cada epigrafe en los que se divide una
unidad didactica destinados a reforzar los conceptos o procedimientos
tratados en el epigrafe. Este enfoque abunda en la consideracion,
por parte del alumno, de la resolucion de problemas como una mera
identificacion de técnicas.

— Problemas presentados en listados al final de las unidades didécticas.

Aunque este término no existe en castellano, hemos optado por mantener el utilizado por Diaz y
Poblete en su trabajo.
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Dentro del ambito concreto de la aritmética, donde se encuadran los
problemas de proporcionalidad compuesta objeto de nuestro interés, existen
clasificaciones especificas que debemos tener en consideracion para realizar
un analisis mas fino. Una de estas clasificaciones se aborda en Puig y Cerdan
(1988). En este trabajo se realiza un estudio profundo de los problemas aritméticos
elementales verbales distinguiendo entre problemas que se resuelven en una etapa
o en mas de una; seglin la necesidad de realizar una o mas operaciones
aritméticas binarias para alcanzar la solucion. A partir de ahi, se estudian
las estructuras aditivas y multiplicativas para problemas en una etapa y el
método de analisis-sintesis para la resolucion de problemas aritméticos de varias
operaciones combinadas (PAVOC).

Centrandonos en los problemas de proporcionalidad, ejemplos de PAVOC,
encontramos diferentes clasificaciones para el caso especifico de los problemas
de proporcionalidad simple directa. Algunas de estas clasificaciones se recogen
en Fernandez (2009). En particular se desarrolla la clasificacion de Cramer y Post
(1993), donde se diferencian los siguientes tipos de problemas de proporcionalidad
simple directa:

— Problemas de valor perdido: Se conocen tres datos de una proporcion y
se desea calcular el cuarto valor desconocido.

— Problemas de comparacion numérica: Se conocen (o pueden calcularse)
dos razones que se pretenden comparar.

— Problemas de comparacion y prediccion cualitativas: Requieren
comparaciones que no dependen de forma especifica de valores
numéricos.

Otras tipologias de problemas de proporcionalidad simple directa
recogidas en Fernandez (2009) atienden a contextos (velocidad, escala, mezcla y
densidad) o a estructuras “parte-todo”, “parte-parte” (Singer & Resnick, 1992)
0 a caracteristicas semanticas (Lamon, 1993). Sin embargo, la de Cramer y Post
(1993), a diferencia de éstas, es naturalmente transportable, como pondremos
de manifiesto a continuacion, a las situaciones de proporcionalidad inversa y

proporcionalidad compuesta.

Bosch (1994) estudia la proporcionalidad desde un punto de vista funcional
y define un “sistema proporcional y compuesto” como aquel que puede
definirse mediante n+1 variables X;, X,,..., X},, X de forma que las n primeras
(que llamaremos “variables independientes”) determinan completamente
el estado del sistema y la ultima (que llamaremos “variable dependiente™)
puede expresarse a partir de las anteriores mediante la relacion
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J X, X, X)) =X,

siendo f'una funcion homogénea del tipo:

[1] (X, X ..., X)) =k}, X7 con p; e {-1,1},

donde £ es la constante de proporcionalidad.

Usando este enfoque presentamos una forma de definir y clasificar los
problemas de valor perdido y de comparacion en situaciones de proporcionalidad
compuesta.

La definicion anterior incluye como casos particulares las representaciones
funcionales clasicas de la proporcionalidad simple: directa si p=1 e inversa si
=—1. Ademas, la definicion de proporcionalidad compuesta dada en este trabajo
esta orientada al tratamiento de los problemas de valor perdido: Dada una tupla de
valores conocidos para todas las variables (a,,..., a,, a) y otra tupla (b,,..., b,, x)
donde x, valor de la variable dependiente, es desconocido y (b, ..., b,), valores de las
variables independientes, son conocidos, se trata de calcular el valor numérico x.

Asi, fijado el nimero de magnitudes, esta caracterizacion permite clasificar
los problemas de valor perdido atendiendo a la relacion entre cada una de las
variables independientes y la dependiente. Dicha informacién se puede codificar
en un par (a, b) siendo a el nimero de variables independientes con relacion
directa con la variable dependiente, esto es, el nimero de p.= 1 en la expresion
[1]; y b el nimero de variables independientes con relacion inversa con la variable
dependiente, esto es, el nimero de p,= -1 en la expresion [1].

Cuando se hace referencia a esta clasificacion en los libros de texto
estudiados a menudo se hace explicita la relacion existente. De esta forma un
problema de proporcionalidad compuesta con tres magnitudes de tipo (1,1) suele
identificarse como un problema de “Directa — Inversa”? o esquematicamente tipo
“D-I” (Uriondo, 2007).

En la Tabla I se presenta toda la tipologia de situaciones segun el criterio
anterior para las situaciones que involucran 2, 3 y 4 magnitudes.

2 Otros textos consultados (Pancorbo, 2008) utilizan una terminologia diferente, se habla de
proporcionalidad “compuesta directa” para el tipo (2,0), “compuesta inversa” para el tipo (0,2) y
“compuesta mixta” para el tipo (1,1).

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [[(co) AN



102 S. MARTINEZ, J. M. MUNOZ, A. M. OLLER, T. ORTEGA

TABLA 1
Clasificacion funcional de problemas de valor perdido en proporcionalidad
compuesta de hasta cuatro magnitudes

. . Relacion
Proporcionalidad funcional
n=1 (1,0) Directa X=k-X;
Dos 1
magnitudes 0.,1) Inversa X=k- X,
(2,0) Directa-Directa X=k-Xi- X,
n=2 . X
. X=k- 2L
Tres (LD Directa-Inversa X,
magnitudes )
- X=k-
0,2) Inversa-Inversa X, X
(3,0) D-D-D X:k/\/]XzX3
XX
2,1 D-D-I X=f L2
X;
n=3
Cuatro 12 DL Y=f. X
magnitudes ’ X, X,
X=k !
0.3) 1-1-1 XX,

Las principales diferencias entre los problemas de valor perdido y los
de comparacién son la invariabilidad de la constante de proporcionalidad y la
existencia de una variable diferenciada, la variable dependiente.

A diferencia de lo que ocurre en los problemas de valor perdido, en los
problemas de comparacion el cociente

X

CXoyooes X X) = 2
i=1 A

no es constante. Se trata de comparar su valor para dos tuplas diferentes de valores
de todas las variables (de forma cuantitativa en los problemas de comparacion
numérica o de forma cualitativa si no se explicitan los valores de las magnitudes
en los problemas de comparacion y prediccion cualitativa).
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Un problema de comparacion numérica es aquel en el que se dan dos tuplas
completas de valores (ay,...,a,,a) y (by,...,b,,b) para las magnitudes y hay
que comparar el valor que toma C en cada caso.

Al no tener X una posicion privilegiada y ser equivalentes las situaciones
para los cocientes C'y C, la tipologia de problemas se reduce. En la Tabla II, se
presenta la clasificacion de los problemas de comparacion en proporcionalidad
compuesta hasta cuatro magnitudes atendiendo a la relacion funcional entre las
magnitudes. Denominaremos las variables como (X}, ..., X,,.;). En la columna
“Da lugar a valor perdido”, presentamos los tipos de problemas de valor perdido
a los que da lugar la estructura C(Xj,...,X,.;) dependiendo de cual sea la
variable dependiente.

TABLA 1I
Clasificacion funcional de problemas de comparacion en proporcionalidad
compuesta de hasta cuatro magnitudes

Da lugar a valor perdido
X .
n=1 Y. (1,0) Directa
. 2
Dos magnitudes
XX (0,1) Inversa
X (2,0) Directa-Directa / (1,1)
n=2 X, X5 Directa-Inversa
Tres magnitudes
XXX (0,2) Inversa-Inversa
A4 3,0) D-D-D/(1,2) D-I-I
)(Z‘XE"X4 (s) - (s) =
n=3
Cuatro XX
magnitudes XX, (2,1) D-D-I
XX Xso Xy 0,3) I-I-I

2.2. Clasificacion de las magnitudes involucradas en problemas aritméticos

Los problemas de proporcionalidad compuesta son PAVOC en los que las
operaciones a realizar son de naturaleza multiplicativa y en ellos se conjugan
todos los elementos de la aritmética elemental: nimeros naturales y racionales,
las magnitudes, las operaciones e interrelaciones entre estos objetos, asi como su
significado (Gairin y Oller, 2011).
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Diversos estudios (Lamon, 1993; Puig y Cerdan, 1988; Vergnaud, 1983)
sefialan que la dificultad en los problemas multiplicativos no puede solo explicarse
a partir de su estructura semantica, sino que es necesario tener en cuenta el tipo
de magnitud involucrada y el tipo de nimero.

En Gonzalez y Gémez (2011), se plantean diferentes clasificaciones de las
magnitudes involucradas en problemas aritméticos segun distintos criterios, a saber:

— Distincién entre magnitudes extensivas (es decir, aquellas que son
aditivas, como el peso, la cardinalidad o la superficie) e intensivas (que
son razones y no son aditivas, como la velocidad, el precio unitario, la
densidad o la temperatura).

— Distincion entre magnitudes continuas (como la longitud) y discretas
(como el valor monetario).

— Distincion entre magnitudes fundamentales (como la longitud) y
derivadas (como la superficie).

— Distincion entre magnitudes escalares (como la masa) y vectoriales
(como la fuerza).

Existen investigaciones sobre el aprendizaje de la proporcionalidad simple
que hacen referencia al papel de las magnitudes analizando las dificultades de los
estudiantes al resolver problemas en funcion de que las magnitudes involucradas sean
continuas, discretas, extensivas o intensivas. No existe un consenso claro entre
los investigadores sobre el papel de las magnitudes continuas y discretas a
este respecto ya que si bien algunos estudios apuntan a que los estudiantes mas
jovenes emplean las magnitudes discretas con mayor éxito en contextos de
proporcionalidad (Ferndndez y Llinares, 2011; Tournaire & Pulos, 1985), otros
estudios sefialan resultados en sentido contrario (Boyer, Levine, & Huttenlocher,
2008; Spinillo & Bryan, 1999). Por otro lado, Vergnaud (1983) y Schwartz (1988)
seflalan que la presencia de magnitudes intensivas es un factor importante en
las situaciones de proporcionalidad aritmética. Asi, Nunes, Despli y Bell (2003)
reportan que los escolares de 7 y 8 afios tienen mayores dificultades al resolver
problemas de proporcionalidad simple de comparacion cualitativa cuando las
magnitudes involucradas son intensivas frente a las extensivas. Ademads, sefialan
que otro factor que también influye es la relacion (directa o inversa) que se
establece en los problemas.

2.3. Estudio de libros de texto
Para Gomez (2011):

Observar el proceso de aprendizaje de la humanidad requiere dirigir la
atencion a la historia de las ideas matematicas, a través del unico registro
disponible de las mismas. Esto es, a través de textos y manuales escolares y
mediante un analisis de los mismos. (p.50)
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Esta necesidad de analizar los textos y manuales escolares se refleja en los
multiples estudios realizados sobre el tema y en la preocupacion por el desarrollo
de herramientas metodoldgicas que permitan llevar a cabo dichos analisis
(Gonzalez y Sierra, 2004; Ruiz de Gauna, Davila, Etxeberria y Sarasua, 2013).
Occelli y Valeiras (2013) realizan una revision y clasificacion de trabajos de este
tipo publicados en importantes revistas nacionales e internacionales relacionadas
con la didactica de las ciencias.

El tratamiento de la proporcionalidad en libros de texto ha sido abordado por
autores de distintos paises bajo diversos enfoques. Guacaneme (2002) analiza en
profundidad el discurso de cinco textos escolares colombianos de séptimo grado
(12-13 afios) respecto a los conceptos de razon, proporcion y magnitudes directa
e inversamente proporcionales, sefialando distintas deficiencias en su tratamiento
como que la proporcionalidad compuesta es presentada sin definicién y
no se relaciona con los demas contenidos. Pino y Blanco (2008) realizan un
interesante estudio comparativo sobre los problemas de proporcionalidad
contenidos en ocho textos de Chile y Espafia para estudiantes de 12-13
afios concluyendo que la mayoria de los problemas eran “de traduccion simple”
y “ejercicios de reconocimiento y algoritmicos” (Blanco, 1993) de manera
que las tareas matematicas que debian realizar los alumnos consistian inicamente en
aplicar procedimientos o algoritmos conocidos. Lundberg (2011) clasifica distintas
técnicas para la resolucion de problemas de proporcionalidad simple directa e
inversa que ofrecen cinco libros de texto suecos para estudiantes de 16-17 afios
donde se pondera la gran variedad de técnicas encontradas (de naturaleza
aritmética, funcional, geométrica,...) pero también se sefiala que éstas no se
relacionan entre si y que no se presentan justificaciones sobre ninguna de ellas.
Finalmente, Martinez, Mufioz y Oller (2014) estudian las distintas estrategias
de resolucion de problemas de proporcionalidad compuesta que aparecen en
cuatro libros de texto espafioles de 2° de ESO concluyendo que existia una cierta
heterogeneidad y se revelaba una tendencia por parte de los textos a priorizar el
empleo de aquellas que son de naturaleza mas algoritmica o automatica.

3. OBIJETIVOS Y METODO

Como se ha indicado en la introduccion, el objetivo principal de la presente
investigacion consiste en analizar los problemas de proporcionalidad compuesta
y los tipos de magnitudes que en ellos aparecen en libros de texto espafioles. Con
el fin de profundizar en este analisis, a continuacion enunciamos los siguientes
objetivos especificos:
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1. Clasificar los problemas de proporcionalidad compuesta segun
diferentes criterios, analizar su estructura y determinar la frecuencia
con la que aparecen dichas estructuras;

2. Localizar el lugar de aparicidon de los problemas en las unidades
didacticas en funcion de su tipo;

3. Determinarlas magnitudestratadasenlos problemas de proporcionalidad
compuesta y clasificarlas segtin diferentes criterios;

4. Estudiar la relacion entre la clasificacion de las estructuras y los tipos
de magnitud que aparecen en ellas.

Para alcanzar estos objetivos, realizamos un estudio centrado en el
conocimiento didactico de analisis de actividades (Occelli y Valeiras, 2013)
mediante un analisis de libros de texto. Para Van Dormolen (1986), el analisis
de texto puede hacerse a priori o a posteriori segtn si el estudio se produce para
evaluar el texto como herramienta didactica sin tener en cuenta la instruccion
llevada a cabo con €l (a priori) o para comparar su propuesta curricular con los
resultados de aprendizaje obtenidos (a posteriori). Ademas, Gomez (2011)
plantea que el analisis puede realizarse siguiendo dos lineas diferentes:
textual, para analizar un contenido matematico en su dimensién curricular
y metodologica; epistemoldgica, para conocer como se han concebido las
matematicas escolares en diferentes momentos de la historia.

El anélisis de contenido es (Bardin, 1986) un conjunto de instrumentos
metodologicos aplicados a discursos. Para Lopez (2002), el analisis de contenido:

Se sittia en el ambito de la investigacion descriptiva y pretende, sobre
todo, descubrir los componentes basicos de un fendémeno determinado
extrayéndolos de un contenido dado a través de un proceso que se caracteriza
por el intento de rigor de medicion (p. 174)

Para Krippendorff (1990) el analisis de contenido, como técnica de
investigacion, debe “formular inferencias reproducibles y validas que puedan
aplicarse a su contexto” (p. 28).

Zapico (2006) senala que las principales caracteristicas del analisis de
contenido son, su corte deductivo, la sistematizacion y la combinacion de métodos
cualitativos y cuantitativos. Sus propiedades hacen que el analisis de contenido
sea uno de los métodos de investigacion en textos escolares mas empleados.

Castiello (2002) estructura el analisis de contenido en las siguientes etapas:

1. Localizar y seleccionar las partes de las unidades de muestreo que
presenten datos sobre el fendémeno a estudiar;

2. Aislar los datos y convertirlos en las unidades de registro;
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3. Establecer un sistema de categorias de registro y de codificacion que
permita clasificar los datos brutos en las categorias y describir las
caracteristicas relevantes del contenido;

4. Codificar el conjunto de textos seleccionados aplicando técnicas para
la seleccion y codificacion de datos;

5. Interpretar los datos obtenidos, asignando sentido y significacion al
analisis, explicando los posibles modelos descriptivos detectados y
desarrollando una construccion teodrica de relaciones entre los datos
y su contexto.

Esta secuenciacion favorece la reproducibilidad del estudio, mientras que la
validez y fiabilidad internas se mejoran con la presencia de tres investigadores que
actuan sobre los mismos registros observacionales (Goetz y Lecompte, 1988).

Por tanto, para la realizacion de nuestro estudio juzgamos conveniente
realizar un analisis textual y a priori de textos escolares dentro del paradigma
metodoldgico del analisis del contenido segtin los pasos anteriores.

En el curriculo oficial de minimos del Ministerio de Educacion y Ciencia
para la etapa de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO, de 12 a 16 afios), se
hace referencia explicita a la proporcionalidad en los cursos 1°, 2° y 4° (Opciéon
A). Sin embargo, y puesto que la Opcion A (terminal) para 4° de la ESO no se
imparte a todos los estudiantes y ya que los libros de texto de 1° de ESO no tratan
la proporcionalidad compuesta, centramos nuestro estudio en el tratamiento de los
problemas de proporcionalidad compuesta en los libros de texto de 2° de ESO.

Para la seleccion de los textos que forman la muestra se recurrié a los fondos
bibliograficos de la Facultad de Educacion y del Departamento de Matematicas de
la Universidad de Zaragoza y del IES Leonardo de Chabacier de Calatayud. Para
seleccionar la muestra el criterio seguido fue la presencia de la proporcionalidad
compuesta dentro de las unidades dedicadas a la proporcionalidad aritmética. De
esta manera, la muestra resultante quedo constituida por 12 libros de texto de 2°
ESO de diferentes editoriales (ver Apéndice). Todos ellos son textos relativamente
recientes y pertenecientes a editoriales de prestigio y ampliamente implantadas en
el territorio espafiol.

A continuacion, se presentan las diferentes categorias de analisis establecidas
para el estudio:
— Tipo de problema segtin su contexto (Diaz y Poblete, 2001).

Real Fantasista

Realista Puramente matematico
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— Tipo de problema segtn la clasificacion de Cramer y Post (1993).

VP: Problema de valor perdido.
CN: Problema de comparacion numérica.
CC: Problema de comparacion y prediccion cualitativa.

— Tipo de problema segun su estructura funcional conforme a la tipologia
presentada en las tablas [ y II. Como veremos, apenas aparecen en el
estudio problemas CC y CN. Ademas, los problemas VP de mas de tres
magnitudes son anecdoticos, por lo que prestaremos especial atencion
a los problemas VP con tres magnitudes. La clasificacién segtin su
estructura funcional de acuerdo a la Tabla I es:

T1: Problema tipo (2,0) con estructura X=k - X;- X;.

T2: Problema tipo (1,1) con estructura X=k- ))é
2

1
XX,

T3: Problema tipo (0,2) con estructura X=+k-

— Tipo de problema dependiendo de su posicion y papel dentro de la
unidad didactica en la que se localiza:

PI: Problemas introductorios.

PR: Problemas completamente resueltos en el libro de texto.

PD: Problema propuesto dentro de la unidad apoyando las
explicaciones de un epigrafe concreto.

PF: Problema propuesto en listados de ejercicios al final de launidad.

— Tipo de magnitud (Gonzalez y Gémez, 2011).

E: Magnitud extensiva. C: Magnitud continua.
I:  Magnitud intensiva. D: Magnitud discreta.

De esta forma cada magnitud quedara clasificada en uno de los cuatro tipos
siguientes: E-C, E-D, I-C o [-D.
4. RESULTADOS

Entre los 12 libros de texto analizados se han contabilizado un total de 167
problemas en los que se presentan situaciones de proporcionalidad compuesta. Es
decir, una aparicion media de 13,9 problemas de proporcionalidad compuesta por
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libro estudiado. El menor niimero de problemas en un texto es de 6, mientras que la
cantidad maxima detectada es 30. Pese a esa diferencia, el nuimero de problemas
tratados en la mayoria de los libros es bastante uniforme, como observamos en
el Grafico 1. Tan solo un libro (Garcia, Pérez y Uriondo, 1996) se aleja de forma
clara de la media por contener 30 problemas de proporcionalidad compuesta.

5 10 15 20 25 30

Griaficol. Histograma de la variable “ntimero de problemas”

Al margen de lo anterior, se han observado escasas diferencias entre
los textos més antiguos y los mas recientes, por lo que presentaremos los
resultados conjuntamente. No obstante, en los resultados referidos al objetivo 1,
seflalaremos algunas particularidades detectadas especialmente en los textos de
Garcia y otros (1996) y de Bujanda y Mansilla (2000).

A continuacion, se presentan los resultados del analisis de contenido segun
las categorias de analisis y objetivos presentados en la seccion anterior.

4.1. Resultados referidos al objetivo 1

Teniendo en cuenta el contexto, aparecen 154 problemas de contexto realistay 13
puramente matematicos (sin contexto) y ninguno de contexto real o de contexto
fantasista. En la Figura 1 se ejemplifica la distincidon entre problemas realistas y
puramente matematicos estudiados. De los problemas puramente matematicos,
10 aparecen en Garcia y otros (1996), el dato atipico comentado anteriormente.
Esto explica el elevado nimero de problemas que aparecen en este texto. Si solo
considerasemos los problemas de contexto realista, este libro contendria un
numero de problemas mucho mas cercano a la media.
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7.  Un escursionista esta haciendo un recorrido de 300 km.
Durante los 4 primeros dias ha cubierto un total de 120
km andando 6 horas diarias. {En cuantos dias finalizara el
recorrido si ha decidido rebajar en 1 hora el tiempo que va
andar cada dia?

8. Sabiendo que C es directamente proporcional a 4 y a B,
calcula el valor de x por el método de reduccion a la unidad
o utilizando la proporcionalidad:

a) A— B— C b) A— B— C
4 —10—20 3—8—15
5 —x —30 x —16—40

Figura 1. Un problema realista frente a un problema puramente matematico
(Garcia et al., 1996, p. 192)

Centrandonos en la tipologia de problemas de proporcionalidad, aparecen
165 problemas VP, mientras que solo aparecen 2 problemas CN, y ningin
problema CC.

Los dos tinicos problema CN se encuentran en el mismo texto (Bujanda y

Mansilla, 2000). En uno de los problemas aparecen 3 magnitudes y tiene una

Xi

XX’
una estructura tipo

estructura tipo mientras que en el otro aparecen 5 magnitudes y tiene

Respecto a los problemas VP, en 156 de ellos se trabajan 3 magnitudes,
mientras que en los 9 problemas restantes se trabajan 4 magnitudes. En la
Tabla III exponemos los tipos de problemas VP con 4 magnitudes. Estos
problemas se encuentran en solo 4 de los 12 textos estudiados, estando
concentrados mayoritariamente en el texto de Bujanda y Mansilla (2000) que
recoge 5 de los 9 problemas detectados.

TABLA 11T
Numero de problemas de valor perdido con 4 magnitudes analizados segun su estructura

Tipo (3,0) 2,1) (1,2) (0.3)
N?de problemas 4 2 3 0
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Los problemas VP con 3 magnitudes suponen el 93 % de los problemas
estudiados. Ademas, todos los libros analizados presentan este tipo de problemas.
Sin embargo, su presencia es desigual si tenemos en cuenta la distincidén en
problemas de tipos T1, T2 y T3, como observamos en el Grafico 2:

— Todos los libros trabajan problemas de tipo T1;
— Hay dos textos que no presentan problemas de tipo T2;

— En la tercera parte de los textos no hallamos problemas de tipo T3.

Presencia de los diferentes tipos de
problemas en los textos estudiados

12 -

10 -

N° de
textos

[} \S] EN [*)} e}
I

T1 T2 T3

Grafico 2. Numero de textos analizados en los que se trabaja cada tipo de problema

Esta mayor presencia de los tipos T1 y T2, se pone también de manifiesto al
estudiar el nimero de problemas de cada tipo encontrados en el analisis. Como
observamos en el Grafico 3:

— Hay 77 problemas de tipo T1. Esto supone el 49% de los problemas VP
con 3 magnitudes;

— Aparecen 58 problemas de tipo T2 (el 37%);

— Los problemas de tipo T3 son los menos trabajados, con un total de 21
problemas (tan solo el 14%).

De esta manera, si tenemos en cuenta el nimero de libros en los que se

trabaja cada estructura, encontramos una media de 6,4 problemas de tipo T1, 5,8
problemas de tipo T2 y 2,6 problemas de tipo T3.
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Problemas VP de 3 magnitudes

Tipo 3,
21

Tipo 2,
58

Tipo 1,
77

Grafico 3. Frecuencia de los distintos tipos de problemas VP con 3 magnitudes

4.2. Resultados referidos al objetivo 2

En la siguiente tabla de contingencia se presentan los resultados del estudio
conjunto de la categoria de andlisis “Tipo de problema segun su estructura”
(VP con 3 magnitudes) y “Tipo de problema segtin su lugar de aparicion en el texto™:

TABLA 1V
Frecuencias de cada tipo de problema en funcioén de su aparicion en el texto.

PR PD PF

Tl 11 35 29
72 9 25 24
73 2 10 9
Total 22 70 62

En ningun libro de texto aparecen problemas PI por lo que no los hemos
introducido en la tabla anterior.

En cuanto a los problemas resueltos (PR), los 11 de tipo T1 se reparten entre
10 de los textos analizados, los 9 problemas resueltos T2 se reparten entre 8 libros
de texto y los 2 problemas resueltos T3 pertenecen a dos libros de texto diferentes.

De los problemas que se presentan dentro del epigrafe de la proporcionalidad
compuesta (PD), los 35 problemas T1 se reparten entre 11 de los textos analizados,
los 25 problemas T2 entre 9 de los textos y los 10 problemas T3 pertenecen a
8 libros diferentes.

De los problemas finales (PF), los 29 problemas T1 se reparten entre 10 de
los textos analizados, los 24 problemas T2 entre otros 9 de los textos y los 9
problemas T3 se concentran en 5 textos.
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Todos los problemas de valor perdido con mas de tres magnitudes y los de
comparacion son problemas PF.

4.3. Resultados referidos al objetivo 3

Como se observa en el Grafico 4, de las 468 cantidades de magnitud que se
han analizado en los problemas de proporcionalidad compuesta, la mayoria (un
88% aproximadamente) pertenecen a magnitudes extensivas, mientras que la
incorporacion de cantidades de magnitud intensivas tiene un peso mucho menor
(12% aproximadamente).

Tipo de Magnitud

Intensiva
58

Extensiva
410

Grafico 4. Frecuencias absolutas de las cantidades de magnitud
extensivas e intensivas encontradas

Las magnitudes extensivas tratadas en los problemas, presentadas de mayor
a menor frecuencia, son las siguientes: cardinalidad (154), tiempo (128), longitud
(47), valor economico (36), masa (24), capacidad (12), superficie (7), energia (2).
Como se observa en el Grafico 5 las cantidades referentes a la cardinalidad y al
tiempo suponen aproximadamente los dos tercios de las cantidades de magnitud
extensiva analizadas. Las magnitudes fisicas, salvo el tiempo y la longitud, tienen
una presencia testimonial.

Energia. 2 Magnitudes Extensivas

Superficie. 7

Capacidad. 12

Masa. 24 Cardinalidad.

154

V. monetario.
36

Tiempo. 128

Longitud. 47

Grafico 5. Numero de cantidades de cada magnitud extensiva
observadas ordenadas por frecuencia

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [[(co) AN



114 S. MARTINEZ, J. M. MUNOZ, A. M. OLLER, T. ORTEGA

En cuanto a las magnitudes intensivas, se observa claramente que aquellas
expresadas como “horas/dia” aparecen de manera mayoritaria. De hecho
suponen el 78% de todas las cantidades de magnitud intensivas. Si comparamos
esta presencia con la de las cantidades de magnitud extensivas anteriores,
comprobamos que solamente existen 3 magnitudes extensivas con una presencia
mayor: la cardinalidad, el tiempo y la longitud. Sin embargo, otras magnitudes
intensivas conocidas y trabajadas en otros ambitos, como la velocidad, tienen una
aparicion anecdoética. La velocidad de desplazamiento (longitud por unidad de
tiempo) aparece una unica vez, y otro tipo de velocidades tienen una frecuencia
similar. En concreto, aparece en dos ocasiones la velocidad de lectura (nimero de
hojas leidas por unidad de tiempo) y el caudal de un grifo (volumen de liquido
emanado por unidad de tiempo).

La presencia de las magnitudes discretas y continuas esta muy repartida,
siendo algo menor (aproximadamente un 40%) la de las magnitudes discretas
(esencialmente cardinalidad y valor monetario® ya que el resto de magnitudes
extensivas son continuas y entre las intensivas casi no aparecen).

4.4. Resultados referidos al objetivo 4

Al analizar la presencia de magnitudes extensivas en los diferentes tipos de
problemas seglin su estructura, encontramos que en todos los problemas analizados
se trabaja alguna magnitud extensiva. Es decir, no hay problemas de ninguno de
los tipos en los que las tres magnitudes que aparecen sean intensivas.

Esta situacion no se mantiene al analizar la presencia de magnitudes intensivas.
El comportamiento no es homogéneo entre los tres tipos de problemas (ver
Grafico 6):

— En 13 de los 75 problemas de tipo T1 (un 19%) se trata alguna magnitud
intensiva;

— En 14 de los 58 problemas de tipo T2 (un 25%) se trata alguna magnitud
intensiva;

— Entodos los problemas de tipo T3 aparece alguna magnitud intensiva.

3 Consideramos el valor monetario como una magnitud discreta siguiendo la opinion de Gonzélez

y Gomez (2011, p. 357) que lo presentan el valor monetario como ejemplo paradigmatico de
magnitud discreta.
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Presencia de magnitudes intensivas

100%

75%

50%

25%

0% -
T1 T2 T3

Grafico 6. Porcentaje de problemas, segun su tipo, en los que
aparecen magnitudes intensivas

A pesar a la escasa presencia de las magnitudes intensivas en los textos
analizados, llama la atencidon que todos los problemas de tipo T3 involucren al
menos una magnitud de esta naturaleza, mientras que en mas del 75% de los
problemas de las otras tipologias se da una ausencia total de magnitudes intensivas.

5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Presentamos a continuacién las principales conclusiones que resultan del
analisis realizado. Se presentan en forma discursiva relacionando éstas con los
resultados previos, siguiendo el orden de los objetivos de la investigacion, y
asociando implicaciones para la docencia.

Respecto a la tipologia de los problemas, tras el analisis realizado,
concluimos que el tratamiento dado por todos los textos analizados a los
problemas de proporcionalidad compuesta es muy uniforme en cuanto al
contexto, la estructura de problemas y el nimero de magnitudes involucradas. Se
trata en su gran mayoria de problemas rutinarios, con contextos realistas, de valor
perdido e involucran tres magnitudes. La aparicion de otro tipo de problemas es
anecdotica y marginal. Estos resultados coinciden en parte con los obtenidos para
proporcionalidad aritmética en 1° de ESO por Pino y Blanco (2008). También
estos resultados son coincidentes con los obtenidos por Conejo y Ortega (2013)
para otros contenidos matematicos (geometria y estadistica) en otros niveles (3°
y 4° de ESO) cuando sefialan que la mayoria de problemas analizados durante su
estudio eran aplicacion inmediata de contenidos no implicitos en el enunciado y
cuyos objetivos didacticos son mayoritariamente aprender las técnicas estandar
en dominios particulares.
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En nuestra investigacion se descubre que la instruccion asociada a los
enunciados propuestos en los textos analizados requiere que se centre en
las técnicas que resuelven este tipo de problemas mas que en los conceptos
que involucran ya que no encontramos problemas no rutinarios u otro tipo de
problemas, como los de comparacion cualitativa, que pongan el énfasis en la
comprension del fenémeno de la proporcionalidad compuesta. En este punto, nos
hacemos eco de la investigacion de Fernandez (2009) y, como ¢l, proponemos la
inclusion de problemas de comparacion cualitativa en el curriculo ya que
la resolucion de estos problemas requiere de los estudiantes la comprension
del fenomeno de la proporcionalidad en contraste con los problemas de valor
perdido y de comparacion cuantitativa en los que se prima el uso de habilidades
memoristicas o mecanizadas para su resolucion.

Si nos centramos en la estructura de los problemas de valor perdido con tres
magnitudes, se ha encontrado que el tipo T3 recibe menor atencion por parte de
los autores en la elaboracion de problemas, tanto por el nimero de textos en los
que se trata, como por la frecuencia de problemas de tipo T3 que encontramos en
los textos en los que se trabaja. Por tanto, parece haber una preferencia por la
estructura cociente (de una magnitud entre el producto de otras dos), de la que
derivan los tipos T1 y T2, que por la estructura producto de tres magnitudes, de la
que deriva el tipo T3. Para plantear un problema VP con 3 magnitudes basta elegir
una situacion de proporcionalidad con una de las dos estructuras anteriores, dar
valores para tres de las magnitudes y posteriormente dar valores para dos de ellas
y pedir que se averigiie el tercero (ver Figura2). Como consecuencia, se ha encontrado
una mayor preferencia por las relaciones de proporcionalidad directa entre
pares de magnitudes frente a las relaciones de proporcionalidad inversa.

30 vvY En un taller de confeccion, con 6 maquinas
tejedoras, se han fabricado 600 chaquetas en 10 dias.

a) (Cuantas prendas se fabricarian con 5 maquinas
en 15 dias?

b) (Cuantas maquinas habria que poner en produc-
cion para fabricar 750 prendas en 15 dias?

c) Sise trabajara solamente con 5 maquinas, ;cuan-
tos dias se tardaria en fabricar 750 prendas?

Figura 2. Un problema de tipo T1 y dos de tipo T2 a partir de una
misma estructura cociente (Colera y Gaztelu, 2012).
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Este hecho estd en clara relacion con las dificultades para dotar de significado
al producto de magnitudes. Segin Freudenthal (1973), los procesos matematicos
que dotan de significado al producto de dos magnitudes son complicados y, por
tanto, la dificultad es mayor aiin mayor cuando se trata de dotar de significado
al producto de 3 o 4 magnitudes. Como se refleja en la Tabla 111, no aparecen
problemas del tipo (0,3), pero si los tipos (3,0), (2,1) y (1,2) en los que hay
relaciones de proporcionalidad directa y se ha detectado una preferencia por esta
proporcionalidad en detrimento de la inversa. Parece que los autores de los textos
de alguna forma intuyeron estas dificultades sefialadas por Freudenthal y optaron
por proponer menos problemas de este tipo. De hecho, el nimero de problemas
con cuatro magnitudes que se ha encontrado es muy pequeiio. Para que el alumno
pueda dotar de significado a estos productos de magnitudes, seria necesario que
realizara un trabajo discusivo con magnitudes, trabajo que no se detecta en
ninguno de los textos.

En el analisis se ha encontrado una escasa presencia de problemas
resueltos de tipo T3, aun teniendo en cuenta el ya menor tratamiento de este
tipo de problemas. Aunque, hay 8 textos en los que aparecen problemas de tipo
T3, so6lo dos incluyen un problema resuelto de tipo T3 y otros cinco textos los
incluyen en los problemas finales del tema. En consecuencia, hay 6 textos en
los que se plantean problemas de tipo T3 a resolver por los alumnos sin haber
ejemplificado como resolver estos problemas previamente. Este fendmeno se
da en mucha menor medida en los problemas de tipos T1 y T2, donde solo 2
textos proponen este tipo de problemas sin ejemplificacion previa. También es
destacable que no haya problemas introductorios de proporcionalidad compuesta
al principio de la unidad didactica de proporcionalidad en los textos estudiados
y que puedan ser resueltos por los estudiantes antes de introducir los contenidos.
Esta ausencia quiza sea achacable a que en aquellos textos en que presentan este
tipo de problemas, éstos problemas se presentan al principio de la unidad y la
proporcionalidad compuesta no es el tinico contenido que se trata en dicha unidad
(también suele englobar proporcionalidad simple directa e inversa, interés simple,
porcentajes, etc.). Conejo y Ortega (2013) senalan la importancia de este tipo
de problemas ya que “proporcionan una motivacion a los alumnos para estudiar
ciertos contenidos y acerca las matematicas escolares a lo que realmente son,
una herramienta para resolver problemas” (p. 34). Estas observaciones implican
la conveniencia de incluir en la docencia, justamente por su mayor dificultad,
problemas resueltos del tipo T3 y dar mayor importancia a los problemas
de proporcionalidad inversa.

Se ha descubierto la escasa variedad de magnitudes tratadas en los textos.
Las extensivas se centran en la cardinalidad y el tiempo. También se tratan el valor

Relime, Vol. 20 (1), Marzo de 2017  [[(co) AN



118 S. MARTINEZ, J. M. MUNOZ, A. M. OLLER, T. ORTEGA

monetario y la longitud, pero en mucha menor medida. La escasa variedad de
las magnitudes intensivas es todavia mas acusada, y la gran mayoria de cantidades
de estas magnitudes detectadas viene expresada en “horas/dias”. En general, y
salvo las mencionadas tiempo y longitud, se trabajan muy poco las magnitudes
fisicas (masa, capacidad, area, energia, velocidad, densidad...). Una mayor
presencia de estas magnitudes fisicas seria adecuada para comprobar que
la proporcionalidad compuesta es un conjunto de contenidos que permiten la
resolucion de problemas matematicos relacionados con otras areas curriculares y,
muy especialmente, con situaciones de contextualizadas (Diaz y Poblete, 2001).

Por otro lado, la poca variedad de magnitudes presentes en los contextos de
los problemas puede llevar consigo un impedimento para la aparicion de algunas
estrategias informales que podrian poner en juego los alumnos cuando se enfrentan
a ellos. Como hemos apuntado en la seccion 2.2, algunos autores sefialan la
influencia de los tipos de magnitud presentes en el enunciado sobre las
dificultades encontradas por los alumnos al resolver problemas. Asi, Lamon
(1993) distingue como categorias semanticas distintas a aquellos problemas de
proporcionalidad simple directa en los que aparecen cantidades de magnitud
bien compactadas (well chunked); esto es, aquellas cuyo cociente genera una nueva
cantidad de magnitud que es intensiva y es bien conocida por los estudiantes (por
ejemplo: longitud y tiempo, cuyo cociente genera la magnitud velocidad), frente
a los problemas en los que las cantidades de magnitud presentes no lo cumplen
(associated sets) (por ejemplo: pizzas y nifios, generarian la magnitud “pizza
por nifio””). En consecuencia, es importante abundar en la presencia de unas y
otras magnitudes, y ello implica el tratamiento multiplicativo de las magnitudes
acompafiando a las multiplicaciones de las cantidades.

En los textos analizados, se ha detectado una clara preferencia por la
inclusion de magnitudes extensivas. Aproximadamente, aparecen siete magnitudes
extensivas por cada una intensiva. Sin embargo, en el analisis conjunto entre el
tipo de magnitud y el tipo de problema hemos puesto de manifiesto que en todos
los problemas de tipo T3, al menos, aparece una magnitud intensiva (generalmente
expresada en “horas/dia”). Este fendmeno es justo el contrario del acaecido en
los tipos T1 y T2, en los que el porcentaje de aparicion de magnitudes intensivas es
muy bajo. Estos hechos parecen estar intimamente ligados a las dificultades para
dar significado al producto de tres magnitudes y con la abundante aparicion de
cantidades de magnitud expresadas en “horas/dia” dentro de las magnitudes
intensivas. En efecto, la inclusion de este tipo de cantidades aporta un método que
permite construir de forma sencilla un problema de proporcionalidad compuesta
de tres magnitudes a partir de un problema de proporcionalidad simple en el
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que una de las magnitudes involucradas sea el tiempo (y también con otro tipo
de magnitudes). El proceso consiste en descomponer la magnitud tiempo en el
producto de dos magnitudes, una en la que se exprese el tiempo en dias y otra en
la que se exprese en “horas/dia” de forma que el producto produzca una cantidad
de magnitud expresada en horas. Asi, el problema T3 de la Figura 3 se obtendria
a partir de un enunciado de proporcionalidad inversa de tipo (0,1) como:
“Cinco trabajadores han tardado 80 horas para embaldosar una plaza. ;Cudnto
hubieran tardado 6 trabajadores?” descomponiendo la cantidad de 80 horas
en el producto de § dias y 10 horas/dia.

_ACTIVIDADES

33. Cinco trabajadores
han tardado 8 dias traba-
jando 10 horas diarias
para embaldosar una pla-
za. ;Cuanto hubieran tar-
dado 6 trabajadores tra-
bajando 8 horas diarias?

Figura 3. Un problema T3 (Pancorbo, 2008, p. 133)

Consideramos como Nunes y otros (2003) que en la docencia de las
magnitudes deben abundar los casos de magnitudes intensivas y extensivas, pero
el hecho de que en los textos el nimero de las primeras es muy inferior a las
segundas, es muy importante que los docentes puedan disponer de un método
para crear enunciados de problemas del tipo T3. Por otra parte, las dificultades
que tienen los profesores para construir enunciados de problemas (Ortega et al.,
2011) enfatizan la importancia de disponer de un método como el que aqui se ha
descrito para tal fin.
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La Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa (Relime)
es la publicacion oficial de investigacion del Comité Latinoamericano de
Matematica Educativa (Clame AC). Se edita tres veces por aflo. Acepta articulos en
espaifiol, portugués, inglés y francés. Esta dirigida a investigadores en Matematica
Educativa, a profesores de matematicas y ciencias, y estudiantes de licenciatura y
posgrado interesados en conocer los resultados recientes de las investigaciones
y en profundizar en el conocimiento de un tema en particular.

Objetivos:

1. Relime pretende ser un foro abierto a las diversas escuelas del
pensamiento (paradigmas, teorias, metodologias, métodos, enfoques)
ennuestra disciplina, la Matematica Educativa, sin definir perspectivas
unicas y con un profundo respeto a las tradiciones educativas y
los contextos de los diversos sistemas educativos de nuestra region.

2. Dar a conocer resultados de investigacion original en Matematica
Educativa que se realizan en América Latina y el Caribe y en el resto
del mundo.

3. Contribuir al proceso de profesionalizacion de la Matematica
Educativa en nuestra region.

4. Fomentar una cultura de divulgacion e investigacion entre los
distintos grupos de investigacion en nuestra region.

5. Propiciar el debate y la reflexion profunda sobre problemas de
investigacion que fortalezca la disciplina en nuestra area geografica.

6. Fortalecer la calidad de la investigacion en Matematica Educativa y
la vinculacién entre comunidades nacionales e internacionales.

INSTRUCCIONES TECNICAS PARA AUTORES

LAS CONTRIBUCIONES

Toda contribucidon propuesta a Relime se somete a un estricto proceso de
arbitraje. Las contribuciones deberan ser resultado de investigaciones teoricas o
experimentales, estudios de caso, etnograficos, etc., en formato de articulo. Estas
contribuciones deberan ser trabajos inéditos de investigacion, no estar en arbitraje
en otra revista ni tratarse de traducciones previamente publicadas en su lengua
original.
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CARACTERISTICAS DE LOS MANUSCRITOS

Relime publica articulos en castellano, portugués, inglés y francés. Acepta
ensayos tedricos originales asi como propuestas que sean resultado de estudios

experimentales, de casos, de observacion, etnograficos, etc.

Los articulos deberan tener un maximo de nueve mil palabras, incluyendo
referencias, figuras, cuadros y anexos. En caso de que su propuesta exceda esta
extension, el Comité de Redaccion decide si considera la posibilidad de publicarlo
siempre que tal propuesta no ocupe todo el espacio disponible en un numero de

la revista.

En el caso de reportes de estudios experimentales, de casos, de observacion,

etnograficos, etcétera, recomendamos que los escritos contengan:

1)

2)

3)
4)
5)
6)

Si se trata de ensayos tedricos y filosoficos, nuestra recomendacion es la siguiente:

1)

2)

3)

4)

Resumen del trabajo, deberd tener un maximo de 10 renglones
escrito en espaflol, portugués, inglés y francés y de 5 palabras clave
en las cuatro lenguas. Resumen, titulo y palabras clave deben ser
escritos en los cuatro idiomas.

Una exposicion del problema de investigacion (su pertinencia y
relevancia en el tema que se aborda).

Indicaciones globales acerca de la estructura tedrica del reporte.
Justificacion de la metodologia usada.
Desarrollo de algunos ejemplos y analisis de resultados.

Referencias bibliograficas.

Iniciar con una exposicion del problema de investigacion (su
pertinencia y relevancia en el tema que se aborda).

Revision de la literatura que incluya trabajos importantes que
sustenten la investigacion, en el que se refleje una variedad de
resultados actuales. Esta revision debe incluir investigaciones
internacionales pertinentes y no limitarse a estudios de un solo
pais.

Oftrecer indicaciones sobre la estructura tedrica o filosofica en
la cual se desarrolla el tema del articulo.

Exposicion detallada de la posicion del autor dentro del tema o los
temas de exposicion. Esto debe reflejarse a través del desarrollo de
ideas, mas que de una lista de reflexiones.
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5) Implicaciones o consecuencias de la investigacion en el area.

6) Referencias bibliograficas.

PROCESO DE EVALUACION EN RELIME

Los articulos propuestos a Relime seran leidos por dos miembros del Comité
de Redaccion, y si el contenido atiende a la originalidad y satisface los criterios
anteriores, asi como a la claridad de la presentacion e interés para la comunidad
de matematica educativa, seran evaluados en forma “ciega” por dos investigadores
reconocidos y con experiencia dentro del area. En el proceso de evaluacion se
garantizara el anonimato de autores y evaluadores.

El resultado del dictamen puede ser:

A. Sugerencia de publicar el articulo sin modificaciones.

B. Sugerencia de publicar el articulo bajo reserva de hacer ligeras
modificaciones.

C. Sugerencia de reestructurar el articulo atendiendo a los comentarios,
lo que precisaria una nueva revision.

D. Sugerencia de rechazo del articulo.

FORMATO DE LAS CONTRIBUCIONES

Todas las contribuciones deberan estar escritas en procesador de texto Word 6.0
o superior, tipo de letra Times New Roman, tamafio 11 y utilizar un espacio
anterior y posterior de 4 pt, lo que significa que no se requiere dar espacio entre
un parrafo y otro. Los cuatro margenes de la pagina deberan ser de 2.5 cm. Para
las expresiones matematicas debe usarse el editor de ecuaciones.

ENCABEZADOS PRINCIPALES

El estilo de letra para los encabezados principales es tipo VERSALES en formato
mintsculas, utilizando un espacio anterior de 36pt y el posterior de 12pt, lo que
significa que no se requiere dar espacio entre un encabezado y los parrafos
subsecuentes. Enumerar las secciones de los encabezados principales (usando 1,
2, 3, etc.) y utilizar el estilo de alineacion centrada.
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Subtitulos

El estilo de letra para los subtitulos del articulo es tipo Times New Roman,
tamafio 11 y cursiva. La primera letra debe escribirse con mayusculas. Utilizar
un espacio anterior de 24 pt y el posterior de 10 pt, lo que significa que no se
requiere dar espacio entre un subtitulo y los parrafos subsecuentes. Los subtitulos
deberan enumerarse 1.1., 1.2, 1.3, etc., segin corresponda en estilo tipo Normal.
Los subtitulos posteriores a un encabezado principal deben tener un espacio
anterior y posterior de 6 pts.

Estilo para las tablas

Las tablas deben tener una alineacion centrada. El estilo de letra del texto en el
interior de la tabla debe ser tipo Times New Roman, Normal, tamafio 10 y con
un espacio anterior y posterior de 2 pto. Enumerar las tablas, usando tipo de letra
VERSALES tamafio 10, en formato minuscula: TABLA I, TABLA 11, TABLA III, etc.,
utilizando un espacio anterior de 6 pto y posterior de 0 pto. El nimero de la tabla
debe escribirse en la parte superior y su titulo debajo, utilizando un estilo de
alineacion centrada y tipo de letra normal tamafio 10.

Estilo para las figuras e imdgenes

Las figuras e imagenes deben tener una alineacion centrada. El estilo de letra
debe ser tipo Times New Roman, tamafio 10 y tipo Cursiva y Normal. Escribir
el nimero de la figura o imagen en formato tipo cursiva y el titulo en formato
tipo normal. Utilizar un espacio anterior de 2 pty el posterior de 4 pt. Las imagenes
y figuras deberan adjuntarse en un archivo independiente al manuscrito en
formato de alta resolucion.

Transcripciones

Para las transcripciones usar el estilo de letra normal, tipo Times New Roman
tamano 10. Utilizar un interlineado sencillo.

Usar estilos de transcripcion como los siguientes:

Estudiante: Para graficar utilicé uno de los métodos que vimos en clase. Me parecid que

era el mas simple para resolverlo
Profesor: ;Por qué consideras que ese método es mas simple?

Si las lineas de la transcripcion requieren ser numerados, entonces usar el estilo de
transcripcion enumerada como sigue:

[122] Entrevistador: En la primera actividad se te propuso determinar la funcion velocidad
(Podrias explicar como la hallaste?
[123] Alumno: Hum... pues...
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En el caso de que no se requiera hacer referencia a los nimeros, se sugiere usar el
primer estilo de transcripcion (indicada parrafos arriba).

RECONOCIMIENTOS

Los reconocimientos a personas, fondos, asociaciones, etc. deberan colocarse en
una seccion separada antes de las referencias bibliograficas. Los nombres de
organizaciones financieras deberan escribirse completos.

BIBLIOGRAFIA, REFERENCIAS Y NOTAS

Solicitamos emplear el estilo de la APA (Publication Manual of the American
Psychological Association, 6th ed., 2009) para las citas de pie, notas, referencias
textuales y bibliografia. (Pueden apoyarse en el siguiente link: http:/www.
apastyle.org/learn/tutorials/basics-tutorial.aspx; o bien, consultar el Manual).

La bibliografia debera escribirse en forma de lista sin enumerar y en orden
cronolégico. El estilo de letra debe ser Times New Roman 9. Para escribir una
referencia debe usarse alineacion justificada para el primer renglon. A partir del
segundo renglon deberan establecer una sangria especial de 0.63 cm.

Las notas deberan escribirse al final de cada pagina del documento. El estilo
de letra que debera usarse es Times New Roman 9 en formato normal.

INFORMACION COMPLEMENTARIA

1) No se devolveran los articulos originales.

2) El editor se reserva el derecho de hacer algunas modificaciones
necesarias para mantener el estilo de la publicacion.

3) Los textos pueden ser publicados en otro 6rgano editorial previo
permiso expreso, por escrito, y haciendo referencia explicita de la
fuente.

4) Los autores recibiran gratuitamente dos ejemplares del nimero en
que se haya publicado su articulo.

5) Noserealizaran pagos a los autores por los articulos que se publiquen
en RELIME. Para mayores informes, puede visitar la pagina web:
http://www.clame.org.mx/relime.htm o bien el correo electronico:

relime@clame.org.mx
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SUSCRIPCION A RELIME

Costo del volumen 20 (tres nimeros)

Suscripcion Institucional:
Volumen US$ 120
Cada ntimero US$ 50

Suscripcion Individual:
Volumen US$ 50
Cada namero US$ 20

Suscripcion Miembros Clame:
Volumen US$ 20
Cada ntimero US$ 10

Estos costos NO aplican a niimeros especiales,
NO incluyen gastos de envio, NI comisioén bancaria por transferencias
o depositos de cheques emitidos fuera de México

Las suscripciones deberan solicitarse al correo electronico
suscripcion@relime.org
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